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θ φ

量子参数估计中的基本理论——量子 Cramér-Rao不等式指出, 参数估计的方差由量子 Fisher信息的倒

数决定, 量子 Fisher信息越大, 参数估计的方差就越小, 估计精度也就会越高. 在非相对论量子力学中, 量子

Fisher信息已被广泛研究, 但考虑相对论效应对量子 Fisher信息影响的研究相对较少. 本文采用粒子态的相

对论变换方法, 数值计算和分析了运动参考系中单粒子态、双粒子态振幅参数   和相位参数   的量子 Fisher

信息. 结果表明, 在运动参考系中, 无论是使用单粒子态还是双粒子态, 量子 Fisher信息都会降低. 对于相位参

数, 双粒子态的量子 Fisher信息比单粒子态降低得更加显著. 然而, 对于振幅参数, 双粒子态的量子 Fisher信

息相对于单粒子态有所提高, 该研究结果为在相对论效应的影响下提高参数估计精度提供了有价值的参考.
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1   引　言

参数估计是指间接地估计一个未知参数的值 [1].

在物理学中, 很多物理量无法直接测量, 而只能通

过间接的方式进行估计 [2,3]. 在我们估计这些物理

量时, 不可避免会产生估计误差. 而如何提高参数

估计的精度, 就成了参数估计领域所要研究的核心

问题 [4–15]. 在参数估计理论中, 量子 Cramér-Rao

不等式表明, 量子 Fisher信息 (quantum fisher in-

formation, QFI)直接关系着参数估计的精度 [16–19],

其形式为
 

(∆η)
2 ⩾ 1

NF (η)
, (1)

η F (η) η

(∆η)
2

式中  为待估参数,   为参数  的 QFI, N 为对

系统的测量次数,    为待估参数的方差, 反映

测量误差. 从不等式可以看出, QFI值越大, 测量

误差就越小, 估计精度也就越高 [20]. 在量子参数估

计的研究中, 系统的参数信息通常被编码到某种量

子态上, 从而对未知参数进行估计 [10]. 为了尽可能

提高参数估计的精度, 一种方法就是需要寻找那些

能够使 QFI尽可能大的态 [21–23].

在非相对论量子力学中, 对 QFI进行了广泛

的研究, 例如其在纠缠判据 [24–26]、量子隐形传态 [27]

中的应用等. 同时, 人们还致力于发展新的理论来

计算 QFI[28–30], 为实现更高效的量子参数估计提

供理论参考. 另一方面, 随着相对论物理学和量

子信息科学的交叉发展, 人们开始考虑相对论效应

对 QFI的影响 [31–35]. 因为相对论效应可以改变粒

子的量子态的特性 [36,37], 从而对量子参数估计产生

影响.

本文考虑粒子态在不同惯性参考系下的相对

论变换, 分析了粒子态 (包括动量自由度和自旋自

由度)在运动参考系下的变换关系. 选取在静止坐

标系下动量和自旋不纠缠的粒子态, 发现在运动参

考系下粒子态动量和自旋之间相互纠缠 [36], 编码
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在自旋自由度上的参数信息也会随之产生相应的

变化. 本文数值计算了单粒子态和双粒子态在运动

参考系中的 QFI, 结果显示, 不论是使用单粒子态

还是双粒子态, 相对论效应都会导致编码在其上的

待估参数的 QFI下降, 这意味着参数估计的精度

受到相对论效应的影响. 当考虑相位参数时, 双粒

子态的 QFI降低得更加显著. 有趣的是, 当考虑振

幅参数时, 双粒子态的 QFI相对于单粒子态有所

提高. 这表明在对振幅参数进行估计时, 双粒子态

能够抑制相对论效应带来的影响, 从而提高参数估

计的精度. 

2   量子 Fisher信息

Fisher信息是统计学中一个重要的概念, 用来

描述一个可观测随机变量携带未知参数信息量的

多少, 定义式为 [7]
 

F (µ) =

∫
dx

1

p (x |µ )

[
∂p (x |µ )
∂µ

]2
, (2)

µ x p (x |µ )
µ x

其中  为待估参数,   为随机变量观测值,  

为参数取  时  的概率分布.

µ

ρµ

{Mx}

在量子力学中, 当系统中含有参数  时, 系统的

状态用密度矩阵  表示 [24]. 对这个系统进行一组

POVM   测量, Fisher信息可以重新表示为 [21]
 

F (µ) =

∫
dx

Re[tr (ρµMxLµ)]
2

tr [ρµLµ]
, (3)

Lµ在这里, 引入对称对数导数算符  , 其定义式为 

∂ρµ
∂µ

=
Lµρµ + ρµLµ

2
. (4)

在所有可能的 POVM测量中, 得到的 Fisher信息

存在一个最大的情况, 这个最大的 Fisher信息被

称为 QFI, 其定义式为 [20]
 

F (µ) = tr
[
ρµL

2
µ

]
. (5)

另一方面, 假设待测系统的密度矩阵谱分解形式为 

ρµ =

n∑
i=1

pi |ψi⟩ ⟨ψi| , (6)

QFI则可以被写为 [38]
 

F (µ) = 2

N∑
m,n

|⟨ψm| ∂µρµ |ψn⟩|2

pm + pn
, (7)

pi ρµ |ψi⟩
pi

其中   是密度矩阵   的本征值, 而   是本征值

 对应的本征态. 

3   运动参考系中粒子状态的变换

|0λ⟩
首先定义有质量粒子在静止参考系中的本征

态 [36]   : 

Pµ |0λ⟩ = pµ0 |0λ⟩ , (8)
 

Jz |0λ⟩ = λ |0λ⟩ , (9)

pµ0 = (m, 0) λ

|0λ⟩

其中四维动量  ,   是 z 方向的自旋角动

量分量. 将洛伦兹推动作用于静止参考系中的量子

态  , 可以定义如下动量态: 

|pλ⟩ = L (ξp) |0λ⟩ , (10)

L (ξp)其中洛伦兹推动  满足 

L (ξp) (m, 0) =
(√

p2 +m2,p
)
. (11)(√

p2 +m2,p
)

ξp

本文中,   表示粒子在运动参考系中

的四维动量,   表示粒子的快度, 满足: 

sinh |ξp| = |p|/m, (12)
 

ξp/|ξp| = p/|p|. (13)

U (Λ)

在运动参考系中, 粒子的状态可以通过对静止

参考系中的粒子态施加洛伦兹变换得到 [36,37], 洛伦

兹变换在物理 Hilbert空间中诱导出态矢量上的幺

正线性变换  , 其对粒子态的作用是 [39]: 

U (Λ) |pλ⟩ = U (ΛL (ξp)) |0λ⟩

= U (L (ξΛp))U
(
L(ξΛp)

−1
ΛL (ξp)

)
|0λ⟩ , (14)

L(ξΛp)
−1
ΛL (ξp)

λ

其中   是一个旋转操作 , 被称为

Wigner转动, 它作用于静止坐标系的自旋分量  

上 [36]. 因此 (14)式可以写成如下形式: 

U (Λ) |pλ⟩ =
∑
λ′

D(s)
λ′λ

(R (Λ,p)) |Λpλ′⟩, (15)

D
(s)
λ′λ(R(Λ,p)) R

s = 1/2

其中  是三维空间转动  在自旋空间

上的表示, 本文只考虑  的情况. 为了简洁,

我们令 

Up = D
(1/2)
λ′λ (R (Λ,p)) . (16)

[E,

p sin (ϕ) cos (γ) , p sin (ϕ) sin (γ) , p cos (ϕ)]

本文将四维动量写成球坐标系中的形式  

 , 得到Wig-

ner转动的具体形式: 

Up =

[
α βe−iγ

−βeiγ α

]
, (17)
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其中 

α =

√
E +m

E′ +m

[
cosh

(
ξ

2

)
+
p cos(ϕ)
(E +m)

sinh
(
ξ

2

)]
,

(18)
 

β =
p sin(ϕ)√

(E +m) (E′ +m)
sinh

(
ξ

2

)
, (19)

 

E′ = E cosh(ξ) + p cos(ϕ) sinh(ξ). (20)

ϕ γ m

E E′

  是球坐标系中的仰角,   为方位角,   代表粒子

态的质量,   和  分别为粒子经过相对论变换前

后的能量.

σr本文选取分布展宽为  的“相对论高斯型”动

量分布: 

f (p) =

√
1

N (σr)
exp

(
− p2

2σ2
r

)
, (21)

N (σr)其中  是归一化系数, p 表示 p的大小. 对于

一组动量遵循“相对论高斯型”动量分布的本征态,

态矢量可以写成 

|Ψ⟩ =
∫
f (p) |pλ⟩d̃p, (22)

d̃p其中   是洛伦兹不变的动量积分测度 , 由下式

给出: 

d̃p =
d3p

2
√

p2 +m2
. (23)

1/2

将 (21)式和 (22)式代入 (16)式 , 可求出自旋为

 的有质量粒子的态矢量经过洛伦兹变换后的

表达式为 

|Ψ ′⟩ = U (Λ) |Ψ⟩ = U (Λ)

∫
f (p) |pλ⟩d̃p

=

∫ ∑
λ′

f (p)Up |Λpλ′⟩ d̃p

=

∫ ∑
λ′

f (p)Up |λ′⟩ ⊗ |Λp⟩ d̃p

=

∫
f (p)Up |ψ⟩ ⊗ |Λp⟩d̃p, (24)

|ψ⟩在 (24)式中,   表示粒子的自旋态. 

4   运动参考系中的 QFI
 

4.1    单粒子态 QFI

在单粒子态量子参数估计中, 待估参数由自旋

态携带, 这里选取参数化的单量子比特自旋态, 它

可以写成: 

|ψθ,φ⟩ = cos
θ

2
|0⟩+ eiφ sin

θ

2
|1⟩ , (25)

θ φ其中  和  是未知的待估计参数, 分别表示振幅参

数和相位参数.

µ

首先计算在静止参考系中两个未知参数的

QFI. 对于纯态, 编码在该态上的参数  的 QFI可

表示为 [20]
 

F (µ) = 4
(
⟨∂µψ| ∂µψ⟩+ |⟨ψ| ∂µψ⟩|2

)
, (26)

θ φ F (θ) = 1,

F (φ) = sin2θ
很容易计算出关于   和   的 QFI为  

 .

相对论效应使粒子的动量和自旋相互纠缠 [36],

由于待估参数编码在自旋态上, 因此本文只考虑自

旋态的变换. 在变换后的态中自旋和动量两个自由

度都属于这个变换态的子系统, 要研究自旋态中的

待估参数, 需要关于自旋自由度的约化密度矩阵.

通过对动量自由度求偏迹, 得到关于自旋自由度的

约化密度矩阵: 

ρ =

∫
|f (p)|2Up |ψθ,φ⟩ ⟨ψθ,φ|Up

†d̃p, (27)

θ φ

将其代入 QFI的计算 (7)式, 即可算出在运动参考

系中未知参数  和  的 QFI. 

4.2    单粒子态计算结果与分析

F (φ) F (θ)

F (φ) F (θ) ξ θ

σr m σr/m

在运动参考系中求解 QFI的解析解是一个非

常困难的工作, 所以考虑利用MATLAB进行数值

求解. 本文分别计算了单粒子态相位参数的 QFI

 和振幅参数的 QFI    , 研究发现在运动

参考系中,    和   都与快度   、振幅参数   ,

以及展宽  与粒子质量  的比值  有关.

θ = π/2 |ψθ,φ⟩ =
1√
2
|0⟩+ 1√

2
eiφ |1⟩ σr/m

F (φ) F (θ) ξ

ξ

σr m σr/m

F (φ) F (θ)

1/2

σr

首先考虑等振幅 (  )的情况, 即 

 . 如图 1(a), (b), 当   取 1,

2, 3, 4时,   和  都随着快度  的增大而减

小, 当快度  趋向于无穷大时, 二者都降低到某一

个固定的值, 固定值依赖于决定动量分布离散程

度的展宽   和粒子质量   的比值   , 其值越

大,   和  降低趋势越明显, 且最终达到的

固定值越小. 这是因为相对论效应使粒子的动量和

自旋相互纠缠, 在不同的参考系看来, 同一个粒子

的自旋态是不同的. 对于自旋  粒子, 一般情况

下质量是确定的, 展宽   增大意味着动量分布变

得更加分散, 对动量部分求偏迹, 求得的自旋态的
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σr/m

约化密度矩阵中包含的待估参数信息会随之减少.

因此随着  的增大, 待估参数的 QFI下降的更

加明显.

σr/m = 1 [0, π]
π/2

θ = π/2 F (φ) F (θ)

θ = π/2

对于单量子比特系统, 其振幅参数同样会对相

位和振幅的估计和测量产生影响. 如图 1(c), (d),

这里取   , 当它的振幅参数取   时, 它

们的 QFI也会发生变化. 当振幅参数越接近  

时, 相位参数的 QFI越大, 而振幅参数的 QFI越

小, 都在   时达到极值, 且   和   都

关于  呈现一定的对称性, 原因在于粒子态

选取的动量分布具有对称性. 

4.3    双粒子态计算结果与分析

为了尽可能提高参数估计的精度, 降低相对论

效应对参数估计的影响, 本文尝试寻找那些能使

QFI尽可能大的态. 在目前已有的研究中, 利用量

子系统特有的量子纠缠性质, 可以提高量子态的

QFI.因此, 本研究将编码未知参数的自旋态选为参

数化的二量子比特纠缠态: 

|ψθ,φ⟩ = cos
θ

2
|00⟩+ eiφ sin

θ

2
|11⟩ . (28)

1/2两个有质量的自旋为   的粒子的态矢量可以写

成 [36]:
 

|ΨAB⟩ =
∫∫ ∑

λσ

gλσ (p, q)|pλ⟩A|qσ⟩Bd̃pd̃q, (29)

|pλ⟩A |qσ⟩B
gλσ (p, q)

其中,   与  分别表示 A粒子与 B粒子的

动量-自旋本征态, 且  满足:
 

gλσ (p, q) =
1√
2
δλσf (p) f (q) , (30)

  ∑
λσ

∫∫
|gλσ (p, q)|2d̃pd̃q = 1. (31)

经过相对论变换后, 求得自旋态的约化密度矩阵为
 

ρAB =

∫∫
|f (p)|2|f (q)|2Up ⊗ Uq |ψθ,φ⟩ ⟨ψθ,φ|U†

p

⊗ U†
q d̃pd̃q. (32)

F (φ) F (θ)

将其代入 QFI的计算公式, 数值计算双粒子态相

位参数的QFI   和振幅参数的QFI   . 结果
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图  1    运动坐标系中单粒子态的 QFI　(a)   ,   时 ,   随   的变化 ; (b)   ,  

时,   随   的变化; (c)   ,   随   ,   的变化; (d)   ,   随   ,   的变化

F (φ) ξ θ = π/2
σr/m = 1, 2, 3, 4 F (θ) ξ θ = π/2 σr/m = 1, 2, 3, 4 F (φ)

θ ξ σr/m = 1 F (θ) θ ξ σr/m = 1

Fig. 1. Quantum Fisher information for one-particle state in moving frames: (a)     is plotted as a function of     for   

and      ;  (b)      is  plotted as  a  function of      for    and    ;  (c)      is  plotted as  a

function of    and    for   ; (d)    is plotted as a function of    and    for   .
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F (φ)

F (θ) ξ θ σr/m

F (φ) F (θ)

σr/m = 1

F (φ) F (θ) ξ

显示, 双粒子态的相位参数 QFI    和振幅参

数 QFI    也与快度   、振幅参数   和   有

关, 且  和  随三者的变化关系和单粒子态

类似. 图 2展示了当  时, 等振幅情况下双

粒子态和单粒子态   和   随   的变化对比

图. 有趣的是, 双粒子态相位参数的 QFI下降的更

为显著, 而振幅参数的 QFI相比于单粒子态则有

所提高. 这表明随着粒子数增加, 相位参数的估计

精度降低的更加显著, 而振幅参数的估计精度则有

所提高.
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图  2　运动坐标系中单粒子态与双粒子态的 QFI对比　

(a)    ,    时 ,    随   的 变 化 对 比 ;

(b)   ,   时,   随   的变化对比

F (φ)

ξ σr/m = 1 θ = π/2
F (θ) ξ σr/m = 1

θ = π/2

Fig. 2. Quantum  Fisher  information  for  one-particle  state

versus that for two-particle state in moving frames: (a)  

is plotted as a function of    for    and   ;

(b)    is plotted as a function of    for    and

 . 

5   结　论

本文研究了相对论效应对量子参数估计精度

的影响, 结果发现, 不论是单粒子态还是双粒子态,

相对论效应都会导致其携带的待估参数 QFI下降,

从而降低参数估计的精度. 在考虑相位参数时, 随

着粒子数的增加, QFI降低得更为显著. 然而在考

虑振幅参数时, 双粒子态的 QFI相对于单粒子态

有所提高. 这表明在运动参考系中进行量子参数

估计时, 携带未知参数的粒子态选用双粒子态, 同

时待估参数编码在自旋态的振幅参数上, 可以降

低相对论效应对参数估计精度的影响. 这一结果

提供了一种抑制相对论效应噪声的方法. 接下来可

以进一步研究多粒子态的 QFI的变化情况 [34], 尝

试得出一个在相对论变换下计算多粒子态 QFI的

解析结果, 这将在量子参数估计理论领域产生重要

的价值.
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Abstract
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In  the  field  of  quantum  metrology,  an  important  application  is  quantum  parameter  estimation.  As  the

fundamental theory of quantum parameter estimation, quantum Cramér-Rao inequality shows that the variance

of  parameter estimation is  determined by the inverse of  quantum Fisher information.  Higher quantum Fisher

information corresponds to a lower variance, thereby improving the precision of parameter estimation. Quantum

Fisher  information  has  been  extensively  investigated  in  many  aspects  of  non-relativistic  quantum  mechanics,

including entanglement structure detection, quantum teleportation, quantum phase transition, quantum chaos,

and quantum computation. However, there are few researches considering the influence of relativistic effect on

quantum Fisher information, and therefore, we attempt to investigate this topic in this work. The relativistic

transformation of particle states is employed, and the quantum Fisher information about amplitude parameter

   and  phase  parameter      are  investigated  in  moving  reference  frame.  In  this  work,  the  parameters  to  be

estimated are encoded into the spin degree of freedom, and the pure single-qubit state and the pure two-qubit

state are both considered. The quantum Fisher information about     and     of single-qubit state and two-qubit

state in moving reference frame are numerically calculated, respectively. It can be observed that the quantum

Fisher information is associated with rapidity, amplitude parameter, and the ratio of the width to the particle

mass    .  The quantum Fisher  information of  the estimated parameters  decreases  with rapidity increasing

for  both single-qubit  state  and two-qubit  state.  As  rapidity  approaches  infinity,  i.e.  increases  to  the  speed of

light, the quantum Fisher information reaches to a constant which decreases as the ratio    increases. More

importantly, for the phase parameter    , it is observed that the quantum Fisher information of two-qubit state

reduces more significantly than that of single-qubit state. While, for the amplitude parameter    , the quantum

Fisher  information  of  two-qubit  state  is  greater  than  that  of  single-qubit  state.  These  results  are  useful  and

valuable for improving the precision of parameter estimation under the influence of relativistic effect.
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