
 

专题: 高能重离子碰撞过程的自旋与手征效应

相对论自旋流体力学*
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(2023 年 1 月 8 日收到; 2023 年 1 月 30 日收到修改稿)

近年来, 随着重离子碰撞实验中超子自旋极化与矢量介子自旋排列现象的发现, 关于夸克胶子物质中自

旋输运的理论研究也得到蓬勃发展, 其中包括相对论自旋流体力学, 它是描述自旋输运的流体力学理论. 本

文对相对论自旋流体力学的近期发展进行了综述, 主要包括以下内容: 1) 相对论自旋流体力学基本方程的推

导, 包括宏观的唯象学推导、基于有效场论的推导以及基于输运理论的推导; 2) 该理论框架的一些特殊性质,

包括能动量张量中的反对称结构以及赝规范变换性质等; 3) 在 Bjorken 和 Gubser 膨胀体系中的解析解及其

对于重离子碰撞物理的意义.
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 1   引　言

相对于某一惯性系旋转的流体在自然界和实

验室中是很常见的. 这样的流体可以在不同的空间

尺度上出现, 大到转动星系, 小到超流体中的量子

涡旋. 最近, 人们发现相对论重离子碰撞中产生

的夸克-胶子等离子体 (QGP) 就是这样一种旋转

的流体. 不但如此, 如果以 (非相对论性) 流体涡度 

ω =
1

2
∇× v (1)

|ω| ∼ 1021

H ∼ −ω · S

来度量, QGP 可以呈现    s-1 的流体涡旋

(流体涡旋即流体的定域转动, 涡度刻画了该转动

的角速度)[1,2]. 这使得 QGP 成为目前已知的 (定

域) 转动最快的流体. 流体涡旋一个直接的物理结

果是会造成自旋极化现象的出现, 即流体中粒子的

自旋将倾向于沿着流体涡旋的方向排列. 这可以通

过自旋和转动的耦合 Hamilton 量   (其

S

Ξ− Ω−

J/ψ

中,   表示自旋) 直接看出: 当自旋与涡旋方向一

致时将降低体系的能量. 在重离子碰撞物理领域,

这意味着夸克在 QGP 中会出现自旋极化, 进而在

QGP 强子化后造成强子的自旋极化或自旋排列现

象. 关于这一可能性, 最早是中国科学家梁作堂教

授和王新年教授 [3,4] 在 2004 年提出的, 并在 2017 年

被相对论重离子对撞机 (RHIC) 上的 STAR 实验

组在Au + Au 碰撞实验中的L 超子上首次观察到 [5].

最近 (2021 年), 又在  和  超子上观测到 [6]. 在

2022 年, 自旋排列现象也在 f 介子和   介子上

被观察到 [7–10]. 虽然对于这些观测结果还存在一些

有待于理论上深入理解的地方 (见综述文章 [11−18]

中的讨论), 但它们毫无疑问地显示 QGP 中是存

在自旋极化和自旋输运现象的. 最近几年, 对于

QGP 中自旋极化和输运的理论研究也伴随着实验

的进展向更广更深的方面发展, 其中特别值得关注

的是自旋输运理论和自旋流体力学理论的发展. 本

文将主要集中于自旋流体力学的讨论, 而关于自旋
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输运理论, 读者可以从文献中获得相关介绍, 如综

述 [19,20] 及其所引用的文献. 除此以外, 自旋流体

力学也在其他领域受到广泛关注, 如在凝聚态物理

领域中, 人们发现流体材料中的自旋输运现象 [21],

在冷原子领域也有相关讨论 [22] 等, 这里不再展开

讨论.

 2   采用熵增原理推导相对论自旋流体
力学

 2.1    正则形式的相对论自旋流体

相对论流体力学是描述相对论多体系统的一

种有效理论. 当系统宏观时间和空间尺度远大于微

观尺度下粒子平均自由程时, 相对论流体力学可以

较好地描述系统整体演化等. 在相对论流体力学

中, 动力学变量是能量-动量密度、粒子数密度等各

类守恒量的密度, 而对应的守恒定律即是相对论流

体力学方程. 相对论流体力学可以通过对物理学量

的梯度展开来构造. 通常情况下, 梯度展开的领头

阶对应着相对论理想流体力学, 而高阶项则包含着

热传导、粒子扩散、黏滞效应等耗散过程.

U(1)

相对论自旋流体力学则是将系统角动量演化

也纳入整体演化之中, 即要考虑能-动量守恒和角

动量守恒定律. 除此之外, 若体系的动力学过程还

具有内部对称性 (比如   重子数守恒), 也需要

考虑对应守恒荷的守恒定律. 本文将首先回顾由

能-动量守恒、角动量守恒和粒子数守恒这三种守

恒定律确定的相对论流体力学形式. 由于在量子场

论体系中, 从总角动量中定义出自旋角动量具有一

定任意性, 为了确定起见, 本文选取正则形式的自

旋角动量, 并得到在正则形式的相对论自旋流体力

学 [23,24].

首先, 粒子数守恒、能-动量守恒以及总角动量

守恒方程分别是: 

∂µj
µ = 0, ∂µΘ

µν = 0, ∂λJ
λµν
can = 0, (2)

jµ Θµν Jαµν
can

Jαµν
can

其中,   是粒子流矢量,   和  分别是正则形

式的能动量张量和总角动量流张量. 总角动量流

 通常具有如下形式: 

Jαµν
can = xµΘαν − xνΘαµ +Σαµν , (3)

Σαµν

∂λJ
λµν
can = 0 ∂µΘ

µν = 0

式中最后一项   与轨道运动无关, 称为正则形

式的自旋流张量. 将 (3) 式代入总角动量守恒方程

 , 并结合能-动量守恒方程   ,

可以得到 

∂αΣ
αµν = −2Θ[µν], (4)

[ab]其中  表示对指标 a, b 反对称化. (4) 式说明, 相

对论性量子系统自旋并不会单独守恒, 只有总角

动量是守恒的, 而自旋和轨道角动量可以发生相互

转化.

jµ Θµν Σαµν

jµ Θµν

gµν = diag(1,−1,−1,−1)

可以对   ,   和   做张量分解. 首先, 对

于  和  , 可以得到 (除第 3 节外, 选取Minkowski

时空度规  ): 

jµ = nuµ + jµ(1), (5)
 

Θµν = (ε+ P )uµuν − Pgµν +Θµν
(1), (6)

O(1)

(1) O(∂) jµ(1) Θµν
(1) uµ

Θµν
(1)

其中 n, e 和 P 分别是粒子数密度、能量密度和压

强, 对应于梯度展开中的领头阶 (即  阶). 下标

 代表梯度展开中   阶,   和   与速度  

垂直.   还能进一步地分解为
 

Θµν
(1) = 2h(µuν) + πµν + 2q[µuν] + ϕµν , (7)

(ab) a, b其中   表示对指标   做对称化. 新引入的量满

足以下恒等式: 

hµuµ = qµuµ = πµνuν = ϕµνuν = π[µν] = ϕ(µν) = 0.
(8)

Θµν
(1) hµ

πµν

Θµν
(1)

Σαµν

可以看到,   的对称部分包含热流矢量   和黏

滞张量  , 在不包含自旋的普通相对论流体中也

有这两项. 而  的反对称部分是正则形式的相对

论自旋流体所特有的, 引入它们可以方便地描述系

统中的自旋和轨道角动量相互转化过程, 即 (4) 式.

其次, 对于自旋流   , 可以模仿 (5) 式, 做如下

分解: 

Σαµν = uαSµν +Σαµν
(1) , (9)

Sµν = uαΣ
αµν ∼ O(1)

Σαµν
(1) ∼ O(∂)

Σαµν Sµν

其中,   , 表示定域的自旋密

度, 而  属于高阶修正. 需要注意的是,

因为   关于后两个指标反对称, 所以   是一

个反对称张量, 共有 6 个自由度.

Sµν

ωµν ∼ O(∂)

为了描述轨道-自旋的耦合对系统能量的修正,

需将热力学关系进行扩展. 类比粒子数 n 和粒子化

学势µ的关系, 可引入与自旋密度   相应的自旋

化学势  , 并且将热力学关系修改为 [23,24]
 

ε+ P = Ts+ µn+ ωµνS
µν , (10)

 

dε = Tds+ µdn+ ωµνdSµν , (11)
 

dP = sdT + ndµ+ Sµνdωµν , (12)
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其中 T 和 s 分别是定域温度和熵密度.

类比普通相对论流体中的熵流密度 [25], 可以

得到正则形式的含有自旋修正的熵流密度 [24]: 

Sµcan =
uν
T
Θµν +

P

T
uµ − µ

T
jµ − 1

T
ωρσS

ρσuµ +O(∂2)

= suµ +
uν
T
Θµν

(1) −
µ

T
jµ(1) +O(∂2), (13)

suµ

∂µSµcan

式中第一项  是系统达到平衡时的熵流密度, 其

余项是系统处于近平衡态时的修正. 需要注意的

是 , 近平衡时的熵流是不唯一的 . 这是因为在

(13) 式中任加一项散度为零的项都不会改变熵产

生率  的正定性, 从而也不违背热力学第二定律.

hµ πµν

qµ ϕµν
下面利用热力学第二定律来求出关于  ,   ,

 ,   的本构方程. 根据熵流的表达式 (13), 可以

计算出熵产生率为 

∂µSµcan =
(
hµ − ε+ P

n
jµ(1)

)(
∂µ

1

T
+

1

T
Duµ

)

+
1

T
πµν∂µuν + qµ

(
∂µ

1

T
− 1

T
Duµ

+
4

T
ωµνu

ν

)
+

1

T
ϕµν(∂µuν + 2ωµν).(14)

∂µSµcan ⩾ 0

在推导 (14) 式的过程中, 需要用到 (2) 式中的守恒

方程. 热力学第二定律要求   , (14) 式的

右边必须凑成半正定的二次型. 由此得到: 

hµ − ε+ P

n
jµ(1) = κ[T−1∆µν∂νT − (u · ∂)uµ], (15)

 

πµν = 2η∂⟨µuν⟩ + ζ∆µν(∂ · u), (16)
 

qµ = λ[T−1∆µν∂νT + (u · ∂)uµ − 4ωµνuν ], (17)
 

ϕµν = −γ(Ωµν − 2T−1∆µα∆νβωαβ), (18)

⟨µν⟩ µ, ν ∆µν = gµν−
uµuν

其中  表示对指标  取无迹对称化,  

 , 

Ωµν = −∆µρ∆νσ∂[ρ(βuσ]) (19)

κ, η, ζ, λ, γ κ, η, ζ

λ, γ

ωµν

被称作热涡度张量 [26]. (15)—(18) 式新引入的输运

系数   都是非负数.   分别代表通常

所说的热导率、剪切黏滞系数、体积黏滞系数, 而

 是自旋流体中特有的, 它们和自旋与轨道角动

量的相互转化有关. 不难发现, (15) 式和 (16) 式不

含与自旋有关的项, 它们与普通流体中的相应表达

式相同. 而 (17) 式和 (18) 式则显含自旋化学势  ,

这两式表明, 流体中的转动、温度梯度以及自旋化

学势共同作用导致系统自旋的变化.

将 (15)—(18) 式代入 (2) 式, 就得到具有耗散

∂µSµcan Σαµν
(1) O(∂3)

Σαµν
(1)

效应的自旋流体力学方程. 在上面的讨论中, 可以

发现在  中  仅出现在  阶. 这导致无

法在目前截断下得到  表达形式.

 2.2    Belinfante 形式相对论自旋流体

Θµν

Jαµν
can

Σαµν

Θµν Jαµν
can

上一节中假设了能动量张量   具有非零的

反对称分量, 并将  按 (3) 式分解出非零自旋流

 . 但是这种假设并不对所有可能的能动量张

量和总角动量流都成立. 下面对  和  做赝规

范变换.

T µν首先, 通过如下变换引入  : 

T µν = Θµν + ∂λK
λµν , (20)

 

Kλµν =
1

2
(Σλµν − Σµλν − Σνµλ). (21)

Σλµν Kλµν

T µν

T µν

注意到  关于后两个指标反对称, 所以  是

全反对称张量. 由此不难验证,   的反对称部分

严格为零, 而且  本身满足守恒方程 

∂µT µν = ∂µΘ
µν = 0. (22)

T µν

Θµν T µν

因此,   也是守恒量. 区别于正则形式下的能动

量张量  , 我们将  称为 Belinfante 形式的能

动量张量. 可以类似地引入 

J αµν ≡ Jαµν
can + ∂ρ(x

µKραν − xνKραµ), (23)

其也满足守恒方程 

∂αJ αµν = ∂αJ
αµν
can = 0. (24)

我们将其称为 Belinfante 形式的总角动量流. 进一

步地, 利用 (20) 式可以把 (23) 式写成 

J αµν = xµT αν − xνT αµ. (25)

T µν

J αµν

T µν J αµν

我们发现 Belinfante 形式的能动量张量   反对

称部分严格为零 , Belinfante 形式的总角动量流

 的分解 (25) 式中不显含自旋部分. 所以 2.1 节

中采用的正则分解对   和   不再成立, 但是

这并不意味着在 Belinfante 形式下无法看到自旋

的修正.

T µν Θµν

接下来讨论 Belinfante 形式的相对论自旋流

体. 直接从  和  的关系式 (20) 出发得到 

T µν = Θµν +
1

2
∂λ(u

λSµν − uµSλν + uνSµλ) +O(∂2)

= Θ(µν) +
1

2
∂λ(u

µSνλ + uνSµλ) +O(∂2), (26)

Θ(µν)其中  与 2.1 节中的 (7) 式相同. (26) 式中与自

旋相关的项还可以进一步分解成以下形式: 
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1

2
∂λ(u

µSνλ+uνSµλ)=δεuµuν+2δh(µuν)+δπµν , (27)

δε, δhµ, δπµν其中  的具体表达式为 

δε = uρ∂σS
ρσ, (28)

 

δhµ =
1

2
[∆µ

σ∂λS
σλ + uρS

ρλ∂λu
µ], (29)

 

δπµν = ∂λ(u
⟨µSν⟩λ) + δΠ∆µν , (30)

 

δΠ =
1

3
∂λ(u

σSρλ)∆ρσ. (31)

δΠ

δε, δhµ, δπµν hµ

πµν

T µν

T µν

(31) 式的   是体黏滞修正. 根据 (26) 式, 可以将

 看作是自旋对能量密度 e、热流矢量  、

黏滞张量   的修正. 因此, 我们发现 Belinfante

形式的  的反对称部分为零, 这并不表示Belinfante

形式下没有自旋, 自旋的存在会影响  的对称部

分, 最终表现为对能量密度、热流矢量和黏滞张量

的修正 ((28)—(31) 式).

Θµν

qµ ϕµν

现在, 对 Belinfante 形式的自旋流体进行熵流

分析, 可以看到源于正则能动量张量  的反对称

部分   和   也会出现在 Belinfante 形式的自旋

流体中. 类似正则形式的熵流 (13) 式, 这里假设

Belinfante 形式的熵流为 

Sµ =
uν
T
T µν +

P

T
uµ − µ

T
jµ − 1

T
ωρσS

ρσuµ +O(∂2)

= suµ +
uν
T
T µν
(1) −

µ

T
jµ(1) +O(∂2), (32)

T µν
(1)其中  的定义是

 

T µν
(1) ≡ 2h(µuν) + πµν +

1

2
∂λ(u

µSνλ + uνSµλ). (33)

据此可以求出相应的熵产生率: 

∂µSµ =

(
hµ − ε+ P

n
jµ(1)

)(
∂µ

1

T
+

1

T
Duµ

)
+

1

T
πµν∂µuν +∆+O(∂2), (34)

其中 D 的表达式为 

∆ ≡ 1

2
∂λ(u

µSνλ+uνSµλ)∂µ

(uν
T

)
− ωρσ

T
∂λ(u

λSρσ).

(35)

O(∂2) ∂λK
λµν = 0注意到, 精确到  阶时,   可以写成

 

∂µ∂λ(u
λSµν + uµSνλ + uνSµλ) = 0. (36)

将 (36) 式代入 (35) 式, D 可以改写为 

∆ =
1

2
∂µ

[
∂λ(u

λSµν + uµSνλ + uνSµλ)
uν
T

]
− 1

2
∂λ(u

λSρσ)
[
∂ρ

(uσ
T

)
+ 2

ωρσ

T

]
. (37)

S ′µ

为了保证热力学第二定律, 将 (37) 式中的全导数

项吸收到熵流的定义中去 , 也就是重新定义

Belinfante 形式的熵流  : 

S ′µ ≡ Sµ − 1

2
∂λ(u

λSµν + uµSνλ + uνSµλ)
uν
T
. (38)

−1

2
∂λ(u

λSρσ)如果再将  分解成
 

−1

2
∂λ(u

λSρσ) = 2q[µuν] + ϕµν , (39)

∂µS ′µ

∂µSµcan ∂µS ′µ ⩾ 0

并代入到 (37) 式中, 不难发现   与正则形式

(14) 式中的   完全一样. 因此通过   ,

也可以得到 (15)—(18) 式中的本构方程.

V µ V µ

Sµcan Sµ

最后, 对上面的熵流分析做几点说明. 首先,

(37) 式中出现的全导数项类似文献 [27, 28] 中的

 . 其中, 由  引起的改变源于流体有效场论方

法中的动力学 Kubo-Martin-Schwinger (KMS) 条

件. 其次, (38) 式中的变换类似于文献 [29] 中对反

常流体的处理. 在文献 [29] 中为了使得熵产生率非

负, 与涡度有关的项被人为引入熵流表达式中. 最

后, 我们强调, 由赝规范变换联系的不同的能动量

张量会导出不同的熵流, 如  和  , 它们在平衡

态时是等价的, 而在非平衡态时, 由于耗散项的出

现, 它们不再等价 [30–32].

uµ

uµ

πµν

δε δπµν

hµ

δhµ

δhµ

下面讨论 Belinfante 形式下自旋对各个物理

量修正的含义. 根据相对论流体力学的一般理论,

非平衡态时的流体元速度   不是唯一确定的, 选

择特定的   对应于选择特定的流速系. 可以证明

在各种可能的流速系中能量密度 e 和黏滞张量 

都不为零 [25,33], 从而在所有的流速系中都可以将

(28) 式和 (30) 式中的  和  理解为对能量密度

和黏滞张量的自旋修正. 但是, 热流   在常用的

Landau 系中严格为零, 此时   不能再解释成热

流修正. 下面讨论 Landau 系中  的物理意义.

L
O(∂) uµL

首先简要证明 Landau 系中热流为零. 为了便

于区分, 下面将用“  ”来标记在该系中定义的物理

量. 在Landau 系中, 精确到  阶, 速度  满足[25,33]
 

∆L
ρµT µνuL,ν = 0. (40)

uµL uµLandau 系速度  与一般系中的速度  的关系为 

uµL = uµ +
1

ε+ P
(hµ + δhµ). (41)

T µν

再将 (40) 和 (41) 式代入 (26) 式, 发现 Landau 系

中的  可以写成如下形式: 

T µν = (ε+δε)uµLu
ν
L−(P+δΠ)∆µν

L +πµνL +δπµνL +O(∂2).
(42)
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T µν

hµL hµL = 0

jµL(1)

从中可以看出 Landau 系中  的表达式里确实不

出现热流项   , 等价于   . 其次 , 我们发现

Landau 系中缺失的热流项其实是被吸收到了 

的表达式中: 

jµL(1) =

(
jµ(1) −

n

ε+ P
hµ
)
+ δjµ(1), (43)

 

δjµ(1) = −
n

ε+ P
δhµ. (44)(

jµ(1) −
n

ε+ P
hµ
)

δjµ(1) δhµ

Sµν

(43) 式中的第一项  不随流速系的

改变而改变 [25]. 这可以通过流体运动方程和热力

学关系来证明. (43) 式中的第二项  是与  有

关的自旋修正项. 为了阐明其物理意义, 先把  

分解如下: 

Sµν = 2s[µuν] − ϵµνρσuρSσ, (45)

uµs
µ = uµS

µ = 0

uµ = (1,v) v → 0 v δjµ(1)

其中  . 然后再取非相对论极限, 即

 且  . 保留到速度  的一阶项,  

的空间分量可以写成如下形式: 

δj(1) = −
n

2(ε+ P )
[∇× S + v̇ × S + (∇ · v)s

− 2(s ·∇)v + ṡ]. (46)

∇× S

从中可以看出, 在 Landau 系中自旋会诱导出一项

与自旋涡旋  有关的流, 这和量子自旋涡度理

论 [34] 得出的结论一致.

hµ πµν

δε, δhµ, δπµν hµ

δhµ

δj(1) ∝∇× S

本节回顾了正则和 Belinfante 形式的相对论

自旋流体力学. 这两种形式的能动量张量和总角动

量流由赝规范变换相联系. 正则形式的能动量张量

含有反对称项, Belinfante 形式的能动量张量是对

称的. 通过计算, 我们发现两种形式下的运动方程

是等价的, 但是相应的熵产生率会相差一个全导数

项. 此外, 还发现在 Belinfante 形式的能量密度 e、

热流矢量  、黏滞张量  都有相应的自旋修正项

 . 需要注意的是, 在 Landau 系中  为

零, 自旋修正项   不再是对热流的修正, 而是对

粒子流的修正, 它诱导出了正比于自旋涡度的一阶

流   . 上述结果在重离子物理唯象学

方面的应用还需要进一步的研究.

 3   采用有效场论推导相对论自旋流
体力学

作为一种低能有效理论, 流体力学方程是可以

通过一般的有效场论方法得到的. 关于这种推导流

Tµν

gµν Jµ Aµ

ω ab
µ

gµν eaµ

Θµ
a

体力学的方法的一般性论述可以在文献 [33, 35] 中

找到. 在这一框架中, 能动量张量  是作为度规

场   的源引入的, 而守恒流   是作为规范场  

的源引入的. 不难想象, 自旋流体力学也可以通过

这种方法得到, 正如下面将要论述的. 但这时要注

意的是, 自旋流张量是自旋联络   (时空挠率密

切相关) 的源, 从而必须考虑具有挠率的时空背景,

即 Einstein-Cartan 几何. 由于挠率的存在, 一般情

况下仿射联络不是 Levi-Civita 联络, 而是具有一

个反对称部分, 从而使得能动量张量不适合于作为

度规场   的源, 而是作为标架场   的源引入的

(这里为了区分, 用  来表示能动量张量)[36]: 

δW [eaµ, ω
ab
µ ] =

∫
d4xe

(
Θµ

aδe
a
µ −

1

2
Σµ

abδω
ab
µ

)
,

(47)

W [eaµ, ω
ab
µ ] eaµ, ω

ab
µ

ηab = diag(−1, 1, 1, 1) gµν

jµ

Θµν Jµρσ

Θµ
a Σµ

ab

ξµ(x)

αab(x) = −αba(x)

a, b

其中,   为在背景场   中的有效作

用量, e 为标架场的行列式. 由于涉及到弯曲时空

的文献中大都采用具有正的号差的度规 (与其他节

中的习惯相反), 这里延续这种习惯 , 从而对于

Minkowski 度规   , 而用   表

示一般完全时空的度规. 为了简便, 这里没有考虑

可能的对应某种内部对称性的守恒流   . 原本对

应于   和总角动量   的守恒律这时变为关于

 和   的与一般坐标变换和定域 Lorentz变换

不变性关联的 Ward 恒等式 . 下面来推导这些

Ward 恒等式. 考虑一个无穷小坐标变换和无穷小

的定域 Lorentz 变换 , 它们分别用参量   和

 表征. 标架场和自旋联络中的坐

标指标µ和定域 Lorentz 指标   等分别参与这两

种变换, 从而 

δeaµ = ξν∂νe
a
µ + eaν∂µξ

ν − αa
be

b
µ, (48)

 

δωµ
a
b = ξν∂νωµ

a
b+ων

a
b∂µξ

ν+∂µα
a
b−αa

cωµ
c
b+α

c
bωµ

a
c.

(49)

代入 (47) 式得到 

δW =

∫
d4xe

{
1

2
αab
[
Θab −Θba + (Dµ −Gµ)Σ

µ
ab

]
− ξa

[
(Dµ −Gµ)Θ

µ
a +Θµ

bT
b
µa −

1

2
Σµ c

b R
b
cµa

]}
,

(50)

T ρ
µν = Γ ρ

µν − Γ ρ
νµ Gµ = T ν

νµ

Ra
bcd Dµ

其 中   为 时 空 挠 率 ,   ,

 为 Riemann 曲率,   表示协变导数, 比如 

DµA
ν
a = ∂µA

ν
a + Γ ν

µρA
ρ
a − ω b

µ a
Aν

b. (51)
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δW = 0 xµ αab

因为变换 (48) 式和 (49) 式都是 W 的对称性, 所

以     对于任意的   和   都必须成立, 从而

给出 

(Dµ −Gµ)Θ
µ
a = −Θµ

bT
b
µa +

1

2
Σµ c

b R
b
cµa, (52)

 

(Dµ −Gµ)Σ
µ
ab = Θba −Θab. (53)

这些就是要得到的 Ward 恒等式, 它们在平直时空

中就回到了表示能-动量守恒和角动量守恒的守恒

律方程 (2) 和 (4).

V µ

LV (· · · ) = 0 L

uµ µab V µ

先考虑处于平衡态下的流体, 其结果对应着理

想流体力学. 当我们说系统处于平衡态, 实际上是

指存在一个类时的 Killing 矢量  , 使得对于任何

的观测量有  , 这里  表示李导数. 对于

正则系综而言, 这种平衡态将由温度 T, 流体流速

 , 自旋化学势   来表征①. 它们与   以及背景

场有如下关系: 

T =
T0√
−V 2

, uµ =
V µ

√
−V 2

, µab =
V µω ab

µ + θabV√
−V 2

,

(54)

T0 θabV

µab uµ

θabV = 0 LV gµν = 0 LV e
a
µ =

LV ω
µ
ab = 0

其中  是一个具有温度量纲的常数,   是一个定

域 Lorentz 变换下的规范参量, 它的引入是为了使

得  成为定域 Lorentz 变换下的张量,   将被认

作流体的速度. 下面来确定平衡态条件, 在取规范

 时, 它们由Killing 条件  和 

 确定. 直接计算得到 

0 = LV gµν =

2T0β
{
σµν +

1

3
θ∆µν + βuµuνDT

− 1

2

[
uµ(u̇ν+β∇̊⊥

ν T )+uν(u̇µ+β∇̊⊥
µ T )

]}
, (55)

 

0 = LV e
a
µ

=
1

2
eaνLV gµν − T0β{eaν [u[µ(u̇ν] − β∇̊⊥

ν]T )

+ εµνρσu
ρωσ + uρK a

ρµ + µa
µ}, (56)

 

0 = LV ω
ab
µ = T0β

[
uνRab

νµ + T∇µ(βµ
ab)
]
, (57)

β = 1/T ∇̊µ

Tµ
ρσ Kµ

ρσ

这里,   ,   是对应 Chiristoffel 联络的协

变导数,   是挠率张量,   是协挠率张量, 并

且我们做了如下的张量分解: 

∇̊µuν = σµν +
θ

3
∆µν − uµu̇ν − εµνρσuρωσ, (58)

 

µab = uaab − ubaa − εabcduchd. (59)

∆µν = gµν + uµuν σµν=
1

2
(∇̊⊥

µ uν + ∇̊⊥
ν uµ)−

θ

3
∆µν θ = ∆µν∇̊µuν u̇µ = Duµ ≡ u · ∇̊uµ ωµ =

1

2
εµνρσuν∇̊ρuσ

其中   ,  

 ,   ,   ,  

 . 由此, 得到如下的平衡态条件:
 

0 = σµν = θ = DT = Dµab,

u̇µ = −β∂⊥µ T,

uν(∂µω
ab
ν − ∂νω ab

µ ) = T∂⊥µ (βµ ab),

uµubK
ab

µ = aa − eaν u̇ν ,

uµ∆a
c∆

b
dK

cd
µ = µab

⊥ − εabcducωd. (60)

可以看到, 流体处于平衡态下是可以具有加速度

的, 但该加速度需要被温度的梯度平衡掉; 也可以

具有转动或推动 (boost), 只要 (60) 式中的最后两

个方程得到满足即可. 另外, 这些平衡态条件也告

诉我们在等式左右两边的量应当在梯度展开时作

为同一阶对待 , 这给选取不同的幂次计数规则

(power counting rule) 以很大的自由, 而不同的幂

次计数规则的选取会得到不同的自旋流体力学本

构关系. 作为例子, 选择如下的幂次计数规则: 

T, uµ, eaµ = O(1), (61)

而将时空挠率作为梯度的一阶量, 其他量的幂次律

依含有的导数幂次和方程 (60) 确定. 考虑到平衡

态下流体是可以具有涡旋的, 用下面的有效作用量

描述平衡态流体: 

W [eaµ, ω
ab
µ ] =

∫
d4x eP (T, h2,K2, h ·K), (62)

Ka

uµ∆a
c∆

b
dK

cd
µ = −εabcducKd

其中   为一轴矢量, 它是通过如下关系定义的:

 . 理想自旋流体力学本

构关系可以由 (47) 式得到. 利用 

δe = ee µ
a δeaµ, (63)

 

δT = Tuµuνebνηabδe
a
µ = Tuau

µδeaµ, (64)
 

δuρ = uρuau
µδeaµ, (65)

 

δµcd = µcduau
µδeaµ + uµδω cd

µ , (66)
 

δK ab
µ = δω ab

µ −
δω̊ ab

µ

δecλ
δecλ, (67)

经过较为冗长的计算后得到 
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Θ µ
a =

1

e

δW
δeaµ

= εuau
µ + P∆ µ

a

− 1

2
∇̊λ

(
Sλ µ

a − S λµ
a − Sµλ

a

)
, (68)

 

Σµ
ab = −

2

e

δW
δω ab

µ

= uµSab + Sµ
ab, (69)

其中 

Sµ
ab = − 2

∂P

∂K2
εabcdu

µKcud − ∂P

∂K · h
εabcdu

µhcud

= uµεabcdu
c ∂P

∂Kd
, (70)

 

ε = T
∂P

∂T
+ 2h2

∂P

∂h2
+ 2K2 ∂P

∂K2
+ 2K · h ∂P

∂K · h
− P

= T
∂P

∂T
+ hµ

∂P

∂hµ
+Kµ ∂P

∂Kµ
− P, (71)

 

Sab = εabcdu
c

(
2
∂P

∂h2
hd +

∂P

∂K · h
Kd

)
= εabcdu

c ∂P

∂hd
. (72)

现在可以取平直时空极限, 上面公式的物理意义就

更清楚一些: 

Θµν = εuµuν +P∆µν − 1

2
∂λ
(
Sλµν − Sµλν − Sνλµ

)
,

(73)
 

Σµρσ = uµSρσ + Sµρσ, (74)
 

ε = T
∂P

∂T
+ hµ

∂P

∂hµ
− P. (75)

Sλµν Sµν

Sλµν

另外 ,   和   仍然由 (70) 式和 (72) 式给出 .

可以看到,   恰好扮演了赝规范的角色, 同时

(75) 式正是 Gibbs-Duhem 关系, 这说明 P 就是压

强. 这样就得到了理想自旋流体力学的本构关系,

为了得到耗散效应对应的本构关系, 采用有效场论

的方法也是可以做到的, 只是稍显复杂一些 [37,38].

一个技术上简单一些的处理方法是采用熵流和定

域热力学定律的办法, 正如第 2 节中处理的那样,

在此不再赘述.

 4   通过量子输运理论来研究相对论
自旋流体力学

f(t,x,p) (t,x)

p

回顾利用量子输运方程来推导相对论自旋流

体力学 [39]. 经典统计物理中, 利用粒子的分布函数

 来表示的是在时空点   找到一个动量

为  的粒子的概率. 在量子场论的框架下, 引入协

变 Wigner 函数来表示粒子的有效分布 [40,41]: 

W (x, p) ≡
∫

d4y
(2π)4

e−ip·y
⟨

: ψ̄
(
x+

y

2

)
⊗ U

(
x+

y

2
, x− y

2

)
ψ
(
x− y

2

)
:

⟩
, (76)

⟨::⟩ ⊗
U(x, y)

U(x, y)

其中  表示取系综平均和正规乘积,   表示两个

矩阵的张量积,   代表从 x 到 y 的规范链. 为

了方便计算, 考虑无相互作用无背景场的费米子系

统. 此时, 可以忽略 (76) 式中的规范链  
[40,42].

通过 Dirac 方程, 可以推导出 Wigner 函数满足的

动力学方程 [41,42]: [
γµ

(
pµ +

i
2
∂µ
)
−m

]
W (x, p) = 0. (77)

Kn = l/L≪ 1

1/L ∼
|∂µO/O|

我们一般通过梯度展开的方法求解 Wigner 函

数. 在相对论流体力学中, 一般按照 Knudsen 数

 来展开, 其中 l 与微观平均自由程相

关 , 而 L 可以被描述为宏观量的梯度  

 . 可以看出, 梯度展开等价于 Knudsen 数

展开.

χs

当系统包含自旋自由度时, 额外引入了一个参

数  去描述自旋极化. 该参数也可以从每粒子的平

均自旋极化或平均磁偶极矩获得: 

χs ∼
∣∣Σλµν

∣∣
n

. (78)

χs ∼
Kn O(Kn)

χs ≲ Kn O(1)

O(Kn) O(χs) O(Kn2) O(Knχs)

O(χ2
s )

如果自旋效应是由热涡度引起的, 可以假设  

 , 因此自旋效应可认为是在   上出现. 为

了方便计算, 在接下来的讨论中考虑一个弱极化系

统   . 对于物理观测量保留了零阶项   ,

一阶项  和  , 二阶项  、 

和  .

方程 (77) 的解可以写成 

W =W0 + δW, (79)

W0 δW其中,   是梯度展开的领头阶,   是高阶修正.

在梯度展开的领头阶, 可以得到: 

W0(x, p) =
1

(2π)3
δ(p2 −m2)

×
∑
rs

{θ(p0) [ūs (p)⊗ ur (p)] f+rs(x,p)

− θ(−p0) [v̄s (−p)⊗ vr (−p)] f−rs(x,−p)}, (80)

f+rs(x,p)

Trf±(x,p)

Trσif+(x,p)

其中, 矩阵分布  由粒子和反粒子的产生和

湮灭算符的系综平均构造 [43,44].   为粒子

或反粒子相空间的粒子数密度.   给出
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f±了定域静止参考系的 i 方向的极化密度. 同时,  

在领头阶满足类似玻尔兹曼方程:
 

p̄ · ∂f±ss′(x,p) = 0, (81)

p̄µ ≡ (Ep,p) Ep =√
p2 +m2

O(∂2)

其中   是在壳的粒子动量 , 即  

 . 方程 (77) 和 (81) 中没有包含文献 [45–49]

中导出的碰撞项. 通过求解动力学方程 (77) 得到

Winger 函数在  阶的形式解为
 

δW (x, p) =
i

4m
[γµ, ∂µW0(x, p)]

+
1

16m2
(γ · ∂)W0(x, p)

(
γ ·
←−
∂
)

+
γ · p+m

8m (p2 −m2)
∂2W0(x, p). (82)

O(∂)

(p2 −m2−

∂2/4)W (x, p) = 0

  阶的结果与文献 [50–54] 的结果一致. 上述

Wigner 函数的解包含来自非定域关联的修正, 这

些修正来自于由不均匀电荷分布引起的电偶极

矩、磁化电流和非质壳关系的修正. 非质壳关系

的修正也可由 Wigner 函数的质壳方程  

 得到 [41,42].

f±rs(x,p)在热力学平衡下, 假设   具有文献 [55]

中的形式:
 

f+eq,rs(x,p)

=
1

2m
ūr(p)

(
eβ·p̄−ξ− 1

4βω
µνσµν + 1

)−1

us(p),

f−eq,rs(x,p)

= − 1

2m
v̄r(p)

(
eβ·p̄+ξ+ 1

4βω
µνσµν + 1

)−1

vs(p),

(83)

us(p), vs(p)其中  是粒子的波函数,
 

σµν=
i
2
[γµ, γν ] , β=1/T, βµ=βuµ, ξ=βµ, (84)

γµ

f±rs(x,p)

βµ(x) ξ(x) ωµν(x)

  是 gamma 矩阵. 这里假设在定域热平衡的情况

下, 分布函数  具有与全局热平衡相同的表

达形式, 但公式中的参数  ,   和  都是

与时空相关的量.

ωµν

χs ≲ Kn≪ 1

Kn,χs

为了方便讨论, 假设自旋弛豫时间远小于系统

热化时间, 即假设系统总是处于定域热平衡态. 这

与理想流体力学的情况类似, 但是方程 (83) 的热

平衡分布包含了由自旋化学势   描述的自旋极

化. 在弱极化   情况下, 可以对热力学

量按照  展开:
 

ξ = ξ(0) + ξ(1) + · · · ,

βµ = β(0)µ + β(1)µ + · · · ,

ωµν = ω(1)µν + ω(2)µν + · · · , (85)

(0), (1), · · · χs

χs ωµν

ωµν ∼ O(χs)

∂αωµν ∼ O(Knχs)

其中上指标  表示 Kn 和  的阶数. 我们

发现  的幂次是由热平衡中的  决定的, 因此自

旋化学势   至少是一阶的, 其时空导数

 至少是二阶的. 我们也对方程 (83)

进行展开: 

f+eq,rs(x,p) = exp(−β · p̄+ ξ)

×
[(

1 +
1

16
β2ωµνωµν

)
δrs

+
1

8m
βωµν ūr(p)σµνus(p)

]
,

f−eq,rs(x,p) = exp(−β · p̄− ξ)

×
[(

1 +
1

16
β2ωµνωµν

)
δrs

+
1

8m
βωµν v̄r(p)σµνvs(p)

]
. (86)

定域热平衡的 Wigner 函数可以通过将方程 (86)

代入领头阶解 (80) 式和修正项 (82) 式获得.

下面利用 Wigner 函数的解来推导出宏观的自

旋流体. Wigner 函数可以通过分解成如下线性独

立的项 [42]: 

W =
1

4

(
F + iγ5P + γµVµ + γ5γµAµ +

1

2
σµνSµν

)
,

(87)

F ,P,Vµ,Aµ,Sµν

jµ(x) Θµν(x)

Σλµν(x) Vµ Aµ

展开系数   分别为 Wigner 函数的

标量、赝标量、矢量、轴矢量和张量分量, 它们都是

实数. 守恒流密度   、能动量张量   和自

旋张量密度  可以通过矢量  和轴矢量 

获得: 

jµ(x) =

∫
d4pVµ(x, p), (88)

 

Θµν(x) =

∫
d4p pνVµ(x, p), (89)

 

Σλµν(x) = −1

2
ϵλµνρ

∫
d4pAρ(x, p), (90)

Θµν Σλ,µν这里的  和  是正则形式的能动量张量和自

旋张量.

jµeq Θµν
eq (x)

通过方程 (88) 和 (89), 可以得到在定域热平

衡下的  和  :
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jµeq(x) =

(
1 +

1

16
β2ωαβωαβ

)
K1u

µ sinh ξ − 1

16m2
∂2 [(2βK2 − 5K1)u

µ sinh ξ]

+
1

4m2
∂ν

{[
2βu[µων]

αu
α
(
K2 + β−1K1

)
+ βωµν

(
K2 − β−1K1

)]
sinh ξ

}
,

Θµν
eq (x) =

(
1 +

1

16
β2ωαβωαβ

)(
uµuνK2 −∆µνβ−1K1

)
cosh ξ +

1

4m2
∂ρ

[(
2βω [µ

α Iρ]να + βωµρuνm2K1

)
cosh ξ

]
+

1

16m2
∂2
{[
gµν

(
2K2 − 5β−1K1

)
− uµuν

(
K2 + 2βm2K1 + β−1K1

)]
cosh ξ

}
, (91)

Kl其中  定义是: 

Kl(β) ≡
8

(2π)3

∫
d3p
2Ep

El
pe

−β·p, (92)

且满足递推关系 

Kl =
l + 1

β
Kl−1 +m2Kl−2 −

l − 2

β
m2Kl−3. (93)

Ki Kj

Kl K1 K2 Kl

Iµνα Kl

这允许我们可以选用任意两个不同的  和  表示

 . 下面选取  和  作为基本函数来表示  . 方

程 (91) 中三阶矩  按照定义可以推导出与  间

的关系: 

Iµνα = uµuνuαK3 +
1

3
(∆µνuα +∆µαuν

+∆ναuµ)
(
m2K1 −K3

)
. (94)

O(∂2) Kn χs jµeq Θµν
eq

可以发现, 方程 (91) 中的自旋依赖项至少是

 阶. 在  和  的领头阶,   与  和理想流

体力学的结果一致 [56]. 按照张量分解可得: 

jµeq = nequ
µ + δjµ(1),

Θµν
eq = εequ

µuν − Peq∆
µν +Θµν

(1), (95)

neq εeq Peq其中   ,   和   分别是定域热平衡态下粒子数

密度、能量密度和压强, 

neq=uµJ
µ
eq, εeq=uµuνΘ

µν
eq , Peq=−

1

3
∆µνΘ

µν
eq . (96)

我们发现, 

εeq − 3Peq =

(
1 +

1

16
β2ωαβωαβ

)
m2K0 cosh ξ

+
1

16
∂2 [(7K0 − 2βK1) cosh ξ] . (97)

δjµ(1) Θµν
(1)

O(∂2)

(95) 式中的  ,   描述了定域热平衡下偏离理

想流体动力学的部分, 它们至少是  阶.

在定域热平衡下, 也可以得到自旋张量 

Σλµν
eq =

1

4

(
βuλωµν + 2βu[µων]λ

)
K1 cosh ξ, (98)

K1 ωµν

Σλµν
eq

其中   的定义由方程 (92) 给出. 自旋化学势  

含有 6 个独立变量. 然而,   只含有 3 个独立变量.

ωµν为了研究  剩余的 3 个自由度, 引入偶极矩张量: 

Dµν(x) =

∫
d4p Sµν(x, p), (99)

Sµν

Dµν

其中   是 Wigner 函数的张量分量. 偶极矩张量

 相对于它的指标是反对称张量, 可以进行如下

分解: 

Dµν = Eµuν + Eνuµ − ϵµναβuαMβ , (100)
 

Eµ = Dµνuν , Mµ = −1

2
ϵµναβuνDαβ , (101)

分别为电偶极矩矢量和磁偶极矩矢量. 在定域热平

衡下, 计算可得 

Eµeq = −
1

mβ
(βωµνuν +

1

2
βuν∂

νuµ)K1 sinh ξ

+
1

2m
∇µ(K1 sinh ξ),

Mµ
eq = −

1

4m
βϵµνρσuνωρσ(K2 − β−1K1) sinh ξ

− 1

2m
ϵµναβuν(∂αuβ)K1 sinh ξ. (102)

Eµeq

Mµ
eq

ϵµνρσuνωρσ

ϵµναβuν(∂αuβ)

电偶极矩   有三部分贡献, 分别来源于粒子的电

偶极矩、流体的加速度和粒子不均匀分布引起的贡

献 . 磁偶极矩   包含两部分 , 第一项正比于

 是自旋自由度的贡献, 另一部分起源于

流体的旋转或与涡度  成正比的轨道

角动量.

jµ(x) Θµν(x)

jµ(x) Θµν(x)

uµ

已知  和  分别守恒. 将方程 (91) 中

的   和   的平衡表达式代入守恒定律

(5) 式, 可以推导出 b, x 和  的运动方程: 

dβ
dτ

=
K2 + β−1K1 cosh2 ξ

K1K3 cosh2 ξ −K2
2 sinh2 ξ

K1θ,

dξ
dτ

=

(
K2 + β−1K1

)
K2 −K1K3

K1K3 cosh2 ξ −K2
2 sinh2 ξ

θ sinh ξ cosh ξ,

duµ

dτ
=

K1

K1 + βK2
tanh ξ∆µν∂νξ −

1

β
∆µν∂νβ,

(103)
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θ = ∂ · u其中   . 利用方程 (96) 和 (97) 可以发现 :
 

K1 ≈ neq/ sinh ξ ≈ βPeq/ cosh ξ,

K2 ≈ εeq/ cosh ξ,

K3 =
3

β
K2 +

(
m2 +

3

β2

)
K1. (104)

neq Peq εeq

ωµν Kn χs

O(Kn2,Knχs, χ
2
s )

因此, 方程 (103) 可以用平衡物理量  ,   和 

表示. 这时, 可以发现一个非零的   在   和  

的领头阶和次领头阶没有贡献. 这表明, 无自旋理想

流体动力学高阶修正项至少是  阶.

ωµν总角动量守恒可以给出  的运动方程:
 

dβωµν

dτ
= ∆µ

α∆
ν
β

dβωαβ

dτ
− uµ dβω

να

dτ
uα

+ uν
dβωµα

dτ
uα, (105)

其中
 

β−1∆µ
α∆

ν
β

dβωαβ

dτ

= C3∆
µ
α∆

ν
βω

αβ + C4∆
[µ
βσ

ν]ρ
h ωβ

ρ

− 1

2
C4

(
∇[µων]

ρ

)
uρ + C2C4ω

[µ
ρu

ρ∇ν]ξ,

β−1 dβωµν

dτ
uν

= C1ω
µνuν + C2∆

µ
ρω

ρν∇νξ

+ σµν
h ωνρu

ρ +
1

2
∆µ

ρ

(
∇νωρ

ν

)
, (106)

σµν
h ≡ (∇µuν +∇νuµ)/2−∆µνθ/3

Ci(i = 1, 2, 3, 4)

其中   . 输运系数

 具体形式如下:
 

C1 = −5

3
θ +

5

β

dβ
dτ

+
βm2K1

K1 + βK2

dβ
dτ
− tanh ξ

dξ
dτ

C2 =
1

2

(
1− 5K1

K1 + βK2
− m2β2K2

1

(K1 + βK2)
2

)
tanh ξ

C3 = −
[
5− 2β2m2K1

2 (K1 + βK2) + β2m2K1

]
θ

3
− tanh ξ

dξ
dτ

+

[
5− m2β2 (3K1 − βK2)

2 (K1 + βK2) + β2m2K1

]
dβ
βdτ

C4 =
β2m2K1

2 (K1 + βK2) + β2m2K1
− 1. (107)

ωµν ∼ O(χs)

O(Knχs)

ωµν = 0

在梯度展开的框架下,   , 因此方程 (105)

的两边是   阶 . 方程 (105) 有一个平凡解

 , 这对应于无自旋的情况, 与参考文献 [57]

类似.

uµ

ωµν

综上所述, 利用无相互作用情况下的量子动力

学理论推导出了具有自旋自由度的理想流体动力

学. 在梯度展开下, 得到了 Wigner 函数的二阶通

解. 基于定域热平衡的 Wigner 函数, 推导了电流

密度、能量动量张量、自旋张量和电、磁偶极矩. 另

外还从守恒定律出发, 导出了热力学参数 b, x,  

和  的运动方程.

 5   Bjorken 型与Gubser 型膨胀的耗散
自旋流体解析解

在相对论重离子碰撞实验中, 产生的 QGP 在

达到定域热平衡以后, 可以用相对论流体力学来描

述系统的演化. 由于初始两个重离子在纵向速度接

近光速, 这使得产生的 QGP 主要沿着纵向膨胀.

在这些特征下, 通常有两种简化的流体模型可以用

来描述体系的演化, 分别是 Bjorken 型和 Gubser

型膨胀的流体. 下面将回顾在这两类膨胀情况下相

对论自旋流体所满足的特殊形式解析解 [58,59].

为了求解相对论自旋流体特殊形式的解析解,

需要引入两个额外的状态方程. 首先选取近理想流

体或高温极限下的状态方程: 

ε = 3P. (108)

Sµν

ωµν

根据统计物理, 类比粒子数密度与化学势之间的关

系, 假设在高温近似下自旋密度  与自旋化学势

 之间满足下列状态方程: 

Sµν ≈ aT 2ωµν , (109)

其中 a 为表征自旋磁化率的一个常数.

τ0

ε0 ≡ ε (τ = τ0)

为了方便, 采用下标 0 代表物理量在初始  时

刻的取值, 如  .

 5.1    Bjorken 型流体耗散自旋流体解析解

τ =
√
t2 − z2

Bjorken 型流体中, 人们假设系统具有纵向膨

胀不变性, 即假设在中心快度区, 体系中的各种物

理 量 不 依 赖 于 快 度 h, 仅 依 赖 于 固 有 时  

 . 在此流体模型中, 流体初始速度为 

uµ = (t/τ, 0, 0, z/τ). (110)

∂µΘ
µν = 0

uν∂µΘ
µν = 0

∆να∂µΘ
µν = 0

根据能动量张量守恒  , 可以分别得

到能量守恒方程   和流体加速方程

 , 

(u · ∂)ε+ (ε+ P )∂ · u+ (∂ · q) + qν(u · ∂)uν

− τµν∂µuν + uν∂µϕ
µν = 0, (111)
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(u · ∂)uα =
1

ε+ P
[∆ν

α∂νP − (q · ∂)uα + qα(∂ · u)

+∆να(u · ∂)qν −∆να∂µτ
µν

−∆να∂µϕ
µν ]. (112)

qµ, τµν , ϕµν ωtx =

ωty = ωtz = ωxz = ωyz = 0 ωxy ̸= 0

(u · ∂)uα = 0

qµ, τµν , ϕµν

为了保持初始四速度能在演化过程中稳定, 通过代

入  的本构方程 (16)—(18) 可知, 若 

 , 只有  , 此时则有

 , 即系统可以一直保持 Bjorken 速度

((110) 式). 类似地, 将  的本构方程 (16)—

(18) 代入能量密度演化方程, 可得:
 

d
dτ
ε+

4

3

ε

τ
− s

(
2

3

ηs
s

+
ζ

s

)
1

τ2
= 0. (113)

O(∂)

∂λ(u
λSµν) = −2(qµuν − qνuµ + ϕµν)

再根据角动量守恒 (4) 式在   阶的形式

 , 结合本构方

程可得自旋密度演化方程:
 

dSxy

dτ
+ Sxy 1

τ
= −4γ

T
ωxy. (114)

利用热力学方程及状态方程 (108) 和 (109) 可得:
 

ε(T, ωxy) = c1T
4 + 3a1T

2ω2
xy, (115)

 

s(T, ωxy) =
4

3
c1T

3 + 2a1Tω
2
xy, (116)

其中, 

c1 =
ε0
T 4
0

− 3a1

(
ωxy
0

T0

)2

=
3s0
4T 3

0

− 3

2
a1

(
ωxy
0

T0

)2

.

(117)

ω2
xy/T

2 ≪ 1在高温极限   近似下, 将 (109) 式、

( 115) 和 (116) 式分别代入能量守恒方程 (113) 与

自旋密度演化方程 (114) 后, 得到最终可解的方程: 

d
dτ
T +

1

3

T

τ
− 1

3

(
2

3

ηs
s

+
ζ

s

)
1

τ2
+O

((ωxy

T

)2)
= 0,

(118)
 

T
d
dτ
ωxy + 2ωxy d

dτ
T + Tωxy 1

τ

+
4γ

a1T 2
ωxy +O

((ωxy

T

)2)
= 0. (119)

ηs/s, ζ/s≪ 1在相对论重离子碰撞中, 有   , 故最终

解得: 

 

T (τ) = T0

(τ0
τ

)1/3
− 1

2τ

(
2

3

ηs
s

+
ζ

s

)[
1−

(
τ

τ0

)2/3
]
+O

((
ωxy
0

T0

)2
)
, (120)

 

ωxy(τ) = ωxy
0

(τ0
τ

)1/3
exp

[
− 2γτ0
a1T 3

0

(
τ2

τ20
− 1

)](
1 +

(
2

3

ηs
s

+
ζ

s

)
1

T 4
0

×
{
T 3
0

τ0

[(τ0
τ

)2/3
− 1

]

+
γ

a1

[
3

(
τ

τ0

)2

− 9

2

(
τ

τ0

)4/3

+
3

2

]})
+O

((
ωxy
0

T0

)2

,
(ηs
s

)2
,

(
ζ

s

)2

,

(
ηsζ

s2

))
, (121)

T (τ), ωxy(τ)将  代回 (115) 和 (116), 得到: 

ε(τ) = ε0

(τ0
τ

)4/3
− 2

ε0τ0
T0τ2

(
2

3

ηs
s

+
ζ

s

)[
1−

(
τ

τ0

)2/3
]
+O

((
ωxy
0

T0

)2

,
(ηs
s

)2
,

(
ζ

s

)2

,

(
ηsζ

s2

))
, (122)

 

Sxy(τ) = a1ω
xy
0 T 2

0

(τ0
τ

)
exp

[
− 2γτ0
a1T 3

0

(
τ2

τ20
− 1

)]
×

{
1 +

(
2

3

ηs
s

+
ζ

s

)
3γ

2a1T 4
0

[
2

(
τ

τ0

)2

− 3

(
τ

τ0

)4/3

+ 1

]}

+O

((
ωxy
0

T0

)2

,
(ηs
s

)2
,

(
ζ

s

)2

,

(
ηsζ

s2

))
.

(123)

T ∼ τ−1/3 s ∼ τ−1 ε ∼ τ−4/3

T, ε

γ ̸= 0 ωxy, Sxy

(120)—(123) 式即为 Bjorken 型耗散自旋流

体的特解. 我们发现  ,   ,   ,

与理想的 Bjorken 流体标度解一致 . 若在理想

Bjorken 流体中加入耗散效应, 会使得   都有与

耗散相关的修正项. 若再在耗散 Bjorken 流体中引

入自旋的部分, 即   ,   会被压低. 而当

γ → 0 exp
[
− 2γτ0
a1T 3

0

(
τ2

τ20
− 1

)]
ωxy(τ) ∼ τ−1/3 Sxy(τ) ∼ τ−1

 时,   将会变大趋于 1,

会有  与  .

 5.2    Gubser 型流体耗散自旋流体解析解

Gubser 型流体 [60,61] 不仅包含 Bjorken 流体的

纵向膨胀, 还考虑了流体的横向膨胀. 一般处理
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(t, x, y, z)

(τ, x⊥, φ, η)

Gubser 型流体需要进行 Weyl 变换. 需要先将系

统从 Minkowski 时空的   进行坐标变换到

 : 

ds2 = − dt2 + dx2 + dy2 + dz2

= − dτ2 + dx2⊥ + x2⊥dφ2 + τ2dη2, (124)

gµν = diag(−1,

1, 1, 1) dŝ2 =
1

τ2
ds2

{ds2, (τ, x⊥, φ, η)} {dŝ2, (τ, x⊥, φ, η)}

注意, 这里采用的 Minkowski 度规是 

 . 再对整个空间做共形变化   (即

从  变换到    ):
 

dŝ2 =
1

τ2
(
−dτ2 + dx2⊥ + x2⊥dφ2

)
+ dη2

= − dρ2 + cosh2 ρ
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
+ dη2. (125)

在上式的变换中 

sinh ρ = −L
2 − τ2 + x2⊥

2Lτ
, (126)

 

tan θ =
2Lx⊥

L2 + τ2 − x2⊥
, (127)

dS3 ⊗ R

ˆ
dS3 ⊗ R

dS3 ⊗ R ĝµν = diag(−1, cosh2 ρ,

cosh2 ρ sin2 θ, 1)

其中, L 是   时空下系统的特征尺度. 为了

区别, 下面用符号   表示在   时空中的各种

量 , 如   时 空 度 规  

 .

dS3 ⊗ R
(m,n)

列出在 Weyl 变换后得到的   时空中

 型张量的变换形式: 

Aµ1...µm
ν1...νn

(x)→ Âµ1...µm
ν1...νn

= ΩlAµ1...µm
ν1...νn

(x) , (128)

l = [A] +m− n [A]

Ω = τ

其中   ,   指的是张量 A 的共形维

数. 在流体相关的计算中, 取  , 利用上述规则

可得: 

ûµ = τ−1uµ, ûµ = τuµ, ε̂ = τ4ε, P̂ = τ4P,
(129)

 

T̂ = τT, ŝ = τ3s, Ŝµν = τ5Sµν , ω̂µν = τ−1ωµν ,
(130)

 

ω̂µν = τ3ωµν , ĝµν = τ2gµν , ∆̂µν = τ2∆µν . (131)

dS3 ⊗ R而 Minkowski 时空与   时空的联络可以通

过下式联系起来: 

Γλ
µν = Γ̂λ

µν +
1

τ

(
δλν ∇̂µτ + δλµ∇̂ντ − ĝµν ĝλα∇̂ατ

)
.

(132)

dS3 ⊗ RGubser 型流体要求在   时空下的流体

初始速度为 

ûµ = (−1, 0, 0, 0), (133)

若变换回 Minkowski 时空, 对应的流速是 

uµ =

(
− 1

cosh ρ
L2 + τ2 + x2⊥

2Lτ
,

1

cosh ρ
x⊥
L
, 0, 0

)
.

(134)

我们发现这个速度是在 Bjorken 型流体的基础上

多考虑了横平面径向的膨胀.

Π =

−ζ∇µu
µ qµ=λ(− 1

T
∆µν∂νT+u

α∇αu
µ+4uνω

µν)

ζ =

τ−3ζ̂ = 0, λ = τ−3λ̂ = 0

下面将上述思路应用到计算 Gubser 型流体耗

散自旋流体中 . 首先 , 从 (129) 式可以发现  

 与  

不具有共形变换协变性 . 为了简化计算 , 取  

 . 最终能动量张量的分解

及本构方程可以写成下面的形式: 

Θ̂µν = ε̂ûµûν + P̂ ∆̂µν + π̂µν + ϕ̂µν , (135)
 

π̂µν = −η̂s∇̂<µûν>, (136)
 

ϕ̂µν = γ̂
(
2∆̂µα∆̂νβω̂αβ − ∇̂[µ

⊥ û
ν]
)
, (137)

η̂s, γ̂ ⩾ 0

∂µ ∇µ

其中   . 由于做了坐标变换和共形变化, 因

此这系列方程中, 将普通微商  改为协变微商  .

dS3 ⊗ R类似地,   时空下热力学关系变成: 

ε̂+ P̂ = T̂ ŝ+ ω̂µν Ŝ
µν , (138)

 

dε̂ = T̂dŝ+ ω̂µνdŜµν , (139)
 

dP̂ = ŝdT̂ + Ŝµνdω̂µν . (140)

对应的状态方程 (108) 和 (109) 变成为 

ε̂ = 3P̂ , (141)
 

Ŝµν = a1T̂
2ω̂µν . (142)

根据热力学方程组和状态方程, 可得: 

ε̂ = T̂ 4

(
c0 +

3

2
a1ω

2

)
, (143)

 

ŝ = T̂ 3

(
4

3
c0 + a1ω

2

)
, (144)

c0 ≡ ε̂0/T̂ 4
0 − 3aω2

0/2 = 3ŝ0/(4T̂
3
0 )− 3aω2

0/4

ε̂0 = ε̂(ρ0) ŝ0 = ŝ(ρ0) T̂0 = T̂ (ρ0) ω2
0 =

ω2(ρ0)

其中 ,   ,

并 且   ,   ,   ,  

 . 另外引入了一个依赖于 r 无量纲量: 

ω2 ≡ ωµνω
µν/T 2 = ω̂µν ω̂

µν/T̂ 2 = ω2(ρ). (145)

dS3 ⊗ R最后, 得到在  时空下能动量和角动量

守恒方程: 

∇̂µΘ̂
µν = 2τ−1Θ̂[µν]∇̂µτ, (146)

 

∇̂α

(
ûαŜµν

)
− 2ϕ̂µν = (ûαŜ

αν ĝµβ

+ ûαŜ
µαĝνβ + ûµŜνβ − ûν Ŝµβ)τ−1∇̂βτ. (147)
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dS3 ⊗ R
ϕµν

我们发现一般情况下上述两个守恒方程并不具有

共形协变性. 但若假设所有的宏观量在  时

空中仅依赖于 r, 并且仔细地选取  不为零的分

量, 则可以使得 (146) 式和 (147) 式中右边破坏共

形不协变性的量均为零.

从能-动量守恒方程可得: 

ûµ∇̂µûα = − 1

ê+ p̂

(
∆̂µ

α∇̂µp̂+ ∆̂να∇̂µπ̂µν

+∆̂να∇̂µϕ̂
µν − 2τ−1ĝαν ϕ̂

µν∇̂µτ
)
, (148)

 

dε̂
dρ

+
8

3
ε̂ tanh ρ− 2

3

(
η̂s
ŝ

)
ŝ tanh2 ρ = 0. (149)

(148) 式结合本构方程分析可得: 

ûµ∇̂µûρ = 0, ûµ∇̂µûθ = 0,

ûµ∇̂µûφ =
2 cosh2 ρ sin2 θ

ε̂+ P̂

(
γ̂

ŝ

)
ŝ(−∂θω̂θφ

− cot θω̂θφ + 2ω̂θφτ−1∂θτ),

ûµ∇̂µûη =
2

ε̂+ P̂

(
γ̂

ŝ

)
ŝ
(
− ∂θω̂θη

− cot θω̂θη + 2ω̂θητ−1∂θτ
)
. (150)

ω̂θφ, ω̂θη = 0

ω̂θφ, ω̂θη = 0

我们发现只有当  时, Gubser 流速才是

稳定不变的. 因此, 假设初始状态为   .

另一方面, 由角动量守恒方程可以得到以下方程: 

∂ρŜ
ρφ + 3 tanh ρŜρφ + Ŝθφτ−1∂θτ = 0,

∂ρŜ
ρη + 2 tanh ρŜρη + Ŝθητ−1∂θτ = 0,

∂ρŜ
θφ + 4 tanh ρŜθφ + cosh−2 ρŜρφτ−1∂θτ

+ 4

(
γ̂

ŝ

)
ŝω̂θφ = 0,

∂ρŜ
θη + 3 tanh ρŜθη + cosh−2 ρŜρητ−1∂θτ

+ 4

(
γ̂

ŝ

)
ŝω̂θη = 0,

∂ρŜ
φη + 3 tanh ρŜφη + 4

(
γ̂

ŝ

)
ŝω̂φη = 0,

∂ρŜ
ρθ + 3 tanh ρŜρθ = 0. (151)

Ŝθφ, Ŝθη Ŝρφ, Ŝρη

ω̂ρφ, ω̂ρη, Ŝρφ, Ŝρη = 0

ûµ∇̂µûα = 0, (α = ρ, θ,

φ, η) ω̂ρφ,

ω̂ρη, Ŝρφ, Ŝρη

我们发现   与   相互耦合在一起. 因

此, 需要令初始状态时的  . 在

这样的条件下 , 可以发现  

 恒成立, 即 Gubser 流速稳定不变, 同时  

 也会一直保持为零. 在这些简化下, 只

需要求解方程组 (143), (144), (149), (151), (152).

将方程 (143) 和 (144) 及 (142) 式代入方程 (149) 和

(151) 中, 可得:
 

d
dρ
T̂ +

2

3
T̂ tanh ρ− 2

9

(
η̂s
ŝ

)
tanh2 ρ+O(ω2) = 0,

(152)
 

∂ρŜ
φη + 3 tanh ρŜφη +

4

a1T̂ 2

(
γ̂

ŝ

)
ŝŜφη = 0, (153)

 

∂ρŜ
ρθ + 3 tanh ρŜρθ = 0. (154)

上述方程组对应的解析解为
 

T̂ (ρ) = T̂0

(
cosh ρ0
cosh ρ

) 2
3
(
1 +

η̂s
ŝ
B(ρ)

)
+O

(
ω2
)
,

(155)
 

ε̂(ρ) = ε̂0

(
cosh ρ0
cosh ρ

) 8
3
(
1 + 4

η̂s
ŝ
B(ρ)

)

+O
(
ω2,

(
η̂s
ŝ

)2)
, (156)

 

Ŝρθ(ρ, θ) = c1 cosh−3 ρ, (157)
 

Ŝφη(ρ, θ) = c2 cosh−3 ρ sin−1 θA(ρ)+O
(
ω2
)
, (158)

其中
 

B(ρ) ≡ 2

27

1

T̂0
cosh−

2
3 ρ0

[
sinh3 ρF

(
7

6
,
3

2
;
5

2
;− sinh2 ρ

)

−sinh3 ρ0F
(
7

6
,
3

2
;
5

2
;− sinh2 ρ0

)]
,

A(ρ) ≡ exp

[
−4

a

∫ ρ

ρ0

dρ′
(
γ̂

ŝ

)
ŝ(ρ′)

T̂ (ρ′)2

]

= 1 +

(
γ̂

ŝ

)
6

a1

ŝ0

T̂ 2
0

cosh
2
3 ρ0

×
[
sech

2
3 ρ0F

(
1

3
,
1

2
;
4

3
; sech2ρ0

)

−sech
2
3 ρF

(
1

3
,
1

2
;
4

3
; sech2ρ

)]

+O

(
ω̂αβω̂αβ

T̂ 2
,

(
η̂s
ŝ

)2

,

(
γ̂

ŝ

)2

,
γ̂η̂s
ŝ2

)
,

(159)

且
 

c1 = Ŝρθ(ρ0, θ0) cosh3 ρ0,

c2 = Ŝφη
0 A−1(ρ0) cosh3 ρ0 sin θ0, (160)

F (a, b; c; z)这里的  是超几何函数.

dS3 ⊗ R最后, 可以将在  时空下的解析解转回

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 7 (2023)    071202

071202-13

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


Minkowski 时空, 得到: 

ε =
ε̂0
τ40

(τ0
τ

) 4
3

[
G(L, τ0, x⊥0)

G(L, τ, x⊥)

] 4
3

×
(
1 + 4

ηs
s
B(ρ)

)
+O

(
ω2,
(ηs
s

)2)
, (161)

 

S0x =
4L2

τ
C+G(L, τ, x⊥)

−1, (162)
 

S0y =
4L2

τ
C−G(L, τ, x⊥)

−1, (163)
 

Sxz =
4L2

τ
D+G(L, τ, x⊥)

−1, (164)
 

Syz =
4L2

τ
D−G(L, τ, x⊥)

−1, (165)

其中, 

G(L, τ, x⊥) = 4L2τ2 + (L2 − τ2 + x2⊥)
2,

C±(t, x, y, z) = c1 cosh η cosφ± c2 sinh η sinφA(ρ),

D±(t, x, y, z) = −c1 sinh η cosφ± c2 cosh η sinφA(ρ).
(166)

τ, x⊥ ≪ L L2G(L, τ, x⊥)
−1 ∼

L−2 ε ∼ τ−4/3 S0x, S0y, Sxz, Syz ∼ τ−1

在  的极限下, 我们发现 

 , 并得到  , 且  ,

这与 Bjorken 型自旋流体解析解有着类似的衰减

规律.

 6   结　论

产生和研究高温高密条件下的退禁闭的夸克

胶子物质—夸克-胶子等离子体 (QGP) 的物理

性质是高能核物理的主要课题之一. 目前, 在实验

上只有相对论重离子碰撞实验可以做到这一点. 在

这些实验中, QGP 在碰撞的早期产生, 只能通过实

验探测器捕捉到的强子信号来反推出 QGP的性

质. 通过过去 20 多年的实验和理论研究, 已经了

解到 QGP 一些非常独特的特性, 如它的极端高

温、极端低的黏滞性等性质. 近几年来, 对超子自

旋极化和矢量介子自旋排列实验测量的实现, 使得

我们首次能够对 QGP 中的自旋结构和自旋输运

性质进行研究. 这也促进了关于在相对论性系统中

自旋极化和自旋输运现象的理论研究. 由于流体力

学模型描述 QGP 演化过程取得了极大成功, 非常

自然地, 人们希望能够通过流体力学方法来研究自

旋输运现象, 这便要求发展相对论自旋流体力学.

本文论述了如何通过能-动量守恒和角动量守

恒来得到相对论自旋流体力学. 讨论了三种不同的

方法, 包括基于熵流和定域热力学第二定律的唯象

学推导、采用有效场论的方法和基于输运理论的推

导方法. 得到的描述自旋流体的基本方程中含有非

对称的能动量张量, 它表征了自旋角动量和轨道角

动量的转化, 并且由于这种转化导致自旋流体中不

可避免地出现耗散现象. 熵流和定域热力学第二定

律的唯象学推导方法是从宏观理论出发进行的推

导; 有效场论的方法则不依赖于具体的流体类型,

更具有一般性; 基于输运理论的方法则是从微观理

论出发进行研究的. 这三种推导方法是相互关联且

互为补充的. 在得到基本的理论框架后, 讨论了如

何在两种理想的膨胀体系— Bjorken 膨胀和

Gubser 膨胀体系中求解相对论自旋流体力学方程.

这两种膨胀体系经常被用来模型化相对论重离子

碰撞中的 QGP 演化, 因此本文的结果不但提供了

关于膨胀 QGP 中自旋极化和输运的一些基本特

征, 也为将来基于数值求解自旋流体力学方程提供

了参考.

由于相对论自旋流体力学还在快速的发展之

中, 本文只提供了对这一领域中基本问题的一个简

单的论述, 关于更专门和更详尽的讨论, 读者可以

在原始文献中找到 , 如文献 [23, 24, 36−39, 59,

62−79]. 同时, 相对论自旋流体力学的理论框架中

依然存在待进一步澄清和发展的地方, 如关于赝规

范变换的物理意义、关于自旋流体力学方程的稳定

性、关于自旋流体力学中引入的新的输运系数的计

算等问题; 另外, 数值求解自旋流体力学方程并应

用到高能重离子碰撞中也是亟待发展的课题. 相对

论自旋流体可以作为描述自旋极化与矢量介子自

旋排列的宏观理论, 未来数值模拟将为更好地描述

相对论重离子碰撞实验中的极化问题提供帮助. 此

外, 基于相对论自旋流体中引入的自旋化学势和自

旋密度, 也会对自旋极化矢量有所修正 [80], 具体的

修正依赖于自旋流体的数值模拟, 这也是未来需要

解决的问题之一. 我们期待在未来几年中, 这些问

题会得到解决或部分解决.
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Abstract

In  recent  years,  due  to  the  discoveries  of  hyperon  spin  polarization  and  vector  meson  spin  alignment  in

relativistic  heavy-ion  collision  experiments,  the  spin  transports  in  quark-gluon  matter  has  received  intensive

studies. The relativistic spin hydrodynamics is one of the important theoretical frameworks to describe the spin

transports,  which  encodes  the  spin  degree  of  freedom  into  a  hydrodynamic  theory.  The  relativistic  spin

hydrodynamics  have  the  conservation  equations  for  energy-momentum  tensor,  currents  and  total  angular

momentum. In this article, we give an overview of the recent progresses of the relativistic spin hydrodynamics.

We focus on the following topics: 1) The derivation of the relativistic spin hydrodynamic equations, including

the  phenomenological  approach,  the  effective  theory  method,  and  the  kinetic  approach,  2)  Some  special

properties  of  spin  hydrodynamics,  especially  the  asymmetric  energy-momentum  tensor  and  the  pseudogauge

transformation,  and  3)  The  analytical  solutions  to  the  relativistic  spin  hydrodynamics  for  systems  under

Bjorken and Gubser expansion.

Keywords: Spin hydrodynamics, hyperon spin polarization, realtivistic heavy-ion collisions
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