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1 .  INTRODUCTION 

T h e  3 a h n - T e l l e r  ( J T )  e i f e c t  r e f e r s  t o  t h e  s p o n t a n e o u s  d i s t o r t i o n s  

t h a t  s y m m e t r i c  m o l e c u l a r  c o m p l e x e s  u n d e r g o  w h e n  t h e  a s s o c i a t e d  

1 
e l e c t r o n i c  s t a t e  i s  d e g e n e r a t e .  A s y s t e m  o f  p a r t i c u l a r  i n t e r e s t  

t o  u s  i s  t h e  F + c e n t e r  i n  C a O ,  w h i c h  c o n s i s t s  o f  a n  e l e c t r o n  

t r a p p e d  i n  a n  o x y g e n  v a c a n c y .  T h e  i m m e d i a t e  e n v i r o n m e n t  o I  t h e  

e l e c t r o n  i s  a n  o c t a h e d r o n  o~ c a l c i u m  i o n s .  T h e  t w o  e v e n  m o d e s ,  

w h i c h  a r e  l a b e l l e d  b y  t h e  a p p r o p r i a t e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  

a n d  ~ 2  o f  t h e  o c t a h e d r a l  g r o u p ,  p o s s e s s  a l m o s t  e x a c t l y  

c o i n c i d e n t  a n g u l a r  f r e q u e n c i e s  w ; m o r e o v e r ,  t h e  c o u p l i n g  o f  b o t h  

m o d e s  t o  t h e  e l e c t r o n i c  p s t a t e  i s  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a m e .  2 ' 3  

A s  a c o n s e q u e n c e  o f  t h e s e  a c c i d e n t s ,  t h e  t w o  c o m p o n e n t s  o f  E a n d  

t h e  t h r e e  c o m p o n e n t s  o f  ~ 2  c a n  b e  c o m b i n e d  t o  f o r m  a s p h e r i c a l  

d p h o n o n  w h o s e  f i v e  c o m p o n e n t s  a r e  c r e a t e d  b y  t h e  s e c o n d - r a n k  

t e n s o r  a ~ .  T h e  H a m i l t o n i a n  c a n  b e  w r i t t e n  

H = ½ h ~  ( a ? - a  + a . a  t )  + W ( 2 ! ( a  ~ + a ) ,  

w h e r e  t h e  d o t  m e a n s  t h e  f o r m a t i o n  o f  a n  0 [ 3 )  s c a l a r .  T h e  f i r s t  

t e r m  i s  a n  o s c i l l a t o r  H a m l l t o n i a n  f o r  w h i c h  t h e  s y m m e t r y  g r o u p  

i s  U ( 5 ) :  t h e  s e c o n d  t e r m  r e p r e s e n t s  p h e n o m e n o t o g i c a l l y  t h e  

c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  p h o n o n s  a n d  t h e  e l e c t r o n .  I t s  m a g n i t u d e  i s  

d e t e r m i n e d  b y  t h e  a m p l i t u d e  o l  t h e  s e c o n d - r a n k  t e n s o r  T ( 2 )  , w h i c h  

a c t s  o n l y  i n  t h e  s p a c e  o f  t h e  p e l e c t r o n .  

T o  s o l v e  1 o r  t h e  e n e r g i e s  a n d  e i g e n s t a t e s  o f  H ,  we m a y  u s e  

a b a s i s  d e t e r m i n e d  b y  e i t h e r  t h e  f i r s t  o r  s e c o n d  t e r m s  i n  H .  

T h e s e  c h o i c e s  c o r r e s p o n d  t o  t h e  w e a k  a n d  s t r o n g  JT  l i m i t s  r e s p e c -  

4 
t i v e l y .  T h e  l a t t e r  h a s  b e e n  r e c e n t l y  d e s c r i b e d  i n  d e t a i l .  
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F o r  p r e s e n t  p u r p o s e s ,  we  t a k e  t h e  o p p o s i t e  p o i n t  o f  v i e w ,  a n d  

c o n s i d e r  t h e  g r o u p - t h e o r e t i c a l  a s p e c t s  o f  s t a r t i n g  f r o m  t h e  w e a k  

3 
J T  l i m l t .  T h i s  i s  t h e  a p p r o a c h  o f  O ' B r i e n ,  w h o  f i r s t  s h o w e d  

t h a t  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e  l i n e  s ~ p c o u l d  b e  a c c o u n t e d  f o r  b y  a 

H a m i l t o n i a n  o f  t h e  f o r m  o f  H .  

2 .  GROUPS 

I f  we d e c i d e  t o  w o r k  w i t h i n  t h e  b a s i s  p r o v i d e d  b y  t h e  o s c i l l a t o r  

p a r t  o f  H ,  t h e n  we a r e  l e d  n a t u r a l l y  t o  t h e  s c h e m e  

U ( 5 )  ~ O ( 5 )  ~ O ( 3 ) ,  

i n  w h l c h  t h e  f i v e - d i m e n s i o n a l  i r r e a u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n  [ I ]  o f  

U ( 5 )  l e a d s  d o w n  t o  ( I 0 )  o f  O ( 5 ) ,  a n d  t h e n c e  t o  ( 2 )  o f  O ( 3 ) ,  

c o r r e s p o n d i n g  t o  a s i n g l e  d p h o n o n .  S i n c e  p h o n o n s  a r e  b o s o n s ,  we 

h a v e  o n l y  t o  c o n s i d e r  t h e  s y m m e t r i c  r e p r e s e n t a t i o n s  I N ]  o f  U [ 5 )  

a n d  ( w 0 )  o f  0 ( 5 ) .  N o w ,  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  (w0)  p o s s e s s  a r a t h e r  

u n u s u a l  p r o p e r t y :  5 u n d e r  t h e  r e d u c t i o n  0 ( 5 )  --> O ( 3 ) ,  t h e  s e q u e n c e  

o f  L v a l u e s ,  t a k e n  i n  o r d e r  o f  i n c r e a s i n g  L ,  t e n d s  t o  a w e l l -  

d e f i n e d  p a t t e r n  a s  w - - ~ o o  . T h u s ,  i f  w i s  e x a c t l y  d i v i s i b l e  b y  3 ,  

t h e  l o w - L  s t r u c t u r e  ( e x p r e s s e d  i n  t h e  t r a d i t i o n a l  s p e c t r o s c o p l c  

l a b e l s )  i s  S ,  F ,  G ,  I ,  I ,  K . . . . .  I f  w i s  n o t  a m u l t i p l e  o f  3 ,  t h e  

s t r u c t u r e  i s  D ,  G ,  H ,  I ,  K , . . . .  M o s t  o f  t h e  p r e v i o u s  t h e o r e t i c a l  

w o r k  o n  t h e  F + ' c e n t e r  h a s  c o n c e n t r a t e d  o n  s t a t e s  w h o s e  t o t a l  

a n g u l a r  m o m e n t u m  J i s  1 ,  a n d  s u c h  s t a t e s  c a n  o n l y  a r i s e  by  c o u p l i n g  

t h e  p e l e c t r o n  t o  e i t h e r  S o r  D.  H o w e v e r ,  a s  s o o n  a s  s t a t e s  o f  

h i g h e r  J a r e  s t u d i e d ,  m u l t i p l i c i t y  d i f f i c u l t i e s  a s s o c i a t e d  w i t h  

t h e  i n t e r n a l  l a b e l l i n g  p r o b l e m  a r i s e .  T h e  e a r l i e s t  i n s t a n c e  o f  

t h i s  o c c u r s  f o r  L = 6 ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  t w o  I s t a t e s  i n  t h e  f i r s t  

o f  t h e  t w o  L s t r u c t u r e s  l i s t e d  a b o v e .  B e c a u s e  o f  t h e  c o m p a r a t i v e  
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s i m p l i c i t y  o f  t h i s  c a s e ,  i t  w a s  d e c i d e d  t o  m a k e  a d e t a i l e d  s t u d y  

o t  t h e  v a r i o u s  w a y s  i n  w h i c h  t h e  t w o  I s t a t e s  c a n  b e  s e p a r a t e d .  

T h e  a i m  i s  n o t  m e r e l y  t o  i o r m a l l y  d e f i n e  t w o  d i s t i n c t  I s t a t e s ,  

b u t  r a t h e r  t o  f i n d  a n  a p p r o a c h  t h a t  m a k e s  t h e i r  s e p a r a t i o n  a 

n a t u r a l  o n e .  S u c h  a r e s u l t ,  i f  i t  c o u l d  b e  o b t a i n e d ,  w o u l d  p o i n t  

t h e  w a y  t o  a g e n e r a l  m e t h o d  f o r  r e s o l v i n g  t h e  i n t e r n a l  m u l t i p l i c i t i e s  

3 .  FRACTIONAL PARENTAGE C O E F F I C I E N T S  

I n  t h e  w e a k  JT  l i m i t ,  t h e  o s c i l l a t o r  p a r t  o f  H i s  d i a g o n a l  w i t h  

r e s p e c t  t o  t h e  b a s i s .  O u r  a t t e n t i o n  i s  t h u s  d i r e c t e d  t o  a 

c a l c u l a t i o n  o f  t h e  m a t r i x  e l e m e n t s  o f  a t a n d  a .  T h e  r e d u c e d  

m a t r i x  e l e m e n t s  o f  a t  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  f r a c ~ o n a l  

p a r e n t a g e  ( c f p )  b y  t h e  e q u a t i o n  

w h e r e  2fi i s  a s t a t e  o f  d N w i t h  o r b i t a l  a n g u l a r  m o m e n t u m  L .  

T h e  c f p  f a c t o r i z e :  

( ~  ~ . ' )  = ( ~ N ~ W I E N - I ~ W '  + E I ~ ( 1 0 ) ) ( W ~ L I  W ' ~ ' L '  + ( 1 0 ) d ) ,  

w h e r e  W a n d  W' a r e  i r r e d u c i b l e  r e o r e s e n t a t i o n s  o f  O ( 5 ) ,  a n d  

r e p e a t i n g  v a l u e s  o f  L a n d  L '  a r e  d i s t i n g u i s h e d  b y  3 a n d  ~ '  . 

T h e  t w o  f a c t o r s  o n  t h e  r i g h t - h a n d  ~ i d e  o i  t h i s  e q u a t i o n  a r e  

i s o s c a l a r  f a c t o r s ;  f o r  e x a m p l e ,  t h e  s e c o n d  f a c t o r  i s  j u s t  a 

C l e b s c h - G o r d a n  (CG) c o e f f i c i e n t  f o r  O ( 5 )  w i t h  t h e  CG c o e f f i c i e n t  

f o r  0 ( 3 )  e x t r a c t e d .  F o r  s i m p l i c i t y ,  we p i c k  t h e  s p e c i a l  c a s e  

d e f i n e d  b y  W ' = ( w - 1 ,  0 ) ,  W = ( w 0 ) ,  a n d  N=w,  f o r  w h i c h  t h e  f i r s t  

i s o s c a l a r  f a c t o r  i s  1 .  

M a n y  o f  t h e  c f p  f o r  w h i c h  a g i v e n  L a n d  L '  o c c u r  o n c e  i n  

W a n d  W' p o s s e s s  a s t r i k i n g l y  s i m p l e  f o r m .  T h e y  c a n  b e  f o u n d  b y  
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a p p l y i n g  t e n s o r i a l  t e c h n i q u e s  t o  e v a l u a t e  m a t r i x  e l e m e n t s  w h o s e  

v a l u e s  a r e  known f r o m  g e n e r a l  g r o u n d s .  F o r  e x a m p l e ,  a l l  m a t r i x  

e l e m e n t s  o f  ( a ~ a ? )  (1 )  a n d  (aTaV)  (3 )  a r e  z e r o ,  s i n c e  t h e r e  a r e  no  

P o r  F s t a t e s  i n  d 2 .  A n u m b e r  o f  c f p  h a v e  b e e n  c a l c u l a t e d  by  

O ' B r i e n  7 by  m e t h o d s  s u c h  a s  t h e s e .  A t y p i c a l  e x a m p l e  o f  a c f p  

f o r  w h i c h  no  m u l t i p l i c i t y  c o m p l i c a t i o n s  a r i s e  i s  

( d W ( w 0 ) K { l d W - l ( w - 1 ,  0)M) = ~ 7 7 ( u - Z ) ( u - 1 3 ) / 3 0 6 u ( u - 1 ) ~  ½, (1 )  

w h e r e  w i s  a m u l t i p l e  o f  3 ,  a n d  u = 2 w + l .  When w=6,  f o r  w h i c h  a 

K s t a t e  e x i s t s  i n  (60 )  b u t  t h e r e  i s  no  M s t a t e  i n  { 5 0 ) ,  t h e  c t p  

a u t o m a t i c a l l y  vanishes. 

T h e  p r o b l e m  o f  d i s t i n g u i s h i n g  m u l t i p l y - o c c u r r i n g  L v a l u e s  

w o u l d  b e  i d e a l l y  s o l v e d  i f  c f p  o f  a c o m p a r a b l e  s i m p l i c i t y  t o  t h e  

o n e  a b o v e  c o u l d  b e  i n t r o d u c e d  t o  d e f i n e  t h e  s t a t e s .  I t  s e e m s  t h a t  

t h i s  i s  t o o  much t o  h o p e  f o r .  T h e  v a r i o u s  o p t i o n s  o p e n  t o  u s  w i l l  

now be  c o n s i d e r e d  w i t h  p a r t i c u l a r  r e f e r e n c e  t o  t h e  r e p e a t i n g  I s t a t e s  

4 .  GODPARENTS 

P e r h a p s  t h e  s i m p l e s t  way o f  c o n s t r u c t i n g  a s p e c i f i c  I s t a t e  i s  t o  

p i c k  a m u l t i p l i c i t y - f r e e  s t a t e  o f  ( w - l ,  0) a n d  c o u p l e  a c r e a t i o n  

o p e r a t o r  t o  i t .  F o r  e x a m p l e ,  

( a r t  G~I ( 6 )  (a~ [H>) (6 )  I ~  I I > )  ( 6 )  ( a t [  K ) I { 6 )  
J 2 

a r e  I s t a t e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  g o d p a r e n t s  G, H,  I ,  a n d  K. When 

w i s  a m u l t i p l e  o f  3,  t h e  twO) p a r t s  o f  t h e  t o u r  I s t a t e s  a b o v e  i s  

a l i n e a r  c o m b i n a t i o n  o f  t h e  two p o s s i b i e  I s t a t e s .  I t  i s  e a s y  t o  

s e e  t h a t  t h e  c h o i c e  o t  a p a r t i c u l a r  g o d p a r e n t  [ ~  f o r  o n e  I s t a t e ,  

s a y  I 1 ,  i m p l i e s  112{I L )=0  f o r  t h e  o r t h o g o n a l  c o m p a n i o n  12 .  T h i s  

c o n d i t i o n  i s  e n o u g h  t o  d e t e r m i n e  a l l  r e m a i n i n g  c f p  f o r  I 1 a n d  12 .  
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A t  f i r s t  s i g h t ,  t h e r e  i s  n o t  m u c h  t o  c h o o s e  b e t w e e n  t h e  

v a r i o u s  g o d p a r e n t s .  A l l  f o u r  l e a d  t o  h i g h  p r i m e s  i n  t h e  d e n o m -  

i n a t o r s  o f  t h e  c i p .  ( F o r  w = 6 ,  t h e  p r i m e s  a r e  2 5 1 ,  2 1 1 3 ,  1 5 7 ,  a n d  

53 r e s p e c t i v e l y . )  T h i s  i s  n o t  s u g g e s t i v e  o i  a s i m p l e  a l g e b r a i c  

s t r u c t u r e .  H o w e v e r ,  o n e  g o d p a r e n t  t u r n s  o u t  t o  b e  m u c h  m o r e  

s i g n i f x c a n t  t h a n  t h e  o t h e r s .  I t  i s  t h e  G s t a t e ,  i n  t e r m s  o f  

w h x c h  we n o w  s e p a r a t e  t h e  I 1 s t a t e  f r o m  t h e  12 s t a t e  b y  m e a n s  o f  

(12(!G) = 

We can now show that 

(II{{G) = 

(II({H) = 

(12(IH) = 

(I1{1I~ = 

( i 2 ~ 1 I )  = 

0 .  

! 
[3U/V15u(u-1)]2, 

1 

8(u-15) [(u-7) tu-2)/130u(u-l)U] $, 

! 
I0 [22(u+4) (u+6} (u+l I)/91(u- l)Ul 2 , 

1 

8(u+9) [(u+4) ( u - 7 ) / u ( u - 1 ) U ]  ~, 

1 

-22[(u-2) (u+6) (u+ll)/35(u-l)U/$, 

e t c . ,  w h e r e  U = 6 1 u ( u + 1 3 ) + 1 4 7 0 .  A l t h o u g h  U d o e s  n o t  b r e a k  u p  i n t o  

t w o  l i n e a r  f a c t o r s  w i t h  r a t i o n a l  c o e f f i c i e n t s ,  i t s  p r e s e n c e  i n  

t h e  c f p  d o e s  n o t  d e t r a c t  t o o  m u c h  f r o m  o u r  i d e a l  f o r m .  

O u r  d e f i n x t i o n  o f  I 1 a n d  12 c o i n c i d e s  w i t h  t h e  o s t e n s i b l y  

a r b i t r a r y  s e p a r a t i o n  t h a t  H e c h t  ~ m a d e  f o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  f o r  

w h i c h  w = 6 .  

5. INTRINSIC STATES 

T h e  p r o b l e m  o f  d e f i n i n g  t h e  a n g u l a r - m o m e n t u m  s t a t e s  o f  (w0)  h a s  

been studied by Williams and Pursey 9 b y  extending the notion Of 

I0 
intrinsic states that Elllott used for SU(3). Although this 

i 

approach leads to non-orthogonal components, it is of considerable 

(2) 
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i n t e r e s t -  t o  u s  b e c a u s e  i t  l e a d s  t o  a n  e q u i v a l e n t  d e f i n i t i o n  o f  12 .  

C o n s i d e r  t h e  ( u n n o r m a l i z e d )  s t a t e  

o f  d w, w h e r e  w = 3 n .  T h e  s u b s c r i p t s  t o  a t d e n o t e  m a g n e t i c  q u a n t u m  

n u m b e r s ,  t h e  t o t a l  v a l u e  o f  w h i c h  i s  g i v e n  by  

M L = 2n+2  + ( - 2 ) ( n - 2 )  = 6 .  

A c c o r d i n g  t o  t h e  m e t h o d  o i  W i l l i a m s  a n d  P u r s e y ,  I ~ }  i s  o n e  o f  

t h e  two i n t r i n s i c  s t a t e s  t h a t  s e p a r a t e  t h e  I t e r m s .  I t  i s  o n l y  

n e c e s s a r y  t o  r o t a t e  ] ~ )  t h r o u g h  some a n g l e  d e f i n e d  b y  t h e  E u l e r  

t r i a d ~  , t h e r e b y  g i v i n g  ~ ~ ) ~  , a n d  t h e n  p r o j e c t  o u t  a n  I t e r m  

by f o r m i n g  t h e  H i l l - W h e e l e r  i n t e g r a l  

w h e r e  t h e  d o u b l e  t e n s o r  D ( J S )  i s  r e l a t e d  t o  t h e  r o t a t i o n  m a t r i c e s  

b y  t h e  e q u a t i o n  11 

D ( J J ) ( ~ )  = ( - 1 ) J - N ( z J + I ) ½ ~ ( _ O _ )  * 
M,-N 

I f ,  now,  t h e  a n n i h i l a t i o n  t e n s o r  a i s  a p p l i e d  t o  I I } ,  o n l y  t h o s e  

c o m p o n e n t s  ( D ( 2 2 ) a ( 2 0 ) ) ( 0 2 )  D ( 2 2 ) a ( 2 0 )  ( 0 2 )  01 o r  ( ) i n  t h e  r o t a t e d  0 , - 2  

f r a m e  g i v e  a r e s i d u e  w h e n  t h e y  a c t  o n  [ ~ .  I n  d o i n g  s o ,  t h e y  

i n t r o d u c e  a s  c o e f f i c i e n t s  D(22)-1 o r  D (2._z~). When t h e s e  a r e  c o n t r a c t e d  

w i t h  D!6  ~)  i n  t h e  i n t e g r a n d ,  t h e  r e s u l t i n g  t e n s o r s  a r e  o f  t h e  t y p e  

D(LL)  o r  D ( L ~  ) w h i c h  i m p l i e s  t h a t  L ~  5 .  T h u s  ( G  I a ] I )  = 0 ,  
• - 5  o .  t 

a n d  so  t h e  I s t a t e  d e f i n e d  b y  E q . ( 3 )  i s  i d e n t i c a l  t o  1 
2" 

T h e  s e c o n d  I s t a t e  t h a t  t h e  m e t h o d  o f  P u r s e y  a n d  W i l l i a m s  

p r o v i d e s  c o m e s  f r o m  t h e  i n t r i n s i c  s t a t e  ( a ~ ) 2 n + l ( a T 2 ) n ' l / 0 ) . ~ .  

T h e r e  i s  no  p o i n t  i n  d e v e l o p i n g  t h e  s t a t e  i n  d e t a i l ,  s i n c e  i t  i s  

n o t  o r t h o g o n a l  t o  [ I 2 ~ .  H o w e v e r ,  i t  i s  w o r t h  n o t i n g  t h a t  t h e  
1 

o v e r l a p  i s  v e r y  s m a l l :  f o r  w=6 i t  a m o u n t s  t o  o n l y  ( 6 8 4 5 / 1 0 6 4 9 9 3 )  ~ .  
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6. GENERALIZED SENIORITY 

F o r  s p i n l e s s  b o s o n s ,  s e n i o r i t y  a d d s  n o  i n f o r m a t i o n  a b o v e  t h a t  

p r o v i d e d  b y  t h e  i r r e d u c i b l e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  O ( 5 ) .  H o w e v e r ,  t h e  

m e t h o d  o f  g e n e r a t i n g  s t a t e s  o f  e o u a l  s e n i o r i t y  b y  s u c c e s s i v e  

a p D l i c a t i o n  o f  t h e  s c a l a r  o p e r a t o r  ( a ~ a f )  ( 0 )  s u g g e s t s  a p o s s i b l e  

g e n e r a l i z a t i o n .  An o b v i o u s  c a n d i d a t e  f o r  t h e  new s c a l a r  o p e r a t o r  

i s  ( a T a ~ a t )  ( 0 )  , t h a t  i s ,  t h e  o p e r a t o r  t h a t  c r e a t e s  t h e  S s t a t e  o f  

d 3 .  F o r  n o t  o n l y  i s  i t  t h e  m o s t  e l e m e n t a r y  e x t e n s i o n  o f  ( a j a r )  ( 0 )  , 

b u t  i t  c o n n e c t s  s t a t e s  o i  common L i n  r e p r e s e n t a t i o n s  (w0) o f  0 ( 5 )  

f o r  w h i c h  t h e  l o w - L  s t r u c t u r e  i s  i d e n t i c a l .  

I n  f a c t ,  ( a t a S a ~ )  (0} i s  e q u i v a l e n t  t o  o n e  o f  t h e  t o u r  

o p e r a t o r s  t h a t  S h a r p  a n d  Lam 12 i n t r o d u c e d  t o  d i s t i n g u i s h  m u l t i p l y -  

o c c u r r i n g  L v a l u e s  i n  t h e  r e p r e s e n t a t i o n s  (w0)  o t  O ( 5 ) .  T h e  o t h e r s  

a r e  a ~ ,  ( a f a r )  2(2) ,  a n d  ( a ~ a T a t ) ~  3} . S h a r p  a n d  L a m ' s  i d e a  i s  t o  

f o r m  s t r e t c h e d  p r o d u c t s  o f  t h e s e  o p e r a t o r s ,  s u b j e c t  t o  t h e  c o n d i t i o n  

( 3 )  
t h a t  ( a t a t a f }  3 o c c u r s  a t  m o s t  o n c e .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  ML=6 s t a t e  

o f  ( 6 0 )  c a n  b e  f o r m e d  i n  two  w a y s ,  n a m e l y  

( 2 ) 1 0 > ,  ( 4 )  " ( 2 )  ( a ~ a t  } 2) ( a t a ~ ) 2  ( W~a# ~ 2 

a n d  t h i s  i n d i c a t e s  t h a t  a n  I s t a t e  o c c u r s  t w i c e .  I f  we w r i t e  

( 5 )  i n  t h e  f o r m  

( a ~ a t a f )  (0 )~  d 3 I>, (61 

we s e e  t h a t  i t  r e p r e s e n t s  a n  I s t a t e  t h a t  h a s  b e e n  c o n s t r u c t e d  

by p r e c i s e l y  t h e  m e t h o d  t h a t  we h a v e  i n  m i n d .  

O5 c o u r s e ,  t h e  a c t u a l  s t a t e s  ( 4 ) ,  ( 5 ) ,  a n d  ( 6 )  c o n t a i n  n o t  

o n l y  t h e  s t r e t c h e d  c o m p o n e n t s ,  b u t  o t h e r s  a s  w e l l .  F o r  e x a m p l e ,  
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(6 )  c o n t a i n s  c o m p o n e n t s  o f  ( 4 0 ) I  a s  w e l l  a s  t h o s e  o f  ( 6 0 ) I .  When 

t h e  f o r m e r  a r e  p r o j e c t e a  o u t ,  i t  i s  f o u n d ,  r a t h e r  u n e x p e c t e d l y  

p e r h a p s ,  t h a t  t h e  I s t a t e  o i  ( 6 0 )  i s  * d e n t i c a l  t o  I 1. To s e e  why 

t h i s  s h o u l d  be  s o ,  t h e  3 - p a r t i c l e  c f p  ( I i ~  I I j ,  ( 3 0 ) S )  a r e  r e q u i r e d  

( w h e r e  ~, j = 1 ,  2 ) .  T h e y  carl  be  c a l c u l a t e d  by  c o m b i n i n g  p r o d u c t s  o f  

s l n g l e - p a r t i c l e  c f p .  A d e t a i l e d  a n a l y s i s  r e v e a l s  t h a t  

(12{l II, (30)S) = 0. (7) 

There is thus no way to form an 12 state by adding the phonon 

t r i a d  (a~atat) (0) to an I I state. This shows that a string of I I 

states can be formed by writing {(a%a~a%)(0)3P I d 3 Ii> and 

projecting out all states that do not belong to the irreducible 

representation (3p+3, 0) oi 0(5). 

If (If{ I 12, (30)S) were zero, similar statements could be made 

about the 12 states. This cfp does not, however, vanish; but a 

number of remarkable cancellations lead to its being exceptionally 

small. In fact, 
I 

Lt (II{)12 , (30)S)/(12{{ I2, (30)S) = 8u-3(385) $. {8) 

So a string of 12 states could be formed in an analogous way in 

the limit of large u (or w). 

7. DIAGONALIZING A SCALA~ OPERATOR 

A common m e t h o d  u s e d  by  p h y s i c i s t s  t o  r e s o l v e  m u l t i p l i c i t y  d i f f i c u l -  

t i e s  i s  t o  s e p a r a t e  t h e  s t a t e s  by  r e q u i r i n g  t h a t  t h e y  be  t h e  e i g e n -  

f u n c t i o n s  o f  some c o n v e n i e n t  o p e r a t o r  - -  p e r h a p s  o n e  o f  p h y s i c a l  

i n t e r e s t .  T h e  o p e r a t o r  m u s t  be  a s c a l a r  i n  0 ( 3 )  so  as  n o t  t o  mix  

d i f f e r e n t  L v a l u e s .  To be  e f f e c t i v e  i t  c a n n o t  b e  s c a l a r  i n  O(5 )  ; n o r  

c a n  i t  t r a n s f o r m  a c c o r d i n g  t o  ( 2 2 )  o f  0 ( 5 ) ,  s i n c e  an  o p e r a t o r  o f  t h i s  
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t y p e  c a n  be  c o n s t r u c t e d  f r o m  C a s i m i r ' s  o p e r a t o r  f o r  O ( 5 )  a n d  L 2 .  

T h e  m o s t  e l e m e n t a r y  o p e r a t o r  a p p e a r s  t o  b e  t h e  t h r e e - b o d y  o p e r a t o r  

T = ( a t a ~ a ~ ) l O } ( a a a )  ( 0 )  

By d i a g o n a l i z i n g  t h i s  o p e r a t o r  w i t h i n  t h e  I s t a t e s  o~ ( 6 0 )  we o b t a i n  

a g a i n  t h e  o r t h o g o n a l  p a i r  I 1 a n d  I 2 ;  a n d  E q s . ( 7 )  a n d  ( 8 )  s h o w  t h a t  

t h e  ( I l I  2) s e p a r a t i o n  i s  a l s o  o b t a i n e d  w h e n  T i s  d i a g o n a l i z e d  w i t h i n  

t h e  I s t a t e s  o5 (w0)  i n  t h e  l i m i t  w ~  ~ . I n  g e n e r a l ,  h o w e v e r ,  we 

m u s t  c o n t e n t  o u r s e l v e s  w i t h  i r r a t i o n a l  e i g e n v a l u e s .  

C o m m u n i c a t i o n s  f r o m  D r .  M. C .  M. O ' B r i e n  a n d  P r o f e s s o r  R.  T .  

S h a r p  p r o v e d  v e r y  h e l p t u l  i n  t h e  w o r k  r e p o r t e d  h e r e .  
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