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无穷级数单标量场暴涨宇宙模型与原初引力波
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摘 要: 通过对宇宙微波背景辐射光子极化的观测，可以精确测量张标比．在对暴涨宇宙模型
进行限制的时候，它将提供一个非常有力的工具．就一个单标量场暴涨模型而言，要同时预言
比较大的张标比和谱指数跑动是有困难的．为了试图解决这一问题，本文作者提出了一种具有
幂级数形式势能的单暴涨场模型．研究表明，这个具有无穷多项势能的暴涨模型不仅理论上是
自洽的，而且能够缓解上述问题．
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宇宙在暴涨时期，张量扰动模式激发了光子极化的 B －模式，而这一信号已经被 BICEP2 实验组观
测到了［1］．实际上，度规场的张量扰动对应着引力波的产生，观测到 B －模式也就意味着观测到了引力
波，只是这种引力波是在早期宇宙中被激发的，称为原初引力波．通过对 B －模式的测量，能够估计出张
量扰动的幅度，通常人们会用一个称为张标比的量来描述．根据 BICEP2 实验组的数据分析，张标比被
限制在 r = 0． 20 +0． 07

－ 0． 05 ( 68% CL) ，并且在 7． 0σ的置信度上排除了 r = 0 的可能性．有了张标比以及谱指数
的限制，就可以区分并排除一些暴涨模型，比如小场暴涨模型．
然而，BICEP2 实验组得到的结果与之前 Planck 实验组得到的有一些不相吻合的地方．文献［2］中

指出，根据 Planck + WP + highL 的数据，谱指数被限制在 ns = 0． 9600 ± 0． 0071，而张标比几乎可以被忽
略 r0． 002 ＜ 0． 11( 95% CL) ．不过，当把谱指数的跑动 n's≡ dns /d ln k作为独立参数去拟合相同数据的时
候，发现 ns = 0． 95700 ± 0． 0075，r0． 002 ＜ 0． 26 以及 n's = － 0． 022 +0． 020

－ 0． 021 ( 95% CL) ．也就是说，为了能使得这
两个结果相互吻合，理论上应该有一个比较大的谱指数跑动，比如 n's － 0． 001．当然，这里的大小指的
是它绝对值的大小．
另一方面，暴涨宇宙［3 － 5］是解决大爆炸宇宙学中诸如宇宙平坦性问题的最经济选择．而且，暴涨场

和背景度规场的量子扰动将成为宇宙大尺度结构形成的种子．光子极化 B －模式的发现也同样肯定了
宇宙早期的确发生过暴涨．在最简单的暴涨宇宙模型中，一个被称为暴涨子的标量场驱动着宇宙加速膨
胀．为了能够使宇宙在早期有足够长的暴涨时间，这个标量场需要有一个非常平坦的势能 V( ) ．当暴
涨开始的时候，它将从势能高的地方缓慢地滚向势能低的地方．这个过程就称为慢滚暴涨．比如:在混沌
暴涨( chaotic inflation) 模型中，有 V ～ n［6］; 在自然暴涨( natural inflation) 模型中，有 V ～ V0 ( cos  / f +
1) ［7］．
在这些单标量场的暴涨模型中，谱指数偏离 Harrison-Zel' dovich 标度不变谱的数量级在 ns － 1 ～
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O( 10 －2 ) ，谱指数跑动的数量级在 n's ～ O( 10
－4 ) ．由此可见，实现大的张标比的同时实现大的谱指数跑

动对单标量场模型来说不是一件容易的事情，文献［8］中特别针对这一问题进行了讨论，但并没有给出
解决方案．此外，在文献［9］中也指出，对于慢滚暴涨而言，要让暴涨场的势能具有比较大的三阶导数而
保持一阶导数和二阶导数比较小是比较困难的，除非所需要的 e-folding 数 N比较小，例如，当 N≈20 ～
30．文献［10］中也给出了相同的结论．可是，这些讨论仅仅针对势能具有有限项时的单场暴涨模型．作
者建议了一个势能具有无穷项即幂级数形式的暴涨模型．该模型不仅在理论上是自洽的，而且能够缓解
上述问题． 针对如何实现大张标比和谱指数跑动的最新研究，可参考文献［11 － 12］，以及文献
［13 － 14］．注意下文中所有的单位都采用 M － 2

pl = 8πG = 1．

1 暴涨模型的构建
1． 1 幂级数势能
令 V表示暴涨场的势能函数，并假设它有以下形式:

V( ) = λΣ
∞

n = 1
an

2n， ( 1)

这里的 λ是一个比例系数，将由功率谱的幅度来决定其大小．定义慢滚参数:

 =
M2

pl

2
V'( )V

2

， η = M2
pl
V″
V
， ξ = M4

pl
V'V″'
V2
， ( 2)

其中撇号表示对场 的微分，则标量扰动的功率谱指数 ns 及其跑动 n's 可以表示为:
ns － 1 ≈ 2η － 6 ， ( 3)

ns' ≈ 16η － 242 － 2ξ ， ( 4)
通过之前的分析可知，如果要有一个比较大的谱指数跑动，则 ξ不能太小，至少应该在  或者 η 的数量
级．假设有如下关系成立:

ξ = α + ( β － α) η ， ( 5)
其中 α，β是两个待定常数．因此，势能( 1) 中的各项系数必须满足一定的条件才能满足( 5 ) 式．当 n≥2
时，an 应当满足以下这个迭代关系:

an =
1

4n( 2n － 1) ( n － 1) Σ
n－1

k = 1
an－k·

［( 2β － 3α) k2 + ( αn + α － β) k ak － 4( k + 1) ( n － k) ( 2n － 2k － 1) ( n － k － 1) ak+1］． ( 6)
具体的证明以及前几项系数的表达式见第 3 章．由于 a1 可以取任意值，把它吸收到 λ 中使得 a1 = 1．注
意，当 β = 0 的时候，有 an ( n≥2) = 0，回到了平方势能函数，即 V ～ 2 ．

事实上，任何一个势能函数都可以展开成无穷幂级数的形式，比如指数势能 V ～ e 就可以写成
V ～ Σ n /n! ．而一般的势能也可以展开成 Taylor级数．但是，当人们按照 Taylor级数展开一个一般性的
势能函数时，会遇到无穷多个展开系数而使得模型无法处理．唯一的办法是先把势能在暴涨发生时展开
几阶，然后根据实验数据来重构这个势能，比如文献［15 － 16］所示．方程( 1 ) 中，虽然势能由无穷多项，
但却只有 3 个参数: α，β以及 λ．这样一种势能，有可能来自于某个超引力理论( SUGＲA) :

V = eK［Ki j－ ( Di W) ( DW—W
—
) － 3 W 2］， DiW = i W + ( i K) W ， ( 7)

其中 Khler势取成:

K = g1 ( φ + φ ) +
1
2
( φ + φ ) 2 + X 2 － cX X 4 + … ， ( 8)

可以预见该理论具有平移( shift) 不变形，并且该对称性保证了势能沿着场 φ的虚部方向是平坦的．这里

的 ≡槡2Imφ即为暴涨场，而 X是另外一个手征超场．此外，假定超势取成最一般的情形
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W = XΣ hn
n + W0 ． ( 9)

关于超引力的理论研究，请参考文献［17］．另外，文献［17 － 18］中考虑了多项式暴涨模型，即势能具有
有限的几项．
由图 1 可见，势能是暴涨场 的单调递增函数，当参数 α 小的时候，势能显得更加陡峭一些，它也

明显不同于混沌暴涨中取 2 或者 4 形式的情形．当  较小的时候，它接近于 2 势，而随着  值的增
大，它逐渐接近于 4 势．

参数 α的取值见图例所示，β取值在其最佳拟合值

图 1 左图:公式( 1) 中的势能 V;右图:与其他形式的势能比较 V ～ 2，4

1． 2 慢滚参数
将势能函数( 1) 代入到慢滚参数的定义( 2) 中，化简得到:

 =
1
2
 －2Σ

∞

n = 0
bn

2n， η =  －2Σ
∞

n = 0
cn

2n， ξ =  －2Σ
∞

n = 0
dn

2n， ( 10)

其中，系数 b0 = 4，c0 = 2，d0 = 2β，当 n≥1 时，bn，cn，dn 满足以下递推关系:

bn = 4( n + 1) an+1 + Σ
n

k = 1
4( k + 1) ( n － k + 1) ak+1an－k+1 － Σ

k+1

m = 1
am ak+2－m b[ ]n－k ， ( 11)

cn = 2( n + 1) ( 2n + 1) an+1 － Σ
n

k = 1
ak+1 cn－k， ( 12)

dn = 8( n + 2) ( 2n + 3) ( n + 1) an+2 +

Σ
n

k = 1
8( k + 1) ( n － k + 2) ( 2n － 2k + 3) ( n － k + 1) ak+1an－k+2 － Σ

k+1

m = 1
amak+2－m d[ ]n－k ． ( 13)

这些系数前几项的表达式见第 3 章．另外，暴涨结束之前的 e-folding数定义为:

N = ∫
tend

t
Hdt = － ∫

end



V
V'
d = 2

4 Σ
∞

k = 0

fn
n + 1
( 2n － 2n

end ) ， ( 14)

其中 f0 = 1 以及

fn = an+1 － Σ
n

k = 1
( k + 1) ak+1 fn－k， n≥ 1 ， ( 15)

暴涨大概在 ≈1 的时候结束，或者当下述关系成立的时候结束，

22
end ≈Σ

∞

n = 0
bn

2n
end， ( 16)

这里 end表示暴涨结束时暴涨场的值，大概在普朗克能标附近 end ～ Mpl ．当然，也可以通过数值的方法
求解上式得到比较精确的结果．
1． 3 扰动功率谱
标量扰动的功率谱由下式给出:
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Ps = As
k
k( )
*

ns－1+ns'ln( k /k* ) /2

， ( 17)

其中 As 表示它的幅度，谱指数 ns 由公式( 3) 给出，谱指数的扰动 ns' = dns /d ln k 由公式( 4) 给出．利用
方程( 5) ，公式( 4) 也可以写成:

ns' = 16η － 242 － 2α － 2( β － α) η ， ( 18)
张标比 r则由关系 r≈16给出．由( 18) 式可见，对谱指数的跑动而言，参数 α非常重要，如图 2 所示，n's
～ O( ) ～ O( 10 －2 ) ，同时又有 r0． 20．也就是说，同时实现了大的张标比和大的谱指数跑动．

两图中均采用了相同的参数，见图例

图 2 左图:张标比 r与谱指数 ns 的关系;右图:谱指数跑动 n's 和谱指数 ns 的关系

目前，最新的观测数据包括:文献［1］中:张标比 r = 0． 20 +0． 07
－ 0． 05 ; Planck 实验中的微波背景辐射数据，

并以 WMAP中的大尺度极化数据作为补充( 以下称 Planck + WP) ; 微波背景辐射大极矩数据( 以下称
highL) ; Planck引力透镜功率谱，大尺度结构( 以下称 BAO) 数据等．具体的数据在文献［2］中:标量谱指
数 0． 9583 ± 0． 0081( Planck + WP) ，0． 9633 ± 0． 0072( Planck + WP + lensing) ，0． 9570 ± 0． 0075 ( Planck +
WP + highL) ，0． 9607 ± 0． 0063( Planck + WP + BAO) ，它的跑动值 n's = － 0． 021 ± 0． 012 ( Planck + WP) ，
n's = － 0． 017 ± 0． 012 ( Planck + WP + lensing ) ，n's = － 0． 022 +0． 011

－ 0． 010 ( Planck + WP + highL ) ，n's =
－ 0． 021 +0． 012

－ 0． 010 ( Planck + WP + BAO) ．
此外，还有其他一些研究团队给出了他们的结果．比如: 文献［19］中结合了 Background Imaging of

Cosmic Extragalactic Polarization( B2) ，Planck以及 WP数据集，给出 r = 0． 23 +0． 05
－ 0． 09 ;文献［20］中结合了 Su-

pernova Legacy Survey( SNLS) 的数据给出 r = 0． 20 +0． 04
－ 0． 05 ; 文献［21］中结合了 Planck，超新星 Union2． 1，

BAO和 BICEP2 的数据给出 r = 0． 199 +0． 037
－ 0． 044，以及文献［22］中结合了其他 BAO 的数据后给出 r =

0． 20 +0． 04
－ 0． 06 ．研究还表明，所探测到的光子极化 B 模式并不能完全由拓扑缺陷或者大额外维模型来解

释［23 － 24］．最有可能解释大张标比的还是暴涨时期产生的张量扰动模式．
利用这些数据和结果，对模型中的参数 α和 β进行了限制，结果如图 3 所示．暴涨场在暴涨时期的

特征尺度为  /Mpl≈O( 10) ，可见它应该属于大场暴涨的范畴．利用 Planck 给出了功率谱幅度，As ( k =
0． 002 Mpc － 1 ) = 2． 215 × 10 －19［25］，可以估计出参数 λ的值:

λ≈
3π2

2 Σ
∞

n = 1
an

2( )n －1 r As ≈ 6． 02 × 10 －11 ． ( 19)

其中用到了参数 α和 β的最佳拟合值．

2 总 结
笔者建议采用具有无限项的幂级数来描写暴涨场的势能，见公式( 1) ．与观测比较和分析之后，该
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中心红点代表参数的最佳拟合值

图 3 参数 α和 β在 1σ和 2σ置信区间的等高图

模型中的参数 α和 β得以限制．由分析可知，该模型预言了一个大的张标比 r0． 2 和一个大的谱指数
跑动 n's O( 10 －2 ) 同时谱指数本身大概在 ns≈0． 96 左右，非常好地吻合观测数据．
从势能各项的系数看，势能函数( 1) 是收敛的，至少在暴涨时期是这样．当然，它可能还有其他的收

敛阈．这样一种幂级数形式的势能也许来自某一类超引力理论，这一点是值得继续研究和探讨的．

3 势能以及系数 an，bn，cn，dn，fn
首先证明如果 an 满足迭代关系( 6) ，则势能 V可以使方程( 5) 成立．由幂级数乘积的性质［26］:

Σ
∞

k = 0
akx

kΣ
∞

k = 0
bkx

k = Σ
∞

k = 0
ckx

k， cn = Σ
n

k = 0
akbn－k ( 20)

以及方程( 6) ，( 11) ～ ( 13) 可以得到系数 an，bn，cn 和 dn 之间的关系如下

Σ
∞

n = 1
2nan

2nΣ
∞

n = 1
2nan

2n = Σ
∞

n = 1
an

2nΣ
∞

n = 1
an

2nΣ
∞

n = 0
bn

2n， ( 21)

Σ
∞

n = 1
2n( 2n － 1) an

2n = Σ
∞

n = 1
an

2nΣ
∞

n = 0
cn

2n， ( 22)

Σ
∞

n = 1
2nan

2nΣ
∞

n = 1
4n( n + 1) ( 2n + 1) an+1

2n = Σ
∞

n = 1
an

2nΣ
∞

n = 1
an

2nΣ
∞

n = 0
dn

2n ． ( 23)

将( 21) 式乘以 α，减去 2( α － β) 倍的( 22) 式，再减去 2 倍的( 23) 式可得:

Σ
∞

n = 1
an

2nΣ
∞

n = 1
an

2nΣ
∞

n = 0
［α bn － 2( α － β) cn － 2 dn］

2n =

Σ
∞

n = 1
2n an

2nΣ
∞

n = 1
［［2α n + 2( α － β) ］an － 8n( n + 1) ( 2n + 1) an+1］

2n －

8( α － β) Σ
∞

n = 1
an

2nΣ
∞

n = 1
n2an

2n， ( 24)

利用 an 的迭代关系( 20) 可知上式右边等于 0．因此得到关系
αbn － 2( α － β) cn － 2 dn = 0 ， ( 25)

代入慢滚参数的表达式，即可得到方程( 5) ．
由公式( 6) ，( 11) ～ ( 13) 以及( 15) 可以得到它们的前几项系数．注意 a1 已经吸收到 λ 中，即 a1 =

1．以下给出前 5 项系数:
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a1 = + 1 ， ( 26)

a2 = β
24
， ( 27)

a3 = β( 5β － 3α)
2880
， ( 28)

a4 =
β 10α2 － 23αβ + 15β( )2

322560
， ( 29)

a5 =
β － 210α3 + 453α2β － 330αβ2 + 95β( )3

232243200
， ( 30)

… ，

b0 = 4 ， ( 31)

b1 = β
3
， ( 32)

b2 = β( 5β － 4α)
240
， ( 33)

b3 =
β 18α2 － 33 αβ + 13β( )2

24192
， ( 34)

b4 = －
β 20α3 － 36α2β + 5αβ2 + 10β( )3

691200
， ( 35)

b5 = －
β － 42α4 + 43α3β + 120α2β2 － 175αβ3 + 55β( )4

42577920
， ( 36)

… ，

c0 = 2 ， ( 37)

c1 =
5β
12
， ( 38)

c2 = β( 15β － 14α)
480

， ( 39)

c3 =
β 162α2 － 213 αβ + 47β( )2

96768
， ( 40)

c4 =
β － 110α3 + 81α2β + 110αβ2 － 80β( )3

1382400
， ( 41)

c5 =
β 1092α4 + 994α3β － 5298α2β2 + 3791αβ3 － 583β( )4

340623360
， ( 42)

… ，

d0 = 2β ， ( 43)

d1 = β( 5β － 3α)
12
， ( 44)
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d2 =
β 10α2 － 24αβ + 15β( )2

480
， ( 45)

d3 =
β － 126α3 + 309α2β － 234αβ2 + 47β( )3

96768
， ( 46)

d4 = －
β － 90α4 + 155α3β + 34α2β2 － 180αβ3 + 80β( )4

1382400
， ( 47)

d5 = －
β 924α5 + 74α4β － 5812α3β2 + 8389α2β3 － 4154αβ4 + 583β( )5

340623360
， ( 48)

… ，

f0 = 1 ， ( 49)

f1 = － β
24
， ( 50)

f2 = β
480
， ( 51)

f3 =
β － 30α2 － 29αβ + 25β( )2

322560
， ( 52)

f4 =
β 42α3 + 135α2β － 111αβ2 － 4β( )3

11612160
， ( 53)

f5 = －
β 630α4 + 4635α3β － 1998α2β2 － 3040αβ3 + 1155β( )4

5109350400
， ( 54)

…
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Power series inflation and primordial gravitational waves

FENG Chaojun，LI Xinzhou
( Shanghai United Center for Astrophysics( SUCA) ，Shanghai Normal University，Shanghai 200234，China)

Abstract: The tensor-to-scalar ratio can be measured by observing the polarization of photos in the cosmic microwave back-
ground． It shows very strong power on constraining inflation models． However，for a single field inflation model，it can not predict
both a large tensor-to-scalar ratio and a large running of the scalar power spectral index． To solve this problem，the authors propose
an inflation model with power series potential． It is found that this model is consistent with latest observations．
Key words: tensor-to-scalar ratio; spectral index; running of spectral index; power series; inflation
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