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量子 Fisher信息在参数估计理论和量子精密测量领域扮演着非常重要的角色, 不仅可以用来标定量子

系统的测量精度极限, 还可用于有益量子计量的纠缠态判定. 本文从量子测量的角度出发, 对多比特WV态 ( 

 )进行研究, 通过计算其在局域操作下和 Lipkin-Meshkov-Glick (LMG)非局域操作模型下的

量子 Fisher信息, 分析其在精密测量方面的表现. 研究发现: 在局域操作下, 随着参数 α由 0到 1的变化, 多

比特WV态的量子 Fisher信息逐渐变大, 表明其量子纠缠程度在不断增加, 也体现出更强的量子测量能力.

在 LMG非局域操作下, 随着相互作用强度g 的增大,   量子比特WV态的量子 Fisher信息值趋于稳定,

几乎不受参数 α的影响, 而当体系量子比特数   时, 量子 Fisher信息值会随参数 α的变大而变大; 当参

数 α固定时, 多比特WV态的量子 Fisher信息会随着相互作用强度g 的增强而变大, 呈现出相互作用强度越大,

WV态的量子测量能力越强.
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1   引　言

作为数理统计中重要的信息量, Fisher信息客

观反映了人们对待估计参数 (例如相位 θ)或物理

量 (例如重力常数 g)的相关信息的掌握程度 [1–5],

其值越大, 表明对待估计参数认识越准确, 这也是

精密测量所追求的目的 [6–10]. 在经典测量理论中,

Fisher信息用来估计条件概率相乘所得最大似然

函数 (maximum likelihood function)的方差, 明确

地体现出采集数据越多, 或样本越大, 待估计参数

的波动或方差越小, 获取的待估参数信息量越准

确 [11]. 在量子测量领域, 条件概率的获取方式有所

不同, 是通过量子算符测量实现的, 对测量算符的

优化可以帮助我们获得最大的 Fisher信息量, 即

量子 Fisher信息 [12].

Fisher信息在量子力学中的早期拓展是美国

物理学家Wooters教授 [13] 在 1981年研究量子态

的统计距离和希尔伯特空间关系时提出的. 之后,

1994年美国物理学家 Braunstein教授和 Caves教

授 [12] 在研究统计距离和量子态的几何量时给出了

更为严格的不确定关系和量子 Fisher信息之间的

关系. 2009年意大利光学研究所 Smerzi研究员和

Pezze博士 [14] 首次提出了可以通过量子 Fisher信

息来判定有益于量子计量的量子纠缠, 并给出了相

关判据. 量子 Fisher信息可以看作是量子态本身
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特有的一种属性, 依据量子态的几何学观点, 其反

映了量子态在外界扰动下统计速度的快慢, 而量子

纠缠在局域操作扰动下的反应速度 (或统计速

度)要高于分离态, 故可以用来判定量子纠缠 [15].

近年来, 量子 Fisher信息被广泛地应用在量子信

息科学的各个方面, 包括量子计量学 [6,16,17]、量子相

变刻画 [18–21]、量子纠缠及结构判定 [14,15,22–26]、量子

混沌 [27–29] 以及量子计算 [30,31] 等. 借助量子 Fisher

信息, 可以迅速地捕捉或获取量子态的相关信息,

为将来开展相关的技术应用提供理论基础.

多量子比特WV态, 即W态和真空态 (vacuum

state)的叠加态,  ∣∣∣ψ(N)
WV

⟩
= α |WN ⟩+ β |00...0⟩ , (1)

α2 + β2 = 1 |00...0⟩
|WN ⟩

其中, 参数 α和 β满足关系   ,   

为真空态,   是常见的多比特 W 态, 可表示为 [24]
 

|WN ⟩= 1√
N

(
|0⊗(N−1)⟩|1⟩+

√
N − 1|WN−1⟩|0⟩

)
. (2)

α = 0

α = 1

容易发现, 当  时, 即常见的直积分离态, 而当

 时, 即 N 量子比特W态. 这两种特殊情况的

量子 Fisher信息都被大家所熟知, 但二者的叠加

态很少被研究. 近期, 类WV量子态被广泛地用来

研究量子纠缠的单配性和多配性, 并给出了相应的

判定依据 [32–35].

N = 3

N > 3

N = 3

N = 3

本文从量子测量的角度出发, 对多量子比特WV

态开展研究, 通过计算其在局域操作和 LMG非局

域操作模型下的量子 Fisher信息, 探究其在精密

测量方面的表现. 在局域操作下, 随着参数 α从

0到 1的变化, 体系的量子 Fisher信息逐渐增大,

表明其量子纠缠程度逐渐变强, 拥有更好的量子测

量能力. 在 LMG非局域操作模型下, 固定相互作

用强度 g, 研究了不同比特 WV态的量子 Fisher

信息随参数 α的变化, 发现随着相互作用强度g 的

变强,    量子比特WV态的量子 Fisher信息

近乎不受参数 α的影响, 而   比特WV态的

量子 Fisher信息会随 α的变大逐渐变大. 当固定

参数 α时, 多比特WV态的量子 Fisher信息随相

互作用强度g 的变强而变大, 体现了非局域操作会

大大增强WV态的量子测量能力. 与此同时, 也再

次验证了当相互作用强度g 较大时,   量子比

特 WV态的量子 Fisher信息受参数 α的影响很

小 , 这为将来实验上实现   量子比特 WV

态的高精密测量提供了一种理论依据. 

2   模型及相关计算
 

2.1    量子 Fisher 信息

p(µ|θ)
F (θ)

量子 Fisher信息是经典 Fisher信息的量子版

本, 即考虑量子力学基本原理后计算所得的信息

量. 在无偏差参数估计中, Fisher信息扮演着非常

重要的角色, 可以给出系统测量精度的理论极限.

一般地, 针对实验上获取的条件概率分布   ,

其 Fisher信息  可以表示为 

F (θ) ≡
∑
µ

p(µ|θ)
(
∂ log p(µ|θ)

∂θ

)2

. (3)

依据统计学中的克拉美罗下界 (Cramér-Rao lower

bound)[2,3], 

∆θ ⩾ 1/
√
mF (θ), (4)

∆θ

其中, m 代表试验样本的次数, 当 m 趋于无穷大

时 , 可以得到测量精度的极限 . 从中容易看出 ,

Fisher信息值越大, 误差   越小, 参数估计就越

准确.

M̂∑
i
M̂i = 1

p(µ|θ) = Tr[ρ̂θM̂ ]

在量子力学中, 通过对可观测量算符   进行

正算符投影测量 (POVM),   , 条件概率

分布可表示为   , 将其代入 (3)式,

经过优化选取测量算符, 便得到量子纯态的量子

Fisher信息 [12]: 

FQ[ρ̂, Ĥ] = 4∆Ĥ2, (5)

ρ̂ ρ̂θ

Ĥ

θ = ωt

其中,   为系统量子初始态的密度矩阵,   为量子

初始态在局域操作或非局域操作下演化后的密度

矩阵 (包含相位 θ的信息),   为相位 θ的产生算符.

相位 θ中通常包含待测物理量的相关信息, 例如

 , 如果知道时间的确切信息, 就可以反推出

频率 ω的信息, 进而开展频率的精密测量. 此处,

本文给出的是纯态的量子 Fisher信息的计算公式,

混合态的量子 Fisher信息公式见文献 [24]. 类似

地, 将量子 Fisher信息代入 (4)式, 便可得到量子

版本的克拉美罗下界: 

∆θmin ⩾ 1/
√
mFQ. (6)

该测量极限也常作为评定待测量子态是否成为量

子增强计量资源的标准之一 [36]. 

2.2    LMG 模型下的量子 Fisher 信息计算

通常情况下, 我们所讲的量子 Fisher信息是
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在局域操作下获得的, 即 

Ĥ0 =

N∑
i=1

µi

2
σ(i)
n , (7)

µi σ
(i)
n = σ(i) · n

ρ̂ Ĥ0

其中,   代表非均匀的线性耦合,   表

示第 i 个量子比特的泡利矩阵, n代表方向矢量.

在给定量子纯态  下, 将  代入方程 (5), 经过优化

计算, 找到 Fisher信息的最大值, 便得到了量子

Fisher信息.

在非局域操作下, 或包含相互作用的环境中,

操控量子体系的哈密顿量可简单描述为 [23]
 

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1, (8)

Ĥ1
其中,    代表相互作用项. 这里考虑最简单的情

况, 即全域两体相互作用, Lipkin-Meshkov-Glick

模型 [37], 

Ĥ1 =

N∑
i,j=1

Vij
4

σ(i)
n σ(j)

n , (9)

Vij = Vji这里  代表两体之间均匀的相互作用强度.

依据纯态量子 Fisher信息计算公式, LMG模型下

量子态的量子 Fisher信息可表示为 [26]
 

FQ = v20 + v21 + v22 , (10)

v20=4∆2Ĥ0 v21=4∆2Ĥ1 v22=4(⟨{Ĥ0, Ĥ1}⟩
−2⟨Ĥ0⟩⟨Ĥ1⟩)
其中,   ,   和 

 分别表示局域操作下的量子 Fisher

信息、非局域操作下的量子 Fisher信息、以及交互

量子 Fisher信息. 对于给定的量子纯态, 其在两体

非局域操作下的量子 Fisher信息可通过计算以下

公式得到: 

 

v20 =

N∑
i=1

µ2
i

(
1− ⟨σ(i)

n ⟩2
)
+

N∑
i,j=1; i ̸=j

µiµj

(
⟨σ(i)

n σ(j)
n ⟩ − ⟨σ(i)

n ⟩⟨σ(j)
n ⟩

)
, (11)

 

v21 =

N∑
i,j=1; i ̸=j

V 2
ij

2

(
1− ⟨σ(i)

n σ(j)
n ⟩2

)
+

N∑
i,j,k=1; i ̸=j ̸=k

VijVjk

(
⟨σ(i)

n σ(k)
n ⟩ − ⟨σ(i)

n σ(j)
n ⟩⟨σ(j)

n σ(k)
n ⟩

)

+

N∑
i,j,k,l=1; i ̸=j ̸=k ̸=l

VijVkl
4

(
⟨σ(i)

n σ(j)
n σ(k)

n σ(l)
n ⟩ − ⟨σ(i)

n σ(j)
n ⟩⟨σ(k)

n σ(l)
n ⟩

)
, (12)

 

v22=2

N∑
i,j=1; i ̸=j

µiVij

(
⟨σ(j)

n ⟩ − ⟨σ(i)
n σ(j)

n ⟩⟨σ(i)
n ⟩

)
+

N∑
i,j,k=1; i ̸=j ̸=k

µkVij

(
⟨σ(i)

n σ(j)
n σ(k)

n ⟩ − ⟨σ(i)
n σ(j)

n ⟩⟨σ(k)
n ⟩

)
. (13)

⟨σ(i)
n ⟩

⟨σ(i)
n σ

(j)
n ⟩ ⟨σ(i)

n σ
(j)
n σ

(k)
n ⟩ ⟨σ(i)

n σ
(j)
n σ

(k)
n σ

(l)
n ⟩

容易看出, 上式的计算过程是比较复杂的, 但鉴于

多量子比特 WV纠缠态具有很好的交换对称性,

故在随后的计算过程中仅需对单比特项  和多

比特项  ,   ,  

进行计算, 便可获得最终的量子 Fisher信息. 

3   理论计算与数值模拟

下面分别在局域操作下和 LMG非局域操作下

计算不同量子比特WV态的量子 Fisher信息, 通过

对其进行分析研究, 探究其在精密测量方面的表现. 

3.1    多比特 WV 态在局域操作下的量子
Fisher 信息

对于 3量子比特WV态来说, 首先考虑局域

操作下的量子 Fisher信息计算, 不失一般性, 令

µi=1 σ
(i)
n =aσ

(i)
x +bσ

(i)
y +cσ

(i)
z N = 3

N > 3

 ,    . 这里选取  

量子比特WV态和  量子比特WV态两种情

况进行量子 Fisher信息计算:
  ∣∣∣ψ(3)

WV

⟩
=

α√
3
(|001⟩+|010⟩+|100⟩)+β |00...0⟩ , (14)

单独每个量子比特的一阶矩或在量子态下的平均

值是相同的, 即
 

⟨σ(i)
n ⟩ = 2aαβ√

3
+ c

(
α2

3
+ β2

)
. (15)

相互作用量子比特的平均值也相同, 表示为
 

⟨σ(i)
n σ(j)

n ⟩ =
(
2

3
− c2

)
α2 +

4acαβ√
3

+ c2β2, (16)

将 (15)式和 (16)式代入 (11)式 , 便得到了量子

Fisher信息的解析表达式:
 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 22 (2023)    220302

220302-3

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


F
(3)
Q = 3 + 2(3c2 − 2)α2 + 8

√
3acαβ + 6c2β2

− [2
√
3aαβ + c(α2 + 3β2)]2. (17)

N > 3当量子比特数  时, 单量子比特和相互作

用量子比特在WV量子态下的平均值表示为 

⟨σ(i)
n ⟩ = 2aαβ√

N
+ c

[
(N − 2)α2

N
+ β2

]
, (18)

和  ⟨
σ(i)
n σ(j)

n

⟩
=

1

N
[2 + (N − 6)c2]α2 +

4acαβ√
N

+ c2β2,

(19)

将二者代入 (11)式, 可以得到 N 比特WV态在局

域操作下的量子 Fisher信息为 

F
(N)
Q =N + (N − 1)[2 + (N − 6)c2]α2

+ 4
√
N(N − 1)acαβ + (N2 −N)c2β2

− [(N − 2)cα2 + 2
√
Naαβ +Ncβ2]2. (20)

α = 0 F
(N)
Q =

N(1− c2) α = 1

F
(N)
Q = (3N − 2)(1− c2)

明显地, 当  时, 量子 Fisher信息约化为 

 , 即分离态的量子 Fisher信息; 当  ,

量子 Fisher信息为   , 即为

W态的量子 Fisher信息. 图 1给出了多比特WV

态在局域操作下的量子 Fisher信息 (最优极大值)

随参数 α的变化, 从下到上 (黑色实线到浅粉色实

线)分别代表 3量子比特WV态, 4量子比特WV

态, ..., 8量子比特WV态的结果. 随着参数 α的

变大, 体系的量子 Fisher信息值逐步增大, 表明了

体系量子纠缠程度不断增加. 此外, 根据克拉美罗

下界公式, 可以得出随着参数 α的变化, 量子体系

的高精度测量能力也逐步提高. 

3.2    多比特 WV 态在 LMG 模型下的量子
Fisher 信息

随着量子科技的不断发展, 多体纠缠的实验和

理论研究成为了当前乃至未来量子信息技术发展研

究的关键, 然而想要独立地对多体纠缠中的单个量

子比特进行完美的局域操作很难, 尤其是对相邻的

量子比特来说, 它们的局域操作之间存在着串扰效

应, 会影响最终的计算结果. 因此, 这里探究非局

域操作对多比特WV态量子 Fisher信息的影响.

µi = 1 Vij = γ σ
(i)
n = aσ

(i)
x + bσ

(i)
y + cσ

(i)
z

N = 3 N > 3

选择全域两体相互作用的非局域操作 , 即

LMG模型, 开展相关研究, 计算在此模型下多比

特WV态的量子 Fisher信息, 进而探究其在精密

测量方面的表现 . 类似地 , 对每个量子比特有

 ,    且   .  通

过 (10)式 , 可以解析得到 N 比特 WV态的量子

Fisher信息 . 下面分别针对   比特、  

比特WV态进行量子 Fisher信息的计算研究.

对于 3量子比特WV态来说, 单个量子比特的

平均值和相互作用量子比特的平均值分别为 (15)式

和 (16)式. 3量子比特相互作用的平均值表示为  ⟨
σ(i)
n σ(j)

n σ(k)
n

⟩
= c[(2− 3c2)α2 + 2

√
3acαβ + c2β2].

(21)

将其代入 (10)式, 可以得到 

F
(3)
LMG = 3 + 2(3c2 − 2)α2 + 8

√
3acαβ + 6c2β2

− [2
√
3aαβ + c(α2 + 3β2)]2

+ γ

{
8
√
3aα(1− α2)β + 4

√
3ac2

× αβ(3 + α2 − 9β2) + 6c3[α4 + β2 − 3β4

+ α2
(
10β2 − 3

)
]

− 4c
{
α4 − 3β2 − α2

[
4 + 3(4b2 − 5)β2

]}}
+ γ2

{
3 + (2− 3c2)α2 + 8

√
3acαβ + 6c2β2

− 9

[(
2

3
− c2

)
α2+

4acαβ√
3

+c2β2

]2}
. (22)

N > 3对于   量子比特 WV态来说, 单比特和

双量子比特相互作用的平均值可以由 (18)式和

(19)式给出. 3量子比特相互作用的平均值可以由

通式表示为
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6-qubit WV state

5-qubit WV state

3-qubit WV state

图  1    N 量子比特 WV态在局域操作下的量子 Fisher信

息随参数 α的变化. 从下 (黑色实线)到上 (浅粉色实线)分

别表示 3量子比特WV态到 8量子比特WV态的结果

Fig. 1. Quantum  Fisher  information  of  an  N-qubit  WV

state with respect to α under local operation. From bottom

(black  line)  to  top  (light  pink  line)  it  respectively  denotes

the result from 3-qubit WV state to 8-qubit WV state.
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   ⟨
σ(i)
n σ(j)

n σ(k)
n

⟩
=

c

N

{
[6− (12−N)c2]α2 + 6

√
Nacαβ +Nc2β2

}
, (23)

同理, 4量子比特相互作用的平均值也可由通式表示为 

⟨σ(i)
n σ(j)

n σ(k)
n σ(l)

n ⟩ = c2

N

{ [
12− (20−N)c2

]
α2 + 8

√
Nacαβ +Nc2β2

}
, (24)

将上述方程代入 (10)式, 便可以解析得到 N 量子比特WV态的量子 Fisher信息: 

F
(N)
LMG = N+(N − 1)[2+(N − 6)c2]α2+4

√
N(N − 1)acαβ+(N2 −N)c2β2 −

[
(N − 2)cα2+2

√
Naαβ+Ncβ2

]2
+2γ(N − 1)

{
2a

√
Nαβ3+2ac2

√
Nαβ(2− 5β2)+c[3N − 6− 2(N − 2+2a2N)β2+(2+4a2N)β4]

+c3[6− 6β4+N(2β2 − 3)]

}
+
γ2

2
(N − 1)

{
3(N − 2)+c2

{
48− 32N+6N2+c2[(29− 6N)N − 42]

}
+8ac

√
N(c2N − 1)αβ+4

{
1+c4(N2 − 2N+6)− c2

{
9+N [2a2(N − 1)+N − 4]

}}
β2

− 8ac(3c2 − 1)(N − 1)
√
Nαβ3+2(N − 1)[c2(6+4a2N)− 9c4 − 1]β4

}
. (25)

N = 3

图 2和图 3分别对固定参数 g 和固定参数

α情况下, 不同量子比特数 WV态的量子 Fisher

信息进行了分析研究, 即对 (21)式和 (25)式进行

参数 (α或g)固定下的数值最大化分析. 从图 2(a)

可以看出, 随着参数g 的增大,   比特WV态

的量子 Fisher信息值趋于稳定, 近乎不受参数 α

的影响, 这在精密测量中非常重要, 3比特WV态

可以在任意比例的叠加下实现恒定测量精度的量

子计量. 图 2(b)—(d)分别给出了 4, 5, 6量子比

特 WV态的量子 Fisher信息随参数 α变化的结

果, 容易看出, 在相互作用强度g (固定值)不同的

情况下, 体系的量子 Fisher信息总是随着参数 α

的变大而变大. 图 3(a)—(d)分别给出了 3, 4, 5, 6

量子比特WV态的量子 Fisher信息在固定参数 α
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图 2    量子比特WV态在 LMG模型下的量子 Fisher信息随参数 α的变化　(a) 3比特; (b) 4比特; (c) 5比特; (d) 6比特

Fig. 2. Quantum Fisher information of qubit WV state with respect to α in the LMG model: (a) 3-qubit; (b) 4-qubit; (c) 5-qubit;

(d) 6-qubit.
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下随相互作用强度g 的变化情况, 可以得出, 随着

相互作用强度的变强, WV态的量子 Fisher信息

变得越来越大, 表明可控的非局域操作有助于高精

密的量子测量. 此外, 从图 3(a)也容易看出, 随着

相互作用强度 g 的增强, 参数 α对 3比特WV态

的量子 Fisher值影响越来越小, 再次验证了图 2(a)

得出的结论. 

4   结　论

N = 3

综上所述, 本文从量子测量的角度出发, 探究

了多量子比特 WV态在高精密测量方面的表现.

通过计算不同比特数WV态在局域操作和 LMG

模型下的量子 Fisher信息, 发现在局域操作下, 体

系的量子 Fisher信息会随着参数 α的变大而变大,

显示出增强的量子测量能力. 在 LMG非局域操作

模型下, 分两种情况进行了研究. 在固定相互作用

强度 g 的情况下, 探究体系量子 Fisher信息随参

数 α的变化, 发现随着g 的增加,   量子比特

WV态的量子 Fisher信息近乎不受参数 α的影响,

这一点在精密测量领域很重要, 它降低了对初态制

备的要求. 但其他多比特WV态的量子 Fisher信

息会随参数 α的变大而增大. 在固定参数 α下, 也

N = 3

N = 3

探究了WV态的量子 Fisher信息随相互作用强度

g 的变化, 发现随着相互作用强度 g 的增强, 体系

的量子 Fisher信息逐步变大, 表明了非局域操作

有助于实现多比特WV态的高精密测量. 另外, 发

现   量子比特的量子 Fisher信息在相互作用

强度 g 较大的情况下, 几乎不受参数 α变化的影

响, 再次验证了前面的结论. 本文的研究结果有助

于加深人们对多量子比特 WV态的认识, 尤其是

 量子比特WV态在 LMG模型下具有相对稳

定的量子 Fisher信息, 另外, 对未来实现非局域操

作下的高精密量子测量也有一定的启发和参考意义.
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Abstract

α |WN ⟩+
√
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N = 3

As an important quantity in the field of parameter estimation theory and quantum precision measurement,

quantum Fisher information (QFI) can not only be used to set the theoretical limit of measurement precision in

quantum system, but also be exploited to witness metrological useful quantum entanglement. Recently, it has

also  been  broadly  used  in  many  aspects  of  quantum  information  science,  including  quantum  metrology,

multipartite  entanglement  structure  detection,  quantum  phase  transition,  quantum  chaos,  quantum

computation  and  etc.  In  this  work,  from  the  perspective  of  quantum  measurement,  we  study  the  quantum

Fisher  information  of  an  N-qubit  WV  state  (  )  under  local  operation  and  Lipkin-

Meshkov-Glick (LMG) model. Furthermore, with the general Cramér-Rao lower bound (CRLB) we analyze its

performance in high-precision phase measurement. The results show that, under the local operation, the QFI of

an N-qubit  WV  state  becomes  larger  with  the  increase  of  parameter α.  This  not  only  means  the  enhanced

quantum entanglement,  but  also  implies  the  powerful  ability  in  high-precision  quantum measurement.  In  the

LMG model, as the increase of interactional strength g the QFI of     qubits WV state gradually tends to

be stable and almost not be affected by parameter α, which relaxes the requirement in the preparation of target

state and indicates a great potential in achieving the relatively stable measurement precision. When the number

of qubits from WV state is larger than 3, the QFI of WV state increases with the increase of parameter α. In

the  case  of  fixed  parameter α,  we  investigate  the  QFI  of  an N-qubit  WV  state  with  respect  to  interaction

strength g. It is found that the QFI of WV state will increase with the increasing interaction strength, which
implies  that  the  greater  the  interaction  strength,  the  stronger  the  quantum  measurement  ability  of  the  WV

state.  Our  work  will  promote  the  development  of  high-precision  quantum  metrology  and  especially  the

interaction-enhanced  quantum  measurement,  and  further  provide  new  insights  in  quantum  information

processing.

Keywords: quantum Fisher information, WV state, Lipkin-Meshkov-Glick model, precision measurement
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