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Resumen

Con esta investigacion se pretende aportar humildemente al vasto conocimiento cientifico cos-
moldgico. El problema principal considerado consiste en estudiar la manifestacion de la energia
oscura y los majestuosos agujeros negros sobre el espacio-tiempo. Se trabaja dentro de la linea
de investigacion con las ecuaciones de Einstein en combinacién con el factor de escala a(¢) re-
lacionado a la expansion acelerada del universo. Este modelo es aplicado al caso fisico de un
agujero negro estdtico no cargado rodeado de quintaesencia.

Se pone en vigor la interaccion del agujero negro con el campo cosmoldgico de quintaesencia a
través de la colocacion directa (sin la obtencion matematicamente rigurosa) del factor de escala
a(t) en los términos espaciales de la parte geométrica de las ecuaciones de Einstein.

Se utiliza como principal antecedente investigativo relativamente reciente, los confiables es-
tudios realizados sobre la misma problemadtica en [[1], donde se obtiene una nueva solucion
estdtica esféricamente-simétrica para un agujero negro rodeado por quintaesencia, utilizando el
tensor de energia-momento de las ecuaciones de Einstein.

Se utiliza como base tedrica principal las ecuaciones de Einstein de la Teoria de la Relatividad
General, y sus soluciones del vacio para un agujero negro tipo Schwarzschild. Ademés se in-
cluye un marco tedrico con aspectos generales de energia oscura, y cosmologia relacionada al

tema.
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Introduccion

Alrededor de 1920 un periodista preguntd al astrofisico britdnico Arthur Eddington si era verdad
que en el mundo entero solo habian cuatro personas que entendian la Teoria de la Relatividad
General(TRG). Eddington se quedd pensativo durante unos momentos y respondid: “Me estoy
preguntando quien podria ser el cuarto”. [2]

Aunque es posible que la anécdota sea histéricamente correcta, la afirmacién de Eddington
ciertamente no lo era, ni ahora, ni entonces. Prueba de ello es la gran cantidad de fisicos que
se han puesto a trabajar en la relatividad general y el nimero de soluciones que fueron halladas
en los anos inmediatamente después de la publicacion de la teoria en 1915: 1a accién de Hilbert
(1915), los agujeros negros de Schwarzschild (1916) y Reissner-Nordstrom (1916 y 1918), los
espacios de De Sitter y anti-De Sitter (1916 'y 1917), la clasificacién cosmolégica de Friedmann
(1922), la onda gravitacional de Brinkmann (1923), las compactificaciones de Kaluza y Klein
(1921 y 1926), los agujeros negros de Kerr (1964) y Kerr-Newman(1964 y 1966) etc. [3]]

Aln asi la teoria de la relatividad siempre ha tenido fama de contraintuitiva y tremendamente
dificil. Sin embargo, conviene distinguir dos partes dentro de la relatividad general: una parte
fisica, que describe las ideas bésicas de la teoria, y una parte matematica, que nos da el for-
malismo con el cual describir la fisica. La dificultad de la TRG estd en la parte matemaética, ya
que contiene andlisis tensorial y geometria diferencial, temas que el tipico estudiante de fisica
no encuentra en su curriculum, a no ser para estudiar relatividad general(RG). Por otro lado, la

parte fisica es relativamente sencilla, no siendo en el fondo nada més que llevar hasta sus ulti-
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mas consecuencias logicas unos pocos principios bédsicos. Segtiin Rutherford “una buena teoria
fisica se le puede explicar a una camarera en un bar”. Se puede considerar que (la parte fisica
de) la RG satisface esta condicion (con suficiente tiempo disponible).

La teoria de la relatividad no es solo una teoria moderna de la gravedad, sino también nos
ensefla unas lecciones en la frontera entre fisica y metafisica. Primero, por un lado la relatividad
especial (RE) ha eliminado los conceptos del espacio absoluto, del tiempo absoluto y de la
velocidad absoluta, por no ser observables, mientras por otro lado la RG ha incorporado en la
fisica el concepto del espacio-tiempo dindmico, como una entidad fisica, igualmente real que
conceptos como masa, carga, energia o momento angular. El espacio-tiempo ha pasado de ser
un escenario estitico donde ocurre la fisica a ser una parte mas de la fisica que influye sobre
lo que contiene y puede ser influenciado por ello a la vez. No es de extrafiar que la TRG sea
uno de los pilares fundamentales de la fisica actual conocida [4]]. De hecho, la cosmologia s6lo
ha llegado a formar parte de la fisica cuando, gracias a la RG, se concibi6 el universo como un
sistema dindmico, regido por las mismas leyes fisicas que rigen la materia dentro del universo.
Entonces segun esta teoria de la gravitacion de A. Einstein, la cual resulta hasta cierto punto
paradigmatica, para modelos matemdticos que pretendan describir correctamente la evolucion
del universo, la gravitacién no es mas que una manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo
tetra-dimensional sobre la materia masiva, y esta materia a su vez dicta las caracteristicas que
describen la propia curvatura del espacio-tiempo. Dada la naturaleza atractiva de la gravitacion,
en un universo que se supone contiene Unicamente materia ordinaria[] la expansion debe ocu-
rrir a un ritmo desacelerado. Sin embargo las recientes observaciones astrofisicas (incluyendo
distancia-luminosidad de supernovas, de aglomeraciones de galaxias y del fondo césmico de
microondas) concluyen que el universo observable es homogéneo e isétropo a grandes escalas
y que este estd expandiéndose aceleradamente [, 16, [7, I8, 9]. Este descubrimiento sorpresivo

en 1998 sobre este cardcter acelerado de la expansion césmica durante la presente etapa de la

!Ordinaria en el sentido que esta materia cumple con los requerimientos minimos conocidos como condiciones
de energia y genera gravedad atractiva
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evolucion, indica que si la teoria de Einstein es correcta, entonces nuestro universo debe de estar
lleno béasicamente de un tipo de materia desconocida cuya gravitacion es de cardcter repulsivo.
Una de las primeras hipétesis que se propuso de acuerdo a esto fue exactamente suponer la
presencia de un extrafio fluido con presién p negativa para contrarrestar los efectos atractivos
gravitacionales, provocando entonces el comportamiento acelerado en la expansion. Este tipo
de materia desconocida satisface que la densidad, p «~ |p|, por lo que se trata de materia no
relativista [[10].

Los fluidos que presentan esta propiedad son denominados fluidos tipo energia. Este tipo de
materia ademads tiene la propiedad de no interactuar con la radiacion electromagnética, por lo
que no se puede “ver”,de ahi viene su nombre de “Energia Oscura” (EO).E]

Muchas hipdétesis han surgido para intentar dar solucion a este problema. La explicacion mds
simple se remonta a Albert Einstein y consiste en la tan pequefla como innatural constante
cosmoldgica A. El modelo de EO mds simple es el modelo A— Materia Oscura Fria (MOF)
(A-MOF). Estos presentan los llamados problemas del ajuste fino de la constante cosmoldgica
Ay el problema de la Coincidencia [11].

Una variante mas elaborada de estos modelos es considerar que la EO estd compuesta de un
campo escalar, llamado Quintaesencia, siendo este tipo de teorias un caso particular de las
llamadas teorias Escalares-Tensoriales, en las que se introduce un campo escalar adicional en
el sector gravitacional de la accion.

Como habiamos dicho la RG predice una estrecha relacién entre la estructura del espacio-
tiempo y su contenido de materia y energia. Es por lo tanto un paso légico intentar utilizar
las ecuaciones de Einstein para estudiar la dindmica del universo entero: su forma, su contenido
y su evolucién. Unas de las més conocidas soluciones de la ecuacion de Einstein son soluciones
de agujeros negros (AN). El AN es el més facinante objeto de la RG. Ultimamente existen tra-

bajos orientados a investigar estos objetos en relacion con la EOQ. Hay casos donde se analizan

2 Alrededor del 73 % del universo estd formado por esta forma exética de energfa.
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modelos que contienen nuevas soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein, considerando
AN rodeados por quintaesencia. De una configuracion asi se podrian tener diversos objetivos a
estudiar, entre estos por mencionar algunos, se podria investigar usando leyes termodindmicas
para AN, la termodindmica y Fase de transicion del mismo, al variar por ejemplo: temperatu-
ra, capacidad calorifica, entropia; o analizar en estas magnitudes su variacién con relacién a
diferentes valores del pardmetro de estado w, relacionado a la quintaesencia y la constante de
normalizacion C relacionada con la densidad de la quintaesencia. Estudios como estos fueron
realizados en [12]] para un AN tipo Reissner-Nordstrom rodeado de quintaesencia, donde ade-
mas muestran que al variar la entropia del AN se observa en este una fase de transicién y cuando
incrementa la densidad de quintaesencia, el punto de transicién se traslada a una baja entropia
y la temperatura del AN decrece.

Es objetivo principal de la tesis aplicar el método perturbativo debido al efecto de expansion
del Universo sobre la métrica del modelo estitico esféricamente simétrico, demostrando que
conduce a resultados equivalentes a los obtenidos por el método de introduccion de la enrgia
oscura como componente material en el tensor de energia-momento. El trabajo realizado en [1]]
se toma como principal antecedente investigativo. En este se presenta una nueva solucion exacta
estdtica esféricamente-simétrica de la ecuacion de Einstein para un AN rodeado de quintaesen-
cia.

Teniendo en cuenta que el modelo cosmoldgico de quintaesencia es consecuente con el cardcter
acelerado de la expansion del universo, entonces para conformar una hipétesis general, resulta
consecuente considerar el factor de escala a(f) como funcidn del tiempo cosmologico, E] en los
términos espaciales de la parte geométrica de las ecuaciones de Einstein, lo que implicaria tomar
en cuenta la expansion o contraccién del Universo.

Las consideraciones anteriores enmarcan la linea de trabajo de la tesis. La incertidumbre, de:

3El Postulado de Weyl supone una clase de observadores priviligiados en el universo como un fluido perfecto:
los que estdn en reposo con respecto al fluido perfecto y cuyo movimiento, por lo tanto, inicamente estd deter-
minado por la evolucién del universo. A estos observadores se les suele llamar observadores comoviles, para los
cuales se define el tiempo cosmoldgico, siendo la direccién temporal de un observador comévil.
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(como se afectard la estructura del espacio-tiempo, al incluir el efecto de expansion del Universo
en la métrica considerada? tiene un grado notable de pertinencia con la tesis. El hecho de incluir
el efecto directo de la expansion del Universo, sobre la solucion de vacio de las ecuaciones de
campo de Einstein relacionada con el modelo estético esféricamente simétrico, pone en vigor el
aspecto novedoso de la tesis. La determinacion de una nueva variante de la solucidn estatica de
las ecuaciones de Einstein, delimita el mas significativo y acuciante problema cientifico de la
investigacion.

Cabe preguntarse si ;puede la consideracion del efecto directo de la expansion del Universo
sobre la solucién de vacio de las ecuaciones de campo de Einstein relacionada con el modelo
estatico esféricamente simétrico, brindar informacién coherente con los resultados obtenidos
por otros métodos y reportados en la bibliografia? Esta interrogante cientifica pretende ser

respondida tras lograr los objetivos especificos de la tesis:

1. Realizar una revision bibliografica actualizada sobre los aspectos basicos relacionados

con la TRG.

2. Realizar una revision actualizada sobre la solucidn exacta del vacio de materia, relativa al

caso estético y esféricamente simétrico.

3. Actualizar los conceptos relacionados con la expasion del Universo, en particular la ener-

gia oscura en forma de campo cosmoldgico de quitaesencia.

4. Realizar una revision bibliogréfica sobre los posibles efectos de energia oscura sobre la

meétrica de Schwarzschild.

5. Aplicar el método perturbativo a la métrica de Schwarzschild analizando el posible efecto

de la expansion del universo sobre dicha métrica.

No se trataran con AN cargados ni rotantes en esta investigacion, ni se realizard ningun tipo de

andlisis termodindmico ya que seria asumir notable complegidad para un inicio de los estudio y
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comprometeria la confiabilidad de los resultados.
Para la comprencion del lector se mostrardn algunas convenciones utilizadas en la tesis; vienen
dadas por abreviaturas y definiciones conceptuales.

Las abreviaturas empleadas son:

Relatividad General — RG

Relatividad Especial — RE

Teoria de la Relatividad General — TRG.
Friedmann-Robertson-Walker — FRW.
Energia Oscura — EO.

Materia Oscura — MO.

Materia Oscura Fria — MOF

Materia Oscura Caliente — MOC

A— Materia Oscura Fria — A-MOF

Agujero Negro — AN



INTRODUCCION 7

g Métrica Lorentziana

g Determinante de g"”

T, Conexién General Afin

{ﬁv} Conexién Levi-Civita

V, Derivada covariante respecto a {ﬁv}
v, Derivada covariante respesto a F;}V
R, Tensor de Riemann de g,,,

R,y Tensor de Ricci de g, (z RZW)

R Escalar de Ricci de g, (E g “VRW)
Sy Accién de la materia

T, Tensor de energia-momento (E —VL_?‘;‘;—#A{)

Los subindices y superindices griegos a,f,...,u,v = 0,1,2,3 designan los indices espacio-
temporales 4D, donde el indice O representa el indice temporal, mientras que los indices 1, 2,3
representan los indices espaciales. Los indices latinos en minisculas representan los indices
espaciales tridimensionales ordinarios: i, j,...,n,m = 1,2,3. Es esta tesis, como en cualquier
trabajo que se aborde anélisis tensorial se utiliza la regla de suma de Einstein (por indices
mudos repetidos se entiende sumatoria), que matematicamente se puede resumir de la siguiente

manera:
4 4
LV VM — V.. VM-
X .A.,uO'...Y ,A,yﬁ,,,zzzx .../w'...Y VB, (D

en este caso, 1 y v son los indices mudos repetidos. Esta regla es vdlida independientemente de
la dimensionalidad del espacio-tiempo, o sea, independiente del tipo de indice (griego o latino)

utilizado. También resulta ttil definir el tensor de Einstein:

1

_gpvR (2)

Guv = R}lV - 2
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Como definicion del tensor de energia-momento consideramos:

2 6
T = ——=
V=80

(V=8Ln) 3)
Se utiliza la siguiente signatura de la métrica: para la métrica de espacio-tiempos 4D

8w = diag(— + ++) @



Capitulo 1

Aspectos basicos de la Teoria de la

Relatividad General

En este capitulo se realiza una breve descripcion de los aspectos fundamentales relacionados
con la Teorfa de la Relatividad general que son necesarios para desarrollar los demds puntos
de esta tesis. Estos contenidos pueden ampliarse en los diversos textos que se han escrito sobre

este tema. Alguno de ellos que se recomiendan son [4} 13,14, 15,16, 17,18} 19]

1.1 La necesidad de la Teoria de la Relatividad General

En 1907, s6lo dos afios después de la publicacion de la RE, Einstein se dio cuenta de que la
teoria de la gravedad newtoniana y la RE son mutuamente in-compatibles (salvo en el caso de
un campo gravitatorio constante y estatico). Hay varias maneras, matematicas y fisicas, de ver
esto.

Matemadticamente, se ve porque la gravedad newtoniana no es invariante bajo el grupo de Lo-

rentz. Segun Newton, una particula en un campo gravitatorio estd sometida a una aceleracion
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d*z -

— =-VO, 1.1

P (1.1)
causada por la fuerza gravitatoria, cuyo potencial @ estd relacionado con la densidad de materia

O en el universo a través de la ecuacion de Poisson

AD = 4nGrpy (1.2)

donde Gy es la constante de Newton. Obviamente, ni , ni transforman bien bajo una
transformacion de Lorentz [17].

Primero, tanto el lado izquierdo como el derecho de (I.I)) son vectores tridimensionales y no
cuadrimensionales. Ademads, la aceleracion estd definida como la segunda derivada de la posi-
cién con respecto al tiempo, pero no estd claro con respecto al tiempo de qué observador. Para
Newton esto no era ningtin problema, puesto que para €l existia un solo tiempo absoluto, igual
para todos los observadores. Sin embargo de la teoria de la RE sabemos que cada observador
tiene su tiempo propio particular.

Se podria intentar remediar estos problemas, derivando con respecto al tiempo propio e inten-
tando convertir (I.T)) en una ecuacion covariante. Pero un problema mds gordo nos supone la
otra parte de la teorfa de la gravedad newtoniana, la ecuacion (I.2). Aqui aparece el laplaciano
A®, en lugar del operador invariante, el d’alambertiano O®. Para apreciar las dificultades que
supone este operador en lugar del otro, mencionaremos los argumentos fisicos de la incompati-
bilidad.

La ecuacién (I.2) dice que el potencial gravitatorio ® en un punto x estd determinado por la
distribucidn de materia py, en el universo. Si por lo tanto un observador cambia la distribucion
de materia en cierto punto, el efecto en el potencial gravitatorio se nota inmediatamente en todo

el universo. En otras palabras, la fuerza gravitatoria se propaga en la teoria de Newton con una
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velocidad infinita[l]

No solo velocidades mayores que la velocidad de la luz son un problema en la RE, ademads con-
siderando que un cambio de la distribucién de materia en un punto y el cambio del potencial en
otro punto son simultdneos, ya que el efecto se nota de manera inmediata, resulta cuestionarse:
(para qué observadores ambos sucesos son simultdneos? La simultaneidad de sucesos es algo
que no estd bien definido, sino que depende del observador. Si la gravedad newtoniana tiene
que recurrir a un observador especial, para el cual las férmulas (I.I) y (I.2)) son vdlidas, viola
el Principio de la Relatividad [4]].

Si el paso de electrostética a la teoria de Maxwell es grande, el de la gravedad newtoniana a la
relatividad general lo es mds atn y a Einstein le costé mucho remediar este problema. Aunque
ya se dio cuenta en 1907 de la incompatibilidad de ambas teorias y de la solucion, el Principio
de Equivalencia, tard6 hasta 1911 en llegar a una primera formulacién matemaética y otros 2
aflos mds, hasta 1913, en el Principio de Covariancia. Y no fue hasta 1915, diez afios después

de la RE, cuando vino con una version definitiva de la RG [3].

1.2 Teoria de la Relatividad General

En 1905 Albert Einstein publica su conocida “Teoria Especial de la Relatividad” donde escla-
recia la interconexion entre el espacio y el tiempo y deducia las consecuencias fisicas que se
derivaban de ello.

Sin embargono fue hasta 1907 (dos afios después) que el matemético alemdn Hermann Min-
kowski demostré que las ideas de Einstein podian ser expresadas geométricamente solo si se
consideraba que el espacio fisico poseia cuatro dimensiones: una dimension temporal y tres
dimensiones espaciales.

La idea matematica fue posteriormente utilizada por Einstein, quien a través de su amigo y com-

'Nétese que esto no pasaria si el operador diferencial fuera un d’alambertiano: las soluciones en este caso son
funciones del tipo f(¢ + x), los conocidos potenciales retardados y avanzados.
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pafiero de la Universidad Marcell Grossmann, ya conocia sobre la existencia de la geometria de
Riemann. Considerando geometria de Riemann en espacios de cuatro dimensiones, Einstein de-
rivo, en 1915, las leyes que rigen la gravitacion y que generalizan la ley de Newton para campos
gravitatorios intensos. La idea bésica es que la gravitacion debe entenderse como curvatura del
espacio-tiempo de cuatro dimensiones avisorado por Minkowski [20]. La relatividad general

estd basada en un conjunto de principios fundamentales:

El principio general de la relatividad: Las leyes de la fisica deben ser las mismas para

todos los observadores (inerciales o no).

¢ El principio general de covariancia: Las leyes de la fisica deben tomar la misma forma en

todos los sistemas de coordenadas.

¢ El movimiento inercial se realiza a través de trayectorias geodésicas.

e El principio de invariancia local de Lorentz: Las leyes de la relatividad especial se aplican

localmente para todos los observadores inerciales.

e Curvatura del espacio-tiempo: Esto permite explicar los efectos gravitacionales como mo-

vimientos inerciales en un espacio-tiempo curvado.

e La curvatura del espacio-tiempo estd creada por la interaccion entre la masa y la energia
con el espacio-tiempo. La curvatura del espacio-tiempo puede calcularse a partir de la

densidad de la materia y energia al igual que de las ecuaciones de campo de Einstein.

El principio de equivalencia que habia guiado el desarrollo inicial de la teoria es una conse-
cuencia del principio general de la relatividad y del principio del movimiento inercial sobre
trayectorias geodésicas.

Una de las principales consecuencias de la gravedad es su manifestacion a través de la geome-

tria local del espacio-tiempo. Las bases matemadticas de la teorfa se remontan a los axiomas de
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la geometria euclidea y los muchos intentos de probar, a lo largo de los siglos, el quinto pos-
tulado de Euclides, que dice que las lineas paralelas permanecen siempre equidistantes, y que
culminaron con la constatacion por Bolyai y Gauss de que este axioma no es necesariamente
cierto. Las matematicas generales de la geometria no euclidiana fueron desarrolladas por el dis-
cipulo de Gauss, Riemann, pero no fue hasta después de que Einstein desarroll6 la teoria de la
Relatividad especial que la geometria no euclidiana del espacio y el tiempo fue conocida.

Gauss demostré que no hay razén para que la geometria del espacio deba ser euclidiana, lo
que signfica que si un fisico pone un patrén, y un cartégrafo permanece a una cierta distancia
y se mide su longitud por triangulaciéon basada en la geometria euclidiana, entonces no esta
garantizado que sea dada la misma respuesta si el fisico porta el patrén consigo y mide su

longitud directamente.

1.3 Las ecuaciones de campo de Einstein

Se conoce por el Principio de Equivalencia que la gravedad es una manifestacion de la curvatura
del espacio, es decir, una propiedad geométrica del espacio-tiempo. Por otro lado sabemos que
la fuente de esta curvartura es la materia de la cual se tiene una descripcion tensorial, el llamado
tensor de energia-momento. Teniendo en cuenta lo anterior se puede saber exactamente como la
materia interacciona con el espacio-tiempo. Esta interaccién viene dada por las ecuaciones de
Einstein. Para llegar a la forma exacta de las ecuaciones de Einstein es conveniente encontrar
como describir de manera cualitativa la interaccion entre el espacio-tiempo y la materia. El
Principio de Covariancia nos dice que la ecuacion debe ser vélida en todos los sistemas de
referencia, y que por lo tanto debe tener una forma tensorial. Concretamente, la ecuaciéon de

Einstein tiene que ser de la forma

Gy = —kT,,, (1.3)
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donde G, es un tensor que describe la curvatura del espacio, T, el tensor de energia-momento
y k una constante de proporcionalidad [4, [13]].
La problematica se reduce a la identificacion del tensor G, €l cual debe cumplir ciertas restric-

ciones matematicas y fisicas:

1. G, tiene que ser simétrico en los dos indices, ya que T, también lo es.

2. G, tiene que ser un objeto puramente geométrico. Por lo tanto, tiene que ser una funcién

solamente de la métrica g,, y sus derivadas.

3. Para el espacio plano, tenemos que G, = 0.

4. La ley de conservacion de energia V,T*" = 0 implica que también V,G*” = 0.

5. Se puede identificar la componente gy, de la métrica con el potencial gravitacional newto-
niano ® = —GNT’" . Para tener una teoria dindmica y para recuperar la ecuacién de Poisson
(T.2), G,y debe contener segundas derivadas de la métrica. La manera mds natural, por lo

tanto es a través de las contracciones del tensor de Riemann Rﬂvp”.

6. Para obtener una ecuacién diferencial de segundo orden (y no mds) en los potenciales

gravitatorios, G, tiene que ser lineal en el tensor de Riemann.

Posibles candidatos para G, podrian ser la misma métrica g,,, su d’Alambertiano V,Vfg,,
o el tensor de Ricci Ry, pero ninguna de estas posibilidades cumple todas las condiciones

mencionadas arriba. Aunque la métrica tiene el rango y las simetrias adecuadas y satisface
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la condicién V,g,, = 0, tiene la desventaja de que no cumple la condicién 5: la ecuacién
8w = —kT,, no es una ecuacién dindmica, ni mucho menos recupera la ecuacion de Poisson
(T.2). El d’ Alambertiano V,V*g,, sufre del problema opuesto, ya que satisface (casi) todas las
condiciones, pero es idénticamente cero, por el hecho de que la conexiéon de Levi-Civita es
compatible con la métrica. Finalmente, R, no satisface la condic6n 4, sino V, R = %6VR. Por
lo tanto, la ley de conservacion de energia impondria que las unicas métricas permitidas serian
las que tienen dR = 0 [4].

En realidad las condiciones 1 - 6 determinan el tensor G, univocamente; se puede demostrar

que la expresion mas general para un tensor simétrico de rango (0,2), construido de la métrica

y sus derivadas y lineal en R,,,,; es de la forma:

Gy = Ry + g R + g,y A(x), (1.4)

con a una constante y A(x) una funcién escalar con dimensiones ML™>. Exigir que V,G* =
0 implica que @ = —% y que A es una constante, mientras que exigir que G,, = 0 para el
espacio plano implica que A = 0. Por lo tanto el tnico tensor que satisface todas las condiciones

necesarias es el tensor de Einstein,

1
Gy =R, + Eg“VR' (1.5)

Una comparacién con las férmulas newtonianas clésicas fija la constante de proporcionalidad
k = 8nGy, donde Gy es la constante de Newton, de modo que las ecuaciones de Einstein vienen

dadas por

1
Ry + 58uR = 871Gy T, (1.6)

Las ecuaciones de Einstein forman un sistema de 10 ecuaciones diferenciales parciales no linea-

les acopladas de segundo orden, lo que hace que sean muy dificiles de resolver analiticamente.
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No hay técnicas conocidas para obtener una solucion general. Todas las soluciones conocidas
son casos con mucha simetria u obtenidas a través de técnicas especificas [4, [13]].

Las ecuaciones de Einstein tienen 10 componentes, pero en realidad la condiciéon V,G* = 0
impone 4 ligaduras, de modo que s6lo 6 ecuaciones son realmente independientes. Esto impli-
ca que de las 10 componentes de la métrica s6lo 6 estdn determinadas por las ecuaciones de
Einstein y corresponden a grados de libertad fisicos. Las otras 4 componentes son componentes
no-fisicas que expresan la libertad de eleccion de sistema de coordenadas [4]].

La gran diferencia conceptual entre las ecuaciones de Einstein y la teoria newtoniana de la gra-
vedad es que las ecuaciones de Einstein describen la gravedad como una teoria de campos. El
concepto de campo fisico fue introducido por Faraday y aprovechado por Maxwell en el contex-
to del electromagnetismo, para resolver el problema de la accion a distancia. Donde en la ley de
Newton o de Coulomb las particulas tienen interacciones (gravitacionales o electromagnéticas)
a distancia, en una teoria de campos las particulas interaccionan indirectamente, a través de un
campo que se extiende por el espacio y que sirve de intermediario para la interaccion entre las
particulas. Una perturbacion se transmite a través del campo a velocidad finita (la velocidad de
la luz en el caso del electromagnetismo y la gravedad). De este modo la RG resuelve el pro-
blema de accién inmediata y a distancia en la gravedad newtoniana, comentado en la seccién
LIl

Pero también hay una gran diferencia conceptual entre la teoria de Maxwell y la RG. En la
teoria de Maxwell el campo intermediario es el campo electromagnético F),, (o los potenciales
A,), que viven en un espacio-tiempo especifico, generalmente Minkowski (aunque no necesa-
riamente). Sin embargo en RG, el campo intermediario es justamemente la métrica g,,, el tensor
que resume todas las propiedades geométricas del espacio-tiempo. Esto no s6lo implica que el
espacio-tiempo es de cierta forma dindmico, que interacciona con la materia y consigo mismo,
sino también que la geometria no estd fija y a priori determinada. En contraste con la teoria de

Maxwell (o sus generalizaciones, como Yang-Mills o el Modelo Estdndar), en RG el espacio-
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tiempo no es un escenario estatico dentro del cual ocurre la fisica, sino que es una parte activa
del juego. En cierto modo, en la RE el espacio de Minkowski era un espacio-tiempo absoluto,
en el sentido de que no se contempla la posibilidad de otra geometria, ni de que se vuelva dina-
mico. Aqui la geometria no estd determinada a priori, sino por el contenido de energia y materia
y por las condiciones iniciales. Donde la RE elimin6 el fantasma del espacio y el tiempo abso-
luto, la relatividad general acabd con la idea del espacio-tiempo estdtico y la geometria dada a
priori [4].

A veces es util rescribir las ecuaciones de Einstein sin la traza. Tomando la traza de (1.6)), es

decir contrayendo con g,,, encontramos

R =kT, (1.7)

donde T' = g"'T,, considerando que g""g,, = 4 en 4 dimensiones. Sustituyendo esto en (1.6)

vemos que las ecuaciones de Einstein sin traza son de la forma

1
R, = —k(T,, - Eg’”T)' (1.8)

Esta ecuacién es completamente equivalente a (I.6), pero es un poco mds fécil a la hora de
buscar soluciones, ya que no hace falta calcular el escalar de Ricci R. Histéricamente, esta es la
forma original en que Einstein escribi6 las ecuaciones, aunque su forma mas comun es sin duda
@. Una de las ventajas de @ es que en el vacio, donde T, = 0, las ecuaciones se reducen

a

R, =0. (1.9)

Obviamente el espacio de Minkowski es una solucién de esta ecuacioén (la condicén 3 sobre
Guy), pero (@[) también es suficientemente complicado para admitir soluciones no-triviales,

como la solucién de Schwarzschild o de ondas gravitacionales. Las soluciones de (I.9) son en
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cierto modo el andlogo de las ondas electromagnéticas en teoria de Maxwell, que también son
soluciones de las ecuaciones en el vacio. Las métricas que tienen la propiedad (1.9) se llaman

Ricci-planas.

1.4 La accion de Einstein-Hilbert

El problema original relacionado con la teoria de la gravitacion de Albert Einstein estd asociado
con la llamada acccidn de Einstein- Hilbert. A partir de esta accion se obtienen las ecuaciones
de campo de Einstein a través de un principio variacional. Con la signatura métrica (- + + +),

la parte propiamente gravitacional de la accidn estd dada mediante la integral

S =5 [Ry=gd*x (1.10)

donde g = det(g,,) es el determinante del tensor métrico, R es el escalar de Ricci, obtenido
mediante la contraccién del tensor de Ricci R = g*'R,,, and k = 87Gc™* siendo G la constante
gravitacional de la teoria de I. Newton y c es la velocidad de la luz en el vacio. Se asume que la
integral converge en el espacio-tiempo completo. En caso contrario S no esta bien definida y se
requiere entonces realizar ciertas modificaciones en la definicién donde ahora se integra sobre
dominios extensos y relativamente compactos para que se puedan seguir derivando las ecuacio-
nes de campo de Einstein, concebidas como las ecuaciones de Euler-Lagrange derivadas de la
accion de Einstein-Hilbert aplicando técnicas propias de la Mecanica de los Medios Continuos
y de la Teoria Clasica del Campo [21]].

La aplicacion del método variacional para derivar las ecuaciones a partir de la accidn es ven-
tajoso en general. Esta técnica es empleada sistematicamente en la Mecdanica Teérica y en la
Electrodindmica Clésica. Entonces la Teoria General de la Relatividad puede vincularse de ma-

nera natural con estas materias y utilizar sus métodos, firmemente establecidos. En la Teoria
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General de la Relatividad se considera usualmente que la accion es una funcional de la métrica
que se defina, asi también como de los campos materiales, y que la conexién de Levi-Civita
(Simbolos de Christoffel) es la que debe ser utilizada. Aqui se pueden distinguir dos formula-
ciones, la de Palatini (la métrica y la conexién son igualmente independientes para la accion) y
la formulacién métrica propiamente (donde solo la métrica es la independiente). La formulacién
de Palatini es usual en Fisica de Particulas. En este caso se utilizara la formulacién métrica para

el tratamiento que serd realizado seguidamente [21]].

1.5 Obtencion de las ecuaciones del campo de Einstein

Para derivar las ecuaciones de Einstein debe incluirse generalmente la parte de la accion que
refleja el contenido material del Universo. Se supone entonces que la accion requerida para
derivar las ecuaciones de campo de Einstein es la suma de la accion deFEinstein-Hilbert y la

accion que describe los campos de materia presentes en el modelo £,,. Entonces se escribe

S = [T&R + Lyl V=g d*x (1.11)

Corresponde realizar la variacion de esta accion total con respecto a la inversa de la métrica g,

la cual es cero

0=ds (1.12)

0= [[L55E0 4 dshnl] sonvgiy (1.13)

2k ogHv ogHy

§+/— o(=gL v
o= la( e E5E) G e s
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El principio variacional se formula sobre la base de que las variaciones 6g,,, son linealmente

independiente por lo que

SR R 0v=8 _ 1 6(v=8Lm)
bor T T KT e (1.13)

resultando la ecuacion de Euler-Lagrange o ecuacion del movimiento de este problema [21]]. El
miembro derecho de esta ecuacion es por definicion el tensor Energia-Momentum, y representa
la parte material del modelo

Ty = 50500 = 280 4 o), L, (1.16)
En cuanto al otro miembro de la ecuacidn, se requiere entonces calcular la variacion del escalar
de Ricci R y la variacién del determinante de la métrica. Esta tarea resulta laboriosa aunque no
dificil. El procedimiento requiere de desdoblar estos escalares hasta llegar a sus componentes
métricos. Debe partirse del concepto de que el determinate del tensor métrico contiene las com-
ponentes de dicho tensor, y que el escalar de Ricci es obtenido por una contraccién del tensor de
curvatura covariante de rango dos de Ricci, y que este a su vez se obtiene de una contraccion del
tensor de curvatura mixto (3-covariante, 1-contravariante ) de Riemann RZ ,» 0sea, Ry, =R,
donde la repeticion de indices indica suma, en este caso desde @ = 1 hasta @ = 4. Similarmente,
debe recordarse que el tensor de curvatura mixto de Riemann se obtiene a partir de los Simbolos
de Christoffel de segunda clase I'; ', como se verd debajo, y que estos finalmente se derivan de
los elementos del tensor métrico (y también con los elementos de su inverso). Por ejemplo,

14 vo yo o 0, o a,
I3 = 87 o] = L (Yt 4 e o) .1

Por tanto, debe comenzarse por el calculo de la variacién del tensor de curvatura de Riemann,
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que se define como
R oy = 05 = 0,1 + T 15, = T T (1.18)

Como se aprecia este tensor depende sélo de los Simbolos de Christoffel, entonces su variacion

€S

SR gy = 00T — 0,0T5 + OT% A + % 614 — 6T% I — T 6T, (1.19)

A" vo yA© uo

Y aplicando la derivada covariante al tensor variacién del simbolo de Christoffel se tiene que
V() = 9,(1%,) + F’O’_Adl“‘vll -T7.6I%, - Fglél“ﬁ,’(,. (1.20)

Lo anterior permite observar, después de aplicar ciertos manejos de indices, que la variacion del

tensor de curvatura de Riemann puede escribirse como
SR’ 5y = V(6155 — Vo, (61%,). (1.21)

Seguidamente se puede obtener la variacion del tensor de curvatura de Ricci mediante la con-
traccion de dos indices (el superior y el segundo inferior) en la variacion del tensor de curvatura

de Riemann

SRy = 6R? 1 = V,(6T%,) — V,(6T%,). (1.22)

%En la expresion anterior debe saberse que al aplicar la derivada covariante, esta se expresa en el miembro
derecho por cuatro términos en este caso: la derivada parcial en el primero, y un segundo término positivo asociado
al indice contravariante p, y dos términos negativos asociados a los dos indices covariantes v y u.
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Por otro lado, considerando la definicion del escalar de Ricci
R =g"R,, (1.23)

se puede desarrollar la variacion del escalar de Ricci con respecto a la métrica inversa g’ y se
obtienen

OR = R,,08"" + g""6R,, (124)

_ v v o o
= R,,08" + V- (g"6T5, — ¢"76I7,).
En la ecuacién anterior se utilizé el resultado obtenido antes para la variacién del tensor de
curvatura de Ricci y ademds se considerd la condiciéon V,g*” = 0. En la expresion anterior,
z . . . p . .
el término de la derivada covariante,V(g""6I7y, — g"76I,, se puede multiplicar por /—g y se
convierte en una derivada total, ya que considerando ciertos elementos basicos sobre tensores,

relacionados con la derivada ordinarias y la derivada covariante se cumple que

V=8A; = (V=8A" or V=gV, A" = 9, (V=gA"). (1.25)

Seguidamente se puede invocar el teorema de Stokes para argumentar que la variacioén de la
métrica 6g"” se anula en el infinito por lo que el término en cuestién no contribuye a la variacién

de la accidn, resultando finalmente

5R:R

6g,uv yIA

(1.26)

Para calcular la variacion del determinante del tensor métrico se puede utilizar la férmula de
Jacobi para la diferenciacion de un determinante, o simplemente se pasa a coordenas princi-

pales el tensor métrico y se le aplica la regla de la derivada de un producto al producto de los
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elementos de la diagonal del tensor, y se encuentra que
0g = o det(g,,) = g8"0g, (1.27)

Entonces, utilizando ese resultado se llega a

V=8 = —5i=6g = L VR 08) = —1 V=E(88"™) (1.28)

donde se ha utilizado la relacion

808" = —g"oguy (1.29)
la cual se deriva de la regla para la derivada de la inversa de una matriz. En efecto

ogh” = —g"“(égaﬂ)gﬁ" (1.30)

Entonces se tiene el resultado buscado

ONTE _

0 = e (1.31)

Seguidamente correponde sustituir todos los resultados anteriores en la ecuacion de partida
para tener finalmente la ecuacién de Euler-Lagrange o ecuacion del movimiento del modelo
cosmoldgico que se estd considerando, esto es,

1 _ &G
Ryv - Eg/th = C_4T,uv’

(1.32)

la cual se conoce como ecuacién de campo de Einstein y ademads « = 8;’—4(; ha sido elegido de tal
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manera que el limite no relativista produce la forma usual de la ley de la gravitacion de Newton,
donde G es la constante gravitacional ordinaria. Esta ecuacion de cardcter tensorial constituye
una formulacién covariante de la ecuacion de Euler-Lagrange para este problema y en reali-
dad se han de considerar, en general, 16 componentes, o sea, 16 ecuaciones. Sin embargo, las
condiciones de simetria del modelo, la homogeneidad y la isotropia de la métrica, entre otros,
son elementos que contribuyen a la simplificacién del problema, ya que varias componentes del
sistema de ecuaciones son idénticamente nulas y no aportan informacién nueva. En muchos de
los modelos del Universo que se conciben es reducido el nimero de ecuaciones que se requiere
resolver. Una vez definidos los componentes materiales del modelo queda definido de hecho el
tensor 7, y definida la métrica, se define entonces el tensor métrico g,,, y a partir de este se
construyen la conexién de Levi-Civita, el tensor de curvatura de Riemann, el tensor de curvatura
de Ricci y el escalar de Ricci, y por tanto, el tensor de Einstein G,,. Como resultado del andlisis
del modelo, en un paso posterior, se obtiene un sistema de ecuaciones donde la funcién a deter-
minar es el factor de escala a(¢). Esta funcion es la que describe, basicamente, como evoluciona
el Universo con el tiempo [21]].

La ecuacion de Einstein puede ser modificada, y de hecho Einstein lo hizo, incluyendo una
constante en la ecuacion, con el objetivo de buscar ciertas condiciones de equilibrio. Histdrica-
mente en este punto juega un papel determinante los resultados de la investigacion realizada por
Friedmann. Cuando se incluye la constante cosmoldgica, la accién de Einstein-Hilbert adopta

la forma

S = [[%®R-2A)+ Lu| y=gd*x, (1.33)

y a partir de esta accidn, aplicando la técnica del célculo variacional nuevamente se obtiene la

ecuacion de Einstein

Ry — 38R + Agy = 22T, (1.34)
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Esta constante es importante en relacion con las condiciones de equilibrio que pudiera tener el
Universo, o sea, pudiera resultar una expansién o también un recolapso, o permanecer estatico.
En general, el signo de esta constante es determinante y se discute atn hoy en dia sobre es-
te asunto. Bajo ciertas condiciones se puede asociar esta constante con el comportamiento del
componente cosmoldgico conocido como energia oscura. Componente que aporta una presion
negativa que contrarresta el efecto gravitatorio y por tanto puede definir la condicién observa-
cional de la expansion acelerada del Universo. Existe un nimero elevado de modelos diversos
que intentan dar explicacion a esta aceleracion y en todos ellos la idea de la energia oscura con

presion negativa estd presente, de muchas formas [21]].

1.6 La solucion exacta de Schwarzschild

No esperaba que se pudiera obtener una solucion exacta de manera tan sencilla.

(A. Einstein, en una carta a K. Schwarzschild)

Ya hemos dicho en varias ocasiones que las ecuaciones de Einstein son muy dificiles de resolver,
debido a su caricter no lineal, de modo que la superposicion de dos soluciones no es una nueva
solucion. No es dificil entender la razén fisica para esta no linealidad: sabemos que el espacio
se curva debido a su contenido de masa y energia. Pero la propia curvatura del espacio-tiempo
contiene energia, de modo que la misma curvatura es una fuente de curvatura. En otras palabras,
la gravedad no sélo se acopla a la energia y la materia, sino también a si misma, lo que resulta
en ecuaciones no lineales.

Einstein mismo crey¢ inicialmente que sus ecuaciones eran tan complicadas que nunca se en-
contraria una solucidn exacta. Sin embargo, pocos meses después de la publicacion de la re-
latividad general, en 1916, Karl Schwarzschild (1873 - 1916) hall6 la solucién exacta de un

objeto estatico con simetria esférica y en los ultimos 90 afios cientos de soluciones exactas han
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sido encontradas. En este capitulo discutiremos esta solucion de Schwarzschild y su significado
fisico [4].

Es un hecho notable que la primera solucién exacta de la ecuacion de Einstein que corresponde
a un caso fisico real, fue descubierta solo unos meses después de que apareciera el famoso ar-
ticulo de 1915. Su autor, el anteriormente mecionado Karl Schwarzschild, un notable astrénomo
aleman que contaba, entre sus trabajos cientificos, los primeros estudios tedricos de los procesos
radiativos en las estrellas, aplicaciones de la fotografia a la astronomia, una teoria pionera de los
espectros atomicos, etc. Al estallar la primera Guerra Mundial, Schwarzschild fue movilizado
por el ejéreito prusiano al frente oriental. Ahi, en condiciones precarias, contrajo una enferme-
dad infecciosa mortal, por lo que se le permiti6 regresar a su casa. Fue literalmente en su lecho
de muerte donde ley¢ el articulo de Einstein de noviembre de 1915. Las ecuaciones parecian ex-
tremadamente complicadas, pero Schwarzschild tuvo la idea de considerar un problema simple,
aunque realista: ;Como deforma al espacio-tiempo una distribucion perfectamente esférica de
masa? Evidentemente, el espacio-tiempo resultante debe tener propiedades simétricas alrededor
de la masa considerada; esto simplifica notablemente las ecuaciones, a tal grado que encontré
una solucidn exacta: el espacio-tiempo de Schwarzschild, un espacio riemanniano que describe
la region externa de un cuerpo esférico con masa M y radio arbitrario [22].

La solucién de Schwarzschild es una solucion estatica de las ecuaciones del vacio, con simetria
esférica. Por lo tanto es una buena descripcién para el campo gravitatorio causado por objetos
masivos esféricos, como estrellas y planetas. En particular, son precisamente las geodésicas
de la métrica de Schwarzschild que nos permite calcular correcciones relativistas a las orbitas

planetarias y la deflexion de la luz.
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1.7 Colapso gravitacional y formacion de agujeros negros

Existe la pregunta de si los AN tipo Schwarzschild realmente existen en la Naturaleza, o si s6lo
son una solucién matematica, sin realidad fisica. La respuesta es un poco ambivalente: realmen-
te se pueden llegar a formar agujeros negros, por ejemplo al final de la vida de estrellas muy
masivas, pero a pesar de que tienen muchas de las caracteristicas propias de la solucién de Sch-
warzschild, no son exactamente como la extension méxima de la solucién. La gran diferencia
estd en que los AN en la Naturaleza estdn formados dindmicamente en un proceso de colapso
gravitacional y por lo tanto no tienen la simetria de inversion temporal de una solucidn estatica.
Ya hemos visto que la solucién (3.13)) en realidad se corresponde con la parte exterior de un
campo gravitatorio causado por un objeto con masa m en el centro. En circunstancias normales,
la masa ocupa una esfera con un radio R, mayor que 2Gym/c?, de modo que la soluci6n exterior
es la métrica (3.13) y la interior es la solucién interior de Schwarzschild, que mencionamos
antes. Sin embargo, si se comprime la masa en un volumen mds pequefio, la gravedad en la
superficie aumentard, ya que el potencial gravitatorio varia como ® = —Gym/r [4]

Al comprimir la masa en un volumen mas pequefio, aumentard también la velocidad de escape,
la velocidad inicial necesaria para que una particula pueda salir del pozo potencial de un objeto
masivo y llegar al infinito. Desde la ley de conservacion de energia de la mecédnica newtoniana,
se puede calcular que la velocidad de escape v, de un objeto con masa m y radio R viene dada

por

ZGNm
= . 1.
Ve = 4 R (1.35)

En 1795 el matemético francés Pierre Simon Laplace (1749 -1827) se di6 cuenta de que la ve-

locidad de escape superaria la velocidad de la luz si se comprimiese toda la masa en un radio

3Esto no implica que la gravedad a distiancia ry > Ry aumente: el potencial gravitatorio a distancia ry fuera de
la masa es independiente del volumen que ocupa la masa. Si el Sol colapsara en un AN, la trayectoria de la Tierra
no cambiaria en absoluto.
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R = 2Gym/c?. Escribe en su Traité de la Méchanique Céleste en 1799:Una estrella luminosa de
la misma densidad que la tierra, y cuyo didmetro es 250 veces mayor que el sol, no dejaria llegar
por su atraccion ningtn rayo hasta nosotros; por lo tanto es posible que los mds grandes cuer-
pos luminosos del Universo sean, por esa razon, invisibles para nosotros. Sorprendentemente, el
radio critico para la velocidad de escape, calculado con métodos puramente newtonianos, coin-
cide exactamente con el radio de Schwarzschild, el radio desde donde la luz ya no puede salir
hacia el exterior. La interpretacion, sin embargo es distinta, ya que en la mecanica newtoniana,
la velocidad de la luz no es un limite superior, de modo que la “estrella negra” de Laplace no es
un AN en el sentido estricto de la palabra.

En la RG, més que la velocidad de escape, la cantidad fisica importante es la curvatura del
espacio-tiempo: cuanto mds se comprime la masa, tanto mas aumenta la curvatura alrededor del
objeto y una vez que toda la masa estd comprimida en un volumen mads pequefio que el radio de
Schwarzschild, ya no hay manera de parar el colapso gravitacional. La curvatura es tanta que
la luz se queda atrapada, ya que incluso las geodésicas nulas estan dirigidas hacia el centro. Se
forma por lo tanto un horizonte de sucesos y, debido al teorema de Hawking y Penrose, también
una singularidad. Por la estructura causal del espacio-tiempo dentro del horizonte, toda la ma-
teria del objeto original acabara en la singularidad y desaparecera del espacio-tiempo, tal como
se dié cuenta Oppenheimer en 1939. Por lo tanto no es preciso disponer de una masa grande
para poder formar un AN, por lo menos, en principio. Mas que de la masa, la formacion de un
AN depende de la densidad: cualquier masa m puede formar un horizonte y una singularidad
si se comprime dentro del radio de Schwarzschild correspondiente a esa masa, es decir en un
volumen r = 2Gym/c?. El radio de Schwarzschild del Sol es aproximadamente 3 km y el de la
Tierra unos 9 mm.

En la practica no hay fuerza en la Naturaleza capaz de comprimir ni el Sol, ni la Tierra dentro
de sus respectivos radios de Schwarzschild. En el caso de planetas como la Tierra, la repulsion

entre los electrones de los atomos es suficiente para contrarrestar la fuerza gravitatoria y preve-
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nir un colapso gravitacional. En objetos més masivos, como estrellas, la presion gravitacional
hacia dentro es tan grande que la materia forma un plasma tan caliente que hay fisién nuclear.
En grandes lineas, 4 protones se juntan para formar un nicleo de helio. La energia térmica pro-
ducida por estas reacciones nucleares contraresta la presion gravitatoria, de modo que la estrella
se encuentra en un equilibrio térmico-gravitatorio [4].

Sin embargo, cuando a la estrella se le acaba el combustible,ya no es capaz de producir la ener-
gia términa necesaria para mantener el equilibrio. Lo que pasa entonces, depende basicamente
de la masa de la estrella considerada. Para estrellas pequefias y medianas, como el Sol, la gra-
vedad comprimird la estrella en un volumen comparable con la Tierra, con una densidad entre
10* hasta 10%kg/cm?®. Allf la presion del gas degenerado de electrones y 4tomos completamente
ionizados serd lo suficiente para volver a mantener el equilibrio. La estrella se ha convertido en
una enana blanca, llamada asf por su tamafio y su color, debido a su alta temperatura. En 1931
el astrofisico Subrahmanyan Chandrasekhar (1910 -1995) demostré que una enana blanca no
puede tener una masa mayor que unos 1,4 masas solares. Para estrellas con masas superiores al
limite de Chandrasekhar, la presion del gas degenerado no es capaz de contrarrestar la fuerza
gravitacional. En este caso, la estrella serd comprimida en un radio de unos pocos kilémetros. La
presion gravitatoria es tan fuerte que los electrones estin comprimidos dentro de los niicleos de
los 4tomos y reaccionardn con los protones para formar una bola inmensa de neutrones, llamada
estrella de neutrones. A estas alturas, la unica fuerza que puede resistir la presion gravitacional
es la repulsion fermidnica entre los neutrones. La densidad tipica de una estrella de neutrones
es de unos 10'7kg/cm’.

En 1939 Oppenheimer y collaboradores calcularon el equivalente del limite de Chandrasekhar
para estrellas de neutrones, el llamado limite de Oppenheimer-Volkov y encontraron que la re-
pulsién entre los neutrones no es suficiente para contrarrestar la fuerza gravitatoria en estrellas
de neutrones con masas superiores a unas 2 masas solares. En este caso ya no hay ninguna

fuerza capaz de controlar la compresion gravitacional y la estrella colapsard a su radio de Sch-
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warzschild y mas all4 ...

Einstein y Eddington, el padre de la teoria de la evolucidn estelar, se opusieron firmemente a
la idea de que un estrella podria colapsar a un solo punto y renunciaron a dar a la solucién de
Schwarzschild algin significado fisico. Pero hoy en dia sabemos que existen estrellas con masas
de decenas y cientos de veces la del Sol, asi que, a pesar de que puedan perder mucha masa a lo
largo de su evoluciodn, es posible que algunas estrellas saturen el limite de Oppenheimer-Volkov
y se conviertan en AN.

Ademas, la evolucion estelar no es la tnica fuente de AN. Los astrénomos lo sospecharon desde
hace tiempo, pero en los ultimos afios han encontrado pruebas convincentes de que existen AN
supermasivos en los centros de galaxias, con masas del orden de 10° masas solares y radios de
Schwarzschild del orden de 10%km.

Al otro lado de la escala se sospecha que también existen AN primordiales, que no se formaron
en colapsos gravitacionales de estrellas, sino en las primeras fases de la existencia del universo,
debido a las fluctuaciones de densidad. Se calcula que estas AN primordiales tendrian una masa
del orden de 10'2kg (en comparacion, la Tierra tiene una masa del orden de 10**kg) y un radio
de Schwarzschild de unos 10~ *m.

Queda por preguntar ;qué es lo que pasa con un observador que se cae en un AN? Se sabe
que acabard inevitablemente en la singularidad, pero antes de esto, ;qué ve y qué siente? El
horizonte geoméricamente hablando es un punto perfectamente regular y que un observador
puntual en caida libre no notaria nada al cruzarlo [4]. Por la estructura causal del espacio-
tiempo estd claro que el observador no puede ver la singularidad mientras que estd fuera del
radio de Schwarzschild, ya que ninguna sefal puede salir del horizonte para advertirle de lo que
le espera. Pero tampoco una vez dentro es capaz de ver la singularidad: de los diagramas de
espacio-tiempo estd claro que no pueden salir sefiales de la singularidad hacia un r < 2Gym/c>.
La coordenada radial es una coordenada temporal para r < 2Gym/c?, asi que querer ver la

singularidad una vez dentro del radio de Schwarzschild es como querer ver en el futuro. El
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observador por lo tanto no ve el rostro de la singularidad hasta que da con ella.

Esto no implica que el viaje hacia r = 0 sea agradable, por lo menos no para observadores reales,
es decir, observadores no puntuales. Objetos y observadores con una extension espacial sufrirdn
grandes fuerzas de marea, debido a la inhomogeneidad del campo gravitatorio. En un potencial
gravitatorio que varia como 1/r, la fuerza de marea, es decir la diferencia entre la fuerza a
distancia r y r + Ar es proporcional a Gym/r® [4], de modo que cerca de la singularidad, las
fuerzas de marea son inmensas. No sélo la diferencia de la fuerza gravitacional entre la cabeza
y los pies estira y desgarra al observador (o lo que queda de él) longitudinalmente como un
potro de tortura césmico, también transversalmente le comprime en una superficie *AQ cada
vez menor [4].

Estas fuerzas de marea son muy grandes, cerca de la singularidad, pero esto no necesariamente
implica que lo sean en el horizonte. Para AN estelares y primordiales efectivamente lo son: para
un AN con la masa del Sol, un humano ya no sobreviviria las fuerzas a una distancia de 200 km,
unos 66 radios de Schwarzschild. Pero en un AN supermasivo de 10° masas solares, el radio de
Schwarzschild es 10° veces mayor, de modo que en r = 2Gym/c? la curvatura y las fuerzas de
marea todavia no son muy grandes. En este caso, el radio critico de supervivencia estd a unos
200.000 km de la singularidad, es decir a unos 66 - 10~ veces el radio de Schwarzschild. En
general, el tiempo propio maximo que un observador tarda en llegar a la singularidad desde el

radio de Schwarzschild de un AN con masa m es

Toax = 1,5 10-5"2, (1.36)

Mg
donde m, es la masa del Sol. O sea, unos 10~>s para un AN estelar, pero unas cémodas 4 horas

y pico para un AN supermasivo de 10° masas solares [4].



Capitulo 2

Energia Oscura y expansion del Universo

En este capitulo se realiza una breve descripcion de los aspectos fundamentales relacionados
con la expansion del Universo que son necesarios para tener un minimo de conocimiento sobre
el tema y poder estudiar esta tesis. Estos contenidos pueden ampliarse en los diversos textos que

se han citado a lo largo del capitulo.

2.1 ;Qué es la energia oscura?

Ya habia mencionado en la introduccién que la EO es una forma de materia [23} 24, 25]] o ener-
gia [26] que estaria presente en todo el espacio, produciendo una presién que tiende a acelerar
la expansion del Universo, resultando en una fuerza gravitacional repulsiva. [24] Considerar la
existencia de la EO es la manera mds frecuente de explicar las observaciones recientes de que
el Universo parece estar en expansion acelerada. En el modelo estdndar de la cosmologia, la
EO aporta casi tres cuartas partes de la masa-energia total del Universo. También se habia men-
cionado que la EO para determinado valor del pardmetro de estado w es la llamada constante
cosmoldgica A, una energia de densidad constante que llena el espacio en forma homogénea
[27]. También puede ser un campo cosmoldgico de guintaesencia para otros valores de w.

Existen muchos modelos los cuales permiten describir la fase actual de expansion acelerada

32



2.1. ;QUE ES LA ENERGIA OSCURA? 33

del Universo. Algunos de estos modelos incluyen la energia oscura [24], como causante de la
expansion acelerada, y otros modelos no incluyen a la energia oscura.

Una gran variedad de modelos del Universo que contienen tinicamente dos componentes (ener-
gia oscura y materia oscura) han sido sugeridos. El més simple de todos es un modelo que
contenga constante cosmoldgica o energia del vacio cudntico, para representar la energia oscura
[20].

Aifadir la constante cosmoldgica a la Métrica de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)
conduce al mencionado modelo A-MOF E], que se conoce como “modelo estdndar” de cosmo-
logia debido a su coincidencia precisa con las observaciones.

Para este modelo en particular, al considerar la energia oscura como un fluido, la expresion del
parametro de estado queda prefijada: w = p/p = —1, donde p y p son la presion y la densidad
de energia.

A pesar de ser sencillo, y repreducir bien muchas observaciones, presenta serios problemas

como los que enumeramos a continuacion:

1. El Problema de la Constante Cosmoldgica: Este problema surge cuando se compara el
valor tedrico calculado para la constante cosmoldgica y el valor que se observa. De dicha

comparacion resulta que existe una diferencia de 123 érdenes de magnitud entre ambos

[28]].

2. El Problema del Ajuste Fino: Para poder describir el Universo que observamos hoy
la constante cosmoldgica debe ajustarse en un rango comprendido entre =107 < A <

10747,

3. El Problema de la Coincidencia: Este problema se puede expresar mediante la siguiente

pregunta.;Por qué las densidades de materia oscura fria y energia oscura se hacen com-

'En la Bibliografia en Inglés y a veces en espafiol este modelo se encuentra bajo la abreviatura de A-CDM,
donde las ultimas siglas son: Cold Dark Matter
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parables precisamente en la presente etapa de la evolucion del universo y no mucho antes

o después?

Para tratar de resolver los problemas que presenta el modelo con constante cosmoldgica en
[29] se propone que la energia oscura no es constante, sino que evoluciona con el tiempo.
Para describir la energia oscura los autores proponen un campo de naturaleza escalar. A estos
modelos con campos escalares, que representan una constante cosmoldgica dindmica, se les
denomina modelos de quintaesencia.

Al ser la constante cosmoldgica dindmica, en estos modelos se suaviza y hasta se puede evadir
el problema de la constante cosmolégica.

En los modelos de quintaesencia la densidad de energia se define como p; = ¢?/2+ V(¢), donde
¢ representa el campo escalar, ¢ /2 es la energia cinética del campo escalar, V(¢) es el potencial
de autointeraccién y el punto significa la derivada respecto al tiempo cosmoldgico.

La presion se define como ps = ¢*/2 — V(¢) , por lo que es conveniente introducir el pardmetro

de estado para la quintaesencia:

_po _#R2-V@)

== : 2.1
Ps P2+ V($) @D

Wy

De la dfinicién anterior se puede notar que siempre para la quintaesencia el pardmetro de estado
va a tomar los valores (wy > —1). Cuando wy = —1 se recupera la energia del vacio o constante
cosmoldgica.

Si se emplean potenciales atractores, o sea; potenciales para los cuales las condiciones iniciales
sobre el campo escalar y sus derivadas no influyen mucho en la evolucién actual del universo, el
problema del ajuste no se puede suavizar. Estos modelos de forma general preservan el problema
de la coincidencia [30, [31]]

La medicién de la ecuacion de estado de la EO es uno de los mayores retos de investigacion

actual de la cosmologia.
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2.2 Otro componente del sector oscuro en la materia del Uni-
Verso

No se debe confundir la EO con la MO, ya que, aunque ambas forman la mayor parte de la
masa del Universo, la EO se asocia a un campo escalar que ocupa todo el espacio de manera
omnipresente, mientras que la MO son formas de materia presentes en el Universo, Materia
Oscura Fria 'y 1a Materia Oscura Caliente (MOC), la MOF es uno de los tipos de MO propuesto
a principios de los afios 1980 para explicar la formacidn de estructura csmica en el modelo del
Big Bang.

Partiendo con una cierta distribucién para las fluctuaciones iniciales, la manera en que estas se
amplifican y crecen depende de las caracteristicas de la materia. Modelos que sélo tenian mate-
ria bariénica no predecian correctamente la estructura observada, ademds que ya se sabia que la
cantidad de materia baridnica era muy baja. En modelos con Materia Oscura Caliente (MOC),
formada por particulas moviéndose a altas velocidades (de ahi “caliente”), las fluctuaciones en
escalas pequefias eran “borradas” por el movimiento de las particulas calientes. En ese caso las
primeras estructuras en formarse serian de dimensiones de supercimulos, los que después se
frangmentarian, dando origen a una formacion de estructura “de arriba abajo” ﬂ

Con MOF, en cambio, las fluctuaciones en pequefias escalas no son borradas, y la materia
colapsa empezando por pequeiias escalas (menores que galaxias), y luego a escalas cada vez
mayores, en una formacion “de abajo arriba” ﬂ Segun este modelo, en la época actual la materia
aun estd colapsando en las escalas de cimulos. Durante mds de una década la MOF fue la
favorita, y las simulaciones computacionales la favorecian. Sin embargo, en los tltimos afios
del siglo XX, a medida que las simulaciones computacionales se hacian mds detalladas, la

MOF comenz6 a tener problemas explicando la estructura a escalas subgalécticas.

20 conocido del inglés como “top-down”, quiere decir que primero serdn las formaciones de estructuras de
mayor magnitud en el universo y luego las de menor magnitud a partir de la fragmentacién de estas.

30 conocido del inglés como “bottom-up”, quiere decir que primero seran las formaciones de estructuras de
menor magnitud en el universo y luego las de mayor magnutud a partir de la agrupacién de estas.
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La MOC es un tipo de MO que estaria constituido por particulas que viajan a velocidad rela-
tivista. El candidato mds probable para la MOC es el neutrino. Los neutrinos tienen una masa
insignificante, no tienen carga eléctrica y por lo tanto practicamente no interaccionan con la
materia, lo cual los convierte en increiblemente dificil de detectar. Estas mismas caracteristicas,
es también lo que los convierte en buenos candidatos para ser la MOC. La MOC, sin embargo,
no puede explicar como se formaron las galaxias individuales a partir del Big Bang. El fondo
césmico de microondas, tal como ha sido medido por el satélite COBE es uniforme y no puede
explicarse como las particulas de movimiento rdpido se agregarian desde este estado inicial.
Para explicar la estructura del universo, se hace necesaria la MOF. La MOC es, en la actualidad,
discutida como una parte de la teoria mixta de la MO.

Informacion divulgada relativamente reciente basada en el trabajo realizado por la nave espacial
Planck sobre la distribucion del universo, obtuvo una estimacién mas precisa de esta en 68,3 %

de EO, un 26,8 % de MO y un 4,9 % de materia ordinaria [32].

2.3 Breve resena historica del concepto de energia oscura

La constante cosmoldgica fue propuesta por primera vez por Albert Einstein como un medio
para obtener una solucién estable de la ecuacién del campo de Einstein que llevaria a un Uni-
verso estdtico, utilizdndola para compensar la gravedad. El mecanismo no sélo fue un ejemplo
poco elegante de ajuste fino, pues pronto se demostré que el Universo estético de Einstein seria
inestable porque las heterogeneidades locales finalmente conducirfan a la expansion sin control
o0 a la contraccion del Universo. El equilibrio es inestable: si el Universo se expande ligeramen-
te, entonces la expansion libera la energia del vacio, que causa todavia més expansion. De la
misma manera, un Universo que se contrae ligeramente se continuard contrayendo.

Estos tipos de perturbaciones son inevitables, debido a la distribucion irregular de materia en

el Universo. Las observaciones realizadas por Edwin Hubble demostraron que el Universo esta
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expandiéndose y que no es estatico en absoluto. Einstein se refirié a su fallo para predecir un
Universo dindmico, en contraste a un Universo estdtico, como “su gran error”’. Después de esta
declaracion, la constante cosmoldgica fue ignorada durante mucho tiempo como una curiosidad
histérica.

Alan Guth propuso en los afios 1970 que un campo de presién negativa, similar en concepto
a la EO, podria conducir a la inflacién cosmica en el Universo pre-primigenio. La inflacién
postula que algunas fuerzas repulsivas, cualitativamente similar a la EO, da como resultado
una enorme y exponencial expansion del Universo poco después del BB. Tal expansion es una
caracteristica esencial de muchos modelos actuales del BB. Sin embargo, la inflacion tiene
que haber ocurrido a una energia mucho mads alta que la EO que observamos hoy y se piensa
que termind completamente cuando el Universo solo tenia una fraccion de segundo. No esta
claro qué relacién (de haber alguna), existe entre la EO y la inflacién. Incluso después de que
los modelos inflacionarios hayan sido aceptados, la constante cosmoldgica se piensa que es
irrelevante en el Universo actual.

El término “energia oscura” fue acufiado por Michael Turner en 1998 [33]. En ese tiempo,
el problema de la masa perdida de la nucleosintesis primordial y la estructura a gran escala
del Universo fue establecida y algunos cosmdlogos habian empezado a teorizar que habia un
componente adicional en nuestro Universo. La primera prueba directa de la EO provino de
las observaciones de la aceleracion de expansion de las supernovas, por Adam Riess [3]. y
confirmada después por Saul Perlmutter en [34].Esto dio como resultado el modelo A-MOF,
que hasta 2006 era consistente con una serie de observaciones cosmoldgicas. Los primeros
resultados de la SNLS revelaron que el comportamiento medio de la EO se comporta como la
constante cosmoldgica de Einstein con una precision del 10 % [35]]. Los resultados del Hubble
Space Telescope Higher-Z Team indican que la EO ha estado presente durante al menos 9.000

millones de afos y durante el periodo precedente a la aceleracion césmica.
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2.4 Descubrimiento de la Energia Oscura.

En 1998 las observaciones de supernovas de tipo 1a muy lejanas, realizadas por parte del Super-
nova Cosmology Project en el Laboratorio Nacional Lawrence Berkeley y el High-z Supernova
Search Team, sugirieron que la expansion del Universo presenta el mencionado cardcter acelera-
do [5,34]. Desde entonces, esta aceleracion se ha confirmado por varias fuentes independientes:
medidas de la radiaciéon de fondo de microondas, las lentes gravitacionales, nucleosintesis pri-
migenia de elementos ligeros y la estructura a gran escala del Universo, asi como una mejora
en las medidas de las supernovas han sido consistentes con el modelo A-MOF [36].

Las supernovas de tipo 1a proporcionan la principal prueba directa de la existencia de la EO.
Segin la ley de Hubble, todas las galaxias lejanas se alejan aparentemente de la Via Lictea,
mostrando un desplazamiento al rojo en el espectro luminoso debido al efecto Doppler. La me-
dicién del factor de escala en el momento que la luz fue emitida desde un objeto es obtenida
facilmente midiendo el corrimiento al rojo del objeto en recesion. Este desplazamiento indica
la edad de un objeto lejano de forma proporcional, pero no absoluta. Por ejemplo, estudiando
el espectro de un quasar se puede saber si se form6 cuando el Universo tenia un 20 % o un
30 % de la edad actual, pero no se puede saber la edad absoluta del Universo. Para ello es ne-
cesario medir con precisién la expansion cosmoldgica. El valor que representa esta expansion
en la actualidad se denomina Constante de Hubble. Para calcular esta constante se utilizan en
cosmologia las candelas estcindarﬂ que son determinados objetos astrondmicos con la misma
magnitud absoluta, que es conocida, de tal manera que es posible relacionar el brillo observado,
o magnitud aparente, con la distancia. Sin las candelas estdndar, es imposible medir la relacion
corrimiento al rojo-distancia de la ley de Hubble. Las supernovas tipo 1a son una de esas can-
delas estdndar, debido a su gran magnitud absoluta, lo que posibilita que se puedan observar

incluso en las galaxias mds lejanas. En 1998 varias observaciones de estas supernovas en ga-

“En Astrofisica, el término “candela estdndar” se usa para referirse a las propiedades fisicas de determinados
objetos muy lejanos o procesos que tienen lugar en estos objetos, que permiten estimar la distancia a la que se
encuentran.
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laxias muy lejanas, demostraron que la constante de Hubble no es constante, sino que su valor
varia con el tiempo. Hasta ese momento se pensaba que la expansion del Universo se estaba
frenando debido a la fuerza gravitatoria; sin embargo, se descubrié que se estaba acelerando,
por lo que debia existir algtn tipo de fuerza que acelerase el Universo.

La consistencia en magnitud absoluta para supernovas tipo 1a se ve favorecida por el modelo de
una estrella enana blanca vieja que gana masa de una estrella compaifiera y crece hasta alcanzar
el limite de Chandrasekhar E] definido de manera precisa. Con esta masa, la enana blanca es
inestable ante fugas termonucleares y explota como una supernova tipo 1a con un brillo carac-
teristico. El brillo observado de la supernova se pinta frente a su corrimiento al rojo y esto se
utiliza para medir la historia de la expansion del Universo. Estas observaciones indican que la
expansion del Universo no se estd desacelerando, como seria de esperar para un Universo do-
minado solo por materia ordinaria, sino mas bien acelerandose. Estas observaciones se explican
suponiendo que existe un nuevo tipo de energia con presidn negativa.

La existencia de la EO, de cualquier forma, es necesaria para reconciliar la geometria medida
del espacio con la suma total de materia en el Universo. Las medidas de la radiaciéon de fondo
de microondas mas recientes, realizadas por el satélite WMAP, indican que el Universo esta
muy cerca de ser plano. Para que la forma del Universo sea plana, la densidad de masa-energia
del Universo tiene que ser igual a una cierta densidad critica. Posteriores observaciones de la
radiacion de fondo de microondas y de la proporcién de elementos formados en el Big Bang han
puesto un limite a la cantidad de materia bariénica y MO que puede existir en el Universo, que
cuenta sélo el 30 % de la densidad critica. Esto implica la existencia de una forma de energia
adicional que cuenta alrededor del 70 % de la masa-energia restante [36l]. Estos estudios indican
que el 73 % de la masa del Universo estd formado por la EO, un 23 % es MO (MOF y MOC) y
un 4 % materia barionica. La teoria de la estructura a gran escala del Universo, que determina la

formacion de estructuras en el Universo (estrellas, guasars, galaxias y agrupaciones galacticas),

SEl limite de Chandrasekhar es la mdxima masa posible de una estrella fria estable. Si se supera este limite la
estrella colapsard para convertirse en un agujero negro o en una estrella de neutrones.
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también sugiere que la densidad de materia en el Universo es solo el 30 % de la densidad critica.

2.5 Experimentos para probar la existencia de la energia os-
cura

El més conocido es el Sistema de Deteccion Integrado Sachs-Wolfe, ideado en 1996 por dos
investigadores canadienses y utilizado por primera vez en 2003; propusieron buscar pequefios
cambios en la energia de la luz comparando la temperatura de la radiaciéon con mapas de galaxias
en el universo local. De no existir la EO, no habria correspondencia entre los dos mapas (el de
fondo césmico de microondas distante y el de la distribucion de galaxias relativamente cercano).
Si esta existiera, sin embargo, se podria observar un curioso fenémeno: los fotones del fondo
césmico de microondas ganarian energia en vez de perderla, al pasar cerca de grandes masas.
El experimento mejoro sus resultados gracias al equipo de Tommaso Giannantonio, quien ha

probado su existencia con una mayor certeza [37]].

2.6 Naturaleza de la energia oscura

La naturaleza exacta de la EO es materia de debate. Se sabe que es muy homogénea, no muy
densa, pero no se conoce su interaccion con ninguna de las fuerzas fundamentales mas que
con la gravedad. Como no es muy densa, unos 107>g/cm, es dificil realizar experimentos para
detectarla. Pero si estd claro que la EO tiene una gran influencia en el Universo, ya que es el
70 % de toda la energia y debido a que ocupa uniformemente el espacio interestelar. Los dos

modelos principales son la quintaesencia y la constante cosmoldgica A.
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2.6.1 Presion negativa

La EO causa la expansion del universo pues ejerce una presion negativa. Una sustancia tiene
una presion positiva cuando empuja la pared del recipiente que lo contiene; este es el caso de los
fluidos ordinarios (liquidos y gases de materia ordinaria). Una presion negativa tiene el efecto
contrario, y un recipiente lleno de una substancia de presidn negativa provocaria una presion
hacia dentro del contenedor. De acuerdo con la RG, la presion de una substancia contribuye a
su atraccion gravitacional sobre otras cosas igual que hace su masa, de acuerdo con la ecuacion
de campo de Einstein:
1 8nG

Ryv - ERgﬂv = 7T/JV (22)

Si la sustancia es de presion negativa entonces su efecto es una repulsion gravitacional. Si el
efecto gravitacional repulsivo de la presion negativa de la EO es mayor que la atraccion gravi-
tacional causada por la propia energia, resulta una expansion del tipo que se ha observado. Por
esa razon, se ha postulado que la expansion acelerada observada podria ser el efecto de pre-
sién negativa de una sustancia exética conocida como “Energia Oscura”. Otra posibilidad para

explicar la expansion es postular una ecuacién de campo con constante cosmoldgica positiva:

1
Ry, — ER 8wt ANgyw=—""Tyu 2.3)

Donde ahora el tensor 7,, seria la parte asociada a materia con presion positiva. Para resolver la
contradiccion de que el empuje cause atraccion o la contraccién cause repulsion se considera
que:

El empuje de la presion positiva y el empuje de la presion negativa son fuerzas no gravitacio-
nales que solamente mueven substancias en torno a su espacio interior sin cambiar el espacio
en si. La atraccidn o repulsién gravitacional actian sobre el propio espacio, disminuyendo (o

incrementando) la cantidad de espacio entre los cuerpos. Esto es lo que determina el tamaiio del
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Universo. No hay necesidad de que estos dos efectos actien en la misma direccion. De hecho,

actian en direcciones opuestas.

2.6.2 Constante cosmologica

La explicacién mds simple para la EO es que simplemente es el “costo de tener espacio”; es
decir, un volumen de espacio tiene alguna energia fundamental intrinseca y esta es la constante
cosmoldgica A, si conocemos que la energia y la masa estdn relacionadas por la ecuacion E =
mc?, 1a TRG predice que tendrd un efecto gravitacional. Algunas veces A es llamada energia del
vacio porque su densidad de energia es la misma que la del vacio. De hecho, muchas teorias de
la fisica de particulas predicen fluctuaciones del vacio que darfan al vacio exactamente este tipo
de energfa. Los cosmélogos estiman que la constante cosmolégica es del orden de 10-?g/cm o
unos 107'?Y en unidades de Planck.

La constante cosmoldgica tiene una presion negativa igual a su densidad de energia, y asi causa
que la expansion del Universo se acelere. La razon por la que la constante cosmoldgica tiene
una presion negativa se puede obtener a partir de la termodindmica clésica. La energia tiene
que perderse desde dentro de un contenedor que se ocupe con el contenido. Un cambio en
el volumen dV necesita el mismo trabajo que para un cambio de energia —pdV, donde p es la
presion. Pero la energia neta en un volumen de energia de vacio realmente se incrementa cuando
el volumen aumenta (dV es positivo), porque la energia es igual a pV, donde p es la densidad de
energia de la constante cosmoldgica. Por tanto, p es negativa y, de hecho, p = —p, significando
que la ecuacién de estado tiene la forma: w = p/p = —1, sin variacién temporal.

Un gran problema pendiente es que muchas teorias cudnticas de campos predicen una gran cons-
tante cosmoldgica a partir de la energia del vacio cudntico, superior a 120 érdenes de magnitud.
Algunas teorias supersimétricas necesitan una constante cosmoldgica que sea exactamente cero,
lo que no ayuda. El consenso cientifico actual cuenta con la extrapolacién de pruebas empiricas

donde son relevantes las predicciones y el ajuste fino de las teorias hasta que se encuentre una
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solucion més elegante. Técnicamente, esto se suma a las teorias de comprobacion contra obser-
vaciones macroscOpicas. Lamentablemente, como el margen de error conocido en la constante
predice el destino final del Universo mds que su estado actual, todavia contindan sin conocerse
muchas preguntas “mads profundas”.

Otro problema aparece con la inclusién de la constante cosmoldgica en el modelo estdndar que
es la aparicion de soluciones con regiones de discontinuidades con una baja densidad de materia
[38]]. La discontinuidad también afecta al signo pasado de la energia del vacio, cambiando la
actual presion negativa a presion positiva (atractiva), de la misma forma que se ve hacia atrés
hacia el Universo primigenio. Este hallazgo deberia ser considerado como una deficiencia del
modelo estdndar, pero s6lo cuando se incluye un término de vacio.

A pesar de sus problemas, la constante cosmoldgica es en muchos aspectos la soluciéon mas
econdmica al problema de la aceleracién de la expansion del Universo. Asi, el modelo estan-
dar actual de cosmologia, A-MOF, incluye la constante cosmoldgica como una caracteristica

esencial.

2.6.3 Quintaesencia

La EO puede convertirse en MO cuando es golpeada por particulas baridnicas, conduciendo asi
a excitaciones como de particulas en algin tipo de campo dindmico, conocido como gquintae-
sencia. La quintaesencia difiere de la constante cosmoldgica en que puede variar en el espacio
y en el tiempo. Para que no se agrupen y se formen estructuras como materia, tiene que ser muy
ligero de tal manera que tenga una gran longitud de onda Compton ﬂ

No se ha encontrado todavia ninguna prueba de la quintaesencia, pero tampoco ha sido descar-
tada. Generalmente predice una aceleracion ligeramente mas lenta de la expansion del Universo

que la constante cosmoldgica. Algunos cientificos piensan que la mejor prueba de la quintaesen-

®El efecto Compton consiste en el aumento de la longitud de onda de un fotén de rayos X cuando choca con un
electrén libre y pierde parte de su energia. La frecuencia o la longitud de onda de la radiacién dispersada depende
unicamente de la direccién de dispersion
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cia vendria a partir de violaciones del principio de equivalencia y la variacion de las constantes
fundamentales de Einstein en el espacio o en el tiempo. Los campos escalares son predichos por
el modelo estdndar y la teoria de cuerdas, pero un problema anédlogo al problema de la constante
cosmoldgica (o el problema de construir modelos de inflacién c6smica) ocurre: la teoria de la
renormalizacion predice que los campos escalares deberian adquirir grandes masas.

El problema de la coincidencia césmica se pregunta por qué la aceleracion cdsmica empezd
cuando lo hizo. Si la aceleracién c6smica hubiera empezado antes en el Universo, las estructuras
como galaxias nunca habrian tenido tiempo de formarse y permanecer, al menos como se las
conoce; nunca habrian tenido una oportunidad de existir. Sin embargo, muchos modelos de
quintaesencia tienen un llamado “comportamiento rastreador”, que soluciona este problema.
En estos modelos, el campo de la quintaesencia tiene una densidad cercana pero menor que la
densidad de radiacion, hasta llegar al punto de igualdad materia-radiacién, a partir del cual se
dispara la guintaesencia a comportarse como EO, y finalmente dominando el Universo, provoca
el cardcter acelerado a partir de cierto momento. Esto naturalmente establece una baja escala de
energia para la EO.

Algunos casos especiales de la quintaesencia es tambien la energia fantasma con w = +1, en
que la densidad de energia de la quintaesencia realmente se incrementa con el tiempo y conserva
la peculiar caracteristica de una energia cinética negativa —k, una forma poco convencional de
energia cinética. Pueden tener propiedades inusuales: la energia fantasma, por ejemplo, puede
causar un Big Rip

La nueva quintaesencia es una forma novedosa de energia inherente en el espacio vacio, que
estd basada en la constante de Planck. La suma fundamental de energia contenida en el espacio-
tiempo, es representada por la ecuaciéon E = hn, donde h es la constante de Planck y n es el

numero de guintaesencia contenido en un volumen de espacio dado, por unidad de tiempo [39].

7El “Gran Desgarramiento” o Teoria de la expansién eterna, llamado en inglés Big Rip, es una hipétesis cos-
moldgica sobre el destino final del Universo.
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2.6.4 Otras Ideas Alternativas

Algunos tedricos piensan que la EO y la aceleracion cosmica son un fallo de 1la RG en escalas
muy grandes, mayores que los supercimulos. Es una tremenda extrapolacion pensar que la ley
de la gravedad, que funciona tan bien en el sistema solar, deberia trabajar sin correccién a escala
universal. Se han realizado muchos intentos de modificar la RG; sin embargo, han resultado ser
equivalentes a las teorias de la quintaesencia o inconsistentes con las observaciones.

Las ideas alternativas a la EO van desde las feoria de cuerdas, la cosmologia brana y el principio
hologrdfico, pero no han sido probadas todavia tan convincentemente como la guintaesencia y
la constante cosmoldgica.

Sin embargo, otras proposiciones “radicalmente conservadoras” intentan explicar los datos ob-
servacionales mediante un uso mas refinado de las teorias establecidas mas que a través de la
introduccién de la EO, centrdndose, por ejemplo, en los efectos gravitacionales de heterogenei-
dades de la densidad, (asumidas como insignificantes en la aproximacion estdndar de la métrica
de Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker y confirmada como insignificante por los estudios de
las anisotropias del fondo c6smico de microondas y las estadisticas de la estructura a gran esca-
la del Universo) o en las consecuencias de la ruptura de la simetria electrodébil en el Universo

primigenio [40].

2.7 La Energia Oscuray el destino del Universo

La consecuencia mas directa de la existencia de la EO y la aceleracion del Universo es que
este es mds antiguo de lo que se creia. Si se calcula la edad del Universo con base en los datos
actuales de la constante de Hubble (714(km/s)), se obtiene una edad de 10.000 millones de
afios, menor que la edad de las estrellas mas viejas que es posible observar en los cimulos
globulares, lo que crea una paradoja insalvable. Los cosmdlogos estiman que la aceleracion

empez6 hace unos 9.000 millones de afios. Antes de eso, se pensaba que la expansion estaba
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ralentizdndose, debido a la influencia atractiva de la MO vy los bariones. La densidad de MO
en un Universo en expansion desaparece mds rdpidamente que la EO y finalmente domina esta.
Especificamente, cuando el volumen del Universo se dobla, la densidad de MO se divide a la
mitad pero la densidad de EO casi permanece sin cambios (exactamente es constante en el caso
de una constante cosmoldgica). Teniendo en cuenta la EO, la edad del Universo es de unos
13.700 millones de afios aproximadamente (de acuerdo con los datos del satélite WMAP en
2003), lo que resuelve la paradoja de la edad de las estrellas més antiguas.

Si la aceleracién continda indefinidamente, el resultado final serd que las galaxias exteriores
al Supercimulo de Virgo se moverdn mds alld del horizonte de sucesos: no volverdn a ser
visibles, porque su velocidad radial serd mayor que la velocidad de la luz. Esta no es una viola-
cién de la relatividad especial y el efecto no puede utilizarse para enviar una sefial entre ellos.
Realmente no hay ninguna manera de definir la “velocidad relativa” en un espacio-tiempo cur-
vado. La velocidad relativa y la velocidad solo pueden ser definidas con significado pleno en
un espacio-tiempo plano o en regiones suficientemente pequefias (infinitesimales) de espacio-
tiempo curvado. La Tierra, la Via Lactea y el Superciimulo de Virgo, sin embargo, permanece-
rian virtualmente sin perturbaciones mientras el resto del Universo retrocede. En este escenario,
el superciumulo local finalmente sufriria la muerte caliente, justo como se pensaba para un Uni-
verso plano y dominado por la materia, antes de las medidas de la aceleracion césmica.

El fondo de microondas indica que la geometria del Universo es plana, es decir, el Universo
tiene la masa justa para que la expansion continie indeterminadamente. Si el Universo, en
vez de plano fuese cerrado, significaria que la atraccidn gravitatoria de la masa que forma el
Universo es mayor que la expansion del Universo, por lo que éste se volveria a contraer en
lo que es llamado el Big Crunch E] , tratado en la subseccion siguientes de esta seccion. Sin
embargo, al estudiar la masa del Universo se detecté muy pronto que faltaba materia para que

el Universo fuese plano. Esta “materia perdida” se denomin6é como la mencionada MO. Pero

8La “Gran Implosién”, también conocida como “Gran Colapso” o directamente mediante el término inglés Big
Crunch, es una de las teorias cosmoldgicas que se barajaban en el siglo XX sobre el destino dltimo del universo.
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de igual forma con el descubrimiento de la EO hoy se sabe que el destino del Universo ya
no depende de la geometria del mismo, es decir, de la cantidad de masa que hay en él. En
un principio la expansion del Universo se frené debido a la gravedad, pero hace unos 4.000
millones de afos la EO sobrepaso al efecto de la fuerza gravitatoria de la materia y comenz6 la
aceleracion de la expansion.

El futuro ultimo del Universo depende de la naturaleza exacta de la EO. Si esta es una constante
cosmoldgica, el futuro del Universo serd muy parecido al de un Universo plano. Sin embar-
g0, en los mencionados modelos de quintaesencia, denominados energia fantasma, la densidad
de Ia EO aumenta con el tiempo, provocando una aceleracion exponencial. En algunos mode-
los extremos la aceleracion seria tan rdpida que superaria las fuerzas de atraccién nucleares y
destruiria el Universo en unos 20.000 millones de afios, en el llamado Big Rip ﬂ tratado en la

subseccion siguientes de esta seccion.

2.7.1 Teorias del Big Crunch y del Big Rip

La teoria de la “Gran Implosién” o Big Crunch propone un universo cerrado. Segun esta teoria,
si el universo tiene una densidad critica superior a 3 atomos por metro cubico, la expansion del
universo, producida en teoria por el Big Bang ira frenandose poco a poco hasta que finalmente
comiencen nuevamente a acercarse todos los elementos que conforman el universo, volviendo
al punto original en el que todo el universo se comprimird y condensard en un tnico punto de
energia como el anterior a la Teoria de Big Bang.

El momento en el cual acabaria por pararse la expansion del universo y empezaria la contraccion
depende de la densidad critica del Universo: a mayor densidad mayor rapidez de frenado y
contraccion; y a menor densidad, mds tiempo para que se desarrollaran eventos que se prevé

tendrian lugar en un universo en expansion perpetua. Sin embargo, debido a que la naturaleza

9El “Gran Desgarramiento” o Teorfa de la expansién eterna, llamado en inglés Big Rip, es una hipétesis cos-
molégica sobre el destino final del Universo.
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de la EO es desconocida, todavia es posible (aunque no respaldado por la observacion a la fecha)
que el universo finalmente revierta la marcha y cause un colapso [41]].

Esta fase de contraccion seguiria inexorablemente, y con ella el aumento de la temperatura de
dicha radiacién. Llegaria un momento en que todas las galaxias se fundieran en una (aunque los
choques entre estrellas serian atn raros). Mientras, la temperatura del fondo de radiacién iria
subiendo y empezaria a poner en peligro la supervivencia de las formas de vida que existieran
entonces, en un principio las que vivieran en planetas de tipo terrestre. En un momento dado,
dicha temperatura seria de 300 Kelvin, impidiendo a los planetas antes mencionados deshacerse
del calor acumulado y acabando por hacerse inhabitables (un auténtico efecto invernadero a
escala universal). Mds adelante, y con una contraccion cada vez mds acelerada (y junto a ella
un aumento desbocado de la temperatura de la radiacion césmica) el universo se convertiria en
un lugar infernal e inhabitable (al menos para seres como nosotros y sin ayuda tecnoldgica) con
temperaturas de miles de grados debido a una radiacién césmica a esa temperatura y a colisiones
entre estrellas al disponer estas cada vez de menos espacio.

Al parecer, las estrellas serian en su mayoria destruidas no por colisiones entre ellas sino por el
aumento de temperatura del universo. Este llegaria a estar tan caliente que no podrian deshacerse
del calor acumulado en su interior y pasarian a absorberlo del exterior, hasta acabar por estallar.
Tras ello, s6lo quedarian AN (el principal hecho que diferenciaria la fase de contraccion de
la de expansion) y un plasma cada vez mds caliente [1;61, en el que el aumento de temperatura
destruiria primero los d&tomos y luego las propias particulas elementales, sélo dejando qguarks,
a la vez que los AN empezaban a fusionarse entre si y a absorber materia hasta dar lugar a un
unico “super” AN que significaria el fin del espacio, del tiempo, y de todo; del mismo modo que
no tiene sentido preguntarse qué habia “antes” del Big Bang, tampoco puede preguntarse que

habria “después” del Big Crunch, aunque de la teoria de este ultimo surge la idea de un modelo

10Este plasma serfa muy distinto al existente tras el nacimiento del universo debido a que procederia de es-
tructuras ya desaparecidas, por lo cual mostraria una gran asimetria en la densidad que presentara en diferentes
puntos
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de “Universo Oscilante”[1]

En el caso del Big Rip, el cumplimiento de esta hipdtesis en esencia depende de la cantidad de
EO en el Universo. Si el Universo contiene suficiente EO, podria acabar en un desgarramiento
de toda la materia. El valor clave es la razon entre la presién de la EO y su densidad energética
w. Si su valor es tal que w < —1 el Universo acabaria por ser desgarrado. Primero, las galaxias
se separarian entre si, a 1000 millones de afios antes del fin, luego la gravedad seria demasiado
débil para mantener integrada cada galaxia, y 60 millones de afios antes del fin, s6lo habria
estrellas aisladas. Aproximadamente tres meses antes del fin, los sistemas solares perderian su
cohesion gravitatoria. En los dltimos minutos, se desbaratarian estrellas y planetas. El Universo
quedaria en 4tomos, pero no se habria acabado atn. Los dtomos serian destruidos en una frac-
cion de segundo antes del fin del tiempo y sélo quedaria radiacion. El Universo seria como el
Big Bang pero casi infinitamente menos denso.

A diferencia del Big Crunch, en el que todo se condensa en un solo punto, en el Big Rip el
Universo se convertiria en particulas subatomicas flotantes que permanecerian por siempre se-
paradas, sin cohesidn gravitatoria ni energia alguna.

Los autores de esta hipétesis calculan que el fin del Universo, tal como lo conocemos, ocurriria
aproximadamente 3, 5- 10'° afios (35.000 millones de afios) después del Big Bang, o dentro de
2,0-10'° afios (20.000 millones de afios).

Debido a que aproximadamente la materia sélo representa el 27 % del Universo y el 73 % res-
tante estd formado por la EO, el Big Rip parece ser una de las teorias mds aceptadas en la
actualidad del fin del Universo.

Entonces, a modo de resumen, es evidente que hay algunas ideas muy especulativas sobre el
futuro del Universo. Una sugiere que la energia fantasma causa una expansion divergente, que

implicaria que la fuerza efectiva de la EO continta creciendo hasta que domine al resto de las

1Segiin esta teorfa el universo serfa descrito como un Universo oscilante, en el cual, tras el Big Crunch po-
dria tener lugar un nuevo Big Bang; e incluso este universo podria proceder de un universo anterior que también
se comprimi6 en un Big Crunch. Si esto hubiera ocurrido repetidas veces, nos encontrarifamos ante un universo
oscilatorio; donde cada universo termina con un Big Crunch y da lugar a un nuevo universo con un Big Bang.
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fuerzas del Universo. Bajo este escenario, la EO finalmente destrozaria todas las estructuras
gravitacionalmente acotadas, incluyendo galaxias y sistemas solares y finalmente superaria a
las fuerzas eléctrica y nuclear para destrozar a los propios dtomos, terminando el Universo en
un Big Rip. Por otro lado, la EO puede disiparse con el tiempo o incluso llegar a ser atractiva.
Tales incertidumbres abren la posibilidad de que la gravedad todavia pueda conducir al Univer-
so que se contrae a si mismo en un Big Crunch. Algunos escenarios, como el modelo ciclico le,
sugieren que este podia ser el caso. Mientras que estas ideas no estan soportadas por las obser-
vaciones, no pueden ser excluidas. Las medidas de aceleracion son cruciales para determinar el

destino final del Universo en la Teoria del Big Bang.

12Un modelo ciclico es cualquiera de los modelos cosmolégicos en la que el universo sigue una interminable
cadena de ciclos auto-sostenibles (por ejemplo: una cadena indeterminada de Big Bangs y Big Crunchs).



Capitulo 3

Efecto de la expansion acelerada del

Universo sobre la estructura de la métrica

de Schwarzschild

En este capitulo se realiza primero un trabajo de obtencién de la solucién original de Schwarzs-
child encontrada en la bibliografia y se muestra ademas una via mds expedita para la derivacion.
Luego, del trabajo realizado en [1]], considerado como investigacion antecedente de esta tesis, se
analiza lo relacionado al problema de la obtencion de nuevas soluciones estéticas esféricamente
simétricas, a través del tensor de enrgia-momento de las ecuaciones de campo de Einstein, y
considerando la energia oscura como un campo cosmoldgico de quintaesencia. Para finalizar,
considerando el efecto que debe tener la expansion acelerada del Universo, debido a la presen-
cia de la energia oscura, se perturba consecuentemente la métrica de Schwarzschild al incluir
el factor de escala en los términos espaciales de la parte geométrica de las ecuaciones de Eins-
tein. Este trabajo brinda una nueva solucidn estatica esféricamente simétrica que describe la

estructura del espacio-tiempo con una clara dependencia del factor de escala.

51



3.1. DERIVACION DE LA SOLUCION DE SCHWARZSCHILD 52

3.1 Derivacion de la solucion de Schwarzschild

En ausencia de energia y materia, el tensor de energia-momento 7, es cero y (la parte sin traza

de) las ecuaciones de Einstein se reducen a [4]]

R, =0. (3.1)

A primera vista puede resultar extrafio que las ecuaciones del vacio admiten soluciones no-
triviales, aparte del espacio de Minkowski. Pero justo gracias a la no linealidad existe una gran
clase de soluciones no-triviales del vacio. Las métricas que satisfacen la ecuaciones del vacio
(3.1) se llaman Ricci-planas. Las soluciones que son Ricci-planas en general no son planas,
pero si son soluciones del vacio (en ausencia de una constante cosmoldgica).

La solucion de Schwarzschild es la solucion no-trivial més sencilla, debido a su gran cantidad
de simetria. Para empezar es estatica, lo que significa que no hay evolucién en el tiempo y por
lo tanto existe un sistema de coordenadas en que la métrica es independiente de la coordenada
temporal. Ademds no puede haber términos cruzados del tipo g,dtd’, ya que la presencia de
estos términos romperia la invariancia t — —t de las soluciones estaticas. Luego, la simetria
esférica implica que el espacio tiene una simetria S O(3), es decir, que es invariante bajo rota-
ciones ortogonales en tres dimensionesﬂ Existen por lo tanto unas coordenadas angulares 6y ¢

tales que las secciones espaciales ¢ = 1 se puedan escribir como

ds* = —f(r)dr2 — r2(d&* + sinzgdgoz), (3.2)

donde r es la coordenada radial. En principio el factor delante de la parte angular puede ser una
funcién arbitraria h%(r), pero con un cambio de coordenadas 7 = h(r) siempre se puede escribir

la métrica en la forma (3.2).

'0jo, esto no implica que las secciones espaciales sean R3. La solucién de Schwarzschild misma ya es un
contraejemplo, como veremos en breve.
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Sabemos que las ecuaciones de Einstein son demasiado dificiles de resolver directamente, pero
gracias a la simetria de la solucién de Schwarzschild podemos escribir una propuesta de la

forma

ds® = e 02dr — P04 — PA(de + sin*0dy?), (3.3)

con A(r) y B(r) dos funciones que quedan por determinar. Notese como la propuesta refleja la
simetria esférica y el hecho de que la solucidn es estdtica en la ausencia de términos cruzados y
el hecho de que A y B son funciones de r inicamente. La idea ahora es sustituir esta propuesta
en las ecuaciones del vacio (3.1)) para determinar A y B [4].

Los simbolos de Christoffel no-triviales vienen dados por (ejerc.):

I, = e?A-Bc2Ar Ffe =r, Fggj = cotd,

I =A, Iy, =r7, I, = —rsin’ 625, (3.4)
r o _ n/ ro_ -2B 0 _ :

I, =P, Ly, =—-re =, FW = —sinfcos0,

de modo que las componentes del tensor y el escalar de Ricci que no son cero son (ejerc.):

Rl‘t e —eZ(A_B)cz[A" + (A/)2 _ A/B/ + 2r—1A/]’

R, = A”+(A)Y-AB -2r'R,

Ry = e B[rA' —rB +1]-1, (3.5)
R,, = sin®6Ry,
R = —2eB[A” + (A —A'B +2r'' (A = B) +r 2] +2r 2,

donde la prima denota la derivada con respecto a r. Igualar todas las componentes del tensor
de Ricci a cero, como exigen las ecuaciones de Einstein, nos hace resolver un sistema de 4

ecuaciones diferenciales no-lineales acopladas para dos incégnitas. En principio este sistema
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estd sobredeterminado y no tiene soluciones, pero veremos que no todas las ecuaciones son

independientes.

—2(A—B)C—

Multiplicando R;, por e 2 y sumandolo con R,, obtenemos que

0=e24B2R, +R,, =-2r'"(A’ + B), (3.6)

de modo que
B =-A’, 3.7
o lo que es lo mismo, B(r) = —A(r) + ¢¢. La constante de integracién ¢y no tiene significado

fisico, ya que se puede absorber en una redefiniciéon de la coordenada temporal ' = e“t. Sin

pérdida de generalidad podemos poner ¢y = 0 y la solucién general de (3.6) es [4]

A(r) = =B(r).. 3.8)

Sustituyendo esta condicidn en la ecuacion para R,, encontramos

R, =A" +2(A)* +2r'A’ = 0. (3.9)

Haciendo el cambio de variable A’ = « se reduce el orden de (3.8) y queda

@ +2a*+2r'ta =0, (3.10)

siendo una ecuacion diferencial de tipo Bernoulli, reducible a través de otro cambio de varia-
ble a una ecuacién diferencial lineal de primer orden. Integrando directamente dicha ecuacién

obtenemos que

A =1 - 9. (3.11)
r
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donde —C es una constante de integracion con dimension de longitud L.

Se sabe que para soluciones estéticas de la ecuaciones de Einstein y con poca (o sin) curvatura la
componente g, de la métrica es proporcional al potencial gravitatorio newtoniano ® = —Gym/r.
Por lo tanto comparando este con g, de (3.13)), se puede identificar dicho potencial newtoniano
® = —C/r, donde C = 2¢ 2Gym siendo 2¢™2 el factor de proporcionalidad, por tanto (3.11)

queda ahora de la forma

2 GNm
ctor

A0 _

. (3.12)

No es dificil averiguar que (3.12) satisface idénticamente la ecuacién (3.9). Por lo tanto la

solucién de Schwarzschild viene dada por

-1
ds? = (1 _ E)dﬂ - (1 - ﬁ) dr* — r*dQ3, (3.13)
r

r

donde r, es el llamado radio de Schwarzschildy dQ2% = d6” +sin” 0dy? es el elemento de linea
de las dos-esferas S2.

Es util dedicar unas palabras a como compaginar el hecho de que por un lado la solucién de
Schwarzschild es una solucién del vacio, en ausencia de masas y energia, y por otra lado su
interpretacion es la de un espacio-tiempo con una masa m en el origen. La solucion de Sch-
warzschild (3.13)), por lo menos la parte con r > R, corresponde a la parte exterior del campo
gravitatorio causado por un objeto esférico con masa m y radio Ry > 2Gym/c? y por esto su
nombre mds correcto es la solucion exterior de Schwarzschild. Claramente el exterior de ese
objeto masivo es vacio y la solucién correspondiente es una solucién del vacio. Existe tam-
bién otra solucién (también encontrada por Karl Schwarzschild en 1916) que describe la parte

interior r < Ry donde se encuentra la estrella o el planeta, llamada solucion interior de Sch-

2El radio critico (tambien llamado por Laplace radio gravitacional) para la velocidad de escape, calculado con
métodos puramente newtonianos, coincide exactamente con el radio de Schwarzschild, el radio desde donde la luz
ya no puede salir hacia el exterior.



3.1. DERIVACION DE LA SOLUCION DE SCHWARZSCHILD 56

warzschild. El tensor de energia-momento de la solucién interior es un fluido perfecto, mientras
la solucién exterior, como ya hemos visto, es una solucién de vacio. Para el caso de un planeta
o una estrella con radio Ry, > 2Gym/c?, las dos soluciones enlazan suavemente en r = R,.

Otra propiedad de la solucién de Schwarzschild (3.13), es que para grandes valores de la coor-
denada radial r, el factor Gym/r < 1 y la métrica se aproxima cada vez mas a Minkowski en
coordenadas esféricas. En realidad, esto es de esperar a la luz de la interpretacion de la solucidén
como un objeto masivo en el origen. De la ley de Newton sabemos que la fuerza gravitatoria
de un objeto masivo decae como 1/7?, es decir, a grandes distancias la influencia de la presen-
cia del objeto es despreciable y el espacio se reduce a Minkowski. Soluciones que tienen esta
propiedad se llaman asintoticamente planas y se les puede ver como objetos aislados.
Finalmente, existe un teorema de unicidad para la solucién de Schwarzschild, llamado el teore-
ma de Birkhoff. Este teorema dice que la solucién exterior (3.13) es la tnica solucién esférica-
mente simétrica de las ecuaciones del vacio. En particular, no existen soluciones de vacio con
simetria esférica que no sean estaticas y si una solucidn de esta clase es estatica, es Schwarzs-
child. En otras palabras una bola de materia puede contraerse o una estrella puede explotar
conservando su simetria esférica, la solucién exterior siempre serd la misma métrica estdtica
@.13).

Sin dar detalles a groso modo la demostracionn de este torema consiste basicamente en de-
mostrar que la propuesta mds general con simetria esférica es la propuesta (3.3), sustituyendo
las funciones A(r) y B(r) por A(t,r) y B(t,r). Las ecuaciones de Einstein en seguida restringen
la dependencia de A y B a ser funciones tnicamente de r y el resto de la demostracion es la
misma que la que hemos hecho antes. El teorema de Birkhoff es un caso especial del teorema
de “no-hair” (no tiene pelo) para AN en general. Este teorema dice que cualquier AN cldsico
(no cudntico) esté caracterizado por solo tres cantidades fisicas: la masa, la carga eléctrica y el
momento angular. En el caso de soluciones esféricas del vacio, tanto la carga como el momento

angular son cero y por lo tanto solo el valor de m caracteriza la solucion[4].
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3.1.1 Una via expedita de derivacion

Aunque se derivo anteriormente la sulucion de Schwarzschild fue encontrada en esta investiga-
cioén una forma mds sencilla de obtenerla.

Retomando que [3.7]se sustituye en Ry se obtiene

Ry = e*B(-2rB' +1)-1,
(3.14)

1 = e?(-=2rB' + 1),

donde el mienbro derecho de la dltima expresion es la derivada de un producto, quedando de la

forma

= (re_ZB) =1, (3.15)

e integrando directamente queda

a

e =142, (3.16)

2
donde C = —%.

3.2 Agujeros Negros y quintaesencia

Se habia mencionado que observaciones astrondmicas recientes, muestran de una forma convin-
cente la expansion acelerada del universo, insinuando un notable estado de presion negativa. El
origen de esta presion negativa puede ser de dos tipos. El primero es la constante cosmoldgica,

y el segundo es la llamada quintaesencia con la ecuacién de estado dada por la relacion entre la
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presion p, y la densidad de energia p,, siendo p, = w,p, en el intervalo de -1 < w, < —1/3,
segln cudl sea la causa de la aceleraci(’)rﬂ En el caso limite cuando w, = —1, la extraordinaria
quintaesencia cubre el término de la constante cosmoldgica.

El horizonte exterior del espacio de Sitter difiere significativamente del horizonte interior de un
AN, el cual tiene asintéticamente un espacio plano muy lejano del AN [1]]. EL trabajo realizado
por el autor V.V.Kiselev en [1], es un punto importante de referencia para esta investigacion.
Del estudio de la métrica de Robertson-Walker en el horizonte futuro con el factor de escala de
aceleracion causado por la quintaesencia en [46, 47, y también de los estudios en [48), 149, 50,
J1]] se reconoce que la aceleracidn es un reto para la consecuente teoria de gravedad cudntica.
A raiz de esto se realiza en [1]] una investigacién de las ecuaciones de Einstein para una AN
estdtico y esféricamente simétrico, rodeado por quintaesencia y resuelto exactamente para una
opcion especifica de un pardmetro libre, que caracteriza el tensor energia-momento 7); de la
quintaesencia.

Considerando la métrica

ds?* = g, (rdr* — g, (dr* — r*(d6* + sin® 6 d¢?), (3.17)

y bajo la simetria esférica de un estado estatico podemos escribir una expresion general para las

componentes espaciales y temporales

3La restriccién fenomenolégica en el valor de wy estd dada en [42, 43| 144, 145]]
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T/ A(r),

T/ =0 (3.18)

T/ = C()ra! + B(r)s/

l

Luego, promediando adecuadamente se obtiene:

(T/y=D(r)s!,  D(r) = —3C(r*+ B(). (3.19)

Para la quintaesencia se tiene:

D(r) = —w,A(r) (3.20)

Por lo tanto se fija el pardmetro de estado w, de la expresion de la funcién D(r) como combi-
nacion de C(r) y B(r), en términos de densidad A(r), aunque w, por ella misma no proporciona
la informacién completa de la forma del tensor energia-momento en el caso estatico y esférica-
mente simétrico.

El problema con la quintaesencia libre bajo la condicién de C(r) = 0 fue considerado en [52] y
en [53} 154} 155, 156]]. El resultado fue una métrica, la cual no posee horizonte, “ni pelos”, ni AN;
la métrica no permite “abarcar el término agujero negro”.

En esta investigacioén se considera C(r) no nulo y proporcional a B(r), para que la solucién
exacta con el AN cargado o no cargado sea posible, incluyendo la generalizacién del espacio
asintoticamente plano o espacio de Sitter. El coeficiente constante apropiado C(r)/B(r) esté

definido por la condicién de aditividad y linealidad, lo que permite obtener los limites correctos
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para los casos bien conocidos de materia relativista del campo eléctrico, para un AN w, = 1/3,
para el polvo w, = 0, y para el extraordinario caso de la quintaesencia w = —1, la constante
cosmoldgica.

También se encontraron las soluciones exactas, en coordenadas estaticas y esféricamente simé-
tricas de las ecuaciones de Einstein para la quintaesencia, que producen los horizontes externos
en el intervalo de —1 < w, < —1/3 tanto en los casos de un estado libre como en el de un AN

rodeado por quintaesencia.

3.3 Solucion exacta en coordenadas estaticas

En la investigacion en [1]] se parte de construir una solucion general de las ecuaciones estaticas
esféricamente simétricas de Einstein con quintaesencia que satisface la condicion de aditividad
y linealidad, la cual permite tratar los problemas con el AN cargado o no cargado en el espacio
plano o de Sitter.

En las siguientes notaciones de [S7]], se parametriza el intervalo esféricamente simétrico del

campo estdtico gravitacional:

ds* = e'dr* — e'dr* — r*(df + sin® 6 d¢?), (3.21)

con la funcién v = v(r) y 4 = A(r). Luego, en unidades con la constante gravitacional G

normalizada por 47G = 1, las ecuaciones de Einstein toman la forma:
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2T = —e'=+—+ = (3.22)

1 2 ) '
o1 = 21 = —Ee_} (V" + XY 2.

La expresion general apropiada para el tensor de energia-momento de la quintaesencia estd dada

por:

T = pyw (3.23)

T’
nl

1

pan |—(1 +3B)—— + Bs/|, (3.24)

r T

por lo que la parte espacial es proporcional a la componente de tiempo con el pardmetro arbi-
trario B dependiendo de la estructura interna de la quintaesencia.

Donde promediando adecuadamente queda,
j @ j
(T77) = =p(r)30;" = =pg(r)5;, (3.25)

puesto que r;r/ = %61.] r,r". Por lo tanto se derivan las relaciones:

Pg = WyPy» Wy = la/, (326)

El estado de la quintaesencia tiene
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“l<w, <0 = -3<a<0. (3.27)

Podemos definir entonces el principio de aditividad y linealidad para la igualdad, considerando

la relacion entre los componentes de la métrica,

T'=T' = A1+v=0, (3.28)

r

sin pérdida alguna de la generalidad prevista para las coordenadas estéticas del sistema estable-
cido por lo indicado arriba de A + v = cte = 0, puesto que la constante puede ser anulada por
una apropiada redefinicién del tiempo.

Luego sustituyendo:

A==n(1+f) (3.29)

Se obtiene entonces una ecuacion diferencial lineal de f, por lo que

t r 1 /
) = T = _ﬁ(f+ rf’), (3.30)

1
Ty = T, = —E(Zf’ +rf"), (3.31)

La condicion de aditividad y linealidad establece el parametro libre del tensor energia-momento

para la materia

p=_ B2t (3.32)

6w,

Lo que implica:
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T/ = T =p, (3.33)
T = TS =—tp,Guw,+ 1) (3.34)
o = Lo T T5POY ; :

Haciendo uso de (3.30)-(3.31)) con (3.33)-(3.34), deducimos:

Bw, + Df +3(0 +w)rf +r*f" =0, (3.35)

con dos soluciones de la forma

C

fi = Gomm (3.36)
rs

fon = =, (3.37)

donde Cy r, son los factores de normalizacién. La funcién de fpy representa la solucién ordi-
naria de Schwarzschild con toda la masa del AN centrada en el punto origen, y esto coincide
con la opcion particular de materia en forma de polvo con w, = 0 en f;, lo cual da p, = 0 en
r#0.

Si se considera una densidad de energia positiva, p, > 0, entonces de la féormula

_ C 3w,

Pq = 9 FAlrw,)’ (3.38)

se deduce que el signo de la constante de normalizacién podria coincidir con el signo del para-

metro de estado de la materia,
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Cw, >0, (3.39)

indicando que C es negativa para la quintaesencia.

La curvatura tiene la forma

1 - 3w,

R=2T)=3Cw, — .

(3.40)

y esto tiene la singularidad en r = 0, si w, # {0,1/3,-1}.

Asi de esta manera se ha encontrado una forma de solucion exacta esféricamente-simétrica
para las ecuaciones de Einstein que describe un AN rodeado de quintaesencia con el tensor
de energia-momento, la cual satisface la condicion de aditividad y linealidad de acuerdo con

ecs.(3.33)-(3.34), tal que la métrica viene dada por

r 1"3“)‘1 +1

-1
g =|1-0__C ]dzz - [1 L O R pwe —sinedd?). (34D

donde r, = 2Gym/c?* teniendo en cuenta la velocidad de la luz ¢ # 1, m la masa del AN, yCla

constante de normalizacion.

3.3.1 Quintaesencia con parametro de estado w = —2/3.

Para la solucién anterior se pueden analizar los casos limites importantes, en el espacio asinto-
ticamente plano y de Sitter.

Por ejemplo, en el caso de un AN cargado y rodeado por el campo eléctrico estético esféricamente-
simétrico corresponde a el caso con parametro de estado de la materia relativista w = 1/3. Para
este caso, la solucion general @[) da la métrica de Reissner-Nordstrom o la de Schwarzschild

cuando la carga Q = 0, tal que considerando
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1
&n=—", (3.42)
queda
o @
gn=1- - + R (3.43)
yparaQ =0
Ty
gtt = 1 - ?, (3.44)

También existe el importante caso con quintaesencia, caracteristico por la eleccion de w, =

—2/3, estudiado mds detalladamente en ([ 1]]), para el cual se obtiene

T c re 1
gn=1-7- SBEDH [1 r C]’ (5:49)
y en el caso de la quintaesencia libre
1 C r
f= =l = [1 - E]' (3.46)

3.4 Meétrica de Schwarzschild perturbada.

En la investigacion en [1] tratada anteriormente, se obtiene a través del tensor de energia-
momento, una solucién estdtica y esféricamente simétrica de la ecuacioén de Einstein, la cual
describe un AN rodeado de quintaesencia, y satisface la condicion de linealidad y aditividad.

Segin [12] la métrica del espacio-tiempo para un AN tipo Reissner-Nordstrém rodeado por

quintaesencia puede escribirse de forma general como

ds* = f(rdf* — f(r)"'dr* — r*(d&* + sin® 0dy?), (3.47)
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donde comparando a la vez con (3.3)) y con (3.21))

2

2000 _ v _ _ rs 0 C
e =e'=fN=1-—+—= - ,
f() r r2 r3wq+1

(3.48)

Considerando el caso sin carga, o sea para Q = 0, se obtendria la métrica para el espacio-
tiempo de un AN de Schwarzschild rodeado de quintaesencia para una nueva solucidn estatica

esféricamente simétrica dada por:

C C

rg Iy _ .
ds®> = (1 - —- r3wq+1)dt2 —(1- —- r3wq+1) 'dr? — r*(d6* + sin” 6dy?), (3.49)
donde ahora
2A(F) _ Ts c
e =1-= - S (3.50)

Pero ahora trabajemos desde la parte geométrica de la ecuacion de Einstein, es decir se tomara
la propuesta ([3.3) y teniendo en cuenta que la EO estd presente en el modelo, se debe considerar
consecuentemente en la parte geométrica el factor de escala a(f) relacionado con la expansion

acelerada, de tal forma que (3.3)) queda siendo:

ds* = 0d? — a()*e*2Vdr? — a(t)*r*(d6” + sin® 0 dy?), (3.51)

con A(r) y B(r) dos funciones que quedan por determinar.

En busca de simplicidad se puede notar que el factor de escala ha sido colocado directamente
en la parte espacial de la propuesta, no es el resultado riguroso de un proceso matematico
formal, pero atn esta forma sencilla lleva a sistemas de gran complejidad que si pueden brindar
informacién valiosa acorde a la encontrada en la bibliografia.

La idea ahora es sustituir esta nueva propuesta en las ecuaciones del vacio (3.1)) para determinar

Ay B através de la parte geométrica de las ecuaciones de Einstein.
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Los simbolos de Christoffel no-triviales estdn dados por (ejerc.):

I, = 2U-Don, re, =r', I = coté,

I =A, ré,=r7, I, = —rsin’ ™%,

I, =8, I, =-re?®,  TJ =—sinfcosé, (3.52)
=4 =t I, = e,

I, =e?r? sin® 0%, T =%, T =4

de modo que las componentes del tensor de Ricci no nulas son (ejerc.):

2 2 -~ 2 2 _
R, — _%A//eZA—ZB _ [%A’ 2€2A_23 + 3a_a + L%A’B’€2A_ZB _ %2714,62'4 2B
2 . 2
R, = A"+A?-A'B —2B — G4+ 22524,
(3.53)
2 .o p— p— — 2 — —
Ry = —Z—Qaae 2A _yBe B 4 yA’e 2B — 22 ‘Cl—ze 2A 4 2B 1,
R, = sin’6ORy,

Ahora, tomando R, y R,, del conjunto (3.53) y haciendo

2 = o2 a2 52 42
_ a aa~ _ _ aa _ a-a _
Rye P — 4 R, = 3——= AP 2714 - — =2 _2p-1B - 2— =, (3.54)
Cc ac ac as c

queda

2\ 42
— | 5" -2r'(A" + B), (3.55)
(&

luego, considerando las relaciones
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H=¢ H=!-S=-i_p [ip*=4 (3.56)
se obtiene
a’ _a?
Rue P — 1+ R, =2H—="" -2 (A" + B) =0, (3.57)
C C
si se divide por ¢*2-24 queda
. a2
2H— - 7271 (A + B') = 0, (3.58)
C
donde
. a2
2H— =P 27\ (A" + B) = -1 =T, (3.59)
C
por tanto
—2r'A"+ B) = (3.60)

y si consideramos el caso sin expansion acelerada y por lo tanto con factor de escala nulo, de la
relacion anterior queda A = 0, se obtiene entonces
-2r''A +B) =0, (3.61)
que es efectivamente lo obtenido en para la obtencion de la métrica de Schwarzschild.
De (3.59) también resulta
I'=-2r'(A"+ B (3.62)

donde
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.a?
I'=cte = ZHE. (3.63)

Considerando nuevamente las relaciones (3.56) y sustituyendo en R,, se tiene

2

R, = A"+ A2 —A'B ~27'B ~ 5 (H + H? +2H?) &2, (3.64)
c

o mejor, efectuando y considerando (3.59)

r 2
Ry = A"+ A7 4B 2B~ (5 + 3H2%)623_2A, (3.65)
y haciendo
r a?
A=|=+3H=], 3.66
(2 c2) (3.66)
queda
7 ’2 ! D/ -1 pr 2A-2B I 2(’12
(A +A2-AB -2r B)e =A=5+3H 7, (3.67)

donde despejando B’ de (3.59) y sustituyendo en la expresién anterior se obtiene

rA’
2

2
(A” +2A"% + ZA 2) A28 r( + 1) =A. (3.68)
r

Utilizando las relaciones anteriores, y modificando Ry, del conjunto (3.53)) por un procedimiento

andlogo al realizado anteriormente para R,, se obtiene

2471 24 r
( + —)eZA-ZB _8 A+ 5 (3.69)

ror? r?
Las ecuaciones (3.68)) y (3.69) conforman el sistema de ecuaciones del modelo considrado, con

A(r) y B(r) como funciones incognitas a determinar.
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La notable complejidad de este sistema al tener ecuaciones no lineales y de segundo orden,

dificulta la resolucién analitica y lleva al tratamiento por métodos numéricos del problema; sin

embargo se realizard una construccion analitica de la expresion (3.69) a partir de la estructura

(3.50) obtenida para e*A” = ¢ en [1]], lo cual implicaria la reobtencién de los resultados por

una via diferente a la utilizada en [1]], donde se trabajé con el tensor de energia-momento y no

con la parte geométrica de las ecuaciones de Einstein.

Entonces, para el procedimiento de reconstruccion de (3.69) se considerarfa

r
e = (1 - = +6) =e¢ 2B,
r
por tanto

2A 2B Fs 2
ele =1-—=+96]|,
r

con ¢ = d(r), siendo esta la nueva funcién incégnita de r a determinar.

De manera consecuente y teniendo en cuenta las relaciones (3.70) y (3.71) se hace

(3.70)

(3.71)
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eZA 2A/

I
—_—
=]
—+

|2
—+
2
~——

2A’ 1 /r, , T -1
= —(—+5)(1——+6) ,

2 1 L(ry rs -1
+-5 = —(—+5)(1——+5) + =
r r r

’ 2
(2A +l)e2A‘23 = l(E+5')(1—E+5)+l(1—ﬁ+6),

r r2

20 1\ 54,5 € l(rs ,) 1 ( ry ) 1 ( ry )2
+ = -— = |[=-|=+d)-=|{l-—+6)|+= (1l -—+6],
( r rz)e r? r\r? r? r r r

Donde ya en la expresion anterior se ha logrado construir el miembro izquierdo de la ecuacion
(3.69), por lo que los términos resultantes en el miembro derecho de (3.72)) son ademads igual al

miembro derecho de la ecuacion original (3.69), quedando

72 r r2

[1(24_5’)_1](1_5+5)+l(1—ﬁ+6)2:A+g, (3.73)

de donde sigue
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(5 va)e (12 1)L r(a+})

r? r r r 1-2+6
r -
, (A+§) 1 1 T T
0 Zit§:3+;‘;@‘7+@‘ﬁ’
g o TArs)
(1-Z+s)
. rz(A+g)—5(1—%+5), a7
(1-2+06)r

donde considerando K = A +I'/2 y despejando rK queda
6 s
QY+-)(1—5;+5):rK; (3.75)
r r

la cual es una nueva ecuacion diferencial con 6(r) como funcién incognita. Esta puede ser

transformada haciendo el cambio de variable u = 1/r que implica las relaciones

% = —rlz = —MZ’ 6’ = % = %% = 5”2, (376)
por lo que
5. 1
(26 + ud) (1 - ur, +6) = —K. (3.77)
u

Las ecuaciones (3.75) y (3.77) son simplemente dos variantes para la determinacién de 6(r),
donde segtn (3.50) 6(r) tiene la forma

5(r) = r% (3.78)
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donde @ = 3w, + 1

Tomando (3.75) y multiplicando por r se obtiene

(6’ +6) (1 Dy 5) - K, (3.79)
r

donde se aprecia que (r¢’ + 0) es la derivada de un producto, por lo que

(o)’ (1 Iy 5) - K, (3.80)
0 mejor
2
K
o) = — = (3.81)
O—$+®

Para (3.81) se tratan casos limites de r de importante significado fisico, los cuales a su vez
permiten hacer simples aproximaciones favorables para la integracion de la expresion.

Por ejemplo tenemos el caso notable de r > r; muy lejos del cuerpo esférico, para el cual

(ro) = K . (3.82)

ya que ry/r tomaria un valor despreciable, luego si se considera que C/r“ crece, para un @ < 0

y considerando que r es muy grande, 6 > 1, por lo que se puede escribir

2

K
(o) ~ %, (3.83)

que multiplicando por r y despejando queda

ré d(ré) = r*drk, (3.84)

e integrando,
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> 2K
S~ ++|K= + 221 (3.85)
2 r2

Siendo (3.85)) una de las formas buscadas de § y como r es muy grande, el termino 2K, /r* = 0,

quedando

|K
o~ =+ 5 , (3.86)

donde comparando con (3.78)), resulta que @ = —1 y C = ++vK/2, lo que significa que si
a = (3w + 1) entonces w = —2/3, coincidiendo este valor del pardmetro de estado w con el

reportado en [1, Seccién 3] en el ejemplo estudiado detalladamente.

Luego teniendo en cuenta (3.70) y (3.86) queda que

) K
eZAz(l—%i w/Er), (3.87)
[k
A~ (1 43 r], (3.88)

quedando la nueva métrica de la forma

ds* = (1 + \/g r] dr — a(ty ————

1+ r)

—

dr’ — a(t)? r*( d6* + sin® 0 dp?), (3.89)

oI



Conclusiones

Tras realizar el trabajo fundamental para cumplir los objetivos propuestos se llega a las conclu-

siones:

1. Al realizar una revision actualizada sobre la solucion exacta del vacio de materia, relativa
al caso estatico y esféricamente simétrico se encuentra que finalmente, existe un teore-
ma de unicidad para la solucién de Schwarzschild, llamado el teorema de Birkhoff. Este
teorema dice que la solucion exterior (3.13)) es la tnica solucion esféricamente simétrica
de las ecuaciones del vacio. En particular, no existen soluciones de vacio con simetria es-
férica que no sean estdticas y si una solucién de esta clase es esttica, es Schwarzschild.
En otras palabras, los resultados obtenidos al perturbar la métrica o considerar la energia

oscura, no son mas que variantes de la forma de la clasica solucion estatica de vacio.

2. Al actualizar los conceptos relacionados con la expasion del Universo, en particular la
energia oscura en forma de campo cosmoldgico de quitaesencia, se encuentra que defini-
tivamente la expansion es un hecho innegable, que ocurre de forma acelerada debido al
caracter repulsivo de la energia oscura, y afecta todas las regiones del universo jugando

un papel definitivo en el destino del mismo.

3. Alrealizar una revision bibliogréfica sobre los posibles efectos de energia oscura sobre la
métrica de Schwarzschild, se encuentran en confiables investigaciones que sirven como

antecedentes de esta, que la consideracion de la energia oscura indudablemente transfor-

75
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ma la clasica solucidn del vacio esféricamente simétrica en nuevas variantes de la forma

de la solucion.

4. Al aplicar el método perturbativo a la métrica de Schwarzschild analizando el posible
efecto de la expansion del universo sobre dicha métrica, resulta una nueva variante de
la solucion de vacio esféricamente simétrica, la cual se corresponde con los resultados
obtenidos en [1] y [12] para el caso determinado donde el pardmetro de estado w es igual

a-2/3.



Recomendaciones

A medida que se realiz6 el trabajo en la tesis se reconocieron las posibles vias de trabajo que

pudieran conducir a resultados importantes y no fueron tratadas, entre estas estin:

e Se propone la extension de este trabajo a la métrica de Kerr, donde se incluye la rotacion,
acercandose asi ain mds a la real caracteristica rotaiva de los AN, como el supuesto

presente en el centro de nuestra galaxia.

7
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