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Lorentz-breaking理论不仅对弯曲时空背景有影响, 而且对于在弯曲时空中的玻色子和费米子的动力学

方程都有一定的修正. 因此, 我们需要在不同的黑洞时空中对玻色子和费米子的量子隧穿辐射进行适当的修

正. 从而得到经过 Lorentz-breaking理论修正后的黑洞 Hawking温度等物理量的新表达式及其物理意义. 本

文根据Einstein-Bumblebee引力理论中得到的Kerr-Sen-like (KSL)黑洞时空度规, 在标量场作用量中引入 aether-

like场矢量修正项和弯曲时空中的 d’Alembert算符并应用弯曲时空中的变分原理 , 研究了此时空度规中的

Lorentz-breaking修正项及 KSL时空中自旋为零的含有 Lorentz-breaking修正项的玻色子动力学方程的新形

式. 通过正确选择与 KSL时空度规相对应的 aether-like场矢量, 求解修正的玻色子动力学方程, 得到了修正的

量子隧穿率 , 并在此基础上研究了含有 Lorentz-breaking修正项的此黑洞的 Hawking温度和 Bekenstein-

Hawking熵 . 此外 , 还研究了 Lorentz-breaking效应对玻色子正、负能级分布及其能级交错的最大值的影响 ,

从而得出此黑洞时空中的量子非热辐射的条件. 最后对所得到的一系列结果的物理意义进行了深入的讨论.
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1   引　言

在场论和量子引力理论的研究过程中, 研究者

们发现在高能领域的 Lorentz不变性需要进行

Planck尺度量级的修正. 因此, 在弯曲时空中考虑

Lorentz-breaking的影响是值得深入研究的课题.

Lorentz色散关系是现代物理学的基本关系, 广义

相对论和量子场论都是建立在这个基本关系基础

之上的理论 . 对标量场和旋量场理论模型的

Lorentz-breaking修正的相关课题研究已引起广泛

关注. 最先知道的 Lorentz-breaking项是 Carroll-

Field-Jackiw (CFJ)项 [1–3], 在随后的研究过程中,

aether-like修正项和 Chiral修正项也已被研究. 研

究者们在平直时空和弯曲时空弯曲时空中的标量

场方程和旋量场方程加入了 Lorentz-breaking项

的修正. 在这些场方程修正的基础上, 还对标量粒

子和旋量粒子的动力学方程进行了正确的修正, 得

到了一系列有意义的研究结果 [4–23]. 这些 Lorentz-

breaking修正效应已在经典和量子两个方面得到

一系列有意义的研究 [24–30]. 在弯曲时空中研究

Lorentz-breaking的影响应该考虑到两个方面内

容, 其一是 Lorentz-breaking理论对弯曲时空背景

的影响, 其二是 Lorentz-breaking理论对弯曲时空

中的标量场和旋量场方程的影响. 在弯曲时空背景

不变的情况下, 对标量场和旋量场的方程分别进行

修正, 并在此基础之上, 对静态、稳态和动态黑洞

的量子隧穿辐射进行修正, 从而对黑洞 Hawking

温度和 Bekenstein-Hawking熵进行修正, 这一方

面的研究工作已有报道 [15–30]. 考虑到 Lorentz-
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breaking理论对弯曲时空背景的影响并且考虑到

玻色子或费米子在此时空背景下的动力学方程的

修正是一项有意义的研究工作, 所以相关工作还需

要继续深入开展.

本文主要是根据 Einstein-Bumblebee引力理

论和一个被修正的 KSL黑洞的时空度规, 对标量

场方程进行正确修正 , 并研究此黑洞的修正的

Hawking温度和 Bekenstein-Hawking熵及量子隧

穿率的物理意义. 为了深入探讨, 还研究了 KSL黑

洞的量子非热效应. 第 2节介绍 Lorentz-breaking

对稳态弯曲时空背景的影响, 同时介绍在弯曲时空

背景中标量场及玻色子动力学方程的修正形式及

其物理意义. 第 3节研究 KSL黑洞的量子隧穿辐

射特征和量子非热辐射特征, 第 4节是对文中所用

研究方法及所得结果的深入讨论. 

2   Lorentz-breaking理论和KSL黑洞
时空中的玻色子动力学方程

uµ uµuµ = const uµ

uµuµ

Einstein建立的广义相对论引力理论是一个

不可重整化的引力理论, 这就导致引力论和量子论

结合的量子引力理论以及物理学中的大统一理论

至今无法被构建起来. 因此, 自从 1915年 Einstein

发表广义相对论至今, 物理学和天文学的相关研究

人员持续地研究修正的引力理论. 对广义相对论进

行修正的思路主要有两种: 其一是对 Einstein方程

等式左边进行修正, 也就是对场方程的几何部分进

行修正, 其二是对 Einstein引力理论的物质场方程

部分进行修正. 修正的引力理论有多种形式, 例如

超对称理论、圈量子引力理论、标量张量引力理

论、Horava-Lifshitz引力理论、Einstein-aether引

力理论等. 其中 Einstein-aether引力理论是一种

Lorentz-breaking的理论, 该理论通过在广义相对

论中引入 aether-like矢量场进行修正, 要求 aether-

like矢量   满足   . 这里   不再是常

矢量, 但是要   缩并的结果为常数. 在这些修

正的引力理论中, Einstein-aether-like理论是一个

不通过后牛顿近似与广义相对论相区别的引力理

论. Bumblebee引力理论是一个有效的引力场理

论 , 可以称之为 Einstein-Bumblebee理论 . 由于

Lorentz-breaking, 此引力场的作用量修正为 [31]
 

S =

∫
d4x

√
−g

{ 1

16πGN

[
R+ σBµBνRµν

− 1

4
BµνBµν − V (Bµ)

]}
, (1)

V = V (Bµ)

V = V (BµB
µ ± b2)

其中, GN 是牛顿引力常数; σ 是一个实的耦合常

数 , 其实际意义是一个非最小耦合常数 , 且是

Einstein引力场与 Bumblebee矢量场 Bμ 之间的

非最小耦合常数; V 表示势并且  , 考虑

到 Lorentz-breaking,    . 根据文

献 [31]的研究结果, 在 Einstein-Bumblebee引力

中的 KSL黑洞时空线元用 Boyer-Lindquist坐标

表述为 

ds2 =−
(
1− 2Mr

ρ2

)
dt2 − 4Mra

√
1 + ℓ

ρ2
sin2θdtdϕ

+
ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2 +

Asin2θ
ρ2

dφ2, (2)
 

∆ = [r (r + b)− 2Mr]/(1 + ℓ) + a2, (3)
 

ρ2 = r (r + b) + (1 + ℓ) a2cos2θ, (4)
 

A=[r(r+b)+(1 + ℓ)a2]
2 −∆(1+ℓ)

2
a2 sin2 θ. (5)

a = J/M

ℓ

b = Q2/M

这里, M 是此黑洞的质量,   是黑洞的单位

质量的角动量 , J 是此黑洞的角动量 .    是由于

Lorentz-breaking引起的对时空背景的修正项 ,

b 为荷电参数, 且   . 根据 (2)式—(5)式,
可以计算出与 (2)式对应的度规行列式和非零的

逆变度规张量的分量分别为

  

g =− (1 + ℓ)sin2θ[r (r + b) + (1 + ℓ) a2

− (1 + ℓ) a2sin2θ]2, (6)
 

 

gtt = −ρ2

∆

Asin2θ
g

= −ρ2

∆

A

(1 + ℓ) [r (r + b) + (1 + ℓ) a2 − (1 + ℓ) a2sin2θ]2
, grr =

∆

ρ2
, gθθ =

1

ρ2
,

gϕϕ = −ρ2

∆

ρ2 − 2Mr

g
=

ρ2

∆

r (r + b)− 2Mr + (1 + ℓ) a2cos2θ

(1 + ℓ) sin2θ[r (r + b) + (1 + ℓ) a2 − (1 + ℓ) a2sin2θ]2
,

gtϕ = gϕt = −ρ2

∆

2Mra(1 + ℓ)
1/2sin2θ

g
=

ρ2

∆

2Mra

(1 + ℓ)
1/2

[r (r + b) + (1 + ℓ) a2 − (1 + ℓ) a2sin2θ]2
. (7)
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F (xµ) = 0 nµ =
∂F

∂xµ

对于 (2)式描述的 KSL黑洞是一个旋转的稳

态黑洞 , 此黑洞的事件视界面满足曲面方程

 , 可知其法矢量  , 法矢量的长

度定义为 

nµn
µ = gµνnµnν = gµν

∂F

∂xµ

∂F

∂xν
.

我们可以定义此黑洞的零超曲面方程为 

gµν
∂F

∂xµ

∂F

∂xν
= 0. (8)

rH由方程 (8)可确定此黑洞的事件视界   所满足的

方程. 把 (7)式代入 (8)式中, 得到 

grr
(
∂F

∂r

)2

= 0, (9)

grr = 0 ∆|r=rH =
r (r + b)− 2Mr

1 + ℓ
+ a2 = 0

rH

即   ,    . 所

以此黑洞事件视界  满足: 

r2H + brH − 2MrH + (1 + ℓ) a2 = 0. (10)

rH

由此可见, 由于 Lorentz-breaking引起的时空背景

的改变, 导致此黑洞的事件视界位置  发生变化.

由方程 (10)可知, 此黑洞的外视界和内视界分别

表述为 

r+ = M − b

2
+

√
(b− 2M)

2 − 4a2 (1 + ℓ), (11)
 

r− = M − b

2
−
√
(b− 2M)

2 − 4a2 (1 + ℓ). (12)

根据时空度规 (2)式, 文献 [31]研究了此黑洞

的影子, 文献 [32]研究了通过磁重联提取此黑洞的

能量. 以下内容将是对此黑洞熵修正的相关研究,

这是还未深入研究的课题. 为了研究黑洞熵, 以下

考虑 Lorentz-breaking理论对标量场方程的修正.

uα

uαuα = const

对平直时空而言, aether-like场矢量   是一

个常矢量, 自然满足   . 由于 Lorentz-

breaking, 平直时空中标量场作用量为 

Sf =
1

2

∫
d4x

[
□φ2 + λ(uα∂αφ)

2
+m2φ2

]
. (13)

δSf = 0由变分原理可知, 由  可以确定标量场方程.

注意到变分与积分可交换秩序, 由 (13)式和变分

原理可以得到平直时空中的修正的标量场方程

如下: 

□φ+ λuαuβ∂α (∂βφ) +m2φ = 0, (14)

其中, 四维Minkowski时空中的 d’Alembert算符为 

□ =
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

+
∂2

∂x2
4

,

x1 = x, x2 = y, x3 = z x4 = ict = ix0坐标  ,   .

ds2 =

−
(
dx0

)2
+ (dx1)

2
+ (dx2)

2
+ (dx3)

2

+2 □

在此四维 Minkowski时空中的线元  

 , 显然, 此时空

度规的号差为  .   的含义是标量场的梯度的散

度运算符号. 如 (2)式所示, 在四维弯曲时空中, 考

虑到 Lorentz-breaking理论的修正意义, 标量场的

作用量被修正为
 

Sc=
1

2

∫
d4x

√
−g

[
□̃φ

2
+λ(uα∂αφ)

2
+m2φ2

]
. (15)

uα □̃

□̃

其中   是 aether-like场矢量, λ是耦合常数,   

是弯曲时空中的 d’Alembert算符, 在弯曲时空中,

 的含义是标量场的梯度的散度运算符号. 根据

(15)式和变分原理:
 

δSc = 0, (16)

即
 

δ

{
1

2

[
□̃φ

2
+ λ(uα∂αφ)

2
+m2φ2

]}
= 0. (17)

∂;µφ = ∂,µφ =

∂µφ

λuα∂αφ uβ∂βφ

对此变分运算而言, 我们需要对弯曲时空中的

协变微商进行详细说明. 在弯曲时空中, 一个标量

场的协变微商等于其普通微商, 即  

 . 注意到缩并指标在广义相对论中的规范写

法. 方程 (17)的第 2项应该写成     ,

这仍然是一个标量, 因此变分计算如下:
 

δ
(
λuα∂αφu

β∂βφ
)

=λδ (uα∂αφ)
(
uβ∂βφ

)
+ λ (uα∂αφ) δ

(
uβ∂βφ

)
= 2λuαuβ∂α (∂βφ) (∂αφδx

α) . (18)

□̃由于变分运算与  的运算可以交换秩序, 因此

可以得到
 

δ
(
□̃φ

2
)
= 2□̃φ

∂φ

∂xα
δxα = 2□̃φ∂αφδx

α. (19)

δ
(
m2φ2

)
= 2m2φ

∂φ

∂xα
δxα = 2m2φ∂αφδx

α

∂αφδx
α

注意到   ,

所以由方程 (17)—(19)可知, 略去共同项  

之后, 得到修正后的标量场方程为
 

□̃φ+ λuαuβ∂α (∂βφ) +m2φ = 0, (20)

□̃φ其中  在弯曲时空中的表达式为
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□̃φ = div (gradφ) = div
(
gµν

∂φ

∂xν

)

=
1√
−g

∂

∂xµ

(√
−ggµν

∂φ

∂xν

)
. (21)

则 (20)式可表达为 

1√
−g

∂

∂xµ

(√
−ggµν

∂φ

∂xν

)
+ λuµuν ∂

∂xµ

(
∂φ

∂xν

)
+m2φ = 0. (22)

m

(20)式是修正后的标量场方程, 实际上这是自

旋为零的标量场方程, 是一个修正后的Klein-Gordon

方程. 此方程可以用于研究自旋为零, 质量为  的

标量粒子的动力学行为. 以此方程为依据, 可以研

究不同弯曲时空中的量子隧穿辐射特征并对修正

后的 Hawking温度等重要的物理量进行研究. 以

下针对 KSL黑洞, 研究此黑洞的修正的 Hawking

温度, Bekenstein-Hawking熵和粒子正负能级分

布特征. 

3   对 KSL黑洞量子隧穿辐射的修正

为了在 KSL黑洞时空中求解方程 (22), 选择

aether-like矢量的分量: 

ut = ct/
√
gtt, utut = ututgtt = C2

t ,

ur = cr/
√
grr, urur = ururgrr = C2

r ,

uθ = cθ/
√
gθθ, uθuθ = uθuθgθθ = C2

θ ,

uϕ = cϕ/
√
gϕϕ, uϕuϕ = uϕuϕgϕϕ = C2

ϕ. (23)

uµ显然  满足:
 

uµuµ = C0 (const.) . (24)

φ

根据 WKB理论和黑洞的量子隧穿辐射理论, 方

程 (22)中的   是标量场波函数, 微观粒子的作用

量用 S 表示. 则波函数与作用量 S 的联系表示为
 

φ = φoe
i
ℏS , (25)

把 (25)式代入 (22)式中, 可得
 

gµν
∂S

∂xµ

∂S

∂xν
+ λuµuν ∂S

∂xµ

∂S

∂xν
−m2 = 0. (26)

m

q

这是质量为   , 自旋为零的标量粒子的动力学方

程, 这个标量场方程是 Lorentz-breaking理论修正

后的方程. 如果考虑荷电为  的自旋为零的标量粒

子, 那么 (26)式将改写为
 

(gµν+λuµuν)

(
∂S

∂xµ
−qAµ

)(
∂S

∂xν
−qAν

)
−m2=0,

(27)

Aµ m q其中   是电磁势. (27)式是质量为   , 荷电为   ,

自旋为零的标量粒子的动力学方程, 这个标量场方

程也是 Lorentz-breaking理论修正后的方程.

Γ

Γ exp (−2ImS±)

在 KSL时空背景中求解方程 (26), 就可以研

究量子隧穿辐射特征, 并对修正后的量子隧穿率  ,

Hawking温度等重要的物理量进行研究. 根据黑洞

的量子隧穿辐射理论, 黑洞事件视界处的量子隧穿

率为  . 为了求解方程 (26), 对修正

项进行如下说明: 

 

λuµuν ∂S

∂xµ

∂S

∂xν
= λ

[
utut

(
∂S

∂t

)2

+ urur

(
∂S

∂r

)2

+ uθuθ

(
∂S

∂θ

)2

+ uϕuϕ

(
∂S

∂ϕ

)2

+ 2utuϕ ∂S

∂t

∂S

∂ϕ

]

+ 2λ

[
utur ∂S

∂t

∂S

∂r
+ utuθ ∂S

∂t

∂S

∂θ
+ uruθ ∂S

∂r

∂S

∂θ
+ uruϕ ∂S

∂r

∂S

∂ϕ
+ uθuϕ ∂S

∂θ

∂S

∂ϕ

]
. (28)

(2λ) ur

√
∆ r → rH

√
∆|r→rH = 0(

utuθ ∂S

∂t

∂S

∂θ
+ uθuϕ ∂S

∂θ

∂S

∂φ

)
此方程中有 5项含   的项, 其中与   有关

的 3项都与  有关, 当  时  , 另

外二项之和是  , 因此有
  [

∆

(
utuθ ∂S

∂t

∂S

∂θ
+ uθuϕ ∂S

∂θ

∂S

∂ϕ

)]∣∣∣∣
r→rH

= 0. (29)

注意到:
 

ur = Cr/
√
grr =

√
∆/ρ,

utut = ututg
tt = C2

t g
tt,

urur = ututg
rr = C2

r g
rr,

uθuθ = uθurg
θθ = C2

θg
θθ,

uϕuϕ = uϕuϕg
ϕϕ = C2

ϕg
ϕϕ, (30)

r → rH所以考虑到方程 (28)和 (30), 当  时, 方程 (26)

可以简化为 
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gtt
(
1 + λC2

t

)(∂S

∂t

)2

+ grr
(
1 + λC2

r

)(∂S

∂r

)2

+ 2gtφ
(
1 + λC2

t

) ∂S
∂t

∂S

∂ϕ

+ gθθ
(
1 + λC2

θ

)(∂S

∂θ

)2

+ gϕϕ
(
1 + λC2

ϕ

)(∂S

∂ϕ

)2

−m2 = 0. (31)

(
∂

∂ϕ

)α ∂S

∂ϕ
= n (const.)

这是稳态轴对称 KSL黑洞时空中的自旋为零的玻色子动力学方程的 Lorentz-breaking修正形式. 此弯曲

时空中存在 Killing矢量  , 因此  . 方程 (31)中的 S 可以分离变量, 即
 

S = −ωt+R (r) +Θ (θ) + nϕ. (32)

把方程 (32)代入方程 (31)中可得
 

∆

ρ2
(
1 + λC2

r

)(dR
dr

)2

− ρ2

∆

(
1 + λC2

t

)
ω2

{[
r (r + b) + (r + ℓ) a2

]2 −∆(1 + ℓ)
2
a2sin2θ

}
(1 + ℓ)

[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2 − (1 + ℓ) a2sin2θ

]2
− 2

ρ2

∆

(
1 + λC2

t

)
× ωan (2mr)

(1 + ℓ)
1
2
[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2 − (1 + ℓ) a2sin2θ

]2
+

ρ2

∆

(
1 + λC2

ϕ

)
n2

[
r (r + b)− 2mr + (1 + ℓ) a2

(
1− sin2θ

)]
(1 + ℓ)

[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2

(
1− sin2θ

)]2 + gθθ
(
1 + λC2

θ

) [dΘ (θ)

dθ

]2
−m2 = 0. (33)

ρ2
[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2 − (1 + ℓ) a2sin2θ

]2
C ′

此方程两边同时乘以  , 并对此方程进行变量分离. 设分离变量出

现的常数为  , 那么由方程 (33)可得
  (

1 + λC2
r

) [
r (r + b) + (1 + ℓ) a2

]2
∆2

(
dR
dr

)2

−
(
1 + λC2

t

)
ω2

1 + ℓ

[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2

]4
− 2

ωan (2Mr)
(
1 + λC2

t

)
(1 + ℓ)

1
2

[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2

]2 − n2a2
(
1 + λC2

ϕ

) [
r (r + b) + (1 + ℓ) a2

]2
−∆m2

[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2

]
−∆C ′ = 0. (34)

由 (3)式可知,
 

2Mr = r (r + b) + (1 + ℓ) a2 −∆ (1 + ℓ) ,

因此, 由方程 (34)得到
 

∆2

(
dR
dr

)2

−
ω2

(
1 + λC2

t

)
(1 + ℓ) (1 + λC2

r )

[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2

]2
+ 2

ωan (2Mr)

(1 + ℓ)
1
2 (1 + λC2

r )

(
1 + λC2

t

)

− n2a2 −∆
m2

[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2

]
− C ′

(1 + λC2
r ) [r (r + b) + (1 + ℓ) a2]

2 = 0. (35)

由此方程可知:
  (

dR
dr

)2

=
1

∆2

[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2

]2 1 + λC2
t

(1 + ℓ) (1 + λC2
r )

{
ω2 − 2

(1 + ℓ)
1
2
[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2 −∆ (1 + ℓ)

]
[r (r + b) + (1 + ℓ) a2]

2

×anω +
(1 + ℓ)

[r (r + b) + (1 + ℓ) a2]
2n

2a2 +∆
(1 + ℓ)m2

[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2

]
− (1 + ℓ)C ′

[r (r + b) + (1 + ℓ) a2]
4
(1 + λC2

t )

}
. (36)

由此, 可以得到两个结论, 一是方程 (36)左边是正实数, 必然要求右边也是正实数, 因此可得
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{
ω2 − 2ωan

(1 + ℓ)
1
2
[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2 −∆ (1 + ℓ)

]
[r (r + b) + (1 + ℓ) a2] 2

+
(1 + ℓ)n2a2

[r (r + b) + (1 + ℓ) a2]
2

+∆
(1 + ℓ)m2

[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2

]
− (1 + ℓ)C ′

(1 + λC2
t ) [r (r + b) + (1 + ℓ) a2]

4

}
⩾ 0. (37)

由方程 (37)可以确定粒子能级分布. 由方程 (36)得到的第 2个结论是: 

dR±

dr
|r→rH = ±rH (rH + b) + (1 + ℓ) a2

∆|r→rH

√
1 + λC2

t

(1 + λC2
r ) (1 + ℓ)

[
ω −

√
(1 + ℓ)

na

rH (rH + b) + (1 + ℓ) a2

]

= ±rH (rH + b) + (1 + ℓ) a2

∆|r→rH

√
1 + λC2

t

(1 + λC2
r ) (1 + ℓ)

(ω − ω0) , (38)

其中, 

ω0 =
an

√
1 + ℓ

rH (rH + b) + (1 + ℓ) a2
,

∆|r→rH
= [r2 + br − 2Mr + (1 + ℓ

)
a2
]
r→rH

. (39)

r ̸= rH ∆ ̸= 0 r = rH ∆ (rH) = 0

dR±|r→rH
∼ dr

∆|r→rH

R± ∼
∫

dr
∆|r→rH

当   时 ,    , 当   时 ,    . 由

 可知,   , 这里

被积函数有一个一阶极点. 所以, 应用留数定理对

方程 (38)两边积分, 得到 

R± =
±iπ

[
rH (rH + b) + (1 + ℓ) a2

]
2rH − 2M + b

×
[

1 + λC2
t

(1 + λC2
r ) (1 + ℓ)

] 1
2

(ω − ω0) . (40)

根据 WKB近似理论和黑洞量子隧穿辐射理论 ,

KSL黑洞的量子隧穿率的表达式为 

Γ ∼ exp (−2ImS±)

= exp (−2ImR±) = exp
(
−ω − ω0

TH

)
, (41)

其中, 

TH =
2rH − 2M + b

4π [rH (rH + b) + (1 + ℓ) a2]

(
1 + λC2

r

1 + λC2
t

) 1
2

× (1 + ℓ)
1
2 . (42)

Γ rH

Γ TH ℓ b λ C2
t

C2
r uµ =

(
ut, ur, uθ, uϕ

)
Γ

TH Ct Cr uµ

由 方 程 (41)和 方 程 (42)可 见 , 由 于 Lorentz-

breaking效应, 时空背景的修正和粒子动力学方程

的修正都对粒子隧穿率  和此黑洞事件视界  处

的 Hawking温度有修正.    和   与   ,    ,    ,   

和   有关. 前面定义的   , 在  

和   的表达式中只有   和   , 这就说明   的

time-like分量和 space-like分量对粒子量子隧穿

率和黑洞温度有修正的意义. 由于黑洞表面引力

与 Hawking温度存在确定的关系, 因此把 (42)式

改写为
 

TH =
κ

2π
, (43)

其中, κ就是 KSL黑洞事件视界处的表面引力, 即
 

κ=
2rH − 2M + b

2 [rH(rH+b)+(1+ℓ)a2]

(
1 + λC2

r

1 + λC2
t

) 1
2

(1+ℓ)
1
2 .

(44)

方程 (41)—(44)就是 Lorentz-breaking对 KSL黑

洞时空中自旋为零的玻色子隧穿辐射修正的结果.

SBH

此外黑洞物理中的热力学演化的重要物理量

之一是黑洞熵. 根据黑洞热力学第一定律, KSL黑

洞的 Bekenstein-Hawking熵   由以下方程确

定, 即
 

dM = THdSBH +ΩdJ +QdV. (45)

由此可知:
 

SBH =

∫
dSBH =

∫
dM −ΩdJ −QdV

TH

=

∫
dM −ΩdJ −QdV

T0

(
1 + λc2r
1 + λc2t

)− 1
2

(1 + ℓ)
− 1

2

= Sbh

(
1− a2ℓ

r2H + rHb+ a2

)(
1 + λc2r
1 + λc2t

)− 1
2

× (1 + ℓ)
− 1

2 . (46)

这里,
 

T0 =
2rH − 2M + b

4π [r2H + rHb+ (1 + ℓ) a2]
,

Sbh

dt = 0 dr = 0

  是未作修正之前的 Bekenstein-Hawking熵, 在

线元表达式 (2)式中, 令  ,   , 通过计算

此黑洞的事件视界的面积可以得到:
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Sbh = π
[
r2H + rHb+ (1 + ℓ) a2

]
. (47)

SBH ℓ ct cr显然,   与  ,   , 和  有关.

黑洞还有一种辐射是非热辐射. 静态黑洞没有

非热辐射, 稳态黑洞和动态黑洞都有非热辐射. 稳

态轴对称 KSL黑洞除了以上所述的热辐射还有非

ω±

ω

热辐射. 研究此黑洞的非热辐射仍然要从方程 (25)

开始去研究粒子能级  的分布和正能级与负能级

交错的最大值 [33]. KSL黑洞的非热辐射还未被研

究. 根据方程 (37), 取等号就可得到如下  所满足

的方程 

 

ω2 − 2ωan
(1 + ℓ)

1
2
[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2 −∆ (1 + ℓ)

]
[r (r + b) + (1 + ℓ) a2]

2 +
(1 + ℓ)n2a2

(1 + λC2
t ) [r (r + b) + (1 + ℓ) a2]

2

+∆
(1 + ℓ)m2

[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2

]
− (1 + ℓ)C ′

(1 + λC2
t ) [r (r + b) + (1 + ℓ) a2]

4 = 0. (48)

ω+ ω−由此方程可以解出正能级  和负能级  分别为 

ω± =an
(1 + ℓ)

1
2
[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2 −∆ (1 + ℓ)

]
[r (r + b) + (1 + ℓ) a2]

2 ±

{
a2n2 (1 + ℓ)

[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2 −∆ (1 + ℓ)

]2
[r (r + b) + (1 + ℓ) a2]

4

−

[
(1 + ℓ)n2a2

[r (r + b) + (1 + ℓ) a2]
2 +∆

(1 + ℓ)m2
[
r (r + b) + (1 + ℓ) a2

]
− (1 + ℓ)C ′

(1 + λC2
t ) [r (r + b) + (1 + ℓ) a2]

4

]}
. (49)

由方程 (37)和方程 (49)可得粒子能级分布为 

ω ⩾ ω+, (50)
 

ω ⩽ ω−. (51)

禁区宽度为 

D = ω+ − ω−. (52)

r → rH ∆|r→rH
= 0

ω±|r→rH

当  时, 由于  , 因此由 (49)式

可以得到  , 即
 

ω+|r→rH = ω−|r→rH =
an

√
1 + ℓ

rH (rH + b) + (1 + ℓ) a2
= ω0.

(53)

ω0

ω0 ω+ ω−

ω0

rH

ω0

r → ∞ ω± → ±m

ω ω

(53)式与 (39)式完全一致. (39)式中,    的物理

意义是热辐射中的化学势, 这里   是   与   交

错能级的最大值, 这是在非热辐射中的  . 这就说

明在 KSL黑洞事件视界   处, Dirac真空的禁区

宽度缩小到零. 正负能级交错的最大值是  , 这必

将导致非热辐射的发生. 当  时,   .

在 Dirac真空概念中负能态是充满粒子的态, 而正

能态是空着的态. 处于负能态的负能粒子能量是

 , 当  满足如下条件时, 负能粒子会通过量子隧

道效应穿越禁区成为辐射的正能粒子而离开此黑

洞. 此非热辐射条件为 

m < ω ⩽ ω0, (54)

非热辐射粒子将带走此黑洞的能量和角动量. 实际

上, 这就是 Starobinsky-Unruh 过程 (自发辐射)[34,35].

黑洞的自发辐射与超辐射都属于非热辐射, 这一辐

射与黑洞温度无关. KSL黑洞非热辐射将使此黑

洞退化为 Schwarzschild-like黑洞. 

4   讨　论

研究结果表明, 考虑到 Lorentz-breaking理论

对弯曲时空中的玻色子动力学方程的修正形式如

方程 (26)和方程 (27)所示 . 将方程 (26)应用于

KSL黑洞时空中进行研究得到了 KSL黑洞量子隧

穿率、Bekenstein-Hawking熵、Hawking温度、量

子非热辐射能量范围表达式的新形式. 这一系列的

结果对于研究黑洞的量子隧穿辐射是有参考意义

的内容.

静态、稳态和动态黑洞都有热辐射, 即Hawking

量子隧穿辐射. 而只有稳态和动态黑洞才有量子非

热辐射. 我们可以用量子隧穿辐射的观点来解释

Hawking热辐射, 即在黑洞视界内部有大量虚粒

子, 这些粒子通过量子隧道效应穿越视界并实化成

实粒子, 形成 Hawking热辐射. 利用量子隧穿理论,

Kraus和 Wilczek [36,37] 提出用量子隧穿辐射理论

来计算黑洞的 Hawking温度和熵. 这是对 Hawking

纯热辐射的修正. 由于 Lorentz-breaking理论的修

正, 对弯曲时空背景和弯曲时空中的玻色子和费米
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∆SBH

Γ = exp (∆SBH)

TH

dSBH > 0

子的动力学行为都会产生一定的影响. 以上研究表

明, KSL黑洞的量子隧穿率, 黑洞表面引力, 黑洞

Hawking温度都有新的表达式. 与黑洞温度相关的

是黑洞的 Bekenstein-Hawking熵. 如果用  表

示此黑洞的熵变, 那么, 此黑洞的量子隧穿率可以

表示为   . 还可以根据修正后的

Hawking温度  的表达式和黑洞热力学第一定律

得到修正后的 Bekenstein-Hawking熵的表达式 .

根据黑洞热力学第二定律, 黑洞熵在顺时方向永不

减少, 即  . 这是唯一能显示时间箭头的物

理定律. 在当今物理学的研究中, 除了熵之外, 人

们还想不出有什么物理量具有时间的单向性. 除了

量子热效应的修正之外, 以上对此黑洞的量子非热

效应的研究表明, Lorentz-breaking理论对时空背

景和标量场方程的修正对粒子能级及其正、负能级

交错最大值都有一定的影响. 需要说明的是, 以上

的研究方法对于玻色子在不同弯曲时空中的动力

学特征的研究有参考意义. 但是, 对于不同自旋的

费米子而言, 需要用另外的方法去研究. 需要进一

步说明的是, 以上的研究结果是在WKB理论和半

经典情况之下得到的结果, 如果要考虑 Planck不

同幂次的影响, 则需要利用以上所用研究方法和所

得到的相关结果采用超越半经典理论进行进一步

的修正研究.
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Abstract

Lorentz-breaking theory not only affects the curved space-time background, but also corrects the dynamic

equations of bosons and fermions in curved space-time to some extent. Therefore, we need to make appropriate

corrections to the quantum tunneling radiation of bosons and fermions in different black hole spacetimes. New

expressions  of  black  hole  Hawking  temperature  and  other  physical  quantities  modified  by  Lorentz-breaking

theory  and their  physical  meanings  are  obtained.  According  to  the  Kerr-Sen-like  (KSL)  black  hole  spacetime

metric obtained from Einstein-Bumblebee gravitational theory, by introducing the correction term of the aether-

like field vector into the scalar field action and the d’Alembert operator in curved spacetime, and applying the

variational principle to curved spacetime, the Lorentz-breaking correction term in the spacetime metric and the

new  form of  the  dynamic  equation  of  the  bosons  with  zero  spin  in  KSL  spacetime  are  studied.  By  correctly

selecting the aether-like field vector corresponding to the KSL spacetime metric and solving the modified bosons

dynamic equation,  the modified quantum tunneling rate is  obtained.  On this  basis,  the Hawking temperature

and the Bekenstein-Hawking entropy of the black hole with Lorentz-breaking correction term are studied. The

effects of Lorentz-breaking theory on the distribution of positive and negative energy levels of bosons and the

maximum crossing of energy levels are also studied, and then the condition of quantum non-thermal radiation in

the black hole space-time is studied. Finally, the physical significance of a series of results obtained in this work

is  discussed  in  depth.  The  results  show  that  the  modified  form  of  the  bosons  dynamic  equation  in  curved

spacetime,  with  Lorentz-breaking  theory  taken  into  account,  is  shown  in  Eqs.  (26)  and  (27).  The  new

expressions  of  the  quantum tunneling  rate,  Bekenstein-Hawking  entropy,  Hawking  temperature  and  quantum

non-thermal  radiation  energy  range  of  KSL black  hole  are  obtained  by  applying  Eq.  (26)  to  KSL black  hole

space-time. These results are useful for studying the quantum tunneling radiation characteristics of black holes.

It should be noted that the above research results are obtained under the WKB theory and in the semiclassical

case. If the effects of different powers of Planck are considered, the above research methods and related results

need to be used for conducting further modified research by using the transcendental semi-classical theory.
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