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摘 要

对华家照提出的凡矩的矩阶数连续化方案进行 了检验
,

发现它不能用于真实

数据的分析
,

对此作了改进
,

使 它能用于真实的实验数据的分析
.

对 40 0仪v/
o

PP

碰撞产生的带电粒子膺快度分布实验数据的分析结果表明
,

阶乘矩的矩阶数连续

化方法是可行 的
,

说明在 40 0晓 v / `
pp 碰撞多重产生过程 中可能存在多重分形行

为
.

关键词 连续阶数阶乘矩
,

负二项式分布
,

最大似然 函数法
,

多重分形行为
.

引 言

为了研究高能碰撞多粒子产生中的间歇现象
,

人们通过计算多重数分布的矩研究其

与相空间大小的依赖关系
.

多重数分布来源于动力学涨落和统计涨落
.

通常在高能粒子碰

撞中多重数是小的
,

特别是 当相空间区间变小时
,

统计涨落可能掩盖了动力学涨落
.

iB al as

和 P o cs h an
s
好

’〕建议利用标度阶乘矩 凡来研究间歇现象
,

其定义为

(
。 (n 一 l )… ( n一q + l ) )

凡 = 一一

一不万一一一
,

( l )

它给出有关矩的动力学涨落的无偏估计
,

因此极大地改进 了间歇现象的研究
.

但是标度阶

乘矩的缺点是其矩阶数只能取 q ) 2的正整数
,

因此不能得到 D 。 、

D
l

两种重要的分形维数
,

也不能得到有关快度分布凹陷的信息
.

以 后建议 的 气矩和各种改进方案
,

其 q 为任意实

数
,

克服了 凡矩的缺点
,

但 同时也带来了它 自身固有 的缺点
,

即它没有消除统计本底的影

响
,

必须用人工 的方法减去【2 ,
,

这不能说是 一种令人满意的方法
.

因此使 凡矩 的矩 阶数连

续变化
,

使它兼有 凡矩和 气矩的优点而同时克服两者的缺点就 显得必要 了
.

华家照建议

一种 气矩的矩 阶数连续化方案川
,

但它不能用于真实数据 的分析
,

我们对此作了改进
,

实

现 了将连续 阶数阶乘矩的方法用于实验数据的多重分形的研究
.

国家自然科学基金资助
.
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2华家照的连续阶数阶乘矩方法

多重数分布 Pn可表示为

只 = SX D
,

其中 S代表统计涨落部分
,

由泊松分布描述
,

D 代表动力学部分
.

进一步可写为

( 2 )

nP 一

{
’ d ,

井
e 一

,()tD
·

J o n:

( 3 )

标度 阶乘矩 凡可写为

凡二儿 /五气 ( 4 )

其中

又厂号 nP

不不八 n一 q ):
( 5 )

由于 q为正整数
,

可将 ( 3) 式代人 ( 5) 式并对
n
求和

,

得

; 一

丁: dlt
叮

琳 (6 )

它是动力学起伏 D ( )t 的 q 阶矩
.

但对于连续的 q
,

( 5) 式不适用
,

不能得到 ( 6) 式的 q 阶动力

学起伏的矩儿的表达式
.

因此需寻找另外的途径
.

文献 〔3] 中要求 ( 6) 式对所有 的 q 适用
·

为

得到 D ()t 的表达式
,

利用负二项式分布来展开多重数分布 凡
,

即

只 一

艺aj 严 (气
,

x), ( 7 )

其中
n = 0,

J = 0

,

…
,

N ( N 是最大多重数 )
,

严 (气
,

等) -
r ( n +

气)

r (
n + l ) r (气)

了 气 、勺/ 再 、
”

戈不灭j 火不灭)
·

(` ,

利用 ( 3) 式和下列关系式
:

、 .尹、 .产、 .户n,0
` 1..了.、,且l

了.、了.、

严阶卜丁::dt
一俨 (。 j),

一 (̀ 、卜
({)

气

忘一
,

可以得到

(D t) 一

艺aj 俨 ( t
,

.j)

将 ( 1 1) 式代人 ( 6) 式并对 t 积分可得

、 .尹、、.少,山气、ù
` ..1勺.1了.、子

`
、

f (q ) =

f NB (q
,

j)

马尸
“

(q
,

j),

、

叉间

r (、 + 凡)

r (幼

、、 ..夕ZX少一k
少Z汀..吸、

其中
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类似于 (4 )式
,

有

F (宁) = f( 宁) / f ( l )
q

.

( 14 )

为 了定 出 aj 的值
,

需要指 定 N + 1对 毛和 气
值

,

然后根据 (8 )式计算严 (朴劝
,

再根据 ( 7) 式 _

解 N + ! 维 线 性代数方 程 组求 出 马的值
,

并 由 穿
( 12) 式和 ( 14) 式求出连续阶数阶乘矩 F (妇

.

3 对华家照方法的检验

为了验证华家照的方法
,

我们将此方法用于

泊松分布形式 的多重数分布
:

只 = e 一 (
·
) <

n

)
·

/
。 !

,

( 1 5)

nP 完全由上式解析地 给出
.

取 <
。

)
一 1

, 。 一 。
,

l
,

…
,

从 N = 10
.

用上述方 法对 只进行展 开
,

求 出

+N 1个展 开系 数 aj, 进 而 求出连续 阶数阶乘 矩

(F 妇
.

为 了 保 证 计 算 精 度
,

计 算 中 采 用

M叭 T H E M A n C A 程序
.

计算结果由图 1 中实线所

一一
、 _

...

///
- - 一

、
、 、 一

~ 一一
///

’

\\\
iii \\\
III \\\

{{{ }}}
}}}

. , .

}}}
一 2 0 2 4 6

口

图 1 用华家照方法和似然拟合法对泊松

分布 ( <
。

>
= 1 )的计算结果

实线
: 解析的凡分布的结果 ; 长短划线

、

点线
、

划线
: 10 几

、

】护
、

10 ,

个 M c事例样本的结果 ;

点划线
: 利用似然拟合法对 10 5 M C事例样本的

计算结果
.

示
.

由图可见
,

F (妇恒等于 1
.

在实验上若要得到 只的精确值
,

必须进行无限多的事例测量
.

但是实际上所得到的事例数总是有限的
,

即所测得的 凡总是伴有统计涨落的
.

为了了解统计

涨落的影响
,

根据泊松分布进行蒙特卡罗模拟
,

共产生三个样本
,

然后统计 nP
,

并根据华家照

表 1 对 10 5

事例样本 ( (砂司的泊松分布 )的计算结果

Nn ( M q

36 7 8 7
.

9 36 57 1 3 6 6 5 9刀 刃
.

0 4 3 6

36 7 87乡 3 7 1 30 3 6 8 8 7
.

5 1
.

0 8 6 7

18 3 9 4
.

0 18 2 7 4 18 4 5 6
.

9 刁乃4 3 1

6 1 3 1
.

3 6 12 0 6 12 5
.

1

气ù了07
门了一了OC

ó

00只了n八,4,̀

Rf、ùl
,̀气ùn,4-

rJ,乙勺
.且

15 32
.

8

3 0 6石

15 16万

5 1
.

1

7 3

一刀 3 10 9 6 70 7 5 x l 0 5

5
.

l l o 77 1 2 19 2 x l o 6

一 1
.

89 4 30 2 30 2 0 x l 0 7

4刀川 19 6 20 l x l 0 7

一 5
.

30 70 39 9 s 4 4 x l 0 7

4 4 9 2 7 2 6 0 7 8 6 x l 0 ,

一 2
.

3 76 5 12 0 0 2 7 x l 0 7

7
.

1 8 16 9 70 3 1 2 x l 0 6

刁
.

4 9 2 7 16 7 5 1 2 x l 0 ,

注 : 从 : 根据 ( 14) 式解析计算的事例数分布 ;

戈 ( M )C
:
蒙特卡罗样本的事例数分布 ;

风 : 最大似然函数法对蒙特卡 罗样本的拟合结果 ;

:aj 用 华家照的方 法求得对从 ( M )C 的展开系数 ;

ia : 用最大似然函数法对戈 ( M C )的拟合系数
.
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的方法计算 F (妇
,

计算结果示于图 1
.

由图可见
,

F (妇值对 1有明显的偏离
,

而且并不因事例

数的增加而改善
.

这是因为展开式 ( 7) 要求完全准确地穿过所有的实验点 只
,

使得展开式系

数 aj 中包含了很大的噪声信号
,

即所得到的是一组数值非常大的正
、

负号交替出现的 aj 值
·

这

就导致 F ( q )非常大的不稳定性
.

表 1列出事例数为 10 ,时的多重数分布及计算结果
.

4 对华家照方法的改进

由于负二项式 分布能很好地符合实验结果
,

可以 选择较少 的参数 ( j = o
,

J 毛劝来拟合实验结果
.

J

汽
一

艺aj 砂 (气
,

毛),
J = 0

…
,

大

( 1 6 )

其中 等 = x( l +
助 ; 气

=
侧

+
刃 ;

二 一

(n)
一

艺nnP
;

左一 (凡 一 l )
一 , ,

凡一 (
n (n 一 l ) ) / 犷;

l j \
一 百 + 二 !

,

了 = U
,

l
,

…
,

.j
乙 J /

( 1 7 )

/夕..吸、
、

乙一一八

d 定为 0
.

a5[ l
,

八在
一。 / 2 到 。 / 2 之间以等间隔分布

·

拟合对 N + l 个 nP 点进行并采用最大

似然法
,

即选择 马以使下列似然函数取最大值
,

茂
、 ,

! _
,

“ 一 五万瓦天万
`l万

一

0( vNe 助
气 ( 18 )

其中 Ne
v

为总的事例数
,

戈为多重数为
n 的事例数

.

由 ( 1 6) 式可得

( 1 9 )一l口z

了

艺

上式在整个求解过程 中都应满 足
.

起初将所有 的

气置为 1 / J, 然后以步长 h 一 1 / Z J轮流改变 aj 的

值以使得 L最大
·

若步长为 h 时得到最佳的 aj, 减

小步长 h
,

并在新的步长下得到一组更佳的 马
·

改

变可 以是 正的或负的
,

当对某一 aj 进行改变时
,

须

对所有 的
。

乘 以 因子 ,

早= 或典
,

以保证 ( 19 )式
-

-

一 厂 l + h 一 1一h

n旧旧旧0
.

,
月峥飞ù,̀创

( ,)叭

图 2 对
2

份布的 F (妇的计算结果

实心圆点
: 用最大似然 函数法对蒙特卡罗

事例样本的计算结果 ;

实线
、

划线
、

点线
:
华家照的方法对解析的烈

2)

的计算结果
,

分别取胎 10
,

15
,

20
.

成立
.

计算中的最终步长为 0
.

0 00 1
.

拟合时一般根

据实验测得 的多重数分布情况 选择适 当数 目的
a ,

·

图 1中点划线为取 了 = 2时对 10 5
蒙特卡罗事例

样本的计算结果
.

其事例数分布的拟合值 风列于

表 1 中
.

由图 l 可见
,

似然拟合法能较好地抑制 几

测量误差 的影响
.
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我们还对文献 【 3]中的分布

只
, , = (

。 + l )
o , e“ / Z (2 0 )

计算连续阶数阶乘矩
,

这里 z 为归一化常数
.

与泊松分布不同
,

叫
2)
分布中不仅包括统计涨

落的贡献
,

还有动力学起伏的贡献
.

首先根据 烈
, ,分布进行蒙特卡罗模拟产生 10 ,

事例
,

然

后统计多重数分布 凡并用似然拟合法求 出 aj 和 F (妇
·

F (妇由图 2 中实心圆点表示
·

利用华

家照的办法对此蒙特卡罗样本的 nP 进行展开
,

求 出 aj 和 F (妇
·

计算结果列于表 2 中
·

由表 2

可见
,

F (妇已被噪声淹没 了
.

表 2 对 1 0 5

蒙特卡罗事例样本 (烈
2) 分布 )的计算结果

N牙, 风 (溅 ) 凡 。 (F 、 )

0
00204
,乙nU,一nU,40ùnnUO--l刃------()()() 004231155 2 0 16 2 52 2 3 1

2 7 0 6 1
.

9 26 9 5 5

12 19 3
.

0 12 13 7

5 17 9
.

5 5 2 3 0

5 2 2 0 6 9

2 7 0 4 7
.

2

12 10 3
.

6

5 12 4
.

6

2 10 7
.

2

8 5 0
.

9

3 3 9
.

3

13 4
.

1

5 2
.

7

2 0
.

6

8
.

0

3
.

1

1
.

2

0
.

5

7 7 7 6 5 x l 0 18

2
.

17 17 x l 0 1 ,

1
.

5 4 2 2 x l 0 13

3
.

14 7 5 x l 0 ] l

9
.

1一17 x l 0 9

0乡9 7 8

一 8
.

5 6 2 3 x l 0
7

1
.

0 0 0 0

5
.

19 6 7 x 10 4

0
.

7 84 6

一 1 8
.

9 59

一4 7 7
.

2 1

一名6 2 8 x l0 3

一 1
.

9 4 3 8 x l 0 5

,jo,、ó,̀401,̀4
r、é
4
,j̀é

0 11
0八气jl,山2 13 0

.

3

8 5 8
.

5

-
,̀内、ú内jC八八目,̀

.

……
14,1CU
11,
、J

4 I
,、气曰,乙,J1

..

Ù门2OQq

l 0

l l

l 2

l 3

注 :
丫2) :

根据 ( 2 0) 式解析计算的事例数分布 ;

戈 ( M Q
:
蒙特卡 罗样本的事例数分布 ;

从 : 最大似然函数法对蒙特卡罗样本的拟合结果
.

图 2 中亦 画 出用 解 矩 阵 的办 法 对解 析 的 尸尸的计 算 结果 以 与 似 然 拟 合 法对

蒙特 卡 罗 样 本 的 计算 结 果 作 比较
.

由 图 可 见
,

在 q > 0 时 两 者符
.

合 得 很 好
,

但 在

q < O 时有 偏 离
,

而且 N 越 大
,

偏 离 越 严重
.

这 表 明 原 始 的解 矩 阵 的办 法 有 明显 的

缺 陷
.

5 连续阶数阶乘矩 F (妇的实验结果

利用 C E R N N A 27 合作组提供的 L E B C 泡室照片
,

测量了 4 00 eG v / 。
pp 碰撞产生的

带电粒子的腰快度分布
,

共测量了 3 7 3 0 个非单衍事例
.

测量方法详见文献 「4]
.

用上述连

续阶数阶乘矩的方法研究粒子多重产生的分形行为
.

为了消除腰快度分布起伏的影响
,

采

用归一化的腰快度 x (动作为变量 5[]
,
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-
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- - -
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丫 犷 ,,

·
(。卜丁:

。 i。

仄刀 , d。
,

/丁艺
仄 。。 d 冲

,·

( 2 1)

刀窗 口 取 为 卜2
,

2]
,

x 在 0[
,

l] 区 间 均 匀 分 布
.

x 空

间 被分成 M 个大小 为 占的 子 区 间
.

在 子 区间 m 内
,

统 计 出 实 验 的 多 重 数分 布 尸。 州 ,

由 ( 8) 式计 算 出

尸汽 (气
, ,

毛 。 )
,

根 据 (l 6) 式 和 (l 8 )式 由最 大 似 然

函 数法确 定 aj,
。

(j
= 0, 一 )J

,

当 M 簇 4时 取 J = 4
,

当 M > 4 时取 J = 2
.

然 后 由 ( 1 2) 式 计算 出 区 间 m

内的 矩 几 (妇
,

最 后 对各 子 区 间求平均
,

; (、
,

。 , 一

公瘩
l

几 ( q )

疏 ( l ) ]
“ ’ ( 2 2 )

1
.

0 2
.

0 3
.

0 4
.

0

In ( l /古)

图 3 用最大似然函数法所得的

F (q
,

司的实验结果

实心点
:
实脸结果 ;

实线
:
对 ( 2 3) 式的拟合结果 ;

点线
:
蒙特卡罗事例的计算结果

.

即得 区间 大 小 为 占的 阶数 为 q 的 连 续 阶 数阶 乘矩

F ( q
,

6)
,

在 图 3 中用 实心 圆点 表示
.

为 了 了解 统 计

涨 落 对 F ( q
,

6) 的影 响
,

进 行 了 蒙 特 卡 罗 模 拟
.

蒙

特 卡 罗 事 例 具 有 与 实 验 事 例 相 同 的 多 重 数 分 布

尸
。 ,

但 是 在 x 空 间无 关联 存 在
·

对 事 例 l’, o i

个粒 子

被 随 机 地 均 匀 分 布 在 x 空 间
.

共 产 生 1 0 0 Ne
v

个 蒙

特 卡 罗 事例
,

其 计算 结 果 由 图 3 中 的 点 线 表 示
.

由 图可 见
,

如 果 只有 统计 涨落存 在 的话
,

当占减 小

时
,

F ( q
,

句近 似 为 常数
,

间歇 指 数等 于零
,

表 明统

计 涨落 已 被 滤掉
.

当占一 O时
,

可 由

万 (孕
,

占) 、 占
一
价 (“ ) ( 2 3 )

对 F ( q
,

占)进行 拟 合 (对 M > 4 的 点 )
,

得 出 间歇 指

数功(妇
.

然 后 可 由下 式 计 算 广 义 分 形 维 数和 多 重

分 形谱
:

成叮) 二 叮一 l 一咖 q )
,

D (q ) = 成叮) / (口一 l ) ;

a = d成叮) / d叮
,

f ( a) = 叮a-- 成叮)
· ( 2 4 )

实验所得 的广义分形 维数 D (妇随 q 的变 化如图 4 所

示
.

由图可见
,

随着 q 的增加
,

D (妇单调 地减小
,

表明

pp 碰撞多重产生过程具有多重分形性质
.

对粒子在鹰快度空间随机分布的蒙特卡罗事例

的计算结果由图 4 中的实线所示
.

由图可见
,

对所有的 q
,

蒙特卡罗事例的 D (妇约为 1
,

说

明似然拟合法中统计涨落的影响已被滤除
.

将计算 出的 D (妇值列于表 3 中并与以前用标度 阶乘矩方法和改进的 G 矩方法所得

的结果进行比较
,

两者符合得较好
,

说明阶乘矩的矩阶数连续化方法是成功的
.

多重分形谱 f a( )的计算结果示于图 5
.

谱为开 口 向下的凸曲线
.

峰位于 q = 0 处
,

f( a)

= D (0 ) = 1
.

直线 f a( ) 二 “ 与谱曲线在 q = 1处相切
.

图中实心点为蒙特卡罗事例的计算

结果
,

它 们 几 乎集 结 于 一 点
,

a = f( a) 二 1
.

实验 所 得 的谱 曲线不 是 一 个 点
,

说 明在
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pp 碰撞多重产生过程中可能存在多重分形行为
.

表 3不同方法得到的D (妇值的比较

。 峨。 )F( (。 ) )马 (凡 矩 )砂
”

( G,
矩 )

0 l

1 0
.

9 8 6 8士 0刀 0 0 4

0
.

9 7 6 4士 0刀 0 6 0 0月 7 3土 0刀 0 3 0
.

9 6 3士 0
.

0 0 4

0兮 6 5 4土 0
.

0 0 7 6 0
.

9 6 8土 0刀 0 5 0
.

9 59士 0
.

0 0 5

0
.

9 5 3 5土 0刀 0 8 7 0
.

9 6 8士 0乃 0 9 0乡 6 3士 0刀 0 7

0
.

9 4 0 0士 0刀 0 9 4 0乡4 2土 0
.

0 15 0
.

9 4 4士 0
.

0 0 9

3
q

一一

haaa一 2 一 1 0 1 2 3 4 5 石

q

O
,

6 匕山

0
.

6 0
.

8 1
.

0 1
.

2

图4 广义分形维数D (动随q的变化

空心 圆点 :
实验值 ;

实线
:
蒙特卡罗事例的结果

.

图5 多重分形谱产工a) 随 a 的变化

空心圆点 :
实验结果 ;

实心 圆点
:
蒙特卡罗事例的计算结果

.

6 结 束 语

对华家照提出的 气矩的矩阶数连续化方案进行了检验
,

发现它不能用于真实数据的

分析
.

对此作 了改进
,

使它能用于真实的实验数据的分析
.

对 4 00 eG V /
`

pp 碰撞产生的带

电粒子的鹰快度分布实验数据的分析结果表明
,

阶乘矩的矩 阶数连续化方法是可行 的
.

实

验结果说明在 4 00 eG V / 。
pp 碰撞多重产生过程 中可能存在多重分形行为

.

作者对 C E R N N A 2 7 合作组提供 L E B C 泡室照片和测量设备深表感谢
.
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