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Resumen

La expansion acelerada del universo es una de las caracteristicas mas importantes del modelo
cosmolégico estandar. La evidencia observacional que sustenta tal expansién, interpretada
dentro de dicho modelo (basado en la Teoria de la Relatividad General junto las hipdtesis
de homogeneidad e isotropia), indica que el Universo estaria dominado por la comtinmente
llamada “energia oscura”, en una proporcién aproximada de 7/3 con relacién a la materia
oscura. Esta nueva forma de materia deberia poseer caracteristicas peculiares: su densidad
aumentaria con el volumen y su distribucion seria espacialmente homogénea. Tales atributos,
muy alejados de aquellos que caracterizan a la materia ordinaria, sugieren que es necesario
modificar el modelo estandar.

El tema de investigacién de esta tesis son las soluciones exactas no homogéneas de las
ecuaciones de Einstein y sus aplicaciones a diferentes problemas de interés cosmolégico. Con
las motivaciones presentadas anteriormente, el objetivo general del trabajo es estudiar mo-
delos cosmoldgicos no homogéneos, viables como alternativa para describir las observaciones
astrondémicas sin la necesidad de recurrir a la incorporacién de energia oscura.

En particular, nos concentraremos en estudiar aquellas soluciones con simetria esférica, a
saber, la solucién de Lemaitre-Tolman-Bondi, con un fluido perfecto sin presién como fuente,
y la solucion de Lemaitre, que admite la descripcién de un fluido con presiéon no nula. Discu-
tiremos también algunos aspectos de la solucion de Székeres.

Entre las aplicaciones a problemas cosmoldgicos que abordaremos en esta tesis, podemos
destacar:

1. El estudio de la variacion temporal del corrimiento al rojo cosmologico debida a la ta-
sa variable de expansion del universo (redshift drift). Esta cantidad, potencialmente
medible con la tecnologia actual, ofreceria la posibilidad de distinguir modelos cosmolé-
gicos. Es importante entonces estudiar las predicciones tedricas para este observable en
diferentes escenarios, con el fin de hacer futuras comparaciones con las observaciones.

2. El desarrollo de la inflacion en presencia de regiones no homogéneas. Una de las hipdte-
sis importantes en la que se basan los modelos de inflacion es la de suponer que cualquier
irregularidad inicial es homogeneizada debido a la violenta expansién que caracteriza a
la etapa inflacionaria. Si bien existen argumentos tedricos que justifican esta hipdtesis,
no hay una prueba definitiva de que la inflacién tenga efectivamente esta propiedad para
cualquier tipo de escenario inicial. Con esta motivacion, estudiaremos si una regién del
espacio-tiempo puede presentar una etapa de inflacién en un ambiente no homogéneo,
con el objetivo de comprobar si alguna distribucién primordial no homogénea de materia
o radiacion podria inhibir el avance de la inflacién.

3. Modelos con distribucion inicial no homogénea de materia y radiacion. Los escenarios
cosmolégicos con dos fluidos no homogéneos han sido propuestos para modelar los efec-
tos de la radiacién sobre la evolucion temprana de la geometria del universo. En este
contexto, estudiaremos la evolucién de un modelo de dos fluidos con simetria esférica
(en donde la radiacién y la materia son no coméviles). En particular, analizaremos los
efectos de la presién anisotropa de la radiacion sobre la evolucién de la geometria.

Concluiremos el trabajo con una discusién general sobre los modelos no homogéneos y las
perspectivas observacionales que permitan distinguir los diferentes escenarios cosmolégicos.
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Summary

The accelerated expansion of the universe is one of the most important features of the Standard
Cosmological Model. The observational evidence that support such expansion, interpreted
in the context of that model (which is based on General Relativity and the hypothesis of
homogeneity and isotropy), indicates that the universe is dominated by the so-called “dark
energy” in a proportion 7/3 with respect to dark matter. This unknown fluid presents peculiar
features: a negative pressure (that is, tension) and a smooth distribution (because it is not
collected into potencial wells). This scenario suggests that the standar model must be revised.

The topic of this thesis is the study of inhomogeneous exact solutions of Einstein’s equa-
tions, and their applications to solve different cosmological problems. Motivated by the dark
energy problem, the aim of our work is to investigate inhomogeneous cosmological models as
a viable alternative to describe astronomical observations without including dark energy.

In particular, we are interesting in those solutions with spherical symmetry, such as the
Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB) and the Lemaitre solutions, which describe perfect fluids of
dust and radiation, respectively. We will also discuss some aspects of the Székeres solution.

We will apply the inhomogeneous solutions to investigate three specific cosmological issues:

1. The redshift drift in cosmological models. Among the cosmological observables, the reds-
hift drift (that is, the rate of change of the cosmological redshift) has been studied with
increasing interest due to its potential to distinguish between different cosmological mo-
dels. Since there are good prospects to observe the redshift drift in the next decade, it
is important to develop theoretical approaches that allow the forecast of its features in
a given cosmological model.

2. Inhomogeneous initial conditions for inflation. Although inflation is specifically designed
to solve some of the problems of the Standard Cosmological Model, it is not free of its
own problems. Among these, perhaps the most relevant ones are those related to the
beginning of inflation in the presence of inhomogeneities, and the evolution of an inflating
region in an inhomogeneous ambient. Motivated by this scenario, we will study generic
inhomogeneous initial conditions for inflation, in both dust and radiation inhomogeneous
backgrounds.

3. Spherically symmetric void models with dust and radiation. Spherically symmetric void
models with dust and (non-comoving) radiation have been carefully studied with the
aim of describing current cosmological observations without using dark energy. In this
context, we will study the effects due to the anisotropic pressure of the radiation in the
early evolution of the geometry.

We will conclude with some remarks on inhomogeneous cosmological models and the obser-
vational perspectives that would allow to distinguish between cosmologies in the near future.
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“Si las galaxias se alejan, el enrarecimiento del universo es compensado por la formacion de
nuevas galaxias compuestas de materia que se crea ex novo. Para mantener estable la
densidad media del universo, basta que se forme un dtomo de hidrégeno cada 250 millones
de anos por cada 40 centimetros de espacio en exrpansion.

(Esta teoria, llamada del “estado estacionario”, ha sido contrapuesta a otra hipdtesis de que
el universo fue originado, en un momento preciso, por una gigantesca explosion.)

Yo era chico y no me habia dado cuenta - conté Qfwfg-. Los atomos de hidrégeno los conocia
uno por uno, y cuando aparecia uno nuevo lo sabia. En los tltimos tiempos de mi infancia
para divertirnos sélo habia en el universo atomos de hidrégeno, y no haciamos mas que
jugar con ellos, yo y otro chico de mi edad llamado Pfwfp.

., Cémo era el juego? Es facil de explicar. Como el espacio es curvo, a lo largo de la curva
haciamos correr los 4tomos como bolitas, y el que mandaba mas lejos su atomo ganaba. Al
dar el golpe al atomo habia que calcular bien los efectos, las trayectorias, saber aprovechar
los campos magnéticos y los campos de gravitacion, sino la pelotita salia fuera de la pista y

quedaba eliminada de la competencia. (...)"
Juegos Sin Fin

Las Cosmicémicas (1965)

ftalo Calvino






Capitulo 1

Introduccion

La cosmologia es la rama de la astronomia que estudia el origen, la estructura y la evolucion
del universo. A pesar de la complejidad que en principio representa el desafio de modelar el
universo como un todo, es posible comenzar por el estudio de modelos con ciertas simplifica-
ciones, que puedan ser cotejados con las observaciones astronémicas actuales.

Los pilares necesarios para construir un modelo cosmoldgico son, esencialmente, una teoria
de la gravitacion y una descripcion adecuada del contenido de materia y energia del universo.
Asimismo, la complejidad de las ecuaciones puede requerir eventuales simplificaciones, basadas
principalmente en las simetrias observadas en la distribucién de materia del cosmos. Estos
ingredientes componen el llamado modelo cosmolégico estindar, que ha sido desarrollado en
gran parte durante los ultimos cincuenta anos. Basado en la Teoria de la Relatividad General
y las hipétesis de homogeneidad e isotropia a grandes escalas (Gpc), este modelo describe
diferentes etapas de la evolucion del universo en muy buen acuerdo con distintos conjuntos de
evidencias observacionales, abarcando aproximadamente un intervalo temporal de 57 6rdenes
de magnitud (desde 10738 de fraccién de segundo después del comtinmente llamado big-bang,
hasta la edad actual del universo, estimada en 13 x 10° afios).

A pesar de este escenario exitoso, el modelo cosmolégico estandar no esta exento de proble-
mas, que merecen atencién considerable. Entre ellos, nos interesa mencionar: (i) los asociados
a la llamada “energia oscura” (un tipo de fluido desconocido en la naturaleza, con caracteris-
ticas intrinsecas peculiares, que representaria cerca del 70 % del contenido de materia total
del universo y dominaria la dindmica actual del cosmos); y (ii) aquellos relativos a las con-
diciones iniciales que deben imponerse para que una etapa de expansién acelerada (conocida
como “inflacién”) haya tenido lugar durante los tiempos mas tempranos de la evolucién del
universo.

En este contexto, las soluciones exactas no homogéneas de las ecuaciones de Einstein han
sido estudiadas como una alternativa viable que pueda dar respuesta a los problemas men-
cionados anteriormente. En particular, las soluciones con simetria esférica han servido para
construir modelos cosmoldgicos que no precisan incorporar la energia oscura en la descripcion
del cosmos, asi como también para estudiar las condiciones iniciales de escenarios de inflacion.

Presentamos en este capitulo una breve introducciéon al modelo cosmolégico estandar,
haciendo hincapié en los aspectos problematicos que motivaron el trabajo desarrollado en esta
tesis. Los objetivos concretos de dicho trabajo, y una introduccién a los problemas abordados
a partir de soluciones no homogéneas de las ecuaciones de Einstein, son expuestos al final del
capitulo.



Capitulo 1. Introduccién

1.1. Breve introduccién al modelo cosmolégico estandar

1.1.1. Construccién de un modelo isétropo y homogéneo

Para comenzar a construir un modelo de universo a gran escala, es necesario considerar cier-
tas hipotesis que nos permitan describir las regiones del cosmos que son inaccesibles a la
observacion astrondémica, ya sea por limitaciones tecnoldgicas, o bien por las restricciones que
imponen las leyes de la fisica. El modelo cosmoldgico estandar, en particular, se basa en tres
pilares fundamentales:

1. El Principio Cosmoldgico, que establece que, en cada instante, el universo presenta el
mismo aspecto en cualquier punto, excepto por las irregularidades locales. Es decir,
supone que el universo es espacialmente isétropo y homogéneo.

2. La Teoria de la Relatividad General, como teoria de la gravitacion, de la que se des-
prenden las ecuaciones que permiten estudiar la evolucién del universo.

3. El Postulado de Weyl, que establece que las galaxias pueden ser consideradas como
particulas fundamentales de un fluido en el espacio-tiempo, y cuyas trayectorias siguen
geodésicas ortogonales a hipersuperficies con t = cte, que no se intersecan.

El Principio Cosmoldgico es una generalizacién del llamado Principio Copernicano, el cual
establece que la Tierra ocupa un lugar de observacion “tipico” en el universo. Esta condicion es
menos restrictiva que la hipétesis de homogeneidad, bajo la cual todos los puntos en el universo
son equivalentes [1]. El Principio Cosmoldgico se desprende del Principio Copernicano si se
considera ademds la hipétesis de isotropia a escalas de Hubble.! Es importante resaltar, sin
embargo, que la hipotesis de homogeneidad no puede ser testeada mediante observacion directa
[1, 6]. Como discutiremos en la seccién 1.3, este punto es justamente el que motiva el trabajo
que hemos desarrollado en esta tesis.”

La Teorfa de la Relatividad General esta en muy buen acuerdo con numerosos experimentos
y observaciones astronémicas [3, 9, 10]. Sin embargo, algunos de los problemas que presenta

'La hipétesis de isotropia a escalas de Hubble (esto es, a escalas actuales de Gpc, suficientemente grandes
como para despreciar las estructuras locales formadas por galaxias), estd fuertemente respaldada por las ob-
servaciones del fondo césmico de radiacién [2], y la distribucién de gamma-ray bursts y otras fuentes distantes
[3]. Adn asi, algunos modelos homogéneos y anisétropos, como aquellos basados en la solucién de Bianchi
(apéndice C) presentan caracteristicas interesantes [4, 5].

2Si bien la idea del Principio Cosmoldgico es simple, sorprende notar que a lo largo de la historia los
astrénomos hayan insistido en colocar a la civilizacién humana en un lugar privilegiado del cosmos (usualmente,
el centro). Remontdndonos a la antigua Grecia, el modelo geocéntrico desarrollado por C. Ptolomeo (100-
170) (cuya complejidad para explicar el movimiento de los planetas, la luna y el Sol a partir de epiciclos es
realmente extraordinaria) fue aceptado durante mas de medio siglo antes de que N. Copérnico (1473-1543)
removiera a la Tierra del centro del cosmos para, sin embargo, dejar este lugar privilegiado al Sol. Pasados casi
doscientos anos, y gracias a la teorfa de la gravitacién desarrollada por I. Newton (1642-1727) (que enmarcé
las las leyes planetarias establecidas empiricamente por J. Kepler (1671-1630)), la configuracién del cosmos
mas aceptada distribuia a las estrellas distantes en un disco alrededor del Sol. Fue hacia finales del 1700 que
las observaciones de W. Herschel (1738-1822) asentaron la idea de lo que hoy conocemos como Via Léictea.
Sin embargo, probablemente debido a las limitaciones tecnoldgicas de la época, el Sol siguié ocupando hasta
entonces el centro de esa estructura césmica. Fue Shapley (1885-1972), a principios del 1900, quien estimé
la posicién del Sol a una distancia de 2/3 del radio galdctico, reservando, sin embargo, a nuestra galaxia el
lugar privilegiado en el centro del universo. Recién en 1952 W. Baade (1893-1960) demostré que la nuestra es
una galaxia tipica en un universo poblado de este tipo de estructuras celestes, estableciendo asi las bases del
llamado hoy en dia Principio Cosmolégico [7].



1.1. Breve introduccién al modelo cosmolégico estandar

el modelo cosmoldgico estandar (los cuales seran discutidos en detalle en la seccién 1.2) han
impulsado el estudio de teorias alternativas de la gravitacién [11]. Entre ellas, nos interesa
mencionar a las llamadas teorias de gravedad modificada f(R), basadas en una generalizacién
de la accién de Hilbert-Einstein a funciones més generales del escalar de curvatura R [12, 13].
En forma complementaria al trabajo desarrollado en esta tesis, hemos investigado algunos
aspectos de estas teorias, y sus aplicaciones a problemas cosmolégicos y astrofisicos. Dichos
trabajos estan discutidos en el apéndice E.

El Postulado de Weyl, por su parte, enmarca en leyes fisicas las observaciones cosmoldgicas
que evidencian que las galaxias, como unidades basicas del fluido cosmoldgico, se alejan unas
de las otras siguiendo un movimiento sistemético.> El postulado propone la existencia de
una clase privilegiada de sistemas de referencia en el universo: aquellos independizados del
movimiento peculiar de las galaxias. De esta forma, las galaxias son descriptas como particulas
fundamentales de un fluido que llena todo el espacio, cuyo movimiento queda determinado por
trayectorias geodésicas ortogonales a una familia de hipersuperficies tipo espacio con t = cte.
Estas geodésicas no se intersecan, aunque su congruencia pudo haber sido convergente en
el pasado y, eventualmente, podria serlo en el futuro. Esto implica que por cada punto del
espacio-tiempo pasa una Unica geodésica y, en consecuencia, es posible definir la velocidad
de la materia en forma univoca [15]. El postulado de Weyl nos permite entonces trabajar
con coordenadas comdviles? (¢, z!, 2% 23). Cada hipersuperficie tipo espacio queda definida
por un valor ¢ = cte, y a lo largo de cada geodésica las coordenadas (z', 22, 23) permanecen
constantes (figura 1.1).

La geometria més general que satisface las hipdtesis consideradas anteriormente es descrip-
ta por la métrica homogénea e isétropa de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW)
[18], que viene dada en coordenadas comdviles por el siguiente elemento de linea

dr?

2 27142 2
dS —Cdt —a(t) m

+ 72(d6? + sen’ 0 do)| , (1.1)
en donde a(t) es el llamado factor de escala, (r,0,¢) son las coordenadas esféricas coméviles,
y t es el tiempo propio. Trabajaremos, en adelante, con unidades normalizadas a ¢ = 1.
La constante k es un parametro asociado a la curvatura espacial; los valores posibles son
k= -1,k =0y k=1, correspondientes a curvaturas negativa, nula y positiva del 3-espacio,
respectivamente. Las ecuaciones de Einstein para el campo gravitacional son

G = 8nGT), , (1.2)

en donde G, = Ry, — %gWR es el tensor de Einstein, R, = RO‘WV es el tensor de Ricci y

R es el escalar de curvatura. Trabajaremos, en adelante, con unidades 87G = 1. El tensor de
energfa-impulso del fluido perfecto, T}, caracteriza el contenido de materia en el universo y
satisface la ecuacién de conservacion

V,TH =0, (1.3)

3M4s precisamente, el Postulado de Weyl surge como solucién al problema que plantea cémo aplicar la
Teoria de la Relatividad General, basada en la covariancia general entre observadores, a un sistema tinico como
es el universo. Esto es, cémo definir un instante de tiempo particular en Relatividad General si no existen
sistemas inerciales globales [14].

4Las coordenadas coméviles se definen como aquellas en las que el campo vectorial u® tiene s6lo componente
temporal no nula, es decir, u® o 58‘,. Pueden ser introducidas siempre que exista en el espacio-tiempo un campo
vectorial tipo tiempo (como lo es, por ejemplo, el 4-vector velocidad de la materia) [10].
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Figura 1.1: (extraida de [17]) Representaciéon del movimiento de las galaxias como particu-
las fundamentales del fluido cosmolégico. Sus trayectorias, en coordenadas comoviles, siguen
geodésicas ortogonales a las hipersuperficies con ¢t = cte sin intersecarse.

con D
T,uz/ = (,0 + C_2> UpUy — PG + Ag,ul/ . (1'4)

Las ecuaciones de Einstein determinan la dindmica del factor de escala a(t), que dependera
del contenido de materia y energia en el universo. Las ecuaciones de evolucién, conocidas como
Ecuaciones de Friedmann-Lemaitre, resultan [16]

a 1 1
= = -= —A 1.
. g (p13p) + A, (1.5)

1 1 k

2 f— p— p— _— —
H(t) = Sptgh——. (1.6)

en donde H(t) = a/a es el llamado factor de expansién de Hubble. Por otra parte, de la
ecuacién de conservacion para el fluido, se obtienen la ecuacién de continuidad

Vu(put) +pV,ut =0, (1.7)
y la ecuacién de movimiento
(p+p)u'Vyu” = 0" —u)Vup. (1.8)

La ecuacién (1.8) se satisface idénticamente si las particulas del fluido siguen trayectorias
geodésicas. Ademas, trabajando con la ecuacién de continuidad, tenemos que

it ot =0, (1.9)

Esta ultima expresion también puede ser obtenida a partir de las ecuaciones de Friedmann-
Lemaitre, por lo que sélo dos de las tres ecuaciones (1.5), (1.6) y (1.9) son independientes.
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1.1. Breve introduccién al modelo cosmolégico estandar

Para completar el escenario cosmoldgico, nos resta especificar las componentes de materia
en el universo. Segtun el modelo cosmoldgico estandar, el universo presenta tres componentes
independientes, asociadas a la materia, a la radiacién y a la densidad de energia del vacio,
respectivamente. Cada componente es modelada por un fluido perfecto con una ecuacién de
estado de la forma p; = w;p;. La densidad equivalente total serd una funcién del tiempo, suma
de las tres contribuciones individuales. Esto es,

p(t) = pm(t) + pr(t) + pa - (1.10)

La densidad de materia total incluye la materia ordinaria (particulas bariénicas) y la
llamada materia oscura, que se caracteriza por interactuar con la primera casi exclusivamente
a través de la gravedad. Una hipotesis adicional es la de considerar que la energia térmica de
las particulas de materia es mucho menor que su energia en reposo. Es decir, que podemos
modelar a la materia mediante un fluido con presién nula (wy, = 0). La componente de
radiacion incluye a los fotones, asi como también a otras particulas con masa nula o casi nula,
con velocidades relativistas, como por ejemplo los neutrinos. La ecuacién de estado para la
radiacién corresponde al valor w, = 1/3. La densidad de vacio, por su parte, es modelada
usualmente con un fluido de densidad constante y parametro de ecuacion de estado wy = —1
(ver seccién 1.2.1).

Si suponemos, ademés, que estas componentes no interactiian entre si,” y consideramos
una evolucién en etapas dominadas por cada una de ellas, de la ecuacién (1.9) resulta

pi(t) o< a(t)~30Fw) (1.11)

Como veremos en la siguiente seccion, en el marco del modelo cosmoldgico estandar la etapa
m&s temprana de la evolucion del universo fue dominada por la radiacién, para dar luego
lugar a las etapas dominadas por la materia y, posteriormente, por la energia oscura.

Las ecuaciones de Friedmann-Lemaitre pueden presentarse de una forma adimensional
en términos de cantidades normalizadas. Para esto, definimos los llamados parametros de
densidad como

KPm Ky A k

m=—=s Q.= — A= — ka—m,

1.12
3H?’ 3H?’ 3H?’ (1.12)

para las componentes de materia, radiacién, constante cosmoldgica y curvatura, respectiva-
mente.’ La ecuacién (1.6) queda reducida entonces a la forma

Qo +Q, QA+ =1. (1.13)

Luego, de las ecuaciones de conservacién para cada una de las componentes, tenemos

o) 0 (10) 4 (H " 1o

SEsta hipétesis es vélida a partir del momento del desacople entre los fotones y la materia. Una introduccién
completa sobre la interaccién entre los fluidos cosmoldgicos durante las etapas tempranas de evolucién del
universo puede encontrarse en la referencia [19].

Las densidades de materia y radiacién incluyen distintas especies de particulas con igual ecuacién de estado.
Esto es, por ejemplo, la materia bariénica y la materia oscura, en el primer caso, y los fotones y los neutrinos,
en el segundo. Por simplicidad, continuaremos indicandolas simplemente con las referencias m y 7.

7
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en donde todas las cantidades sefialadas con el subindice 0 estan evaluadas en el tiempo actual.
Considerando, ademas, ag = 1, resulta

H? = Hg [nga*‘g’ + Qr70a74 + QA,O + Q;%Oa*?] . (115)

La evolucién del modelo dependerd de las diferentes contribuciones de los parametros €2; o.
Por tdltimo, las escalas caracteristicas de tiempo y distancia son expresadas en términos
del pardmetro de Hubble como

tH = — y DH = —. (116)

El orden de magnitud de estas cantidades puede ser obtenido expresando el pardmetro de
Hubble medido actualmente en las siguientes unidades

Hy =100 h km s~ Mpc™?, (1.17)

con el valor h ~ 0,7 tipicamente adoptado [20].

1.1.2. El modelo ACDM

Habiendo delineado brevemente el marco tedrico en el que esta basado el modelo estandar, pa-
saremos a dar una resena del escenario cosmolégico que describe con éxito diferentes conjuntos
de observaciones astrondémicas, abarcando etapas bien definidas de la evolucién césmica. La
bibliografia que abarca este tépico es vasta (ver, por ejemplo, [7, 19, 20, 21, 22]), por lo que
nos limitaremos a mencionar aqui solo los aspectos mas generales, profundizando aquellos que
tienen mas relevancia para los temas desarrollados en esta tesis.

La Teoria de la Relatividad General, junto con observaciones astronémicas de naturaleza
diversa, han posibilitado una buena reconstruccién de la historia del universo. La interpreta-
cion de estas observaciones en el marco tedrico presentado anteriormente, junto con el modelo
estdandar de las particulas elementales [23], ha dado lugar al desarrollo de un modelo cos-
moldgico estandar que describe con increible precision diferentes etapas de la evolucién del
COSMOS.

Segin la descripciéon de dicho modelo, el universo surgié hace aproximadamente 13 mil
millones de anos de un estado inicial de altisima temperatura y densidad (llamado usualmente
big-bang), a partir del cual se ha estado expandiendo en forma continua, dando lugar a un
consecuente enfriamiento. Este escenario permite reconstruir la evolucién del universo o bien
en términos temporales, o bien en términos de las temperaturas que caracterizaron cada una
de las etapas de la evolucion y los estados que fue atravesando el fluido cosmolégico, en
lo que conocemos como la historia térmica del universo.” Presentaremos a continuacién las
caracteristicas principales de algunas de las etapas mas relevantes para nuestro trabajo.

"En términos estrictos, la solucién matemética de FLRW no admite estados de equilibrio térmico (pues no
presenta vectores de Killing tipo tiempo). Sin embargo, a fines practicos es posible aproximar muchas de las
etapas de la evolucién del universo con diferentes estados de equilibrio térmico. El apartamiento sucesivo de
estos estados de equilibrio es justamente lo que dio lugar a la evolucién de las estructuras que conocemos hoy
en dia. La construcciéon de la historia térmica del universo radica entonces en la comparacién sucesiva de las
tasas de interacciones entre particulas y de expansién césmica [24].
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1.1. Breve introduccién al modelo cosmolégico estandar

Universo muy temprano y época dominada por la radiacién

La reconstruccion de los primeros instantes de la historia cosmica es uno de los mayores
desafios de la cosmologia. Para describir la evolucién del universo durante la llamada era de
Planck (hasta aproximadamente 10~%3 de fraccién de segundo después de lo que convencio-
nalmente tomamos como origen del tiempo, cuando la temperatura era del orden de 10'?
GeV), es necesaria una teoria de la gravitacién que todavia es desconocida. Pasada esta era,
a temperaturas 1T' < m,,, la gravitacién ya puede ser descripta con la Teoria de la Relatividad
General. Segin el modelo estandar de particulas, a esta temperatura el universo habria estado
compuesto de un plasma de particulas relativistas. Entre las teorias de fisica de particulas
que modelan esta etapa del universo, podemos mencionar las Teorias de Gran Unificacion
(o GUT, por sus siglas en inglés). Las mismas predicen la existencia de una fase de ruptura
espontdnea de simetrias, con transiciones de fase a temperaturas del orden de 10'* a 106
GeV. Este escenario es el que da lugar a la llamada etapa de inflacion, caracterizada por una
expansion acelerada del factor de escala del universo [24].

A temperaturas del orden de los 100 MeV (¢ ~ 107> segundos después del big-bang) el
universo habria experimentado una etapa de transicién asociada al rompimiento de simetrias
quirales y el confinamiento del color. Los bariones y mesones son creados durante esta etapa.®
A temperaturas del orden de 10 a 0,1 MeV (t ~ 1072 a 10? segundos) tiene lugar la etapa de
nucleosintesis primordial [25]. Esta etapa describe las interacciones entre las particulas relati-
vistas en equilibrio, y representa el test del modelo cosmolégico estandar més temprano en la
evolucion del universo. Las evidencias observacionales que la sustentan estan basadas en la me-
dicién de la abundancia primordial de nticleos livianos [26]. Las mediciones de estos elementos
permiten poner cotas sobre el pardmetro n = niimero de bariones/nimero de fotones.”

Desacople de los fotones y época dominada por la materia

La expansion del universo estd dominada por la radiacion hasta alrededor de 300.000 anos
después del big-bang. Cuando la temperatura de los fotones desciende hasta ~ 3.000°K, tiene
lugar la formacion de atomos livianos de H y He a partir de la captura de electrones libres.
Los fotones se desacoplan de la materia y dan origen al fondo césmico de radiacién (o CMB,
por sus siglas en inglés) [29].

El fondo césmico de radiacion representa una de las evidencias observacionales mas fuertes
del modelo cosmolégico estandar [2]. La radiaciéon medida ajusta con alta precisién la emisién
de un cuerpo negro con una temperatura efectiva de 2,75°K, y presenta una distribucién is6-
tropa en escalas angulares del orden de 107°. Los mapas de anisotropias en la temperatura
de los fotones proveen informacién tanto del momento del desacople (e.g. sobre el espectro
primordial de las perturbaciones en la densidad), como de los efectos sufridos por los fotones
a lo largo de su trayectoria desde la superficie de ultimo scattering hasta el momento actual
(como, por ejemplo, el efecto Sachs-Wolfe integrado [30] y el efecto Sunyaev-Zel’dovich cine-
madtico [31], entre otros). Otra fuerte evidencia observacional del momento de pre-desacople
son las oscilaciones actsticas de bariones (BAO), utilizadas como reglas patrén [32].

8Sin entrar en los detalles del modelo esténdar de particulas, cabe mencionar que el problema de modelar
regiones locales no homogéneas en la densidad del niimero de bariones durante esta etapa puede ser abordado
también con el modelo no homogéneo de dos fluidos que presentaremos en el capitulo 5.

9La abundancia del “Li representa, sin embargo, un tema de discusién abierta, debido a las serias discre-
pancias entre el valor medido y el valor estimado por el modelo [27, 28].
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La formacion de estructuras a gran escala en el universo es una consecuencia de la am-
plificaciéon gravitacional de pequenas fluctuaciones en la densidad de materia sin presién y
que no interactia electromagnéticamente (esto es, la llamada materia oscura fria o Cold Dark
Matter (CDM)) [33, 34, 35]. Las evidencias observacionales que permiten medir el espectro de
potencias de la distribuciéon de materia estan basadas en la construccién de grandes catalogos
de galaxias. Entre aquellos sondeos con mas cantidad de objetos y una cobertura amplia del
cielo, podemos mencionar el Sloan Digital Sky Survey (SDSS)'" y el 2-degree field Galaxy
Redshift Survey (2dfGRs)'!, que proporcionan una evidencia de la estructura césmica hasta
distancias de z ~ 0,3.12

Expansién acelerada y época dominada por la energia oscura

La expansion del universo estd fuertemente justificada por diversos conjuntos de datos y

constituye uno de los pilares fundamentales en la construccion del modelo cosmoldgico. La

primera evidencia observacional de la expansién del universo fue presentada por E. Hubble en

1929 [37] a partir de la medicién independiente de las distancias y velocidades de recesién de

galaxias cercanas. Hubble noté que la curva distancia vs. velocidad seguia la relacién lineal
v

empirica d ~ o de donde podia inferirse directamente el valor de la constante Hy.

Hoy en dfa, gracias a la innovacién de métodos para construir escalas de distancias'®
y, fundamentalmente, al salto observacional que ha conquistado la astronomia a través del
Telescopio Espacial Hubble, es posible medir la constante de Hubble en Hy ~ 70 km/s/Mpc
con una precisién aproximada del 10 % [39]. Estos resultados, por otra parte, estdn en buen
acuerdo con la medicién de Hy a partir de otros métodos que no requieren la calibracion de
una escala de distancias y envuelven procesos fisicos diversos.

Entre los métodos utilizados para construir escalas de distancia, la relacion distancia
de luminosidad wvs. redshift de las SN tipo Ia presenta algunas ventajas que vale la pena
destacar.'® Las explosiones de SN tipo Ia tienen su origen en sistemas binarios con estrellas
enanas blancas acretantes. La curva de luminosidad puede ser calibrada usando una relacion
empirica bien establecida entre la posicién del maximo y el ancho de la curva, razén por la cual
estos eventos pueden ser utilizados como “velas patrén” en la medicién de distancias. Por otra

parte, dado que la luminosidad méaxima involucrada en una explosién de SN tipo Ia alcanza

Ohttp://wuw.sdss.org/

Unttp://www.2dfgrs .net/

12Es importante mencionar que la relacién entre este tipo de observaciones y el espectro de potencias tri-
dimensional de la materia oscura no es directo, dado que sélo la materia bariénica puede ser observada. Para
derivar conclusiones relevantes sobre la distribucién total de materia es entonces necesario trabajar bajo la
hipétesis de que la materia luminosa es efectivamente un buen trazador de materia oscura [36].

3Entre estos métodos, podemos mencionar [20, 38] (i) la calibracién de la relacién perfodo de pulsacién vs.
luminosidad de las variables Cefeidas; (ii) la curva de luminosidad de las SN tipo Ia; (iii) la relacién Tully-Fisher
entre la luminosidad total y la velocidad de rotacién méxima de galaxias espirales; (iv) la correlacién entre la
luminosidad intrinseca de galaxias elipticas y la dispersién de velocidades de las estrellas que las componen; y
(v) las fluctuaciones de brillo superficial de galaxias observadas en cdmaras CCD (z < 0,02).

"Estos métodos incluyen [20] (i) la medicién del radio de la fotésfera de SN tipo II [40]; (ii) mediciones del
retardo entre dos sefiales provenientes de imdgenes de lente gravitacional de qudsares variables [41, 42]; y (iii)
el efecto Sunyaev-Zel'dovich térmico [413] inducido en fotones del fondo cédsmico de radiacién [14, 15].

15E] redshift cosmoldgico es una medida del corrimiento de lineas espectrales de emisién hacia longitudes de
onda mayores debido a la expansién césmica. La mayoria de las observaciones astronémicas independientes
de cualquier modelo cosmolégico proveen la posiciéon angular en la esfera celeste y el redshift de la fuente. La
distancia radial no es accesible a medicién directa sin involucrar un modelo implicito para la expansién del
universo.
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1.2. Problemas del modelo cosmoldgico estandar

valores comparables a la luminosidad total de la galaxia que las contiene, estos eventos pueden
ser observados a distancias de varios cientos de Mpcs. Es por estas razones que la curva de
luminosidad de las SN tipo Ia es utilizada, no sélo para la estimacion de la constante de Hubble
a grandes redshifts, sino también para la determinacion de otros parametros cosmologicos.

En 1998, dos grupos de investigacién independientes (el Supernova Cosmology Project
(SCP) [46] y el High-Z Supernova Search Team (HZT) [17]), abocados al estudio de SN
tipo Ia distantes, publicaron los resultados que harian cambiar radicalmente la descripcién
actual del cosmos. Ambos grupos mostraron que el ajuste de los pardmetros cosmolégicos
daba lugar a un valor negativo para el llamado pardmetro de desaceleracion, gy = — (#) t
Es decir que, contrariamente al comportamiento esperable de una dinamica dominada por
materia, el universo se encontraria en una etapa de expansién acelerada [18, 49, 50, 51, 52].
La consecuencia directa que se desprende del analisis de estos resultados, interpretados en el
marco del modelo estdndar, es que la constante cosmolégica debe tener un valor positivo no
nulo.

Actualmente, la curva de luminosidad de las SN tipo Ia, sumada a otros conjuntos de
observaciones (como el proveniente del fondo césmico de radiacién), restringen el espacio de
pardmetros del modelo cosmolégico estandar en forma consistente.' Los valores inferidos para
los parametros cosmolégicos modelan un universo con curvatura préacticamente nula (9 ~ 0),
y pardmetros de densidad dados por €25 g ~ 0,7, Q2,0 ~ 0,3, €. 1074y Q.0 >~ 0. Es decir,
que la dinamica actual queda dominada por €25, con una evolucién del factor de escala del
tipo a(t) ~ "3 (esto es, expansién acelerada). El modelo que describe esta dindmica es
usualmente llamado modelo ACDM, en alusion a las componentes actualmente dominantes
(constante cosmoldgica, A, y la materia oscura fria, CDM).

1.2. Problemas del modelo cosmolégico estandar

Vimos hasta aqui que el modelo cosmolédgico estandar esta construido bajo hipdtesis simples
y ofrece una descripcion precisa de diferentes etapas de la evolucion del universo, cada una
fuertemente justificada con argumentos tedricos sélidos, y respaldada por conjuntos de ob-
servaciones de naturaleza diversa (ver figura 1.2). Sin embargo, el modelo presenta algunos
problemas para los cuales existen hasta el momento sélo soluciones parciales. Las posibles di-
recciones que pueden tomarse para abordar cada uno de ellos estan fuertemente relacionadas
con las motivaciones del trabajo desarrollado en esta tesis.

1Una restriccién adicional sobre los pardmetros cosmolégicos del modelo puede obtenerse a partir de la
estimacion de la edad de diferentes objetos celestes a través de observaciones cosmoldgicas. Esto es, imponiendo
una cota minima para la edad dinamica del universo calculada a partir de las soluciones de las ecuaciones de
Friedmann-Lemaitre. La edad dindmica calculada a partir de los parametros ajustados con SN tipo Ia resulta
to ~ 14 x 10° aflos. Por otra parte, la edad de la Via Léictea puede estimarse a partir de estrellas de baja
metalicidad, distribuidas espacialemnte en el halo de nuestra galaxia. Los métodos para determinar sus edades
son: (i) la nucleocronologia, para estrellas con abundancias de torio o uranio [53, 54]; (ii) el enfriamiento de
estrellas enanas blancas observadas en la vecindad del sistema solar ; y (iii) la edad de cimulos globulares
galacticos a partir del cut-off de su secuencia principal. Todos estos métodos arrojan cotas entre 11 mil y 15
mil millones de afios [45, 55, 506, 57]. Estas cotas, sin embargo, dependen del modelo utilizado para estimar
el comienzo de la formacién de estrellas. Suponiendo que la formacién estelar tuvo su comienzo en tiempos
correspondientes a z entre 5 y 20 (que en el modelo ACDM corresponde a tiempos entre 0,1 y 2 x 10° afios),
las cotas para la edad del universo resultan 9 x 10° afios < to < 15 x 10° afios.
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Figura 1.2: (extraida de [58]) Esquema representativo de la historia del universo, en términos
de la componente de fluido dominante en cada etapa de la evolucién.

El problema del horizonte

Como vimos en la seccién 1.1.1, una de las caracteristicas del modelo estandar es que el factor
de escala a(t) crece como t", con n < 1. Una consecuencia directa de esta dindmica es la
aparicién de un horizonte de particulas [59], que lleva a que las lineas de universo de parti-
culas provenientes de regiones no conectadas de forma causal nunca lleguen a intersecarse.
Si reconstruimos su historia a partir de los elementos del modelo presentados hasta ahora,
encontramos que el universo observable presenta actualmente alrededor de 10° regiones que
debieron estar desconectadas en forma causal en la época de recombinacién, cuando los foto-
nes del fondo césmico de radiacién atravesaron la etapa de ultimo scattering. Sin embargo, las
evidencias observacionales obtenidas por los satélites WMAP y Planck muestran uniformidad
en los mapas de anisotropias del fondo césmico de radiacion de aproximadamente una parte
en 107° [2]. En consecuencia, sin ingredientes adicionales al modelo, las hipétesis de homo-
geneidad e isotropia a grandes escalas no podrian ser justificadas mediante procesos causales
[59, 60, 61].

El problema de la curvatura plana

El llamado problema de la curvatura plana (o flatness problem) estd asociado al valor nulo
que inferimos para el parametro de curvatura, y puede entenderse como una competencia de
términos en la ecuacién (1.6) para la evolucién del factor de escala.
Para ver esto, definamos la densidad critica p. como aquella densidad para la cual el
universo tiene exactamente curvatura nula. Esto es,
2 a’
=3H*“=3—. 1.18
Pe 3 (1.18)
El cociente |p — p¢|/pc es entonces una medida de cudn cerca estd el universo de ser descripto
por una solucién de FLRW con k£ = 0. Si extrapolamos la ecuacién (1.6) a tiempos tempranos
de la evolucién del universo (¢ — 0), y tenemos en cuenta que en esta época la dindmica
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4 resulta que cerca de la época de Planck debi6

estuvo dominada por la radiacion, p, ~ a~
tomar valores tales que
lo=pd g0 (1.19)
Pe
para alcanzar un radio actual dado por Hal (10% cm).

Es decir, que el valor de la densidad en tiempos tempranos tuvo que ser extremadamente
cercano al valor de la densidad critica. Un minimo apartamiento de esta cota hubiera dado
lugar a una evolucién completamente diferente de la que el modelo describe. El problema
radica entonces en poder explicar esta condicion inicial sumamente especial para que el uni-
verso, descripto dentro del modelo estandar, haya evolucionado al estado que observamos hoy

en dia.

El problema de las reliquias o monopolos primordiales

De acuerdo a las GUT que enmarcan el escenario del universo primordial, las transiciones
de fase que tuvieron lugar durante las épocas mas tempranas de la evolucién debieron haber
producido monopolos magnéticos, esto es, particulas supermasivas (~ 10'% veces més masivas
que un protén) con una seccion eficaz de aniquilaciéon muy pequena [62]. De acuerdo al modelo
estandar de particulas, estos monopolos deberian haber sobrevivido hasta el presente, con una
densidad actual del mismo orden que la densidad de fotones. Como consecuencia, la densidad
critica del universo resultaria 10'® veces mayor que la observada hoy en dfa (p. ~ 1072%g cm™3)
[63]. Esta densidad excesiva en las etapas tempranas de la evolucién del universo deberia
haber dominado la dindmica, dando lugar a consecuencias catastréficas [20]. Esto es lo que
conocemos como problema de los monopolos primordiales [61, 65, 66].

Es entonces necesario generar algiin mecanismo complementario al modelo cosmoldgico
capaz de diluir la densidad de los monopolos primordiales. Cabe destacar, sin embargo, que
existen aun incertezas sobre la seccién eficaz de aniquilacion de los monopolos y, en conse-
cuencia, este problema podria corresponder al dominio de la teoria de campos [67].

El problema del origen de las fluctuaciones primordiales

Para explicar la formacién de estructuras a escalas galacticas en un modelo homogéneo, es
necesario pproponer algiin mecanismo que dé lugar a pequenas perturbaciones en la distribu-
cion primordial de densidad luego del momento del desacople entre la radiacién y la materia
(z ~ 10%).

El tamafio de estas sobredensidades, de origen térmico esta acotado por las anisotropias
observadas hoy en el fondo césmico de radiacién [2]. Dado un espectro primordial para las
sobredensidades, la formacién de estructuras puede ser estudiada entonces a partir de un
formalismo de perturbaciones en el modelo homogéneo descripto por la solucién de FLRW.

El llamado problema del origen de las fluctuaciones radica entonces en encontrar algin
mecanismo que haya dado lugar al espectro primordial de perturbaciones en forma general
(esto es, sin que las fluctuaciones tengan que ser elegidas arbitrariamente).

1.2.1. Energia oscura

El descubrimiento de la expansién acelerada del universo ha cambiado radicalmente nuestra
descripcién del cosmos. Dentro de la evidencia observacional que sustenta dicha aceleracién
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podemos destacar: (i) la compatibilidad entre la edad de los objetos més viejos y la edad del
universo [08, 69, 70, 71]; (ii) la curva de distancia de luminosidad vs. redshift observada para
las SN tipo Ia [16, 47] y los gamma-ray bursts [72, 73], utilizados como velas patrén; y (iii)
las anisotropias en el CMB observadas por los satélites COBE, WMAP y Planck [2].

Los mencionados conjuntos de datos provienen de procesos fisicos de origen diverso (que
tuvieron lugar en momentos bien diferentes de la evolucion del universo y con escalas de tiempo
dispares); interpretados segin el modelo ACDM, indican que el universo estarfa dominado
hoy en dia por la llamada “energia oscura”, en una proporcién de aproximadamente 7/3 con
relacion a la materia. Cabe resaltar que para ser la fuente de la expansion acelerada, esta nueva
forma de materia debe tener caracteristicas peculiares: presién negativa (esto es, tensién) y
distribuciéon homogénea [74]. 17

Existen varios candidatos para describir la energia oscura dentro del modelo cosmolégico
estandar. Entre ellos, podemos mencionar:'®

1. la constante cosmolégica;
2. la quintaesencia (y otros modelos que utilizan campos escalares); y

3. las teorfas f(R) de la gravitacién, que difieren de la Relatividad General en determinados
regimenes de curvatura.

A pesar de haber recibido bastante atencién en la literatura [71], estos candidatos presentan
problemas serios. La constante cosmoldgica es compatible con los datos observacionales ob-
tenidos hasta hoy, pero el valor inferido de las observaciones difiere de aquel predicho por la
teoria cuantica de campos en, por lo menos, 30 6rdenes de magnitud [74].

La quintaesencia y los modelos afines tienen la ventaja de poder modelar una eventual
evolucién de la energia oscura con el redshift, pero utilizan como elemento béasico un campo
escalar clasico (entidad interesante desde el punto de vista tedrico, pero que todavia no ha
sido observada en la naturaleza), que responde a un potencial con caracteristicas peculiares
dentro de la fisica de particulas [71].

Por tltimo, las teorfas f(R) de la gravitacién [12, 13, 78] son una generalizacién natural
de la Relatividad General, y permiten describir una energia oscura variable con z. El punto
débil de este abordaje es la indeterminacién grande que tenemos sobre las funciones f(R)
[79], a pesar de las restricciones impuestas para evitar inestabilidades en objetos compactos
y satisfacer vinculos provenientes de observaciones en el Sistema Solar y de experimentos en
laboratorios [80, 81, 82].

Este escenario oscuro nos invita a abandonar las propuestas anteriores, y a revisar seria-
mente las hipdtesis en las que basamos nuestra descripcion del cosmos. Entre ellas, la que
representa uno de los pilares fundamentales del modelo cosmolégico estandar es el Principio

"Como estd sefialado en [74], el término “energia oscura” no es, estrictamente hablando, el nombre més
apropiado para describir a esta sustancia (pues muchas otras cosas en la naturaleza son oscuras y poseen
energia). Lo que distingue a la energfa oscura de la materia ordinaria es su presién negativa (esto es, tensién),
que da lugar a la aceleracién del universo. Luego, “tension oscura” parece ser un término més apropiado, incluso
mejor que “presiéon oscura’. Dado que, ademds, su distribucién espacial es aparentemente suave o uniforme, y
no estd concentrada en pozos de potencial, una forma més adecuada para designar a la “energia oscura” seria
“tensién regular” o “tension suave”.

8Existen modelos (mds) exéticos, como por ejemplo el electromagnetismo no lineal [75], el gas de Chaplygin
[76], y los mundos-brana [77].
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Cosmoldgico.

Como fue senalado anteriormente, las hipdtesis de homogeneidad e isotropia en el modelo
modelo estandar son independientes. Si bien la isotropia a grandes escalas tiene un buen
sustento observacional (sondeos de fuentes de radio e infrarrojas, y el CMB [36]), la hipétesis
de homogeneidad, que esta basada en el Principio Copernicano, no es una consecuencia directa
de las observaciones (a pesar de ser consistente con ellas mediante la introduccién de materia y
energia “oscuras”). En este sentido, y sin poner en discusién su carédcter filoséfico, el Principio
Cosmolégico debe ser estudiado con cuidado antes de descartar la posibilidad de describir el
universo con modelos no homogéneos. De hecho, no es trivial que pueda utilizarse un modelo
altamente simétrico para interpretar datos que involucran fenémenos fisicos en regiones sin
simetrias predominantes, y en las que el mayor porcentaje de la masa esta formando parte de
estructuras. Un test de homogeneidad serio requeriria considerar todos los puntos del espacio-
tiempo, y mostrar que en cada uno de estos las observaciones cosmoldgicas se ajustan a un
escenario is6tropo.?

Para ser entonces consistentes con el método cientifico, debemos someter la hipotesis de
homogeneidad al test de la observacién [38, 89, 90, 91]. Una forma de llevar a cabo esta
tarea es a través de la utilizacion de modelos cosmolégicos no homogéneos, construidos a
partir de soluciones exactas no homogéneas de las ecuaciones de Einstein. Esta es la principal
motivacién del trabajo desarrollado en esta tesis.?!

1.2.2. Inflacién

La llamada etapa de inflacién surge como un ingrediente fundamental en el modelo cosmolé-
gico estandar para dar una solucién a algunos de los problemas mencionados al comienzo de
esta seccién [63]. La misma describe un periodo de expansién acelerada durante la evolucién
més temprana del universo (¢ ~ 107*3 segundos), en donde el factor de escala evoluciona de
la forma a(t) ~ e, con o =~ cte.??

Si bien es aceptado actualmente que la existencia de esta etapa de expansién exponencial
puede remover de manera eficiente algunas dificultades del modelo comsologico estandar, los
modelos inflacionarios por si mismos no estan exentos de presentar aspectos problematicos.
En particular, una de las hipdtesis fundamentales en la que dichos modelos se basan es la
de suponer un espacio-tiempo homogéneo e isétropo como condicién inicial para que el pro-
ceso de inflacién tenga lugar. La justificaciéon para trabajar con esta eleccién particular es

9De hecho, las modificaciones que son necesarias incluir en el modelo estdndar para describir las observacio-
nes (esto es, la adicién de un “mundo oscuro”, compuesto de materia [33] y energia oscura, que transforman a la
gravitacién de atractiva en repulsiva) son fuertes reminiscencias de la vetusta metodologfa que llevé a postular
los epiciclos ptolemaicos, o un éter para la propagacion electromagnética [34]. La propuesta de una constante
cosmoldgica (o densidad de vacio), por su parte, ha sido invocada y abandonada en reiteradas ocasiones en
la historia de la cosmologia para describir, curiosamente, escenarios de naturaleza diferente (desde A. Eins-
tein, para modelar un universo estatico, hasta el modelo cosmolégico actual, para dar lugar a una expansién
acelerada del universo) [85].

20Una discusién interesante sobre este punto, y sobre la posibilidad de construir modelos no homogéneos
que no violen el Principio Cosmolégico (a partir de observadores que no siguen trayectorias geodésicas), puede
encontrarse en la referencia [37].

21Existen otros tratamientos para estudiar regiones no homogéneas que no utilizan soluciones exactas de las
ecuaciones de Einstein, como aquel basado en las medias [92]. Sin embargo, ciertas dificultades conceptuales
restringen su utilidad y, por tanto, no serdn tenidos en cuenta en nuestro trabajo [93].

22Como detallaremos en el capitulo 4, el valor de la constante o estd asociado al potencial V(¢) de un campo
escalar masivo ¢.
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que, de haber existido regiones no homogéneas previas a la etapa inflacionaria, éstas deberian
haber sido diluidas durante el propio proceso de expansién exponencial. Dado que no hay
hasta el momento una prueba definitiva de que la inflacion tenga efectivamente la propie-
dad de desarrollarse ante cualquier escenario primordial, es importante abordar este analisis
minusciosamente.

En esta direccién, es posible entonces utilizar soluciones no homogéneas de las ecuaciones
de Einstein para modelar escenarios de inflacion y estudiar condiciones generales bajo las
cuales los procesos inflacionarios en escenarios no homogéneos pueden o no tener lugar.

1.3. Modelos cosmolégicos no homogéneos

De las hipétesis sobre las que esta basado el modelo cosmolégico estandar, la de homogeneidad
a grandes escalas (Gpcs) es acaso una de las mas fuertes y dificiles de cotejar con evidencias
observacionales directas. Esta dificultad radica en el simple hecho de que estamos situados,
como observadores, en un unico punto del espacio, asi como también en la dificil tarea que
implica discernir, en las observaciones astronémicas, evoluciones temporales de variaciones
espaciales.

Es posible, sin embargo, considerar diferentes estrategias para abordar tests de homoge-
neidad. Entre estas, destacamos [0]:

1. La construccion de modelos no homogéneos. Esta posibilidad ha sido explorada con
creciente interés en los ultimos anos. Los modelos basados en soluciones de la Relatividad
General mas generales pueden presentar rasgos distintivos que permitan diferenciarlos
de los modelos de FLRW mediante la observacién [94, 95]. Estos modelos, sin embargo,
representan mas una alternativa a modelos con energia oscura que un test estricto de
homogeneidad.

2. Los tests de consistencia. Los modelos de FLRW pueden ser formulados como una
serie de hipotesis observacionales nulas, esto es, cantidades que deben ser idénticamente
nulas si el modelo responde a la geometria de FLRW y a las relaciones observacionales
que de ella se desprenden. La idea de los tests de consistencia es entonces combinar
diferentes observables que puedan revelar cualquier senal no nula, como medida de
cuanto el modelo se aparta de la hipdtesis de homogeneidad. Idealmente estos tests
son independientes del modelo de energia oscura o de la teoria de gravedad utilizados.
Sin embargo, ofrecen un entendimiento del Principio Copernicano basado en refutar las
hipéStesis observacionales nulas més que probarlas.??

3. La reconstruccion del modelo como un problema inverso. En lugar de postular un modelo
cosmolégico desde tiempos tempranos (basado en la métrica de FLRW mads un trata-
miento de perturbaciones) y comparar su evolucién con observaciones actuales, este
método propone construir un modelo considerando dichas observaciones como “condi-
ciones iniciales” para determinar la métrica sobre el cono de luz pasado del observador,
y luego integrar hacia el interior de este [96, 97]. Esta manera de reconstruir el modelo

BPor ejemplo, la relacién distancia de luminosidad vs. redshift de las SN tipo Ia es reconstruida a partir de
datos observacionales evitando introducir una dependencia con el modelo. Sin embargo, la aplicacién robusta
de estos datos necesita en general la incorporacién de un modelo cosmoldgico, al igual que las BAO para ser
utilizadas como reglas patrén [6].
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cosmoldgico no necesita en absoluto suponer a priori la validez del Principio Coperni-
cano. Idealmente, a partir de observaciones perfectas seria posible obtener la informacion
necesaria para reconstruir el modelo de universo correcto dentro de nuestro cono de luz
pasado. Sin embargo, la eficacia del método demanda observaciones tan precisas que
resulta, por el momento, impracticable.

El trabajo desarrollado en esta tesis se encuentra dentro del primer enfoque. Como fue
senialado originalmente en la referencia [93], las soluciones de las ecuaciones de Einstein que
describen modelos cosmolégicos homogéneos e isétropos limitan la aplicaciéon de la Teoria de
la Relatividad General a la descripcion de nuestro universo, principalmente debido al alto
grado de simetria que las caracteriza. En este sentido, las soluciones no homogéneas han sido
en general poco exploradas, a pesar de su potencial para describir escenarios complejos con
menos simetrias.??

Comenzando por la primera solucién no homogénea de las ecuaciones de Einstein, encon-
trada por Lemaitre en 1933 [106], y posteriormente analizada por Tolman en 1934 [107] y
Bondi en 1947 [98], existe una amplia bibliografia sobre modelos cosmoldgicos no homogéneos
[16, 108, 109]. En particular, nos abocaremos a estudiar en esta tesis aquellos modelos basa-
dos en soluciones exactas con simetria esférica. Los modelos mas conocidos y estudiados de
esta clase son los de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB) [98, 106, 107], pero existen otros ain no
explotados totalmente en astronomia y cosmologia, tales como aquellos basados en la soluciéon
de Lemaitre [106], en la de Székeres [110, 111] y en la de Stephani [108], entre otros.

La métrica asociada el modelo de LTB es una solucién de las ecuaciones de Einstein con
simetria esférica y con polvo como fuente. La misma depende de dos funciones arbitrarias, y
permite estudiar efectos no lineales en la evolucién de forma analitica y numérica [16, 108,
109]. La solucién de LTB ha sido ampliamente estudiada con el fin de construir modelos
cosmologicos viables para poder describir diferentes conjuntos de observaciones astronémicas
sin la necesidad de recurrir a un contenido de energia oscura en el universo [109, 112, 113, 114,
115, 116, 117, 118, 119, 120]. Entre los trabajos dedicados a estudiar cosmologias de LTB,
los aspectos geométricos mas importantes han sido analizados en [121, 122], mientras que las
comparaciones con datos observacionales mas relevantes pueden encontrarse en las referencias
[123, 124, 125, 126, 127, 128].

Entre los modelos de LTB mas destacados, nos interesa mencionar los llamados modelos de
void, caracterizados por presentar un perfil inicial no homogéneo con una regién de subdensi-
dad en el centro de simetria, inmersa en una distribuciéon de materia asintéticamente homogé-
nea. Para lograr un buen acuerdo de este tipo de modelos con los datos provenientes del fondo
cosmico de radiacion, es necesario restringir los puntos de observacién al centro de simetria
del wvoid (0, cuanto mucho, a una distancia de algunas decenas de Mpc [129, 130, 131, 132]).
Este aspecto representa uno de los principales puntos conflictivos de los modelos de wvoid.
Sin embargo, como estd mencionado en [133], la baja probabilidad de estar ubicados como
observadores en esta posicion especial es mucho menos restrictiva que la coincidencia obser-
vada en el valor actual de la constante cosmoldgica del el modelo estandar. Si pensamos en la
probabilidad de que un observador esté ubicado dentro de algunas decenas de Mpc del centro

24Un modelo no homogéneo, pero construido a partir de soluciones de FLRW, fue originalmente propuesto
por K. Tomita en las referencias [99, 100, 101, 102, 103, 104, 105]. El problema consistia en dos regiones homo-
géneas, separadas por una superficie esférica, expandiéndose cada una con diferente parametro de Hubble. Con
este escenario simple se mostré que es posible reinterpretar las observaciones astronémicas, incluso utilizando
soluciones homogéneas, sin recurrir a un contenido de energia oscura.
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de una esfera de radio ~ 15 Gpc, resulta (40 Mpc/15 Gpc)® ~ 1078, La coincidencia es en-
tonces en este caso considerablemente mucho menor que aquella involucrada, por ejemplo, en
el problema de la curvatura espacial [133]. En este sentido, es absolutamente relevante llevar
a cabo un estudio minucioso de los modelos de void, como un primer paso en la construccion
de escenarios cosmolégicos mas complejos.

La solucién no homogénea de Lemaitre [106] presenta la misma simetria que la de LTB,
pero contempla la posibilidad de modelar fluidos con presién no nula. A diferencia de la solu-
ciéon de LTB, la de Lemaitre ha sido poco utilizada hasta el momento para construir modelos
no homogéneos que lleven en cuenta los efectos de una distribucién no homogénea de materia
con presion. El estudio de las soluciones que describen un fluido con presién es sumamente
importante, ya que la misma puede tener efectos significativos sobre la propagacion de los fo-
tones en geometrias no homogéneas [134]. En particular, la presién de la radiacién proporciona
un grado de libertad extra en el problema, que permitiria aliviar algunas tensiones existentes
entre los modelos no homogéneos con simetria esférica y ciertas observaciones astrondémicas
[133]. La investigacién de modelos que contemplen estas caracteristicas merece entonces ser
llevada a cabo de manera mas profunda.

En todos los casos con simetria esférica, los puntos de observacion fuera del centro de
simetria han sido muy poco estudiados, en general, por la complejidad matematica que ca-
racteriza a estas geometrias [128]. Soluciones con menos simetria, como la de Stephani y
Székeres, permiten modelar regiones no homogéneas mas generales. De la clase de soluciones
encontrada por Stephani [135], la més estudiada es la que tiene simetria esférica, con densidad
dependiente de la coordenada radial, y presién dependiente de las coordenadas ry t [136].2°
La métrica de Székeres, por su parte, tiene 5 funciones arbitrarias, con polvo como fuente,
y no posee vectores de Killing [108]. Existen 3 tipos de soluciones de Székeres (cuasiesférica,
cuasiplana, y cuasipseudoesférica), de los cuales solamente el primero ha sido aplicado en
cosmologia y astronomia [137]. La solucién de Szafron [138], por su parte, generaliza a la de
Székeres con la incorporacién de la presion.

1.4. Objetivos de esta tesis

El objetivo general de esta tesis es investigar modelos cosmolégicos en el marco de la Teoria
de la Relatividad General, que sean compatibles con las observaciones astrondmicas y que
no precisen de la llamada “energia oscura” como componente de materia dominante en la
dindmica actual del universo. El trabajo que desarrollamos distingue dos etapas principales:

1. el estudio de las propiedades genéricas de soluciones exactas no homogéneas de las
ecuaciones de Einstein; y

2. la aplicacién de dichas soluciones a problemas de interés cosmoldgico.

En relacion a la primera etapa, nos abocaremos a estudiar, en particular, aquellas solucio-
nes que presentan simetria esférica. En orden creciente de complejidad, analizaremos primero
la solucién de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB), que describe un fluido con distribucién de ma-
teria no homogénea y sin presion (es decir, polvo). La segunda solucién estudiada presentada

25Un analisis de los modelos cosmoldgicos basados en la solucién de Stephani, que incluye una discusién
interesante sobre la posibilidad de estudiar modelos no homogéneos que satisfagan el Principio Copernicano
en un sentido observacional (esto es, a partir de relaciones observacionales validas para cualquier punto del
espacio-tiempo) puede encontrarse en [37].
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serd la de Lemaitre, que contempla la descripcion de un fluido no homogéneo y con presién.
Las propiedades genéricas de estas soluciones seran presentadas en el capitulo 2, junto con
una introducciéon al campo de aplicacién de cada una para resolver diferentes problemas de
cosmologia y astrofisica. Como mencionamos en la seccion anterior, las soluciones con simetria
esférica representan el primer paso para la construccién de modelos mas complejos. En esta
direccién, algunas propiedades de la solucién de Székeres también seran investigadas en forma
complementaria al trabajo principal de la tesis.

En relacién a la segunda etapa del trabajo, las soluciones antes mencionadas seran apli-
cadas para resolver diferentes problemas cosmoldgicos, a saber:

1. El estudio de la variacion temporal del corrimiento al rojo cosmoldgico debida a la tasa
variable de expansion del universo.

Esta cantidad, conocida como redshift drift y potencialmente medible con la tecnologia
actual, nos ofrecerfa la posibilidad de distinguir modelos cosmoldgicos [139]. Es im-
portante entonces estudiar las predicciones tedricas para este observable en diferentes
escenarios cosmolégicos, con el fin de poder cotejarlas en un futuro préximo con datos
observacionales.

En esta direccién, estudiaremos en el capitulo 3 el redshift drift a partir de dos aproxima-
ciones para fuentes cercanas. La primera estd basada en el formalismo covariante 1+ 3,
que posee la ventaja de ser independiente de las coordenadas utilizadas y del punto de
observacién. La segunda, por su parte, consiste en estudiar el redshift drift a partir de
consideraciones cosmograficas, esto es, que no involucren la dindmica subyacente en un
dado modelo.

2. FEl desarrollo de la inflacion en presencia de regiones no homogéneas.

Una de las hipotesis més importantes en la que estdn basados los modelos de inflacién
es la de suponer que cualquier irregularidad inicial es homogeneizada debido a la vio-
lenta expansién que caracteriza a la etapa inflacionaria [63]. Si bien existen argumentos
tedricos que justifican esta hipdtesis, no hay una prueba definitiva de que la inflacién
tenga esta propiedad para cualquier tipo de escenario inicial.

Con esta motivacion, nos proponemos estudiar si una regién de vacio del espacio-tiempo
puede desarrolar una etapa de inflacién en ambientes no homogéneos, con el objetivo
de comprobar si alguna distribucién primordial no homogénea de materia o radiacién
puede inhibir el proceso de inflacién. Los fondos no homogéneos seran descriptos por
las soluciones de LTB y de Lemaitre, para caracterizar, respectivamente, la evolucién
en ambientes con polvo y radiacién. Este trabajo serd presentado en el capitulo 4.

3. Modelos con distribucion inicial no homogénea de materia y radiacion.

En el marco de los modelos de void, escenarios cosmolégicos mas complejos han sido
sugeridos para modelar los efectos de la radiacién sobre la evolucion temprana de la
geometria del universo [133]. Este problema conduce a la necesidad de considerar mode-
los con dos fluidos no comoviles, esto es, materia y radiacién. Un analisis cualitativo de
este tipo de modelos fue presentado en [133], y un primer tratamiento de este problema
(sin incluir los momentos multipolares de la distribucién de la radiacién) fue realizado
en la referencia [140].
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Capitulo 1. Introduccién

Siguiendo los trabajos mencionados anteriormente, estudiaremos la evolucién de un
modelo de dos fluidos con simetria esférica (en donde la radiacién y la materia son
no comoviles), que incluya los efectos de la presién anisétropa de la radiacién sobre la
evolucién de la geometria. Este trabajo serd presentado en el capitulo 5.

Para concluir, discutiremos en el capitulo 6 las prespectivas futuras sobre la investiga-
cion de modelos cosmolégicos no homogéneos, asi como también las lineas de trabajo que se
desprenden como continuacién natural del estudio realizado en esta tesis.
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“Por ultimo, cansado de esperar, se lament6 ante Melquiades del fracaso de su iniciativa, y el
gitano dio entonces una prueba convincente de honradez: le devolvié los doblones a cambio
de la lupa, y le dejé ademds unos mapas portugueses y varios instrumentos de navegacion.

De su puno y letra escribié una apretada sintesis de los estudios del monje Hermann, que
dejo a su disposicién para que pudiera servirse del astrolabio, la brijula y el sextante. José
Arcadio Buendia pasé los largos meses de lluvia encerrado en un cuartito que construyé en
el fondo de la casa para que nadie perturbara sus experimentos. Habiendo abandonado por

completo las obligaciones domésticas, permanecié noches enteras en el patio vigilando el
curso de los astros, y estuvo a punto de contraer una insolaciéon por tratar de establecer un
método exacto para encontrar el mediodia. Cuando se hizo experto en el uso y manejo de
sus instrumentos, tuvo una nocién del espacio que le permitié navegar por mares incégnitos,
visitar territorios deshabitados y trabar relacién con seres espléndidos, sin necesidad de
abandonar su gabinete. Fue esa la época en que adquirié el habito de hablar a solas,
paseandose por la casa sin hacer caso de nadie, mientras Ursula y los ninos se partian el
espinazo en la huerta cuidando el platano y la malanga, la yuca y el name, la ahuyama y la
berenjena. De pronto, sin ningin anuncio, su actividad febril se interrumpié y fue sustituida
por una especie de fascinacién. Estuvo varios dias como hechizado, repitiéndose a si mismo
en voz baja un sartal de asombrosas conjeturas, sin dar crédito a su propio entendimiento.
Por fin, un martes de diciembre, a la hora del almuerzo, solté de un golpe toda la carga de
su tormento. Los ninos habian de recordar por el resto de su vida la augusta solemnidad con
que su padre se senté a la cabecera de la mesa, temblando de fiebre, devastado por la
prolongada vigilia y por el encono de su imaginacioén, y les revelé su descubrimiento:

-La tierra es redonda como una naranja. (...)”

Cien anos de soledad (1967)

Gabriel Garcia Marquez
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Capitulo 2

Soluciones no homogéneas de las
ecuaciones de Einstein

Presentaremos en este capitulo una breve introduccién a las soluciones no homogéneas de las
ecuaciones de Einstein con simetria esférica, asi como a los modelos cosmoldgicos construidos
a partir de las mismas.

La primer solucién que analizaremos es la de Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB), cuya fuen-
te es un fluido perfecto con presiéon nula. La expresion analitica de esta solucién puede ser
obtenida en forma exacta, lo que permite imponer restricciones sobre ciertas funciones que
la caracterizan, con el fin de evitar singularidades y comportamientos no deseados en es-
cenarios cosmolégicos o astrofisicos. Analizaremos, ademads, las propiedades generales de la
propagacion de la luz en esta geometria a partir del estudio de las geodésicas nulas. Por 1l-
timo, presentaremos algunas aplicaciones de la solucion de LTB a problemas cosmolégicos y
astrofisicos.

La geometria con simetria esférica descripta por la soluciéon de Lemaitre admite como fuen-
te un fluido con distribuciones espaciales de densidad y presién no homogéneas. Esta solucién,
poco explorada hasta el momento, permite el estudio de modelos con materia ultrarelativista.
Analizaremos aqui algunas de sus propiedades generales.

A modo de complemento de las soluciones con simetria esférica, presentaremos también
la solucién de Székeres (sin simetrias definidas) y algunas de sus propiedades mas generales.
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Capitulo 2. Soluciones no homogéneas de las ecuaciones de Einstein

2.1. La solucion de Lemaitre-Tolman-Bondi

La soluciéon no homogénea de las ecuaciones de Einstein con simetria esférica y polvo como
fuente (es decir, un fluido perfecto con presién nula) fue encontrada y estudiada en el ano
1933 por A. G. Lemaitre [106], y mas tarde por R. C. Tolman [107] y H. Bondi [98], razén por
la cual es conocida como solucién de Lemaitre-Tolman-Bondi (en adelante, LTB). La misma
esta caracterizada en coordenadas coméviles sincronizadas' por el elemento de linea

(7' (t, )]

ds® = Pdt* — — =~
T 1+ 2E(r)

dr? — [R(t,7)]*(d6* + sen? Odp?) (2.1)

en donde el simbolo ’ indica derivadas respecto a la coordenada radial r, y E(r) es una funcién
arbitraria que, como mostraremos mas adelante, determina la curvatura de las hipersuperficies
con t = cte. Notemos que, para que la métrica (2.1) mantenga los signos adecuados, es
necesario que E(r) > —1/2 para todo r.? La densidad p(t,r), que caracteriza al fluido perfecto
con presién nula, resulta

2M'(r)

wT) = B REE (22)

con k = 87G/c*. En adelante, trabajaremos con la eleccién de unidades acorde al Sistema
Natural de Unidades, esto es, ¢ = 1, G = 1 y A = 1. La funcién métrica R(t,r) queda
determinada por la siguiente ecuacién [10]

+ 2R, (23)

[R(t,r)]2 =2E(r)+ Rt 3

en donde el simbolo " indica derivadas respecto a la coordenada temporal ¢, y M(r) es otra
funcién arbitraria de integracién, que representa la masa gravitacional activa que genera el
campo gravitacional. Si bien la solucién formal admite una constante cosmolégica no nula
[141], en el contexto de esta tesis trabajaremos con A = 0, a menos que explicitemos lo
contrario.?

Las ecuaciones (2.3) y (2.2) son obtenidas trabajando algebraicamente con las ecuaciones
de Einstein, e imponiendo la condicién de simetria esférica y las restricciones R #0y R #0.
El caso R = 0 no tiene interés para el estudio de soluciones cosmolédgicas no homogéneas, pues
requiere que o bien R' = 0 (solucién de Nariai (1950) [142, 143]) o bien que la densidad sea
constante [16]. Sin embargo, el caso R’ = 0 da lugar a soluciones interesantes que estudiaremos
en detalle en la seccion 2.1.1.

La ecuacién (2.3) admite una familia de soluciones exactas para R(¢,7), cuya evolucién

'Las coordenadas coméviles sincronizadas son aquellas coordenadas coméviles en las cuales las componentes
cruzadas espacio-temporales de la métrica resultan nulas. Esta eleccion de coordenadas es viable siempre que
el campo de velocidades coméviles u® tenga rotacién nula. El sistema de referencia es denominado entonces
comovil sincronizado, y puede probarse que la rotaciéon nula es una condicién necesaria y suficiente para
que dichas coordenadas existan en espacio-tiempos con simetria esférica y un fluido perfecto como fuente [16].

2El caso con E(r) = —1/2 est4 asociado a la existencia de los llamados agujeros de gusano [16].

#Notemos que la ecuacién (2.3) con A = 0 es formalmente idéntica a la ecuacién newtoniana del movimiento
radial en un potencial coulombiano. En esta analogia coulombiana, M (r) juega el papel de la masa gravitacional
activa dentro de una cédscara de radio constante, y E(r) representa la energia total dentro de esta la misma

[16].
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2.1. La solucién de Lemaitre-Tolman-Bondi

depende del signo de la funcién E(r). La expresién analitica de dichas soluciones resulta®

R(t,r) = —2]\;[5((:)) (1 —cosn)
, si E(r) <03 (2.4)
o (r)3/2
n—senn = 2=t —tp(r))
9 1/3

R(t,r) = §M(’I“)(7f - tB(r))2 , st E(r) =0; (2.5)

R(t,r) = —é\j[g((:)) (coshn —1)
, st E(r)>0. (2.6)

Y1372
senhn—n = 7[2%()71]) (t—tp(r))

Las soluciones anteriores dependen de una funcién de integracién adicional, tg(r), que aparece
combinada con la coordenada temporal en la forma (¢ — tg(r)). Esta funcién, conocida en la
literatura como funcién de bang-time, aparece al integrar la ecuacién (2.3), esto es,

/R dR
0 R4+ LAR2
V2E +2M/R + IAR

Zt—tB(T). (2.7)

Podemos interpretar la integral anterior como el valor de la coordenada t para el cual la
expansién diverge, y resulta entonces dependiente de la posicién r (notemos la diferencia con
la solucién homogénea de FLRW, en la cual la coordenada correspondiente al llamado bang-
time es constante para todo r). En principio no existen a priori restricciones que determinen
el signo de tp(r), por lo que su eleccién queda supeditada al contexto particular de cada
problema.

Las soluciones paramétricas (2.4) y (2.6) pueden también reescribirse, respectivamente,
como [109]

p _
M ER —ER ER
t = tB‘i‘m arccos(l—i—QW)—Q T(l"'ﬁ)] ’
) 0<n<m (expansion)
i (2.8)
M ER ~ER ER
t = tB—i-W 7T+arccos(—1—2w)+2 7(14_?)} ,
- T<n<2w (colapso)
y
M ER ER ER
t = tp+ W 2\/ﬁ <1 + W) — arccosh<1 + 2ﬁ> (2.9)

(expansion)

La familia de soluciones de LTB depende entonces de tres funciones arbitrarias de integra-
cién, a saber, E(r), M(r) y tg(r). Sin embargo, las ecuaciones (2.4)-(2.6) son invariantes ante

4Estrictamente, la clasificacién de soluciones estd asociada al signo de la cantidad E/MQ/?’7 dado que las
condiciones de regularidad en el centro de simetria imponen E = 0 siempre que M = 0 [16].
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Capitulo 2. Soluciones no homogéneas de las ecuaciones de Einstein

transformaciones de coordenadas de la forma 7 = g(r), con lo cual una de las tres funciones
puede ser fijada a partir de esta invarianza, segin convenga en el problema con el que este-
mos trabajando. Las soluciones (2.4)-(2.6) presentan, ademds, la misma estructura algebraica
que las soluciones de las ecuaciones de Friedmann-Lemaitre. La solucién de FLRW puede ser
recuperada en el limite homogéneo p’ = 0, con

tp(r) = cte,

2.1
(EG)2/M() = cte, 210
y la siguiente elecciéon de coordenadas
M = Myr3 (= E = Eyr?), (2.11)

con My y Ey constantes.’

Como mencionamos anteriormente, la funcién E(r) presenta una relacién directa con la
curvatura de los subespacios con t = cte. Sobre estas hipersuperficies, la funcién R depende
s6lo de r y puede ser uttilizada entonces como coordenada radial (nuevamente, haciendo uso
de la invariancia ante una transformacién de coordenadas del tipo 7 = ¢(r)). Considerando las
tétradas ortogonales a los subespacios con t = cte, dadas por e! = dR/v/1 + 2E, ¢ = Rdf,
y €3 = Rsenfdyp, las tinicas componentes no nulas del tensor de Riemann tridimensional
resultan

dE/dR 2F
R = ——— = Rya313, R =——.
1212 R 1313, Y 2323 R2
Vemos entonces que todo subespacio con t = cte y £ = 0 es plano. Por otra parte, si

E/R? = cte, la curvatura también es constante y su signo es igual al signo de —E. Por lo
tanto, encontramos que (—F) es justamente una medida de la curvatura de los subespacios
con t = cte. A diferencia de las soluciones de Friedmann-Lemaitre, la curvatura en este caso es
local. Es decir, depende de 7 y, en particular, puede resultar positiva en alguna regién del es-
pacio y negativa en otra. Esto nos muestra que la distinciéon que usualmente hacemos entre la
familia de modelos de FLRW (en relacion a los valores de la constante de curvatura k) es una
peculiaridad de la soluciéon homogénea, y no una propiedad del universo fisico que estamos in-
tentando describir. Las soluciones (2.4)-(2.6) pueden utilizarse simultdneamente para estudiar
distintas regiones del mismo espacio-tiempo, cada una con su curvatura caracteristica.

Por 1ltimo, teniendo en cuenta el formalismo covariante presentado en el apéndice A y las
definiciones alli detalladas, caracterizamos a la velocidad del fluido con el 4-vector u® = 9%,.

5Notemos que, si bien este limite depende de las coordenadas elegidas, la condicién p’ = 0 es la que asegura
la hipdtesis de homogeneidad y resulta invariante ante transformaciones de la coordenada r. Para analizar esto,
consideremos M (r) = 7 (esto es, que para cada intervalo de r en que M’ no cambie de signo, M puede ser
utilizada como coordenada radial). Luego, reescribimos la ecuacién (2.2) como

M 6

R® — R3(My) = /M (D) dM

6
AR

Kp =

La condicién de homogeneidad espacial es dp/dM = 0, es decir, d*(R*)/dM? = 0. Trabajando con estas
restricciones, encontramos que son equivalentes a pedir = cte y tp = cte, definiendo en forma invariante
el limite homogéneo [16].

_E_
M2/3
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2.1. La solucién de Lemaitre-Tolman-Bondi

Luego, las cantidades cinemaéticas de la solucién de LTB resultan

R'R+ 2RR'
= = 2.12
© RR' (212)
N 1 (R'R—-2RR\ ..
% = 3 (T) diag(0,2,—1,—1), (2.13)
0 = a"=w. (2.14)

Asimismo, las partes eléctrica y magnética del tensor de Weyl son, respectivamente,

576

1 _pr SR E ""RR — R? + 2F
. <R[ R'R+ RR R]}—;/R[RR Ly ]>diag(0,2,—17—1)7Y(2-15)

% =0. (2.16)

2.1.1. Condiciones de regularidad

Dado que la métrica no homogénea de LTB involucra funciones no triviales de las coordenadas
temporal y radial, es importante estudiar bajo qué condiciones estas funciones describen
soluciones regulares.’

Regularidad en el centro de simetria

En el centro de simetria (identificado con el valor de coordenada radial r = r,) tenemos
que M(r,) = R(t,r,) = 0 para todo tiempo t. La condicién de regularidad en estos puntos
puede ser estudiada facilmente también a partir de las componentes del tensor de Riemann en
tétradas [109]. Del andlisis de los escalares (2.23)-(2.25), notamos que la condicién para evitar
divergencias en la curvatura de aquellos puntos con M (r,) = R(t,r,) = 0 es simplemente

, M
TILHQO s <0. (2.17)

Luego, utilizando la ecuacién (2.2), tenemos que

i 2 i M L) <0 (2.18)

o B3 ron, 3R2R) 60T ST ‘
Es decir, que la curvatura serd finita en el origen siempre que p(t, r,) también lo sea. Asimismo,
las condiciones de regularidad que obtenemos para el comportamiento de las funciones en torno

al centro de simetria son [109]

R=pBt)MY? + O1/3(M) (en superficies con t = cte), (2.19)
E =y M?*? + 0y3(M), (2.20)
tB:TO+T+01/3(M), (221)
Kp = % + O1/3(M)  (en superficies con t = cte), (2.22)

en donde O4(M) indica alguna funcién con la propiedad limpy;_,o(Og/M?) = 0, B(t) es una
funcién arbitraria no nula, y v, 79 y 7 son constantes arbitrarias, con 7 > 0.

5Un anélisis de esta solucién a partir de sistemas dindmicos fue realizado en [144].
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Capitulo 2. Soluciones no homogéneas de las ecuaciones de Einstein

Otras condiciones de regularidad

La ecuacién (2.2), que define la densidad del fluido en términos de las funciones de la métrica,
diverge cuando R =0 # M’ o R’ = 0 # M'. El primer caso corresponde a una singularidad
analoga al punto de big-bang para la solucién de LTB (esto es, que el factor de escala de la
parte angular de la métrica resulta nulo), y tendra lugar siempre que trabajemos con A = 0.
La segunda condicion esta asociada a lo que usualmente denominamos como shell crossing:
escenarios en los que la densidad de masa crece hasta alcanzar un limite infinito (en donde
eventualmente cambia su signo y pasa a tener un valor negativo, si R’ también cambia de
signo). En estos puntos, la distancia radial geodésica (4/|g,|dr) entre dos puntos (tg, ro, 8o, ©o)
y (to,ro+dr, 6o, o) tiende a cero y, en consecuencia, hipersuperficies con r = cte con distintos
valores de la coordenada radial coinciden [16].

Para profundizar el andlisis de las regiones con shell crossing, estudiaremos las compo-

nentes escalares del tensor de Riemann expresadas en las coordenadas tétradas de la métrica
(" =dt, e! = (R'/(V/1+2E)dr, €2 = Rdf y 3 = Rsenfdy), dadas por [16, 109]

2M M’
Ry = B T mR’ (2.23)
1 M M’
_ _! _ M 2.24
Rogo2 = Rosos = 5 ftasas ™R (2.24)
M M’
Ri212 = Riz13 = (2.25)

R’  R2R

Las regiones con puntos singulares en la curvatura pueden ser evitadas con una eleccién
apropiada de las funciones arbitrarias E(r), M(r) y tg(r). Para esto, podemos adoptar dos
criterios:

1. fijar las funciones de forma tal que resulte R’ # 0 en todas las regiones en donde nos
interesa aplicar la solucién de LTB; o

2. elegir las funciones arbitrarias de forma tal que R’ = 0 sélo en aquellos puntos r = 7,
en donde M'(rs) =0y el lim,_,, |M'/R| < oc.

En el primer caso, la condicién R’ # 0 impone ciertas restricciones sobre las funciones E(r),
M(r) y tp(r) [122]. Para cada una de las soluciones (2.4)-(2.6), las condiciones necesarias y
suficientes que deben cumplir las funciones del modelo para evitar regiones con shell crossing
si R' > 0 son las siguientes [10]

M >0

(tg) <0 , si E<O; (2.26)
/ _ /

o (35 - 4) - S <0

M' >0

, siE=0; y (2.27)
tB,r <0
M >0
(tg) <0 . si E>0. (2.28)
E' >0
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2.1. La solucién de Lemaitre-Tolman-Bondi

Las regiones en las que R’ < 0 imponen restricciones anélogas, pero con las desigualdades
invertidas.

Para estudiar el segundo caso, en el que R’ = 0 s6lo en puntos r = 75 en donde M’ = 0 y el
lim,_,,, M'/R' < 0o, suponemos que ¢t > tg [122]. La condicién necesaria para que densidad
de masa permanezca finita en r = ry es

M'(rg) =0. (2.29)

Por otra parte, dado que la funcién M no tiene dependencia con la coordenada temporal, la
densidad de masa podréa ser finita siempre que R’ = 0 tampoco dependa de ¢t. Ademads, debe
satisfacerse el siguiente limite
lim M'/R' < . (2.30)
r—rs
Este limite resulta simple de trabajar si elegimos 7 = M (r) como coordenada radial (haciendo
uso de la invariancia ante transformaciones de coordenadas radiales que posee la métrica). De
esta forma, la divergencia del tipo (M’/R?R’) puede ser evitada si [16]

M 1 1
lim (r) i

_ = 1 =
P R R 1) M) v R2(8, M)AR(E, M)JAM — a(ryor(re) A[RE(E, M) JAM

3

o

= lim d[R*(t,M)]/dM > 0. 2.31
M(THM(H)[ (t,M)]/ (2.31)

Para el caso con E = 0, la condicién (2.31) puede escribirse como

1
R = 5}24/3 [M'(t —tg)* — 2Mtg,] (2.32)

Es decir, que basta con imponer tp ,(rs) = 0. Para los casos £ < 0y E > 0, la derivada de
la solucién en forma paramétrica resulta

R = (%—%)RJF [(;%—%> (t—tB)—tBW]R. (2.33)

Luego, teniendo en cuenta que Ry R son funciones de 7 y ¢ no idénticas, la condicién R’ (rs) =0
es satisfecha siempre que cada uno de los términos de la derecha sean nulos, esto es, que
E'(rs) =0y tp,(rs) =0.

Estas son las condiciones necesarias para evitar shell-crossing en las soluciones de LTB
para aquellos puntos en los que R’ = 0. Las restricciones sobre F(r), M(r) y tg(r) para
encontrar condiciones suficientes que eviten el comportamiento de shell crossing son menos
generales y deben ser estudiadas para cada caso particular a partir de la condicion general
dada por la ecuacién (2.31) [16].7

"Notemos que si en el caso con R’ = 0 las condiciones necesarias para evitar shell crossing son satisfechas y,
ademds, 1+ 2E(rs) # 0, la componente g, de la métrica resulta nula. Sin embargo, supusimos que el cociente
M’ /R’ es finito en 7 = r, es decir, que la curvatura no es singular en este punto. Esto implica que r = r, es
un punto singular en el sistema de coordenadas utilizado y, en consecuencia, puede ser removido haciendo una
transformacién de coordenadas adecuada (que dard lugar a R,(rs) # 0) [16].
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Capitulo 2. Soluciones no homogéneas de las ecuaciones de Einstein

2.1.2. Propagacion de la luz en la geometria de LTB

Con el fin de comparar los modelos cosmologicos con diferentes observaciones astronémicas, es
imprescindible el estudio de las ecuaciones diferenciales que determinan las geodésicas nulas en
la métrica de LTB, asi como también el analisis del corrimiento al rojo en la frecuencia de los
fotones (en adelante, redshift) que sufre la luz proveniente de una dada fuente. Abordaremos
en esta seccién el estudio de la propagacion de la luz para el caso de geodésicas radiales. El
caso més general, en el que las geodésicas inciden fuera del centro de simetria, estd presentado
en el apéndice B. Este ultimo caso resulta de interés para estudiar cantidades observables que
pueden ser no nulas si el modelo se aparta de la simetria esférica.

Teniendo en cuenta la libertad que ofrece la soluciéon de LTB para fijar alguna de sus
funciones arbitrarias, trabajaremos considerando ¢ > tg(r).® Partiendo de la métrica (2.1),
la geodésica nula que describe la trayectoria de un rayo de luz emitido por una fuente con
coordenadas (¢,7,0,¢), y que viaja en forma radial hasta el centro de simetria del sistema,
satisface la ecuacién

dt___Rr) (2.34)

dr V1+2E(r)
Para el calculo del redshift, consideremos ahora dos fotones de luz provenientes de la misma
fuente medidos en los instantes t; = T'(r) y t2 = T'(r) + 7(r), respectivamente, en donde 7(r)
es un intervalo de tiempo pequenio (7(r)/T'(r) < 1). Notemos que la direccién de incidencia
de ambos fotones coincide por estar trabajando con geodésicas radiales. La expresion (2.34)
resulta, para cada foton,

dTr R(T(r),r)
- = 2 2.35
dr V1+2E(r) Y (2.35)
dr 1+2E(r)
Trabajando sélo a primer orden en 7, podemos reescribir
R(T(r)+7(r),r) =~ R(T(r),r)+7(r)R"(T(r),r). (2.37)

Usando esta aproximacién y la ecuacién (2.35), la expresién (2.36) resulta [16]
dr (r) R(T(r),r)
— =—7(r) —/—===
dr V1+2E(r)

Por otra parte, si 7(r) es el periodo de la onda emitido por una fuente con coordenada
radial 7, y 7(r,) es el periodo medido en el centro de simetria, definimos el redshift z(r) de la

(2.38)

fuente como

z(r) = 7(ro) _ 1. (2.39)

Derivando esta expresion respecto de la coordenada r, y teniendo en cuenta la ecuacién (2.38),
resulta [10]

1 dz _ R(T(r),r) (2.40)

142N dr  i+2E0)

8Podemos elegir siempre una traslacién adecuada en las hipersuperficies t = cte de forma tal que esta
condicién sea satisfecha. En este contexto, tomar valores crecientes de ¢ implica ir desde el pasado hacia el
futuro [109].
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o bien )
dln(z) "™ R'(T(r),r)

= —dr.
dr r /1+2E(r)

Esta férmula expresa el redshift de la fuente parametrizado con la coordenada radial r. La
integracién sobre la trayectoria geodésica de los fotones serd, en general, calculada en forma
numérica debido a la complejidad de las funciones R(t,r) que caracterizan a cada familia de
soluciones de LTB.

(2.41)

Notemos que la ecuacién (2.40) puede ser utilizada para parametrizar la geodésica nula
a través de z, en lugar de utilizar la coordenada radial. Dicha opciéon puede ser considerada
siempre que z(r) resulte, para el modelo con el que trabajemos, una funcién biyectiva, al
menos en el minimo volumen esférico centrado en el observador que encierre a la fuente.
Trabajando entonces con este cambio de variables en la ecuacién (2.34), obtenemos [109]

e R(t(r),r)
dz (14 2)R/(t(r),7)

(2.42)

De esta forma, las geodésicas nulas seran la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales
acopladas (2.40) y (2.42), cuya integraciéon debe ser realizada desde z; = Zfyente hasta zo =
zo = 0.

2.1.3. Aplicaciones de la solucion de LTB

Las soluciones de LTB han sido estudiadas para abordar diferentes problemas de cosmologia
y astrofisica [16, 109]. En relacién a los escenarios cosmoldgicos, la posibilidad de construir
modelos no homogéneos, basados en esta soluciéon y que puedan describir la curva de lumi-
nosidad de las SN tipo Ia sin la necesidad de incorporar energia oscura, ha sido explorada
con creciente interés [101, 126]. En esta direccién, podemos destacar a los llamados modelos
de wvoid, caracterizados por una distribucién no homogénea con una subdensidad en el centro
de simetria de escalas de Gpcs en etapas tardias de la evolucion del universo. Estos modelos
seran estudiados en detalle en el capitulo 5 de esta tesis.

Por otra parte, soluciones con perfiles mas generales pueden ser utilizadas para estudiar
diversos escenarios con simetria esférica. Este es el caso del trabajo que presentaremos en
el capitulo 4 de esta tesis, en donde perfiles de materia méas complejos son utilizados para
modelar condiciones iniciales no homogéneas en las que podria haber tenido lugar la etapa de
inflacién.

En un contexto astrofisico, la solucién de LTB ha sido utilizada también para estudiar la
representacion de agujeros negros dindmicos, con un comportamiento asintético tipo FLRW
[145, 146, 147], y modelos de colapso gravitacional para el caso de fluidos de polvo, no homo-
géneos, con simetria esférica y sin rotacién [148, 149].

2.2. La solucion de Lemaitre

A diferencia de las soluciones presentadas anteriormente, la geometria de Lemaitre [106] ha
sido hasta el momento poco estudiada en la literatura. Sin embargo, representa la descrip-
ciéon mas completa de soluciones con simetria esférica y un fluido perfecto como fuente, con
distribuciones de densidad y presién no homogéneas.
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El elemento de linea que describe la métrica en coordenadas coméviles viene dado por
ds? = A2 — BENar2 — R2(¢,r)dQ2. (2.43)
Las ecuaciones de Einstein resultan
R%*(t,r)R/(t,r)p(t,r) = 2M'(t,7), (2.44)
R2(t,7)R(t,r)p(t,r) = —2M(t,r), (2.45)

en donde los simbolos ~ y ’/ indican, como antes, derivadas respecto de las coordenadas t y
r, respectivamente. Las funciones p(t,r) y p(t,r) representan, respectivamente, la densidad y
la presién del fluido. La funcién de integracion M (¢,7) queda definida por la ecuacién

CAltr) 2 _B(t,r) pr2 AR(t,7)
2M(t,r) = R(t,r)+e " RA(t,r)R(t,r) —e TR (t, r)R(t, 1) — —a (2.46)
A partir de la conservacién de T),,, tenemos
2p' (t
At = ——2br) (2.47)

p(t,r) +p(t,r)’

OB _ R2(t,r) ox t 2R(T,r) Vi
A e p</t @)+ pE RGN )dt>’ (249

siendo E(r) una funcién arbitraria asociada a la curvatura local [150]. Notemos que las ex-
presiones anteriores pueden ser reducidas al caso de LTB cuando p(t,r) = p/(t,7) = 0, esto
es, cuando A7) =1y eBET) = R2(t 1) /[1 4+ 2E(r)]. La métrica de FLRW es recuperada en
el limite R(t,7) — a(t)r, M(t,r) — Mor® y E(r) — Eor>.

Una caracteristica particular de esta geometria es que las regiones no homogéneas no
quedan confinadas a la coordenada radial inicial, como en el caso de la solucién de LTB. Para
ver esto, consideremos la ecuacién de evolucién (2.46), que podemos reescribir de la forma
siguiente

o 2M 1 N
AR =" 4 gAR2 + (1 +2E)exp <—2/dt P R) —-1. (2.49)

R (p+p) R

Si en una dada regién el gradiente de presion es grande, la tasa de expansién, e~ R2, dismi-
nuye. Luego, las superficies caracterizadas por r = cte con valores mayores de r se expanderan
relativamente més rapido y el gradiente de presién disminuird, dando lugar a un cambio de
signo en p’, y a un subsecuente incremento en la tasa expansion. Este comportamiento da ori-
gen a oscilaciones en los perfiles de p’ y R, como mostramos en la figura 2.1. Si las oscilaciones
crecen lo suficiente, R puede cambiar de signo y dar lugar a un escenario de colapso [151]. Esta
caracteristica de la evolucion de la geometria es consecuencia directa del gradiente de pre-
sién no nulo que caracteriza a las soluciones de Lemaitre (notemos que el caso particular con

p’ = 0, las funciones métricas quedan reducidas a la forma A(t,7) =0y B(t,r) = %,
es decir, que recuperamos la solucién de LTB).

2.3. La solucién de Székeres

La solucién de Székeres (1975) [110] ha sido estudiada en el marco de modelos cosmoldgi-

cos no homogéneos para describir la formacién y evolucién de cimulos de galaxias y wvoids,
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Figura 2.1: Evolucién caracteristica de la geometria de Lemaitre para los perfiles de densidad,
gradiente de presién y derivada temporal de la funcién R, respectivamente. El gradiente de
presién no nulo en la ecuacién de evolucién para R da origen a oscilaciones que pueden llevar
a un escenario de colapso. Todas las curvas son de autoria propia, y fueron computadas
mediante el algoritmo numérico detallado en el capitulo 4.

asi como también para estudiar los efectos producidos por una geometria no homogénea so-
bre la propagacion de los fotones provenientes del CMB en su pasaje a través de grandes
estructuras. Presentaremos a continuacion una breve introduccién a esta solucién y sus pro-
piedades generales. Una descripcion mas completa puede ser encontrada en las referencias
[16, 109, 137, 152].

La métrica de Székeres es descripta por el siguiente elemento de linea [109]

ds® = dt* — e**dr? — & (dz? + dy?) , (2.50)

en donde o = «(t,z,y,r) y 8 = B(t,z,y,r) son funciones a determinar a partir de las
ecuaciones de Einstein con una fuente de fluido sin presién (esto es, polvo). Dado que las
coordenadas (t,z,y,r) son comdviles, la velocidad resulta u* = §*.

Existen dos familias de soluciones de Székeres, segin sea 3/ = 0 o 3 # 0. El primer
caso corresponde a una familia de soluciones que son una generalizacién simultanea de las
soluciones de Friedmann-Lemaitre y Kantowski-Sachs (1966) [1], y no posee una aplicacién
directa en problemas cosmoldgicos ni astrofisicos. Nos limitaremos entonces a presentar la
familia de soluciones con 3’ # 0.

A partir de las ecuaciones de Einstein para la métrica (2.50), tenemos [109]

= Bt r)e Ty
e = h(r)®t,r)f =h(r) (' + o), (2.51)
e = A(r)(@® +y*) +2B1(r)x + 2Ba(r)y + O(r),

en donde la funcién ®(¢,r) es la solucién de la ecuacién

_ 2M (1)

P2 = —k(r) 3

+ éA@Q : (2.52)
con h(r), k(r), M(r), A(r), B1(r), B2(r) y C(r) funciones arbitrarias que obedecen la relacién
g(r) = 4(AC — B> — B,%) = 1/h%(r) + k(r), (2.53)

en donde el término 1/h%(r) puede ser nulo sélo en puntos aislados (singularidades de coor-
denadas o cuellos). La solucion de Székeres no presenta en general simetrias, pero para el
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caso en el que A, By, By y C son constantes (esto es, si v/ = 0) adquiere simetria de grupo
3-dimensional con 6rbitas 2-dimensionales. La densidad de masa en unidades de energia es

Kp = (622];4(7221/))// . (h=81G/ct). (2.54)
La llamada funcién de bang-time, tp(r), es obtenida a partir de la siguiente integral

/q’ do
0 \/-k+2M/3 + 1282

=t —tp(r). (2.55)

El signo de la funcién g(r) determina la geometria de las 2-superficies con t = cte y
r = cte. La geometria de estas superficies es esférica, plana o hiperbdlica (pseudo-esférica)
cuando g > 0, g = 0 o g < 0, respectivamente. Siendo A, By, Bs y C funciones de r, las
superficies con r = cte y con t = cte pueden tener direfentes geometrias; por ejemplo, pueden
ser esferas en una parte del espacio y superficies con curvatura negativa constante en cualquier
otro lugar, siendo la curvatura nula en el borde que separa ambas regiones.

El signo de la funcién k(r) determina el tipo de evolucién: con k& > 0 = A, el modelo se
expande desde una singularidad inicial, para colapsar luego en otra singularidad final; con
k < 0= A, el modelo presenta o bien expansién eterna, o bien colapso eterno, dependiendo de
las condiciones iniciales dadas; el valor £ = 0 es un caso intermedio que corresponde al modelo
de Friedmann-Lemaitre plano (k = 0 puede también tener lugar en 3-superficies como limite
entre una regién con k < 0 y otra con k > 0). Por su parte, el signo de k(r) influencia el signo
de g(r), a través de la ecuacién (2.53). Dado que el término 1/h? es no negativo, tenemos que:
con g > 0 (geometria esférica), todas las evoluciones son permitidas; con g = 0 (geometria
plana), k£ debe ser no positivo (sélo evoluciones parabdlica o hiperbdlica son permitidas);
y con g < 0, (geometria hiperbdlica), k debe ser estrictamente negativo (sélo la evolucién
hiperbdlica estd permitida).

El limite de Friedmann-Lemaitre se recupera cuando ®(¢,7) = rR(t), k = kor? con ko =
cte,y By = Bs =0, C =4A = 1. Esta definicién del limite de Friedmann-Lemaitre incluye
la definicién del limite de coordenada radial (al igual que la métrica de LTB, la solucién de
Székeres es covariante ante transformaciones de la forma r = f(r’), con f(r') una funcién
arbitraria).

A partir del signo de la funcién g(r) los modelos de Székeres son subdivididos en tres
tipos: cuasiesféricos (g > 0), cuasiplanos (¢ = 0) y cuasihiperbdlicos (g < 0). De estos, sélo
el primero ha sido estudiado y aplicado a problemas cosmolégicos.? El modelo cuasiesférico
puede ser imaginado como una generalizacién de los modelos de LTB, en los cuales las esferas
de masa constante son no concéntricas. Las funciones A, By y By determinan cémo cambia de
posicién el centro una esfera en hiperespacios con ¢t = cte cuando el radio de la esfera crece o
decrece. Mas alla de esto, resulta una geometria simple porque todas las funciones arbitrarias
dependen sélo de la coordenada r. Por su parte, los espacio-tiempos cuasiesféricos pueden ser
pegados con la solucién de Schwarschild a través de hipersuperficies con t = cte [154].

Para el caso con A = 0, las soluciones de la ecuacién (2.52) involucran funciones elip-
ticas [155]. Cualquier solucién de (2.52), por otra parte, contiene una funcién arbitraria de
integracién adicional, tg(r), que al igual que en la solucién de LTB aparece en las soluciones
como (t —tp(r)). El instante ¢ = tp(r) define el momento inicial de evolucién: cuando A = 0,

9Una interpretacién de los modelos cuasiplanos y cuasihiperbélicos estéd presentada en las citas [137, 153].
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este instante es una singularidad en las ecuaciones y corresponde necesariamente a ® = 0 (es
el instante del big-bang en el limite de Friedmann-Lemaitre). Cuando tp(r) # 0 (esto es, en
general) la singularidad inicial es dependiente de la posicién, como en las soluciones de LTB.

Otra singularidad también puede ocurrir cuando (e) = 0, correspondiente a una re-
gién con shell crossing. Sin embargo, es cualitativamente diferente de aquella presente en
las soluciones de LTB, dado que no necesariamente toda la superficie espacial colapsa. De las
ecuaciones (2,51), vemos que la condicién (eﬁ )’ = 0 puede definir un subconjunto de superficies
{z,y} para cada r. Luego, la regién de shell crossing para cada hipersuperficie 2-dimensional
con t = cte y r = cte puede ser un circulo o, excepcionalmente, un punto.

La ecuacién (2.52), por otra parte, es formalmente idéntica a la ecuacién de Friedmann-
Lemaitre, pero con las funciones k y M dependientes de la coordenada r, con lo cual cada
hipersuperficie con r = cte evoluciona independiente de las otras. Las soluciones para ®
son las mismas que aquellas dadas por las ecuaciones (2.4)-(2.6), y no son afectadas por la
dependencia con las coordenadas {z,y} que caracterizan a las soluciones de Székeres.

Una manera més préactica de parametrizar las funciones arbitrarias en la métrica de Szé-
keres es escribiendo el elemento de linea como [156].

(@ — BE'/E)? P2

ds? = di? — 6_—Mdr2 - ﬁ(dﬁ +dy?), (2.56)
en donde ) )
£ zg [(m;P) + <¥> +e|, (2.57)
con g#0, e=g/lgl y e = /|g|€, v las funciones arbitrarias dadas por (A # 0)'°
A:g, By =— 2’%‘]3, 32:—\/2@@, (2.58)
C= ‘/2@ [Uﬂg@z) +es} R =1/[lgl(e — k). (2.59)

El modelo cuasiesférico corresponde a la eleccién € = 41, mientras que el caso g = 0 describe
el modelo cuasiplano. La densidad de materia en estas variables es

oM - 3ME'/E)
TR (a — BEE)

(2.60)

Definidos por las ecuaciones (2.51) y (2.52), los modelos de Székeres contienen 8 funciones
de la coordenada r, de las cuales s6lo 7 son arbitrarias debido a la restriccion dada por la
ecuacion (2.53). Sin embargo, el nimero de funciones correspondiente a los grados de libertad
fisicos se reduce a 5 si tenemos en cuenta la eleccion de la coordenada radial (como, por
ejemplo, 7 = M (r)), y que la parametrizacién (2.56 transforma la funcién g(r) en el pardmetro
constante e.

Cabe mencionar que las definiciones anteriores son no covariantes. Existen, sin embargo,
definiciones basadas en propiedades invariantes, pero resultan méas complejas para trabajar y
las omitiremos en esta introduccién a las soluciones de Székeres [106].

1073 eleccién A # 0 no pierde generalidad, dado que atin siendo A = 0 inicialmente, un cambio de coordenadas
(z,y) puede dar lugar a A # 0 [106].
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Los modelos de Székeres tienen como fuente un fluido perfecto sin rotacion. La aceleracion
es nula, u® ﬁuﬁ =0, y el tensor de sheary el escalar de expansién resultan, respectivamente,
b

1 [ —dd'/d
@ = | =——==]di 2,-1,-1 2.61
05 3(@/_(1)5//5>d13‘g(07 ’ ’ )7 ( 6)
'+ 200 /D — 3DE'/E
= . 2.62
© ' — DE'/E (262)

Notemos que en el limite de Friedmann-Lemaitre, R — ra(t), se recuperan © — 3H y 00‘5 — 0.

La ecuacién de movimiento T 5= 0 se reduce a la ecuacion de continuidad dada por
p+pO =0. (2.63)

El tensor de Weyl, por otro lado, puede ser descompuesto en sus partes eléctrica y magnética,
definidas de la siguiente forma
M (30" — dM'/M)

— - :
Eaﬁ = Ofyﬁ(suvu = 3@3(¢, — q)g//g) dlag(O, 2, —1, —1) s (264)
1

H.,3 = 5\/—geawyCW'wu7u5 =0, (2.65)

y los escalares de Ricci 4-dimensional y 3-dimensional resultan

‘R = —4A 871Gy, (2.66)
k (@K [k —20E'/E

3 —

R = 2(@2( b BEE +1>. (2.67)

Una introduccién a soluciones no homogéneas mas generales puede encontrarse en las refe-
rencias [109] y [16] (capitulo 18).
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“Lo que €l veia no era solo el mensaje que el cielo le enviaba, sino el resultado de una
amistad entre el cielo, la tierra y la posicién (y la hora, y la estacién, y el dngulo) desde la
cual él miraba. A buen seguro, si el navio hubiera echado anclas a lo largo de otra diagonal
de la rosa de los vientos, el espectaculo habria sido diferente, el sol, la aurora, el mar y la
tierra habrian sido otro sol, otra aurora, un mar y una tierra gemelos pero disformes.
Aquella infinidad de los mundos de la que le hablaba Saint-Savin no habia que buscarla
solamente allende las constelaciones, sino en el centro mismo de aquella burbuja del espacio
de la cual él, puro ojo, era ahora origen de infinitas paralajes. (...)”

La isla del dia de antes (1994)

Umberto Eco
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Capitulo 3

Cosmologia a tiempo real: la
variacion temporal del redshift
cosmologico

El avance de las técnicas observacionales en los ultimos anos ha dado lugar a la posibilidad
de medir con alta precision variaciones temporales de diferentes cantidades astrofisicas, en
el contexto de la llamada cosmologia a tiempo real o de alta precision. Estas perspectivas
impulsaron el estudio de observables cosmoldgicos que puedan servir para distinguir modelos
de forma simple, y someter a prueba las hipétesis de homogeneidad e isotropia.

Entre estos observables, especial atencién merece el llamado redshift drift, definido como la
variacion temporal del redshift cosmolégico debida a la tasa variable de expansion del universo.
El redshift drift ofrece una medida directa de la aceleracién en la expansion césmica, y estd
fuertemente relacionado con el mecanismo fisico que domina la dindmica del universo. Su
potencial para distinguir cosmologias radica en que las predicciones tedricas de esta cantidad
para distintos modelos muestran marcadas diferencias, tanto cualitativas como cuantitativas.
En particular, para el caso del modelo ACDM la prediccion tedrica del redshift drift indica
valores positivos para fuentes cercanas, mientras que para el caso de modelos no homogéneos
su signo puede depender del perfil radial de densidad, asi como también de la simetria del
problema y de la direccién de llegada de los fotones.

En este contexto, presentaremos en este capitulo un estudio del redshift drift de fuen-
tes cercanas, a partir de dos tratamientos independientes. En primer lugar, abordaremos el
trabajo a partir de una formulacién covariante general, basada en el formalismo 1 4 3. Este
enfoque es esencialmente simple y ofrece informacion relevante sobre el valor esperable del
redshift drift para fuentes cercanas, con la ventaja de prescindir de la integracién de geodésicas
nulas. La aplicacion de esta formulacién covariante es amplia y, en el contexto de esta tesis,
mostraremos algunos resultados interesantes para el caso de modelos cosmolégicos basados
en soluciones no homogéneas de las ecuaciones de Einstein en Relatividad General.

Por otra parte, también motivados en poder distinguir modelos cosmoldgicos, presentare-
mos un tratamiento cosmografico para estudiar el redshift drift de fuentes cercanas a partir de
parametros cosmoldgicos cinematicos. Este enfoque presenta la ventaja de ser independiente
de la dindmica supuesta en un dado modelo. Como ejemplo de aplicacién del tratamiento
cosmografico, presentaremos en el apéndice E un trabajo complementario que desarrollamos
en el marco de modelos cosmoldgicos basados en teorias de gravedad modificada f(R).
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3.1. Cosmologia a tiempo real

El avance de las técnicas observacionales astrométricas y espectroscépicas en los ultimos
anos ha dado lugar a la posibilidad de medir con alta precisiéon variaciones temporales de
cantidades astrofisicas observables dentro de un intervalo de tiempo relativamente pequeno.
Estas perspectivas impulsaron el estudio de diferentes observables cosmolégicos en el marco
de lo que se conoce como cosmologia a tiempo real o de alta precisién [139)].

Las observaciones a tiempo real pueden estar asociadas a variaciones temporales en las
posiciones y/o velocidades de diferentes fuentes astronémicas. Dichas variaciones pueden clasi-
ficarse en dos grupos: (i) las que son consecuencia de la evolucién cosmoldgica, y (ii) aquellas
originadas por movimientos peculiares de las fuentes, tanto en la direccién radial como la
direccion transversal respecto a la linea de la visual del observador.

Dentro del primer grupo podemos mencionar, en primer lugar, la variaciéon temporal del
redshift de fuentes lejanas debida a la tasa de expansion variable del universo, conocida como
redshift drift [157, 158]. Esta cantidad puede ser utilizada como trazador de la expansién
cosmolégica en la direccién radial. Este observable representa una medida directa de la varia-
cién del pardmetro de Hubble, H(z), con respecto a su valor actual, y podria proporcionar
informacién sobre los mecanismos fisicos que dan lugar a la aceleracién de la expansién del
universo [88].

La variacién temporal de la separacién angular de dos fuentes distantes (por ejemplo,
quésares) se conoce como paralaje césmica [159]. Es, en otras palabras, la cantidad analoga
al redshift drift pero en la direccidn transversal a la linea de la visual. En modelos homogéneos
e isétropos, la separacién angular entre dos fuentes es constante (excepto por los efectos
debidos a movimientos peculiares de la fuente) y la paralaje césmica resulta nula, mientras
que en modelos con geometrias mas complejas su valor es distinto de cero. Esta cantidad
representa entonces un test de anisotropia, ya sea por propiedades intrinsecas del modelo
(como por ejemplo, el caso de la métrica de Bianchi (ver apéndice C)), o debida a la posicién
del observador fuera del centro de simetria en modelos con simetria esférica (como el caso de
modelos de void basados en la solucién de LTB!) [88, 160, 161].

Entre las variaciones originadas por movimientos propios de las fuentes, podemos men-
cionar la llamada aceleracién peculiar [162]. Esta cantidad estd asociada a la medicién del
redshift drift de fuentes cercanas (z < 0,005), para las cuales se espera que la senal debida a
la expansién cosmica sea despreciable. Es decir, es un trazador de la variacion de velocidades
peculiares de objetos en cimulos y galaxias, causada por los potenciales gravitacionales de
las estructuras que los contienen. La medicién de la aceleracion peculiar de objetos cercanos
permitiria entonces distinguir entre diferentes modelos de gravedad (por ejemplo, Relatividad
General vs. teorfas f(R), gravedad newtoniana vs. MOND [163]). En forma analoga, si la senial
de la paralaje césmica es dominada por movimientos peculiares en la direccién transversal a
la linea de la visual, la variacién temporal de la separacién angular entre dos fuentes se asocia
a lo que se conoce como aceleracién propia [139].

Entre los observables cosmolégicos mencionados anteriormente, nos abocaremos en lo que
resta de este capitulo a estudiar el redshift drift, como herramienta para distinguir diferentes
modelos cosmologicos.

'En este caso la paralaje césmica es también un test para el Principio Copernicano [139].
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3.1.1. Redshift drift como test para distinguir modelos cosmoldgicos

La variacion del redshift cosmolégico de las galaxias, conocida en la literatura como redshift
drift o efecto Sandage [157, 158, 164], es un observable que puede ser utilizado para estudiar
la aceleraciéon de la expansién del universo. Si bien fue durante anos considerado apenas como
un test “ideal” debido a limitaciones observacionales, en el contexto de la cosmologia de alta
precision se espera poder obtener mediciones confiables de este efecto dentro de los préximos 20
anos [139, 165]. Ante esta perspectiva positiva, resulta de gran interés estudiar las predicciones
tedricas del redshift drift de galaxias en modelos cosmoldgicos no homogéneos, con el fin de
hacer futuras comparaciones y poder poner restricciones sobre distintos modelos cosmolégicos.
La medida de la tasa de expansion césmica a diferentes redshifts es, por otra parte, de extrema
importancia para investigar el mecanismo fisico que daria origen a la expansion acelerada del
universo [160, 166].

Los proyectos observacionales inminentes dieron lugar a profundizar el estudio de las
predicciones tedricas para el redshift drift en diferentes escenarios cosmolégicos (e.g., modelos
de energfa oscura [167, 168, 169, 170, 171, 172], modelos basados en soluciones no homogéneas
[88, 173, 174, 175, 176, 177, 178], y modelos estudiados dentro del tratamiento de promedios o
backreaction [179], entre otros). Los resultados de estos trabajos muestran que, dependiendo de
la geometria y las caracteristicas intrinsecas de cada modelo, se espera que la curva del redshift
drift en funciéon de z exhiba trazos distinguibles que puedan utilizarse para discriminar modelos
cosmoldgicos [38], asi como también como un test de validez del Principio Cosmolégico [166].
Un breve resumen de las predicciones tedricas para el redshift drift en diferentes modelos esta
presentada en el apéndice D.

En particular, cabe hacer especial mencién a un resultado interesante presentado en [130]
acerca del redshift drift calculado para el caso de modelos de void basados en la solucién
de LTB. Los resultados de dicho trabajo muestran que la estimacién del redshift drift para
fuentes cercanas en un modelo de wvoid arroja valores con signo definido negativo, mientras
que para modelos homogéneos basados en la solucién de FLRW el redshift drift resulta siem-
pre positivo. Esta importante diferencia indica que el redshift dift podria ser utilizado para
distinguir modelos cosmoldgicos simplemente a partir de la determinacién de su signo.

Motivados por estos resultados, nos propusimos estudiar el redshift drift en diferentes
modelos cosmologicos, con el fin de encontrar trazos caracteristicos que los distingan. Dado
que el célculo exacto del redshift drift en geometrias con pocas simetrias (o ninguna) es, en
general, complejo (ver apéndice D) trabajaremos con aproximaciones analiticas validas para
fuentes cercanas. A partir de las mismas, es posible inferir informacién sobre los modelos
cosmolégicos sin necesidad de integrar la ecuacién de las geodésicas nulas que siguen los
fotones.

Presentaremos dos tratamientos para calcular el redshift drift de fuentes cercanas. El pri-
mero es una formulacién covariante basada en el formalismo de descomposicién 1+ 3 [5]. La
ventaja de este enfoque es que el redshift drift queda expresado en términos de cantidades
cinematicas escalares que dependen tnicamente de las funciones métricas y pueden ser calcu-
lados facilmente, incluso en geometrias complejas, como aquellas descriptas por soluciones no
homogéneas de la Relatividad General.

La segunda aproximacién se basa en un tratamiento cosmografico del redshift drift. Este
enfoque puede ser aplicado sélo a modelos basados en la métrica de FLRW, pero presenta
la ventaja de ser independiente de la dindmica que domina la evolucion del factor de escala
en el universo. Es decir, que puede ser utilizado para estudiar modelos cosmoldgicos basados
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tanto en teorias alternativas a la Relatividad General, como en teorias de gravedad modificada
f(R). En esta direccién, hemos utilizado nuestra expresiéon cosmografica del redshift drift para
encontrar restricciones sobre el espacio de parametros de algunos modelos cosmolégicos en el
marco de teorias f(R). Este trabajo, complementario al que fue desarrollado en la tesis, esta
presentado en el apéndice E.

3.2. Formulacion covariante del redshift drift (z < 1)

La formulacion covariante que presentaremos en esta seccién tiene como objetivo expresar el
redshift drift de fuentes cercanas en términos los parametros cinematicos de una geometria
dada, las cuales pueden ser calculados en forma sencilla, atin en el caso de geometrias comple-
jas. Para ello, trabajaremos en el formalismo covariante de la descomposicién 1+3 [5, 181]. La
ventaja de trabajar con este formalismo es que tanto la fisica cuanto la geometria pueden ser
descriptas mediante cantidades y relaciones tensoriales que permanecen vélidas en cualquier
sistema de referencia con el que se elija trabajar. Los detalles de la descomposiciéon 1 + 3,
asi como algunas definiciones bésicas que utilizaremos para nuestro calculo del redshift drift,
estan presentadas en el apéndice A.

El redshift cosmolégico de un foton emitido por una dada fuente y medido en un punto O

se define como [106]

v, kou®

— e _ :7(0‘&)@_1, (3.1)

Vo (kau )o
en donde los subindices e y o indican, respectivamente, la frecuencia de los fotones emitidos
por la fuente y la de los fotones recibidos en un punto O, y u® es la velocidad del sistema
de referencia. Un rayo de luz con vector de onda k¢ incide en la direccién determinada por
el vector unitario n® (con n,n® = —1), que resulta colineal a la proyeccién de k% sobre las
hipersuperficies con ¢ constante. Luego, se tiene

1 k<

a 5% — u& kﬁ —
" (k:yzﬂ)( s~ uug) kyu™

+u”, (3.2)

en donde el signo negativo indica que el vector n esta orientado en el sentido opuesto al de
incidencia del fotén. El vector n® resulta entonces perpendicular a la velocidad u® (esto es,
n®uq, = 0).

Hasta aqui no hemos hecho ninguna restriccién sobre la distancia que separa la fuente
del punto O. Ahora bien, para calcular el redshift cosmolégico de una fuente arbitraria es
necesario integrar la expresién (3.1) a lo largo de la geodésica nula de los fotones, tarea que
resulta no trivial para geometrias con poca simetria. Sin embargo, una aproximacion util
puede adoptarse para el caso de fuentes cercanas. Si z < 1, resulta

_ (kau®)e — (kqu®)o d(kau®)
(kau®)o

(3.3)

en donde la derivada d(-) debe ser calculada a lo largo de un rayo de luz que conecte la fuente
con el punto O, es decir, d(4,) = A, = (kgV?)A,. Si llamamos v al pardmetro afin de la
geodésica del fotén medido, obtenemos que

d(kau®) = (kau®) = (kaysk®u®)odv + (kqugk?)odv. (3.4)
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Teniendo en cuenta que kg.k* = 0, y reemplazando la derivada covariante de la velocidad
uy = 6%, por su descomposicién en las cantidades cinemadticas (ecuacion (A.11) del apéndi-
ce A), resulta

1
d(kqu®) = [(aaﬁk%ﬁ)o—geo(kaua)ng(kaua)o(kaua)o} dv
1
= (kyu?)? <aa5no‘n6 — g@ - naﬁo‘> dv. (3.5)
Por otra parte, la cantidad §¢, = —(kyn”),dv es la distancia entre la fuente y el punto

O, correspondiente a una variacion dv del parametro afin. Luego, la expresién final de la
aproximacién del redshift de fuentes cercanas a O, medido a un tiempo t = t,, resulta [182]

1
Zo <§® — aagno‘nﬁ + naﬁo‘> 0l , (3.6)

o

La expresion (3.6) es independiente de la teoria gravitacional con la que estamos trabajando,
y ofrece la ventaja de poder calcular el redshift de fuentes cercanas sin necesidad de integrar
las ecuaciones diferenciales correspondientes a las geodésicas de los fotones. Por otra parte,
podemos notar que para fuentes cercanas la rotacién (dada por el vector de vértice w® =
%no‘ﬁ“/wm) no influye sobre el calculo del redshift, mientras que la contribucion anisétropa
proviene de los términos con o,g y u®.

Utilizaremos la expresiéon anterior para calcular el redshift drift de una dada fuente en
forma covariante. El redshift de la fuente medido en el punto O, a un tiempo t, = t, + dt,,
se calcula como

1
2o 2 <§@ — Oapn®n® + nau0‘> 0l . (3.7)

o

Consideraremos, en adelante, que ©% = 0. La variacion del redshift cosmoldgico de la fuente
puede calcularse entonces como 0z = z, — 2,. Teniendo en cuenta que d§t,/t, < 1, podemos
aproximar z, =~ z, + 2,0t,. Luego, resulta

dz
0z = Zy — 2o [ZO + <E>05t0} — Z

d /1 1 d
[dt <3@ Tagnn >]05€O5t0+ <3@ Tagnn )O <dt5€>05t0
1de d 1 d
- _ = ay B O — a, B -
(3 iy dt(aaﬁn n )>06t05€0+ <3@ (0apn®n )>O <dt6€>06to

- 1dO dO’aﬁ a, d a, 1 a, B d
= {<3 FP TR —Jaﬁdt(n n ))06€0+<3®—(0a5n n”) ) dt(% ) 0o,

0z o 1dO daag a, B d a, 1 a, B d
= (5—to> = [55 —— —aaga(n n”) 0560—1— 59_ <aa5n n ) ) 556 .
Ahora bien, trabajemos con los primeros tres términos. Teniendo en cuenta que u® = §%), y

que

B A
dB* | padda

u"Vo(AgB”) = Agu®VoB” + BPuVaAs = A= dt

(3.8)
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los dos primeros pueden ser reemplazados por las ecuaciones de propagacién (A.14) y (A.15),
respectivamente. Por otra parte, la derivada en el término restante resulta

dn® uPVgk® | E*usuPVgke
_ B e WVs su’Vg
gr (u”Vg)n P~ + Goa)? (3.9)
Ademas, de la ecuacién de evolucién (A.12) [5], la derivada de la distancia entre la fuente y
el punto O es
dél 1
E - (uava)(%]() - (g@ + O'aﬁnanﬁ> (560 s (310)

en donde 9/, se escribe en términos de z y de las cantidades cinemaéticas, a través de la

ecuacion (3.6), como
z

1o — g, 4nnf) -
3 B o

50, = (3.11)

Finalmente, reemplazando todos los términos correspondientes en la ecuacién (3.8), resulta

0 2 2
5 = {nang (5900‘6 + a<3‘aﬁ>“/ + w%WP> 4 EO‘5> - <aa5n°‘n5)
o
2 [e%
+% ((kvm)wv(;kﬁ - kﬁuvuévgm) (3.12)
Y
2., 2, 1 A P
—50" + Sw ——(p—i—?)p)—i-—} .
3 3 6 3J, (30 —oapnonf),

La ecuacién (3.12) es la expresién covariante del redshift drift en términos de las cantidades
cinematicas que caracterizan al fluido cosmolégico, O, 0,5 y w?, y la parte eléctrica del tensor
de Weyl, E*?, vélida para fuentes cercanas al punto de medicién O (z < 1) y aplicable sélo
a problemas de la Teorfa de la Relatividad General (las ecuaciones de propagaciéon (A.15) y
(A.14) dependen de la teoria gravitacional subyacente). El vector k% es caracteristico de cada
geometria y debe ser calculado para el problema particular que se quiera estudiar. Dado que
todas las cantidades estan evaluadas en el punto de medicién O, no es necesario recurrir a la
integracién de las geodésicas nulas que, en el caso general de soluciones con menos simetrias,
es compleja y debe realizarse en forma numérica (ver apéndice D). Asimismo, los efectos
anisétropos son introducidos a través de las cantidades 0%, w® y B8,

3.2.1. Aplicaciones a diferentes escenarios cosmolégicos

A modo de ejemplo de aplicaciéon, mostraremos a continuacion el calculo del redshift drift para
algunas de las geometrias que estudiamos en esta tesis. Como veremos, en algunos casos dicho
observable presenta un signo definido, lo cual evidencia su potencial para distinguir modelos
cosmoldgicos.

Modelo ACDM:

Comencemos por analizar el caso més simple, descripto por la métrica homogénea de FLRW
y un fluido de materia con velocidad u® = ¢9. El elemento de linea es

dr?
1 — kr?

ds? = A2dt? — d®(t) +r2(d6? + sen? 0 do) | . (3.13)
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El vector de onda de un fotén incidente en un punto O, k% = dz®/d\, se calcula a partir de
la ecuacion de la geodésica, dada por

A2z dz? dx”
N G 14
d\2 Ban ax (3.14)

y la condicién de geodésica nula, £k, = 0. En este caso resulta

1 i+ k2/d
I VA i (3.15)
a a

Por otra parte, las cantidades cinematicas para esta geometria son
a

=P =w¥=0y ©=3H=3-, (3.16)
a

v luego, la expresién covariante del redshift drift para fuentes cercanas se reduce simplemente
a

0z 1
— = —2H, (207, — . 1
o JoH, (20— D) (317)

Es decir, que el redshift drift calculado para el modelo ACDM resulta siempre positivo para
fuentes cercanas (z < 1). Este resultado coincide con aquel encontrado previamente por otros
autores en los trabajos [88, 164] (ver apéndice D).

Modelos de LTB:

Estudiemos ahora el caso de un modelo cosmolégico con un fluido no homogéneo, sin presién
y con simetria esférica, descripto por la soluciéon de LTB, con elemento de linea

[/ (t, )]

ds® = dt* —
§ 1+ 2E(r)

dr? — R*(t,r)dQ?. (3.18)

Para el caso de geodésicas radiales (esto es, cuando el punto de incidencia de los fotones O es
el centro de simetria), el vector de onda resulta

1 V1+2F
po— (=, Y2l g0 (3.19)
R/ (R/)Q
y las cantidades cinemaéticas vienen dadas por
@ =cP=w¥=0 y ©=(R),=3H,. (3.20)

Luego, la expresién covariante del redshift drift para fuentes cercanas puede ser escrita de una
forma simple, similar a la del caso anterior, como

0z 1
— = ——2H, Qo - 21
5ty 2° : (3:21)

Podemos notar entonces que para modelos de LTB el redshift drift de fuentes cercanas medido
desde el centro de simetria es siempre negativo. Este resultado, junto con aquel obtenido para
el caso de FLRW, evidencia claramente el potencial del redshift drift para distinguir modelos
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cosmologicos. Los signos definidos en cada uno de estos casos permite discriminar entre dichas
cosmologias, atin disponiendo de una medida pequena del efecto en cuestion (ver la discusion
en la seccién 3.4 sobre las perspectivas observacionales para el redshift drift).

El resultado anterior fue obtenido previamente en [180] a partir de las propiedades de
las ecuaciones de las geodésicas nulas de los fotones, para un caso particular de modelos de
void de LTB.? La ecuacién (3.21) es, sin embargo, vélida para cualquier modelo de LTB y los
célculos involucrados a partir de la expresién (3.12) son notablemente menos complejos.

Modelos cuasiesféricos de Székeres:

Una aplicacion interesante de la férmula (3.12) se da en el caso de los modelos cuasiesféricos
de Székeres. El redshift drift en este tipo de modelos fue estudiado a partir de la integraciéon
de las trayectorias geodésicas de los fotones, aunque sin considerar la dependencia angular
con la direccién de incidencia. Los resultados muestran que, al igual que en los modelos de
void de LTB, la prediccién para el redshift drift arroja valores negativos para todo z [183, 184]
(ver apéndice D). Calcularemos aqui la expresién covariante para el caso de fuentes cercanas.

El elemento de linea que caracteriza la métrica viene dado por [16, 109]
P — PE'/E)? P2
d2:dz€2—(—d2——d2 dy? 3.22
s G—k(r) T 52(.%"" y)? ( )

en donde ® = ®(t,7), k=k(r), e=+1,y

S| /z—P\? y—Q 2
E=— =
F|(557) + (552)
con S = S(r), P = P(r) y @ = Q(r) funciones arbitrarias de la coordenada radial. Las
ecuaciones de Einstein para el modelo quasi-esférico de Székeres se reducen a
2M

: 1
=" —k+ AP 24
okt gAet, (3.24)

, (3.23)

en donde A es la constante cosmoldgica y la funcién arbitraria M (r) estd relacionada con la
densidad mediante la siguiente expresién

oM’ — 6ME'/E

= P& DE/E)’ k=28rG/c*, c¢=1. (3.25)

Kp
La integracion de la ecuacién (3.24) resulta
® -
do
o .
0 \/-k+2M/3 + 1282

—t—tp(r), (3.26)

2Definiremos, en este contexto, un modelo de LTB de woid como aquel que satisface las siguientes caracte-
risticas [180]:

1. la densidad de masa p es no negativa;

2. la densidad de masa p es una funcién mondétonamente creciente de r sobre hipersuperficies con t = cte;
3. R’ es una cantidad positiva; y
4

. el modelo es z-normal (es decir, que z es una funcién mondétona de la coordenada r) .
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3.2. Formulacién covariante del redshift drift (z < 1)

en donde la funcién arbitraria de integracién tp(r), llamada usualmente bang-time, define el
momento inicial de la evolucién. Cuando (t5)" # 0, en general la “singularidad inicial” depende
de la posicion, como en los modelos de LTB. Los signos '+’ y '—’ describen, respectivamente,
regiones de expansién y colapso.

Todas las ecuaciones anteriores son covariantes ante transformaciones de la forma 7 =
g(r). Es decir, que una de las seis funciones arbitrarias k(r), S(r), P(r), Q(r), M(r) o tg(r)
pueden ser fijadas mediante una eleccién conveniente de g(r). Con esto, el modelo queda
completamente determinado por 5 funciones de r y la eleccién de la coordenada radial. En
particular, trabajaremos en este ejemplo con el caso A = 0.

Las ecuaciones de las geodésicas para los fotones resultan [184]

A2t By —DE, JE dr 2
g T (R, — R, 6) |
Fy el T—r (P /5)<d)\>

®d, | /dx 2 dy 2
it _- = 2
o[ (Y] <o, o2
d—274 2(I>7tr_q)7tgar /5gg q)ﬂ’r _(I)garr/g _ 577" 1 kar g 2
d\2 O, —dE, /E dNdA o, —9E, /E E 21—k dA
O EpEn—E€udrda | @ (£,E,—EE,,)drdy

23D, —BE, € dndr T 282 @, —FF, /E dArdA

d 1—k dz\? [dy\?
_2 (= /0 I 3.28
2%, aE, € [(dA) - <d>\> ] ’ (3.28)

2 P 10, -0 2
d.%'+2 7tg@_—’r—g7r/5(5n’gax_55w7’)(dr>

da2 O drdN &  1—k dr

2 E drdz €& dz\ 2 Eydxdy & dy 2
s (br—q) nr = ' e _2 5y__ ' - — 2
+<I> ( ' & ) dA dA & <d)\> £ d)\d)\+ £ <d)\> 0, (3:29)

2y @, dtdy 10, -9, /E dr\?
— 2yt g T eI £ —EE ) | —
o om e 1ok Erbe )\ D

92 2 2
+— (@,r—<1>5”"> drdy | £ <dx> s <%> =0, (3.30)

¢ E)dxdx T £ \dx) T & dxdx £ \di

y la condiciéon de geodésica nula es

() - o2 () 22 ()] 0. o

Las componentes del vector n® pueden escribirse en términos de k% como

7
n=-—=—-——. (3.32)
kou® k0
Por otra parte, sabemos que el vector n® indica la direccion de incidencia del fotén recibido
en 0. Dado que nos interesa expresar esa direccion en términos de cantidades medibles (por
ejemplo, los dngulos direccionales en coordenadas esféricas), y que, ademds, debe ser n“ng, =
—1, pasaremos a trabajar en coordenadas tales que el tensor métrico coincida con el de
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Capitulo 3. Cosmologia a tiempo real: la variaciéon temporal del redshift cosmologico

Minkowski en el punto de incidencia O.? El cambio de coordenadas general presenta entonces
dos partes: (i) la diagonalizacién de la métrica (en nuestro caso, todas las soluciones estudiadas
estan ya diagonalizadas), y (ii) la normalizacién, a través de un cambio de escala en cada una
de las coordenadas, para absorber las funciones métricas evaluadas en el punto O. Con tales
consideraciones, tenemos que

) (@ —0EER @

ds? = dt* — da” + dy®
N e —k(r) 52( v +dy’)
= dt® —di? — dz? — dg?
= dt? — di? — 72(d#* + sen® 0d¢?) (3.33)

en donde la ultima igualdad involucra una transformacién de las coordenadas (z,7) a las
coordenadas angulares esféricas (6, ¢) en el punto O. Luego, el vector n® queda expresado en
términos de los dngulos de incidencia de los fotones en el punto O, de la forma

n® = [0, — sen 6, cos ¢,, — sen b, sen ¢,, — cos 6] . (3.34)

La componentes del vector de onda y su derivada deben ser también expresadas en coor-
denadas esféricas. Para ello, se realiza una transformacién del tipo

K =ME K =M%, (3.35)
B=ME B =M (3.36)

en donde los indices ¢ e i’ indican las componentes de los vectores expresadas, respectiva-
mente, en coordenadas esféricas y coordenadas {t,7,Z, 7}, y (M, M~1) son las matrices de
transformacion entre ambos sistemas coordenados.

El modelo quasi-esférico de Székeres describe un fluido sin rotaciéon y con presién nula, y
las cantidades cinematicas estan dadas por

a® = gaﬁzp, . (3.37)
o _ q>’+2§/@_’/§€7/?;¢5//5, (3.38)
0% = é(%) diag(0,2, —1, 1), (3.39)
E% = C%gsulu’ = M(?@/_q)M//M)diag(O,Z—l,—l). (3.40)

303(0' — BE'/E)

Para trabajar con la férmula (3.12), analicemos algunos términos en forma individual.
Aquellos que involucran al shear, resultan

nanﬁao‘ﬁ = sen? 6, cos® 0021 + sen? 0, sen? P20 + cos? 0,23,
nanﬁafaaﬁy/ = - (sem2 0, cos® (;502% + sen? 0, sen? (;502% + cos? 9025) ,

Uagno‘kzﬁ = (sen2 0, cos® Do k' + sen? 6, sen? ¢022k32 + cos? 9023k3) ,

Uagno‘f{:ﬁ = (Sen2 6, cos® ¢021i<:1 + sen? 0, sen? QSOEQ];:Q + cos? 9023k3> ,

3La existencia de estas coordenadas estd garantizada por el Principio de Equivalencia.
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en donde todas las cantidades estdan expresadas en el sistema de coordenadas esféricas en el
punto O, y hemos considerado

1. .. :
0ap = 32 diag(0, 29rr, —g00, —9s) = diag(0, 21, T2, X)), (3.41)

con
Y1+29+23=0. (3.42)

Ademsds, dado que la parte eléctrica del tensor de Weyl es en este caso no nula, tenemos que
nangEY = nnPEyus = (nY)2Ey + (n?)?Fy + (n®)2E3, (3.43)

con
Eop = g°3E°% = E diag(0, 2g,r, —gee, —g¢¢) = diag(0, E1, Bz, E3) . (3.44)

Con las consideraciones anteriores, la aproximacién covariante para fuentes cercanas dada
por la ecuacién (3.12) resulta

;5_50 = {§@ [(n")°21 + (n*)°Z2 + (n)°5] = [(n!)*S + (n*)*55 + (n*)*5]]
[V 4 (0B + (B3] + %

kO

(k0)?

<21n it Son2i2 4 % n3k3)

-2

5 (Zin el + 2on2k? + Egn?’kg) [ n')? + Sy(n?)? + 23(n3)2]2

2 z

1
2
—Zs , 3.45
3 } {3 nl 221 + (TLQ)QEQ + (n3)223]} ( )
y ordenando los términos en forma conveniente, obtenemos
oz Lo |2 /;:0 ey | 2 ko
— = O, - X2+ B 42— -0, — Ey+2—
5t {(n) 301~ 1+ L&+ k:o + (n7) 5392 5+ By + ko

];:0
H)? | 205 — 55 + By + 2555 | — [Si(n!)? + Sao(n?)? + San®)?)’
+5 (EW Bt Son?i? 4% n3k3) (3.46)

22 1 } z
37 76", (30— ()% + (n2)2%s + (n3)2%g]}

La ecuacién (3.46) corresponde a la aproximacién covariante del redshift drift de fuentes
cercanas en el modelo cuasiesférico de Székeres, en donde todas las cantidades involucradas
estan expresadas en coordenadas esféricas en el punto O.

Para analizar un ejemplo simple, consideremos un modelo cuasiesférico tal que o® ~ 0.
En este caso, la aproximacién covariante se reduce a

0z 1
i = { B+ B+ PP 4 B - o

z

6.3 (3.47)
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Capitulo 3. Cosmologia a tiempo real: la variaciéon temporal del redshift cosmologico

y la contribucion anisétropa es introducida sélo a través de la parte eléctrica del tensor de
Weyl (que en el caso de FLRW resulta idénticamente nula). Vemos entonces que la expresion
(3.47) permitirfa entonces diferenciar a los modelos cuasiesféricos de Székeres, con valores
muy pequenos (despreciables) del shear, del modelo ACDM.

Modelos de Bianchi tipo I:

Estudiaremos, por ultimo, el redshift drift en el caso de los modelos de Bianchi tipo I (ver
apéndice C), en donde las contribuciones anisétropas se pueden identificar explicitamente. La
simetria axial presente en estos modelos hace que puedan ser comparados directamente con
un modelo de LTB con el punto de referencia O ubicado fuera del centro de simetria [185].

El elemento de linea que describe a la métrica, en coordenadas comoviles al fluido cosmo-
légico de materia con velocidad u® = §%,, viene dado por [13(]

ds? = —dt? 4 a3 (t)dz? + a3(t)dy® + a3(t)d2>. (3.48)

El vector de onda, k* = dz®/d ), se obtiene integrando la ecuacién de la geodésica para cada
componente [185], a saber,

dk®

— N H (02K A4
2 LGN (3.49)
dk? dt

= —2H,—Fk' =1,2 .
dA Zd)\k 7 1 ) 737 (3 50)

con H;(t) = a;(t)/a;(t), i = 1,2, 3. Luego, resulta

1

dk! = —2H;k'dt — K'(t) = k!
- ( ) Oai(t)Q )

(3.51)

y, teniendo en cuenta la condicién de geodésica nula, k*k, = 0, obtenemos
dt>2 N\ 2 [ kL }
AN S (k) =S e (3.52)
(&) = T =% aair

— k* =

> Kk i=1,2,3 (3.53)
i az(t) ’a?(t) ) ) ) )

en donde k! = ki(t,).

Como en el caso del modelo de Székeres, conviene trabajar en coordenadas tales que el
métrico coincida con el de Minkowski en el punto de incidencia O. El vector normal queda
entonces expresado como

n® = [0, — sen 6, cos ¢,, — sen O, sen ¢,, — cos 6,] . (3.54)
Teniendo en cuenta que las cantidades cinematicas se escriben

0 = H,+ Hy + Hs, (355)
o = diag[O, i, Yo, 23] , con X+ Yo+ X3=0, (3.56)
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tenemos
nangaaﬁ = sen? @, cos? G021 + sen? 6, sen? D20 + cos? 0,23,
nangafo‘aﬂy/ = - (sen2 6, cos® gboz% + sen? 6, sen? (;502% + cos? 9023) ,
Jaﬁno‘kﬁ = —kY (sen2 0, cos® 0021 + sen? 0, sen? P29 + cos? 9023) ,
Jaﬁnakﬁ = 2 (k0)2 (sem2 6, cos® dox1H1 + sen? 6, sen? GoXoHo + cos? 9023H3) ,
(3.57)
en donde hemos tenido en cuenta que (kqu®) = k% y k' = —n'kC. Notemos que las cantidades

anteriores se calculan formalmente igual que en el caso de Székeres. Con todo lo anterior, la
férmula (3.12) resulta

2

i

0z 2

2 - 205 ) - X ) - |3 ()

z

. |
_2% Z (Zi(n)?) ggz _ %(p + 3p)} SR S EaEL %)

Consideraremos ahora los modelos de Bianchi tipo I, es decir, aquellos tales que H, =
Hi = Hs, Hy = H3, ¥, = %1 = Y9, 2 = ¥3. Como mencionamos anteriormente, estos mo-
delos anisétropos pueden compararse directamente con aquellos modelos de LTB con puntos
de referencia fuera del centro de simetria.* La aproximacién covariante del redshift drift para
fuentes cercanas puede escribirse en este caso como

2
<§_j> — {sen2 0 [§(2Ha + Hp)Y, — X2 + 4EaHa]

2
+ cos? 6 [5(2Ha + Hp)Xp — Eg + 4Ebe} — [Ea sen? 0 + 3 cos? 9]2

+4(H, sen” 6 4+ Hy cos? 6) [Za sen? § 4+ Xy cos? 0] ?
2 5

3o g+

z
o (Ho — Xq)osen? 6, + (Hy — Xp)o cos? 6,

(3.59)

La dependencia angular de la ecuacién (3.59) en relacién a la direccién de incidencia de
los fotones hace evidente la anisotropia del modelo, que depende del shear y el escalar de
expansion. Para el caso particular en que H, = Hp y X, = ¥ = 0, la geometria resulta
isétropa y se recupera la expresion (3.17) de los modelos de FLRW.

3.2.2. Discusion

Hemos presentado en esta seccion una formula aproximada para calcular el redshift drift de
fuentes cercanas, a partir de la descomposicién 1 4 3. El formalismo en el que trabajamos es

4En esta direccién, un trabajo interesante que compara las predicciones de la paralaje césmica para ambos
modelos fue presentado en [185].
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covariante, y lo por tanto valido para cualquier sistema de coordenadas, dentro del marco de
la Relatividad General. Ademas, el formalismo puede ser aplicado a observaciones realizadas
en cualquier punto arbitrario O.

A modo de ejemplo, calculamos el redshift drift para diferentes geometrias de interés
cosmolégico. Del analisis de nuestros resultados, podemos destacar diferentes aplicaciones
para la aproximacion covariante que hemos desarrollado. A saber:

(1)

(111)

La posibilidad de identificar un signo definido en el redshift drift de fuentes cercanas,
como principal herramienta para distinguir entre modelos cosmoldgicos.

Un claro ejemplo de esta aplicacién es el caso del modelo ACDM y de los modelos de
void de LTB. Comparando las ecuaciones (3.17) y (3.21) encontramos que, mientras
que en el modelo ACDM el redshift drift es definido positivo para fuentes cercanas,
en los modelos de LTB resulta siempre negativo. Las perspectivas observacionales que
discutiremos més adelante (seccién 3.4) son, en este sentido, prometedoras para la tarea
de poder distinguir estos modelos en un futuro préximo.

Cabe destacar, asimismo, que los resultados que obtuvimos para el caso de las soluciones
de FLRW y de LTB coinciden con aquellos presentados previamente por otros autores
[38], con la ventaja de no necesitar de la integracion de las ecuaciones geodésicas que
determinan la trayectoria de los fotones.”

El estudio de posibles anisotropias, descriptas por soluciones con menos simetrias, como
la de Székeres o la de Bianchi.

La férmula covariante aplicada a modelos con contribuciones anisétropas, como los
cuasiesféricos de Székeres o los de Bianchi tipo I, evidencian la dependencia angular del
redshift drift con la direccién de incidencia de los fotones. Los modelos de Bianchi tipo
I, por su parte, pueden ser directamente comparados con aquellos de LTB con puntos
de medicion fuera del centro de simetria. En este sentido, es interesante profundizar su
estudio como un primer paso para el analisis de casos mas complejos.

La paralaje césmica es otro observable a tiempo real que puede servir para cuantificar
la expansién anisétropa [88, 159]. El cédlculo de dicha cantidad para el caso de los
modelos de Bianchi tipo I, y su comparacién con modelo de LTB para fotones que
inciden fuera del centro de simetria, fue presentado en [159, 185]. En este sentido,
las futuras mediciones del redshfit drift y de la paralaje césmica son complementarias,
incluso para poner cotas sobre la distancia del punto O respecto al centro de simetria
(para el caso de modelos esféricos con observadores no centrales).

La posibilidad de estudiar el redshift drift en modelos con rotacion no nula, a través del
pardmetro w.

En general, dado que cualquier vestigio de rotacién césmica deberia haber sido diluido
durante el proceso de inflacién [187], la rotacién global no es tenida en cuenta en los
modelos cosmolégicos. Sin embargo, ciertas regiones espaciales extendidas, como voids
a grandes escalas o cimulos de galaxias, pueden poseer un momento angular no nu-

®La aproximacién del redshift drift presentada en [174], para el caso de modelos de void de LTB y fuentes
cercanas, tampoco fue obtenida a partir de la integracién de las geodésicas. Sin embargo, el cdlculo involucrado
en dicho trabajo es més complejo y menos general que el presentado aqui.
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lo [188].5 En esta direccién, un trabajo interesante sobre la posibilidad de distinguir
modelos anisétropos con rotacién fue presentado en [160)].

Dado que la aproximacién covariante que presentamos depende explicitamente del vector
de vértice w®, el redshift drift puede ser también utilizado para estudiar este tipo de
modelos con rotaciéon no nula.

Por 1ltimo, queremos destacar que la dependencia angular explicita de la expresién (3.12)
puede servir para inferir posibles vinculos entre la magnitud de (0z/0t,) con el dngulo de
incidencia de los fotones. En este sentido, la aproximacién covariante que hemos presenta-
do podria ser utilizada también para optimizar los proyectos observacionales abocados a la
medicién del redshift drift (ver seccion 3.4).

3.3. Aproximacién cosmografica del redshift drift (z < 1)

Motivados por estudiar cuanto de la cosmologia moderna puede conocerse sélo a partir de
principios geométricos y observaciones directas (es decir, desde un punto de vista cosmogra-
fico”), presentaremos a continuacién la estimacién del redshift drift de fuentes cercanas en
modelos homogéneos e isétropos a partir de un tratamiento cosmografico.

Consideremos el redshift de un foton emitido por una dada fuente y recibido en un punto
O al instante t,, definido como
(uha)e
(u®kq)o
en donde u® es la velocidad del sistema de referencia del punto O y k¢ es el vector de onda de

un fotén incidente. Para el caso de un modelo cosmolégico basado en la métrica homogénea
e is6tropa de FLRW, resulta

1, (3.60)

zZ =

a(to)
t.) = -1 3.61
Z( 0) a(te) ’ ( )
en donde a(t) es el factor de escala de la métrica y t. es el instante en el que la luz fue emitida.

Luego de un intervalo de tiempo dt, (dt. para la fuente) resulta

a(ty, + ot,

Durante dicho intervalo, la variacién temporal del redshift de la fuente, a primer orden en 4%,
y Ote, resulta [164]
to + 0t t
o a( ot o) _ (l( o) . (363)
alte +6te)  alte)

La relacién entre ambos instantes de tiempo viene dada por [59]

to dt to+6to dt
/ At / - (3.64)
te a(t) te+0te a(t)

SModelos con rotacién a gran escala y modelos con rotacién global han sido investigados en [189, 190], y
referencias alli citadas.

"Dentro de la cosmologfa, llamamos cosmografia al estudio del universo basado sélo en el Principio Cosmolé-
gico y en aquellas partes de la Teorfa de la Relatividad General que se desprenden del Principio de Equivalencia.
Para una discusién més detallada, ver [59] (capitulo 14) y [191].
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de donde resulta dt, = [a(t.)/a(to)]dt,. Luego, utilizando la expansién en series de Taylor del
factor de escala para intervalos temporales pequenos (§t/t < 1), y expresada a primer orden
como a(t + dt) ~ a(t) + a(t)ot, obtenemos [164]

E ~ d(to) B d(te) _ 2(te)
oty a(te) 142

—(1+2)2(t,), (3.65)

en donde el simbolo * indica derivadas temporales, y tuvimos en cuenta la relacién a(t) =
(1+2)~!. La ecuacién (3.65) es la expresién general del redshift drift de la fuente en un modelo
isétropo y homogéneo para intervalos de tiempo pequenos. Notemos que la variacién temporal
del redshift cosmoldgico resulta proporcional a la tasa de expansién durante la evolucién del
universo (esto es, a su aceleracion o desaceleracién) y, en consecuencia, serd una cantidad nula
si durante algin intervalo temporal el universo mantiene su expansion constante.

Una manera conveniente de estudiar el redshift drift es expresar (dz/dt,) términos del
pardmetro de expansién de Hubble, H(t) = a(t)/a(t). La variacién temporal del redshift
cosmolégico puede escribirse entonces como

52 .1 1 a(te)
— ~af(t,) — -
Ot a(te)  alt,) al(te)
en donde hemos considerado a(t,) = 1y la relacién a(t.) = (14 z)~'. Denotando H(t,) = H,
y H(t.) = H(t), resulta

(3.66)

= H(t,) [1 +2z— H(te)] :

Hit,)

0z
O H, 142
5t, [+Z

(3.67)

]

La ecuacién (3.67) es la expresion general del redshift drift para fuentes cercanas en modelos
homogéneos e isétropos. Como mencionamos anteriormente, el objetivo del trabajo presentado
en esta seccién es justamente abordar el andlisis del redshift drift desde un punto de vista
cosmografico. Notemos entonces que la tinica hipdtesis que hemos considerado hasta aqui fue
la de trabajar con la métrica de FLRW, por lo que este resultado es independiente de la
dindmica del modelo cosmoldgico que estemos estudiando, cuya informacién estd contenida
unicamente en la funcién H(t).

Nos abocaremos ahora a estudiar las propiedades que se desprenden de la simetria de la
métrica y de los datos observacionales actuales, sin especificar una dindmica particular. Si
bien no es posible reconstruir la evolucién de a(t) a lo largo de toda la historia del universo a
partir de observaciones astronémicas, podemos estimar el valor actual del factor de escala y
de sus derivadas a través de los pardmetros cineméticos cosmoldgicos [191]. Adoptando la ter-
minologia cominmente usada en cosmografia, definimos los llamados parametros cinematicos
en funcion del factor de escala y sus derivadas de la siguiente manera:

pardmetro de Hubble — H(t) = +$% , (3.68)
pardmetro de desaceleraciéon — ¢(t) = —%% % % - , (3.69)
pardmetro jerk — j(t) = +$% :ﬁ %: - , (3.70)

pardmetro snap — s(t) = +$% :% %: - , (3.71)
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en donde las unidades de H suelen estar expresadas en km/s/Mpc, y los tltimos tres pardme-
tros resultan adimensionales. Con las definiciones anteriores, podemos escribir el desarrollo en
series de Taylor del factor de escala en torno al instante ¢, en el que los fotones son medidos
como [191]

1
at) = a |1+ Hy(t—t,)— §q°H3(t —t,)?

+ %jng(t - to)g + %Sng(t - to)4 + O([t - to]S) : (3'72)
Si bien este desarrollo es exacto, en la préactica no puede ser utilizado directamente para el
calculo del redshift drift, pues desconocemos el instante de tiempo ¢ = t. en el que la luz fue
emitida desde la fuente. Es necesario entonces reescribir ¢, en términos de cantidades fisicas
conocidas. Para ello, tenemos en cuenta que la distancia fisica que recorre un fotén emitido
en el instante ¢, y medido en un tiempo ¢, es

D= c/dt = c(to, —te) (3.73)

Luego, t. = t, — D/c, haciendo uso de la definicién (3.61), resulta [191]

a(to)
1 O NMS
te a(t, — D/c)
HD 2 H2D?  6(1 i H3D3 H,D1*
_ 1_|_ o _|_ +QO 02 _|_ ( +q0)+]0 03 +O o ,
c 2 c 6 c c
H,D 24 q, H2D?* 6(1+ q,) + jo H3D? H,D1*
= z(D) = . + 5 = + . E +0 . , (3.74)

en donde hemos trabajado con el desarrollo en series de Taylor hasta cuarto orden en la
variable adimensional (DH,/c). Invirtiendo la serie de potencias dada por la ecuacién (3.74)
(esto es, z(D) — D(z)), obtenemos [191]

2

cz ]
D(z) = F[l—(l—{—%)z—i—(l—l—qo—l—%—%)zQ
o

3 ) 1. 5 . s
- <1 + 5(]0(1 + QO) + gqg - 5]0 - EquO - i) 23] + 0(24) : (3'75)
Desarrollando entonces la expresién (3.61) en serie de potencias de la cantidad (H,D/c), y
teniendo en cuenta la ecuacién (3.75), la variaciéon temporal del redshift cosmolégico puede
aproximarse a tercer orden en z como

0z 1 . 1 1 . .
St ~ —Hoqoz + §Ho (qg - JO) 2+ §Ho 3 (S0 + 4q0Jo) + Jo — qg - qg} 2. (3.76)
o

La ezpresién (3.76), valida para fuentes cercanas (z < 1), indica el redshift drift de una fuente
en funcién de su redshift cosmologico para modelos construidos con la métrica de FLRW, sin
especificar ninguna dindmica particular para la evolucién del factor de escala.

29



Capitulo 3. Cosmologia a tiempo real: la variaciéon temporal del redshift cosmologico

Todos aquellos modelos cosmolégicos que estén basados en la métrica de FLRW deben
satisfacer las restricciones observacionales que impone la relaciéon cinemaética del redshift drift
para z bajos. Por otra parte, la aproximacién (3.76) puede utilizarse para comparar el redshift
drift cineméatico con aquel estimado a partir de la evolucion exacta del factor de escala de un
dado modelo. Dicha comparacion puede ser utilizada, por ejemplo, para imponer restricciones
sobre la dindmica de modelos cosmolégicos homogéneos e isétropos, incluso en el marco de
otras teorfas de gravedad, como las teorias f(R).

En esta direccién, desarrollamos un método basado en la comparacién de cantidades ob-
servables estimadas a partir de sus tratamientos cosmografico y dindmico. Dicha comparacion
es realizada utilizando desarrollos en series de potencias del redshift, y el método puede ser
aplicado a cualquier observable cosmolégico que pueda ser escrito en términos del pardmetro
de Hubble, H(z). Una aplicacién interesante de este método de comparacion tiene lugar en
aquellos modelos cosmoldgicos desarrollados en el marco de las teorias de gravedad modificada
f(R) y basados también en la métrica de FLRW. En particular, el tratamiento cinematico del
reshift drift puede ser utilizado en estos casos para obtener cotas sobre los parametros libres
que presentan estos modelos. El desarrollo del método mencionado, y una aplicacién directa
al estudio de dos modelos cosmolégicos en el marco de teorias f(R), estan detallados en el
apéndice E. Este trabajo fue publicado en [192] y representa un complemento del trabajo de
investigacion original que forma parte de esta tesis.

Para finalizar, a modo de ejemplo, comparemos la aproximacién cosmogréfica (3.76) con el
redshift drift calculado a partir de la dindmica del modelo ACDM. En este caso, las ecuaciones
de Friedmann-Lemaitre pueden ser utilizadas en la ecuacién (3.67) para relacionar la variacién
temporal del redshift cosmoldgico con el contenido de materia del universo [164]. La ecuacién
que determina la evolucién dindmica del factor de escala, para el caso de curvatura nula, viene
dada por

. 2
a(t _ _

[%] = H{ [Qm0a(t)® + Q. 0a(t) Q0] (3.77)
en donde €, 0, .0 y Qa0 senalan, respectivamente, la densidad de materia, radiacién y
vacio, medidas en el tiempo actual t = tg, y satisfacen la relacién 2, + Q. + Qy = 1. La

ecuacion (3.67) puede escribirse entonces como [164]

5
== = Ho(1+2) {1 = [Qmo(L+2) + Qro(l+2)? + Qo1 +2)72 ] (3.78)
0

Notemos que la aproximacién de la ecuacién (3.78) para fuentes cercanas (z < 1) coincide
con aquella encontrada a partir de la aproximacion covariante presentada en la seccion 3.2.

En la figura 3.1 comparamos las curvas cinematica y dindamica del redshift drift para el
modelo ACDM dadas, respectivamente, por las expresiones (3.76) y (3.78). Los valores de los
pardmetros cineméticos considerados son Hy = 74,2+3,6 km/s/Mpc [18], go = —0,669+0,052
(193], jo = 0,284 £ 0,151 [193], Qa0 = 0,725 + 0,016 [52] y Qo = 0,2736 £ 0,0073 [52].
Podemos observar un buen acuerdo en las curvas para valores z < 0,1, es decir, hasta un valor
del redshift para el cual los parametros cinematicos, medidos en el tiempo actual, representan
una buena aproximacién de a(t) [193].

3.4. Discusion

Hemos presentado en este capitulo el redshift drift como un test observacional para distinguir
entre diferentes modelos cosmolégicos. Dada la complejidad que envuelve el cdlculo exacto de
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Figura 3.1: Curva dindmica del redshift drift hasta orden 2 para el modelo ACDM, y su
comparacién con la curva general obtenida a partir de principios cinematicos. Las lineas a
trazos corresponden a la incerteza en las curvas debidas a la propagacién de errores de los
pardmetros Ho, qo, jo, 24,0 ¥ m,0-

este observable en geometrias con poca simetria, estudiamos dos aproximaciones validas para
fuentes cercanas.

La primera consiste en un cdlculo basado en el formalismo 1+ 3. Encontramos una férmula
covariante que nos permitio recobrar resultados previamente estudiados en la literatura, pero
de una manera considerablemente mas sencilla. Para el caso de modelos con geometrias com-
plejas, por otra parte, la aproximacion covariante deja en evidencia dependencias angulares
que podrian ser utilizadas para optimizar los esfuerzos dedicados a la medicién del redshift
drift, y estudiar las contribuciones anisétropas en modelos sin simetria esférica. Una aplicacién
adicional de esta aproximacién es la de estudiar modelos anisétropos con rotacién no nula
[160].

La segunda aproximacién, por su parte, estd basada en un tratamiento cosmografico. Es
valida para modelos basados en la solucién de FLRW, pero no estd restringida al campo de
la Relatividad General. En esta direccién, presentamos en el apéndice E una aplicacién de la
aproximacion cosmografica del redshift drift para poner limites sobre el espacio de parametros
de modelos cosmoldgicos basados en teorias de gravedad modificada f(R).

En la préctica, la comparacién de las predicciones tedricas para el redshift drift con los
datos observacionales es llevada a cabo a través de la medicién del corrimiento espectroscépico
en la velocidad de objetos extragalacticos. Dicha cantidad esté directamente relacionada con
el redshift drift mediante la expresiéon

cdz

v = ek (3.79)

Entre los efectos que podrian contaminar la estimacion del redshift drift utilizando apro-
ximaciones para fuentes cercanas, podemos mencionar (i) cualquier cambio en la coordenada
comévil de la fuente, debido a una velocidad peculiar no nula, dv, que modifica la ecuacion
(3.79) en una cantidad del orden (dv/c) < 1 [164], y (ii) una aceleracién peculiar distinta de
cero. Por otra parte, ademas de ser un test directo de la dindmica de la expansion, el redshift
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drift es una cantidad que no depende de la determinacién de la luminosidad absoluta de las
fuentes, sino de la identificacién de determinadas lineas espectrales estables, reduciendo asi
las incertezas debidas a efectos sisteméticos y/o de evolucién [139]. Un anélisis detallado de
la determinacion del redshift drift a partir de la medicion de lineas de 21 c¢m de HI puede
encontrarse en [165].

En lo que respecta a las perspectivas observacionales para determinar el redshift drift, el
grado de precision que se espera alcanzar en los proyectos de grandes telescopios es realmente
prometedora. Entre los instrumentos abocados a la medicién de este observable dentro de
los préximos afios, podemos mencionar el European Extremely Large Telescope (E-ELT)?, el
Thirty Meter Telescope (TMT)?,y el Giant Magellan Telescope (GMT)™, con didmetros en el
rango de 25 a 100 metros. Gracias a la utilizacion de espectrégrafos estables de alta resolucién,
se estima que la senal del redshift drift podra ser medida en pocos afos [139]. Debido a que la
magnitud de la senal es proporcional al intervalo At que transcurre entre dos observaciones
de la misma fuente, algunas estrategias han sido discutidas para poder reducir el tiempo de
medicién a un intervalo de entre 10 y 20 anos [88, 194]. En este aspecto, es importante resaltar
que no es necesario realizar las observaciones durante todo el intervalo temporal, sino tan sélo
al comienzo y al final del periodo en cuestién [38].

En particular, el espectrégrafo CODEX (COsmic Dynamics Experiment)'! podria alcan-
zar la precisién necesaria para detectar la senal del redshift drift a partir del monitoreo del
corrimiento de las lineas de absorcion Lyman-a de quésares distantes en un periodo de ob-
servacion de algunas pocas décadas [195]. Cabe destacar que los quésares, en este sentido,
presentan la ventaja de ser fuentes estables y practicamente no afectadas por movimientos
peculiares.

Dada la limitacién observacional para detectar desde la Tierra lineas de absorciéon Lyman-
a para z < 1,7 [194], la medicién del redshift drift podria efectuarse con otros experimentos
futuros, como el interferémetro de ondas gravitacionales DECIGO/BBO. Estos experimentos
estan basados en la medida de las correcciones debidas a la expansién acelerada del univer-
so sobre la fase de ondas gravitacionales provenientes de sistemas binarios de estrellas de
neutrones. La deteccién de dicha correccién de fase podria ser utilizada para inferir el signo
del redshift drift hasta z 0,2 [196]. Con la deteccién futura de ondas gravitacionales podrian
descartarse los modelos de void de LTB, a menos de aquellos con gradientes de sobredensidad
a z 0 (sin embargo, poco realistas) [139].

A pesar de sus dificultades propias, el método para determinar el redshift drift a partir de
la observacion de lineas estables de absorcién presenta ventajas interesantes [139]:

1. El redshift drift es una prueba directa de la dindmica de la expansién (a diferencia de
otros métodos, como aquellos basados en la medicion de la distancia de luminosidad, que
son esencialmente geométricos). Mismo que la precisién alcanzada no sea la suficiente
para poder discriminar entre diferentes modelos cosmolégicos, la medicién del redshift
drift serfa incluso importante como una prueba directa de la expansién acelerada, in-
dependiente de otras observaciones, y podria utilizarse para testear la dindmica de la
expansién esperada en los modelos basados en la Teoria de la Relatividad General en
relaciéon a otros escenarios alternativos.

8https://www.eso.org/sci/facilities/eelt/
Shttp://www.tmt.org/
Ohttp: //wuw.gmto.org/
Mhttp://wuw.iac.es/proyecto/codex/
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2. Es importante mencionar que los mapas radiales de las BAO pueden ser también uti-
lizados para medir H(z). Esto es porque las BAO radiales son medidas de distancias
comoviles a un dado intervalo de redshift, digamos z, + dz,, que para intervalos peque-
nos resulta inversamente proporcional a H(z,). Sin embargo la medicién de las BAO
es no trivial y conlleva sus propios errores sistemdticos. Por otra parte, mas alla del
desafio observacional, el redshift drift es conceptualmente simple, pues no estd basado
en la calibracién previa de velas patrén (como en el caso de las SN tipo Ia), o reglas
patrén originadas a partir del crecimiento de perturbaciones (como es el caso de la escala
actstica del CMB), o los efectos de clustering de materia (excepto en escalas en donde
la aceleracion peculiar empieza a jugar un rol dominante). Por lo tanto, el redshift drift
puede servir ademds como un util cross-check para las BAO radiales.

3. La observacién de quasares distantes impone restricciones sobre la expansién césmica a
z 2 2, en donde las SN tipo la y los mapas de grandes estructuras son obtenidos con
precision méas baja.

4. El redshift drift es una herramienta que permite distinguir entre aceleraciéon verdadera
(es decir, aquella predicha por los modelos de energia oscura) y aceleracién aparente
(modelos de void).

En relacién a la medicién de la paralaje cosmica, como observable para distinguir el modelo
ACDM de modelos anisétropos, satélites de nueva generacién como el GAIA'?, con resolucién
de 1pas, serian capaces de obtener resultados prometedores en el término de 10 afios a partir
de la observacion del orden de 500.000 quéasares. Estas observaciones podrian ser utilizadas
para distinguir también modelos de universo con rotacion no nula. La distincion entre distintos
modelos anisétropos, sin embargo, no seria ain viable con esta resolucién angular [160].

Por otra parte, dado que los modelos de Stephani presentan shear nulo, una futura detec-
cién positiva de la paralaje césmica podria ser utilizada como otra herramienta observacional
para distinguir entre modelos de Stephani y modelos de LTB [176].

Ante estas perspectivas observacionales prometedoras, el estudio tedérico de observables a
tiempo real como herramienta para distinguir entre modelos cosmoldgicos cobra cada vez mas
relevancia. En esta direccién el aporte original presentado en esta tesis da lugar a multiples
aplicaciones y al anédlisis de modelos cosmolégicos con geometrias complejas.

2http://sci.esa.int/gaia/
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Capitulo 4

Inflaciéon y regiones no homogéneas

Como mencionamos en el capitulo 1, un ingrediente importante en el modelo cosmoldgico
estandar es la inflacién, propuesta para resolver, entre otros, los problemas del horizonte y de
la curvatura plana.

Una de las hipotesis fundamentales presente en la mayoria de los modelos inflacionarios
es la de suponer un espacio-tiempo homogéneo e isétropo como condicién inicial para que el
proceso de inflacién tenga lugar. Este escenario se justifica cominmente considerando que,
de haber existido regiones no homogéneas previas a la etapa inflacionaria, éstas deberian
haber sido diluidas durante la expansion exponencial tipica de estos modelos. Si bien existen
argumentos que apoyan este razonamiento, no hay hasta el momento una prueba definitiva
de que el proceso de inflacién tenga efectivamente la propiedad de eliminar cualquier region
no homogénea en la distribuciéon de materia primordial. Es entonces importante abordar los
problemas relacionados con el comienzo y de la evoluciéon del proceso de inflacién en una
regiéon con materia, con o sin presién, y, en particular, con distribucién no homogénea.

El problema de la evolucién del proceso inflacionario bajo condiciones iniciales generales
ha sido estudiado por varios autores proponiendo un escenario simplificado que contempla la
evolucién de una regién de vacio con constante cosmolégica no nula, inmersa en un espacio-
tiempo con materia sin presion, tanto para los casos homogéneos como para aquellos casos con
distribucion radial no uniforme de materia. Tales regiones son descriptas, respectivamente, por
las métricas de FLRW y de LTB. La superficie de separacién entre ambas estd modelada por
una cascara delgada con densidad de materia no nula, que satisface las condiciones de pegado
de Israel. La motivacién que lleva a estudiar la evolucién dindmica de estas configuraciones es
poder determinar si la expansién de la regién de vacio podria inhibirse a causa de un contenido
de materia genérico en el ambiente.

Presentaremos en este capitulo una generalizaciéon del problema mencionado anteriormente
para el caso en el que la regién externa es descripta por una solucién con contenido de materia
de radiacién, es decir, con presién no nula. Tal escenario serd modelado con las soluciones
de FLRW y de Lemalitre, para los casos homogéneo y con distribucién radial no uniforme,
respectivamente. El objetivo de este trabajo es estudiar si los efectos de la presion de la
radiacién pueden alterar el proceso de expansiéon que proponen los modelos inflacionarios.
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4.1. Modelos inflacionarios

La inflacién cosmoldgica es una fase de expansién exponencial (no adiabdtica) que habria
tenido lugar durante las etapas de evolucién mas tempranas del universo, inmediatamente
después de que éste emergiera de la llamada era de Planck, dominada por procesos de gravedad
cuantica.

La existencia de una etapa inflacionaria fue propuesta originalmente por Guth en el ano
1981 [197] con el fin de solucionar, entre otras cosas, algunos de los problemas del mode-
lo cosmoldgico estandar, como el del horizonte y el de la curvatura plana.' Este escenario
de inflacion, conocido hoy en dia como “inflacién antigua”, fue sugerido como una posible
consecuencia de ciertas transiciones de fase, existentes en el marco de las GUT. En términos
simples, el modelo de inflacién antigua proponia el surgimiento de regiones del espacio-tiempo
con expansion exponencial del factor de escala durante la época méas temprana de la evolu-
cion del universo (7' ~ 10'7 GeV).? Estas regiones podian ser modeladas como “burbujas”,
con un contenido de densidad de energia con ecuacién de estado p = —p, esto es, con una
dindmica descripta por la solucién de de Sitter. Asi, la expansién exponencial durante el
proceso de inflacién conectaba de forma causal todo el universo observable hoy en dia. El
escenario de inflacién antigua presentaba, sin embargo, serios problemas para describir una
“salida elegante” de la fase de inflacién sin que el espacio-tiempo perdiera la condicién de
homogeneidad [63]. Mdas tarde, fueron propuestos los llamados modelos de “inflacién nueva”
(1982) [198, 199, 200, 201, 202], “inflacién cadtica” (1983) [203, 204, 205, 2006] e “inflacién
eterna” [207].

Actualmente, el paradigma de inflacién estd basado en la existencia de un campo escalar
masivo acoplado minimamente a la gravedad, que habria sufrido un desplazamiento de su
posicién de equilibrio (correspondiente al minimo de su potencial) durante la época posterior
a la fase de Planck en la evolucion més temprana del universo. La dindmica de dicho campo
es descripta por lo que conocemos como evolucién de “caida lenta” (o slow rolling) hacia el
minimo de su potencial, es decir, cuando el término del potencial domina sobre los términos
cinético y de curvatura en la ecuacién de evolucion del campo escalar. Bajo estas condiciones,
si durante la etapa inflacionaria el término del potencial es elegido de forma tal que su variaciéon
sea practicamente nula, el fluido descripto por campo escalar masivo juega el papel de una
constante cosmoldgica efectiva, que da lugar a una fase de expansién acelerada en la evolucién
del universo [63].

4.1.1. EIl mecanismo basico de la inflacion

Varios de los problemas que presenta el modelo cosmoldgico estandar, mencionados en la
seccion 1.2, pueden ser resueltos si suponemos que el universo emerge de la era de Planck
con ciertas condiciones iniciales “naturales”, tales que den lugar rapidamente a una etapa de
evolucién descripta por la solucién de de Sitter. Durante esta etapa, la dinamica del factor de
escala atraviesa una fase de expansién exponencial que, como veremos a continuacién, ofrece
una solucién simple a algunos de los aspectos probleméticos del escenario cosmoldgico.

!La inflacién no es la tnica solucién posible: un “rebote” (o bounce) en el que el factor de expansién pasa
por un minimo también podria resolver tales problemas [67].

2A escalas temporales menores, equivalentes a temperaturas 7' ~ Mp; = 1,22 x 10'° GeV, serfa necesario
un tratamiento cudntico para describir adecuadamente a la gravitacion. El problema de valores iniciales para
trabajar con soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein puede ser aplicado sélo si la temperatura del
fluido cosmoldgico satisface T' << Mp; [197].
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Para modelar un universo con una etapa de expansién de de Sitter es necesario la aparicién
de una constante cosmoldgica efectiva, que deje de actuar después de un cierto intervalo de
tiempo, para dar luego lugar a las etapas dindamicas dominadas, sucesivamente, por radiacion y
por materia. En los modelos inflacionarios, dicha constante cosmoldgica es generada a partir de
un estado de falso vacio de un campo escalar masivo primordial bajo la accién de un potencial
V(¢) ~ cte.? El modelo debe ser tal que la propia evolucién del campo escalar haga que el
término asociado al potencial, dominante al comienzo, decrezca luego de un cierto intervalo
de tiempo y, en consecuencia, el universo pueda salir de la etapa inflacionaria. Es decir que los
modelos inflacionarios deben proveer un mecanismo efectivo para que el universo entre y salga
de la etapa de expansion acelerada. Asimismo, al final de la inflacién debe producirse una
etapa de recalentamiento [198, 217, 218], durante la cual el campo escalar disipa su energia
oscilando en torno a la posicién de potencial minimo, para dar lugar a la creacién de particulas
relativistas [63].

El tensor de energfa-momento que caracteriza a un campo escalar masivo (acoplado mi-
nimamente a la gravedad) se expresa como [63]

Ty = VbV — 50015 Vad Vs + V()] (1)

En un fondo homogéneo e isétropo, descripto por la métrica de FLRW, T}, toma la forma de
un fluido perfecto con densidad de energia y presion dadas, respectivamente, por

= Ty = ~¢? v V(g) = 1% 4.2
p=Too =59+ 55 +V(O) = P4+ pgrad +V, (4.2)
1 1., V% 1
=) Ti=s¢"— — - =p — - - 4.
p 3 i 9 (b 6a V(¢) p¢ 3 Pgrad 14 ) ( 3)

1

en donde p 4 Y Pgrad son las densidades de energia asociadas a los términos cinético y de
gradiente de ¢, respectivamente. Si el término del potencial V' es significativamente mayor
que los dos anteriores, la ecuacién de estado para la materia del campo resulta p ~ —p ~
—V(¢) ~ cte. Luego, ¢ también permanece aproximadamente constante durante ese periodo
de tiempo (o, para ser més precisos, ¢ varfa mucho més lentamente que la tasa de expansién
del universo, dada por H(t) = a/a). El factor de escala entra entonces en una fase de de
Sitter, con la siguiente dependencia temporal

t ~ t 7
e 8 e 8 V
a(t) ~ agexp 0 4t ~ ag exp 7T7@5)& , (4.4)
3m? 3m?
to mpl to mpl

en donde t. y tg senalan, respectivamente, los tiempos inicial y final de la etapa inflacionaria,
ypyV (QS) indican cantidades aproximadamente constantes. El pardmetro de Hubble durante
este periodo resulta [63]

SV ()

2
3mpl

H(t) = (4.5)

3La existencia de una fase de falso vacio, en el contexto de las GUT, que diera lugar a una etapa de expansién
descripta por la solucién de de Sitter habia sido investigada previamente en diversos trabajos [208, 209, 210,
211, 212, 213, 214, 215, 216]. Sin embargo, fue Guth en el anio 1981 [197] el primero en llamar “inflacién” a esta
etapa de evolucién del universo y senialar en forma precisa las soluciones concretas que ofrecia a la mayoria de
los problemas que el modelo estdndar presentaba [63].
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Con este escenario, es posible entonces dar solucién a algunos de los problemas del modelo
cosmoldgico (seccién 1.2). Dado que el factor de escala crece exponencialmente, al final de la
etapa inflacionaria el término de curvatura k/a? en la ecuacién de evolucién (1.6) puede ser
despreciado, y el problema de la curvatura plana queda de este modo resuelto. Por otra parte,
el tamano fisico del horizonte de particulas crece durante la etapa inflacionaria como

te dt eHAt
71 _= ~
HL o =alte) /to Oks . (4.6)

El crecimiento del horizonte es entonces lo suficientemente rapido como para justificar que las
regiones del universo observable actualmente hayan estado confinadas a un dominio pequeno
con contacto causal antes de la etapa de inflacion, solucionando asi el problema del horizonte.
Asimismo, dado que durante la inflacién las fluctuaciones cuanticas del campo escalar resultan
independientes de escala, el modelo inflacionario provee también las semillas que daran lugar
a la formacién de estructuras en las etapas posteriores de la evolucién del universo [219].

4.1.2. Condiciones iniciales para la inflacién

A pesar de que la inflacién cosmoldgica ha sido especialmente desarrollada para resolver
problemas concretos del modelo cosmoldgico estandar, no estd exenta de presentar ciertas
dificultades propias. Existen actualmente dos cuestiones importantes aiin no resueltas en los
modelos de inflacién:

1. cémo compatibilizar los escenarios de inflacién con un modelo realista de particulas
elementales, y

2. determinar si el surgimiento de la etapa inflacionaria es genérica o necesita de condiciones
iniciales especiales, asi como también estudiar si el proceso de inflacién puede evolucionar
en escenarios arbitrarios (en particular, con una distribucién de materia no homogénea).

En relaciéon al primer punto, el paradigma de inflacion debe estar en acuerdo con los
modelos de fisica de particulas aceptados hoy en dia [220]. En esta direccién, existen en la
literatura algunos modelos que proponen la existencia de campos escalares y particulas que
podrian representar al “inflatén”, aunque este es un tema que se encuentra aun en discusién
[220, 221].

En el contexto de esta tesis, nos interesa sin embargo profundizar en el problema de
las condiciones iniciales necesarias para que una etapa inflacionaria haya tenido lugar en
al evolucién césmica. Si bien uno de los principales objetivos de la inflacién es explicar la
homogeneidad a grandes escalas en el universo (es decir, dar un argumento sélido a los modelos
cosmologicos basados en la métrica homogénea e isétropa de FLRW), un ingrediente comin en
todos los modelos de inflacién basados en la Teoria de la Relatividad General es la hipotesis
de homogeneidad e isotropia primordiales para el comienzo de la propia inflaciéon. Dicha
hipétesis se basa en la cominmente llamada conjetura cosmolédgica de “no hair” establece
que los espacio-tiempos descriptos por la métrica de de Sitter son soluciones asintoticamente
estables de las ecuaciones de Einstein si existe una constante cosmoldgica efectiva positiva
[222, 223, 224]. Como consecuencia, una vez empezado el proceso de inflacién, cualquier regién
no homogénea es suavizada por la expansion acelerada. Sin embargo, este resultado no siempre
es aplicable durante la etapa pre-inflacionaria. En esta direccién, existen trabajos que estudian
el comienzo de inflacién en escenarios homogéneos pero anisétropos [225], y en escenarios no
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homogéneos [226]. Estos tltimos modelan, sin embargo, las regiones no homogéneas como
perturbaciones de la soluciéon homogénea de FLRW, y no a partir de soluciones no homogéneas
mas generales, como la solucién de LTB o la soluciéon de Lemaitre.

El problema que plantea la evolucién de un universo descripto por la métrica de FLRW
y un campo escalar no homogéneo como fuente fue estudiado en detalle en [63], dedicando
particular atencién al rol que juegan los términos cinético y de curvatura en la evolucion
dindmica del campo con condiciones iniciales no homogéneas. En el contexto de escenarios
de inflacién “cadtica”, los autores de dicho trabajo encuentran que la etapa de inflacion es

)
genérica, mientras que para los modelos de “nueva” inflacién las condiciones iniciales que
dan lugar a una transicién de fase en el marco de las GUT son especificas y poco generales.
Por otra parte, en lo que respecta a escenarios no homogéneos, otros trabajos numéricos
bl )

[227, 228, 229] y analiticos [230] han mostrado que es estrictamente necesario suponer para
los campos escalares primordiales condiciones iniciales de homogeneidad e isotropia en alto
grado para que la etapa de inflaciéon pueda tener lugar.

La evoluciéon de una burbuja en un fondo de vacio ha sido estudiada ampliamente en la
literatura para distintos valores de las constantes cosmoldgicas que caracterizan cada region
(231, 232, 233, 234, 235]. La generalizacién del formalismo de Israel para el caso de una
cascara delgada con presion nula expandiéndose en un fondo homogéneo con polvo como
fuente fue presentada en [236]. La integracién numérica del problema relativista completo
muestra como resultado que todas las burbujas de vacio inicialmente menores que el tamano
del horizonte se expanden indefinidamente. Para el caso particular de modelos de universo
abierto, el crecimiento del radio de la burbuja puede eventualmente frenarse, mientras que
en universos con curvatura nula, la burbuja de vacio de expande més rapido que el fondo y
su radio alcanza valores asintéticos. La expansién es ain mucho mas réapida para el caso de
universos cerrados, y la cascara eventualmente alcanza velocidades cercanas a la velocidad de
la luz [237].

El problema que plantea la evolucion de una burbuja en un fondo con distribucién de
materia no homogénea fue estudiado en [234, 235, 238]. En estos trabajos, los autores muestran
que la evolucién de la region de vacio que encierra la burbuja no se inhibe por causa del
contenido de materia en la region externa.

Sin embargo, todos los trabajos mencionados anteriormente estan limitados a estudiar
el caso de burbujas evolucionando en fondos con contenido de materia con presion nula,
es decir, polvo. Ante estos resultados, nos propusimos abordar en el marco de esta tesis el
estudio de la evolucién del proceso de inflacién en escenarios arbitrarios. En particular, nos
interesa investigar la dindmica de regiones de vacio en fondos no homogéneos, para analizar
si condiciones iniciales generales podrian inhibir el proceso inflacionario. Una manera simple
de encarar este problema es modelar las regiones inflacionarias de vacio como “burbujas” con
simetria esférica. Supondremos que la nucleacion de estas burbujas tiene lugar en espacio-
tiempos con contenido de materia no homogéneo, descriptos por las soluciones de LTB o de
Lemaitre. La separacion entre la burbuja y el fondo no homogéneo, por su parte, puede ser
modelada con una céscara delgada (esto es, con paredes esféricas de espesor mucho menor
que el radio de la regién que encierran). Bajo estas simplificaciones, el andlisis queda reducido
entonces a estudiar la dindmica de la cascara delgada que separa ambas regiones, imponiendo
las condiciones de pegado de Israel [239], a través de la superficie de separacién, para las
soluciones de las ecuaciones de Einstein que modelan cada regién. Esto es lo que conocemos
como formalismo de cascara delgada o thin shell.
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Dado que es esperable que las condiciones primordiales del universo den lugar a presencia
de materia relativista, focalizaremos nuestro trabajo en estudiar la evolucién de regiones de
vacio en fondos con contenido de materia de radiacién, tanto con distribuciones homogéneas
cuanto no homogéneas. La evolucién numérica serd computada mediante la implementacion
de un codigo que integre adecuadamente el sistema de ecuaciones diferenciales parciales co-
rrespondiente. Las condiciones iniciales que estudiaremos son caracteristicas de los modelos
inflacionarios, y los parametros para describir la geometria contemplaran escenarios cosmolé-
gicos genéricos.

4.2. El formalismo de la cascara delgada

El formalismo de céscara delgada (también conocido como formalismo de condiciones de
juntura o formalismo de thin shell) es una técnica desarrollada para estudiar problemas de
Relatividad General que involucren campos gravitacionales producidos por una lamina o cas-
cara delgada de materia [239, 240, 241, 242, 243, 244]. El campo gravitacional generado por
dicha céascara es descripto por una métrica continua, pero no derivable en la regiéon ocupada
por la cascara. Con esto, la conexién afin (simbolos de Christoffel) resultan funciones con dis-
continuidades tipo escalén, mientras que el tensor de Riemann, por su parte, toma la forma
de una funcién delta de Dirac [245]. Aunque el campo de aplicabilidad del formalismo es am-
plio, para los propésitos de nuestro trabajo nos concentraremos en describir un escenario con
simetria esférica y una céscara delgada tipo tiempo (esto es, ortogonal a las hipersuperficies
con t = cte).*

El modelo de cascara delgada supone la existencia de dos regiones de espacio-tiempo, M™
y M™, caracterizadas cada una por una métrica y un contenido de materia particulares. Las
regiones estdn separadas por una hipersuperficie con simetria esférica, ¥ (ver figura 4.1) [246].
La superficie de separacién es modelada con una céscara delgada (de radio despreciable), ca-
racterizada por un tensor energia-momento y una ecuacion de estado particular para describir
su contenido de materia. Las regiones y la cascara estan unidas mediante las condiciones de
pegado de Israel [231, 239, 245, 247], las cuales permiten relacionar la discontinuidad en la
curvatura externa de la cascara en cada una de las regiones, con su tensor energia-momento en
la superficie de separacion Y. El formalismo de cascara delgada ha sido previamente utilizado
en la literatura para describir la evolucién de burbujas césmicas en el contexto de modelos
inflacionarios [231, 234, 235]. El esquema simplifica el problema mas complejo de modelar la
transicién entre ambas regiones con un perfil gradual ppara la cascara, y ofrece una buena
aproximacion para estudiar el escenario cosmolégico que motiva nuestro trabajo.

Con el fin de analizar la evoluciéon de burbujas cosmicas en el contexto de escenarios de
inflacion, nos limitaremos a estudiar el formalismo de cascara delgada para el caso de una
regién interna homogénea de vacio, y una regién externa no homogénea y con simetria esférica.
El modelo queda caracterizado entonces de la siguiente manera [234]:

= Una regién interna de vacio, M ™, con constante cosmoldgica A_, y descripta por una
métrica isétropa y homogénea, con elemento de linea expresado en las coordenadas

4Un ejemplo simple, andlogo al caso gravitacional, aparece en el problema de electrostética definido por una
lamina cargada, con densidad de carga p(Z) = 0d(z). La densidad superficial de carga, o, generard un potencial
eléctrico continuo, ¢(Z) = Eo-T+|z|o /€0, y una discontinuidad en el campo eléctrico, F(Z) = Eo+sign(z)Zo/eo
[245].

72



4.2. El formalismo de la cascara delgada

Figura 4.1: (extraida de [246]) Modelo de cédscara delgada o thin shell: dos regiones del espacio-
tiempo, M~ y M™, separadas por una hipersuperficie ¥ con simetria esférica y orientada con
el vector n .

internas (7, z, 6, ¢) como

dz?
1422

ds?|p- = g, da dat = dT? — b*(T) ( + d(22> . (4.7)

La evolucién del factor de escala queda determinada por la ecuacién

(%) _ (%) bA(T) + 1. (4.8)

= La hipersuperficie de separacién X, que describe la evolucion de la burbuja con simetria
esférica, estd caracterizada por el elemento de linea

ds?|y = gapdz®da® = dr? — p(1)%dQ?, (4.9)

en donde (7,0,¢) son las coordenadas coméviles sobre la burbuja. Supondremos que
la misma puede describirse como una cascara delgada de fluido perfecto, con tensor
energia-momento dado por

TEI, = [o(T) —i—pU(T)]uEuE — pU(T)gEV, (4.10)
y una ecuacion de estado de la forma p, = wo.

» Laregién externa, M™, queda caracterizada por la solucién de Lemaitre en coordenadas
externas (¢,r,0,¢), con elemento de linea dado por

ds?| s = g;fydxidx’fr = At Q2 — BEN P2 — R2(t,r)dQ2, (4.11)
y un fluido perfecto como fuente, con tensor de energia-momento

Tlfy = [e(t,r) + p(t, r)]u:uj — plt, r)glfy — A+glfy ) (4.12)
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Recordemos que la métrica de Lemaitre es la solucién mas general posible para describir
regiones no homogéneas con simetria esférica y un fluido perfecto con ecuacién de estado
del tipo p(t,r) = ae(t,r). Como veremos en las secciones subsiguientes, las soluciones
de FLRW y de LTB pueden recuperarse a partir de una eleccién adecuada de p(t,r) y
p(t,r). El caso particular de una regién externa descripta por la métrica de LTB (esto
es, con polvo no homogéneo como fuente) puede recuperarse imponiendo la ecuacién de
estado p(t,r) = 0, mientras que el limite homogéneo para describir una evolucién tipo
FLRW tiene lugar eligiendo (i) €(t,r) = €(t) y p(t,r) = p(t) = %e(t), para un fluido de
radiacion, y (i7) €(t,r) = €(t) y p(t,r) = 0 para el caso de un fluido sin presién.

En adelante, los subindices “-” y “+” indicaran cantidades en las regiones interna y externa,
respectivamente. Es importante notar que las métricas estdn expresadas en diferentes sistemas
coordenados, caracteristicos de cada geometria. Las coordenadas angulares de cada region
coinciden debido a la simetria esférica del problema.

El pegado continuo de las dos regiones a través de la cascara delgada impone las siguientes
restricciones sobre las funciones métricas:

(T, C) = p(1) = R(t,7), (4.13)
’ b*(T)
T
2 2 _ .2 _ JAr) 342 _ JBtr)q,.2
dTr (1 n <2> d¢“=dr - =e dt® —e dr=. (4.14)

Las ecuaciones (4.13) y (4.14) permiten expresar (7,¢) y (t,r) como funciones (T'(7),{(7)) y
(t(1),r(7)). Es decir, que la evolucién de la cdscara puede ser, o bien estudiada en términos
de las coordenadas que caracterizan las regiones interna o externa, o bien parametrizada por
la coordenada temporal 7 sobre la burbuja. Dado que la solucién que caracteriza a la regiéon
externa es, en general, compleja y conocida s6lo numéricamente, la descripcién del proble-
ma serd realizada utilizando un sistema de referencia comoévil con las coordenadas externas
(t,r,0,¢). Notemos que, si parametrizamos la evolucién de la cdscara delgada con la coorde-
nada temporal ¢ de la regién externa, entonces sobre la hipersuperficie ¥ tenemos 7 = 7(t) y
r = r(t). En adelante, denotaremos con la funcién z(t) a la coordenada radial externa de la
burbuja, esto es, z(t) = r|y = r(t)|s.

Teniendo en cuenta las restricciones (4.13) y (4.14), las condiciones de pegado de Israel
resultan [231, 239, 246, 247]:

-2 = [Kg} : (4.15)
e = K7+ K], (4.16)
do 2dp B "
I + ;E(U +po) = —[17], (4.17)

en donde todas las cantidades son funciones del tiempo propio de la burbuja, 7, y los corchetes
aplicados a una dada cantidad A indican la diferencia [A] = At — A™. El tensor K, =
N 5e0‘ae6 , €s la curvatura extrinseca de la cdscara, y 17" = eaTTg ng es la proyecciéon normal a
la superficie de la burbuja del tensor energia-impulso. Las ecuaciones (4.15)-(4.17) determinan
la evolucién del radio p de la cascara, y de su densidad de materia o, y estdn acopladas a
la evolucién de la geometria de las regiones interna y externa (estas ultimas dadas por las

ecuaciones de Einstein). En particular, la ecuacién (4.16) puede ser reemplazada por una
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4.2. El formalismo de la cascara delgada

ecuacion de estado para el contenido de materia sobre la cascara, que supondremos de la
forma p, = wo.

Para estudiar la evolucién de la burbuja nos resta sélo reescribir las ecuaciones (4.15) y
(4.17) en términos de las coordenadas de la métrica externa, como detallamos a continuacion.
Para ello, tenemos enn cuenta que los proyectores sobre la hipersuperficie 3, expresados en
las coordenadas externas, son

dt dzx
@ = ,0,0 4.18
e, = (fn4h00). (4.18)
eag = (05 0) 15 0) ) (419)
ea¢ = (0,0,0,1) . (4.20)

La velocidad de la burbuja es u* = €% y el vector normal orientado hacia la regién externa
queda definido por las condiciones u“n, = 0 y n“n, = —1. En particular, para la métrica
externa que estamos considerando resulta

dx dt
o = 74 e D)/ 2eBE)/2 (— <E> <d7’> 0 0> (4.21)

en donde el pardmetro «; indica si la burbuja estd en expansién (y; = 1) o en contraccién
(v+ = —1). Los proyectores y el vector normal expresados en las coordenadas internas son
definidos en forma analoga.

Con las definiciones anteriores, las componentes angulares del tensor de curvatura extrin-
seca resultan

1 dz db dT
Ko =n_,(e%) (%) =y ——— [ (b= + (1 + 2°)—— 4.22
5=l (@) =1 s (OF 0+ AT ) G2
_ o B L _ap B apdt dz
Kfy = 0@ (@)F oo e b2 (AR PR )
en donde v = 1 (y— = —1) indica que el radio expresado en coordenadas internas esta
creciendo (decreciendo). Luego, la ecuacién (4.15) puede ser reescrita de la siguiente forma
[234]
dp dp
- — 7= 4.24
\/ dT g \/ (4.24)
con
A R?> R” oM AL\
db\? A
A_=—(1 =1+ —p° 4.2
1+ ¢ () =1+ 5 (4.26)

en donde M (¢, r) es una funcién de integracién presente en la solucién de Lemaitre, definida
por la ecuacién (2.46). Trabajando con la segunda igualdad de las expresiones (4.25) y (4.26),
la ecuacién (4.24) puede reescribirse de la forma [234]

dp ? 2772
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con )
=A+|-4+—-|—+— . 4.2
1 + [ T+ ( T+t T3 (4.28)
Teniendo en cuenta que sobre la burbuja p(7) = R(¢,x), y reemplazando (dp/dr) por la

expresién (4.27), la ecuacién (4.15) resulta

dz\? . /d :
(d—”ﬁ [R? + eB(R*V? —1)] + 2RE/ <d—f> FRY - AMRVE 1) =0. (4.29)
Notemos que ahora todas las funciones involucradas estan expresadas en términos de las
coordenadas externas de la burbuja (¢, z(t)).

Nos resta reescribir también la ecuacién (4.15) en coordenadas (t,z(t)). La proyeccién

normal a la superficie de la burbuja del tensor energia-impulso externo es

A(t,)/20B(t,)/2
T =e " Ting=—v|— — .
)+ = e Tny = —y gt 395 e e [e(t, ) + p(t, )]

T) \dr \/eA(t,m) _ eBlt) (do)?

Por otra parte, dado que la burbuja encierra una regién de vacio, resulta (77")~ = 0. Las

(4.30)

ecuaciones de evolucién para la burbuja resultan entonces

e —RR £ \J(R2V2 — D[R2eA — R2P + cAcB(R2V? — 1))

dz  _ 4.31
dt R? ¥ eB(R2V2 — 1) ’ (4.31)
do R dz eA/2eB/2

oo 9 )= = 4.32
i (0+p)R+V+(6+p)<dt> (4.32)

oA o (&)

Notemos que las funciones métricas presentes en las ecuaciones (4.31) y (4.32) deben estar
evaluadas sobre la burbuja, esto es, en las coordenadas (¢, z(t)). Estas ecuaciones deberédn ser
integradas junto con aquellas que determinan la evolucién de la geometria externa.

Una restriccién adicional se desprende del signo del radicando de la ecuacién (4.31), que
impone una cota inferior para la coordenada radial de la burbuja. Es decir, que x debe ser
tal que satisfaga
% < R*(t,x). (4.33)
Durante toda la evolucién supondremos vélidas, ademés, las condiciones de energia débil [18]
para la densidad de energia de la céscara, es decir,

oc>0. (4.34)
Esta condicién es equivalente a pedir que se satisfagan las siguientes restricciones
2 2
5y — 0. > pTU, siyy =41, (4.35)
2 2
5y — 0. < %, siyy =1, (4.36)
con ) ,
R R’

Las condiciones (4.35) y (4.36) son generales y utilizadas para controlar el comportamiento
de o(t) durante toda la evolucién. La cantidad ¢ se calcula, segin el caso, para las métricas
de Lemaitre, de LTB o de FLRW, a partir de las respectivas definiciones para las funciones

A(t,r) y B(t,r).



4.2. El formalismo de la cascara delgada

4.2.1. Calculo numérico de la evolucion de la burbuja

Para estudiar la evolucién de la burbuja desarrollamos un cédigo numérico en lenguaje For-
tran 90. Las ecuaciones de evolucién (4.31) y (4.32) para el radio y la densidad de la burbuja,
respectivamente, quedan acopladas a aquellas que determinan la evolucion de las funciones
R(t,r), M(t,r), e(t,r) y B(t,r) que caracterizan la geometria externa. Estas tltimas son ob-
tenidas a partir de las expresiones (2.45), (2.46) y (2.48). El sistema completo de ecuaciones
resulta [150, 151, 248]

R(t,r) = eAtn/2 [% + %RQ(t,r) —1+ R’Q(t,r)eBW)} v . (4.38)
Mtr) = g Bt )Rl ), (4.39)
) = —p(t) ]Ijl((tt”:))—[e(t,r)—i-p(t,r)] [ﬁﬁi:iﬂﬁgii o (440)
Bltr) = 2 gg;*[(f?%ﬁ%ﬁ(f)] 4
M'(t,r) = %e(t,T)R(t,r)R’(t,T), (4.42)
Alt,r) = —2 /0 T%dr, (4.43)

en donde los simbolos "y ’ indican, respectivamente, derivadas con respecto a las variables

t y r. La presién p(t,r), por su parte, se determina en cada instante a partir de la ecuacién de
estado correspondiente. La integracion de las ecuaciones diferenciales parciales involucradas en
la evolucion de la geometria es realizada implementando el método de las lineas, con precision
de cuarto orden.”

4.2.2. Condiciones iniciales para la evoluciéon de la burbuja

Las condiciones iniciales para resolver el problema quedan especificadas indicando la coor-
denada radial y la densidad de la burbuja en el instante inicial, zg y o¢ respectivamente, y
los perfiles iniciales de las funciones métricas R(to,r), E(r) y €(to, ). Comenzando por estos

5El método de las lineas, utilizado para la resolucién de ecuaciones diferenciales parciales, propone la discre-
tizacién de la variable espacial r en una grilla uniforme r; y un esquema de derivacién numérica para reescribir
las derivadas parciales con respecto a la variable r en términos de las mismas funciones de evolucién involucra-
das en la integracion. El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias resultante puede ser entonces integrado,
por ejemplo, mediante un algoritmo tipo Runge-Kutta [249].

5Notemos que estas tres funciones son suficientes para determinar completamente las condiciones iniciales.

Las funciones M (to,7) y A(to, r) son luego calculadas a partir de las ecuaciones (4.42) y (4.43), respectivamente,
R (to,r)
B

y resulta B(tg,7) =
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ultimos, para nuestro problema particular elegimos:

R(to,r) = aor, (4.44)

By =3 (5) (1.45)

dm@:mp_@apQﬁzﬂﬁﬂ, (4.46)

03

con ag, k y €y constantes arbitrarias que barren diferentes regiones del espacio de parametros
iniciales. Las cantidades d1, do y rg caracterizan la distribucién inicial no homogénea de
la densidad externa.” Los escenarios de polvo o radiacién homogéneos se recuperan con la
eleccién 61 = 0.

Los pardmetros A_, A, y €y caracterizan las distintas geometrias. El pardmetro A_ re-
presenta la energia de vacio de la regién de universo emergente dentro de la burbuja, y esta
directamente asociado a la escala de energia que los modelos inflacionarios predicen para la
etapa de nucleacién [197]. Para una energia media de ~ 10'* GeV, el valor de A_ en unidades
de Planck resulta

A_~5x1075. (4.47)

En adelante, trabajaremos con dicho valor para caracterizar a la geometria interna. Los pa-
rdmetros A y €y no poseen a priori restricciones provenientes de los modelos inflacionarios,
puesto que los mismos suponen que, cualquiera sea la caracterizacion del fondo, la expansion
inicial de la burbuja basta para dar lugar a un escenario con homogeneidad e isotropia. Dado
que este es justamente el problema que estamos interesados en estudiar, elegiremos los para-
metros que caracterizan el fondo de forma tal que la dindmica de diferentes escenarios pueda
ser reproducida. En particular, trabajaremos con

eo=10A_ 'y A;<e. (4.48)

Dado que ¢ representa el valor asintético de la densidad (lejos de la regién no homogénea), la
eleccién anterior asegura que, inicialmente, la dindamica de la regién externa quede dominada
por el término (2M/R) de la ecuacién (4.38) y, en consecuencia, los eventuales efectos pro-
ducidos por las distribuciones de polvo o radiacién del fondo sean més pronunciados.® Para
el pardmetro A, elegiremos cuatro valores, correspondientes a diferentes evoluciones, a saber

Ay =0, A+:%A_, Ap=A_, A =2A_.

Resta especificar, por tltimo, las condiciones iniciales para la cascara delgada, elegidas
como
zo=15 'y o9=1x1073. (4.49)

La eleccién de x es tal que la nucleacion se da en un punto del perfil no homogéneo en donde
la cantidad p’ es significativamente no nula. Pensando en el caso méas general, en el cual la
burbuja se expande en un fondo no homogéneo con presién no nula (es decir, descripto por la
solucién de Lemaitre), esta eleccién se traduce en un gradiente de presion inicial no nulo que,

"Otra alternativa para introducir un perfil no homogéneo en el problema es a través de la funcién E(r),
como fue realizado en los trabajos [150, 234].

8Notemos que, de otra forma, la expansién diluiria répidamente la densidad de materia de la regién externa
y el problema pasaria a ser un escenario tipo de Sitter-de Sitter.
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como fue discutido en la seccién 2.2, da lugar a comportamientos peculiares en la dindmica del
fondo y, eventualmente, también en la evolucién de la burbuja (que es justamente lo que nos
interesa estudiar). El valor inicial para oq es elegido de forma tal que se satisfaga la condicién
(4.35). La ecuacién de estado de la burbuja, p, = wo, por su parte, queda caracterizada por
los valores w = 0,1/3, —1.7

Habiendo especificado completamente las cndiciones iniciales, presentamos a continuacién
los resultados de la evolucién numérica de la burbuja de vacio inmersa en las diferentes geo-
metrias de fondo. En orden creciente de complejidad, comenzaremos estudiando la evolucién
en un fondo homogéneo, con el fin de comparar los caso de polvo y radiacién. Luego pasare-
mos a trabajar con los escenarios no homogéneos descriptos por las soluciones de LTB y de
Lemaitre. La discusién general sobre nuestros resultados estd detallada al final del capitulo.

4.3. Evoluciéon en un fondo homogéneo: polvo vs. radiaciéon

Con el fin de estudiar los efectos que diferentes tipos de materia en la regién externa tienen
sobre la dindmica de la burbuja, comenzaremos analizando dos casos homogéneos, en los
que la burbuja evoluciona o bien en un fondo con contenido de materia sin presién (esto es,
polvo), o bien en un fondo con radiacién. En ambos casos, polvo o radiacién, la métrica que
caracteriza el espacio externo es la de FLRW, con elemento de linea dado por

1
2 2 _ 2 2 2102
que se recupera de la expresién (4.11) cuando E(r) = —3kr?, R(t,r) = a(t)r y e(t,r) = €(t).1°
Las ecuaciones (4.38)-(4.41), que determinan la evolucién de la geometria, se reducen a
2M A
-2 2 At
= — — —k 4.51
“ ar3 ta 3 ’ (4.51)
M= —gar?’, (4.52)
. a
é=—-3(e+p)—, (4.53)
a

con ecuaciones de estado p = 0y p = %e para describir los contenidos de materia externa
dados por polvo y radiacién, respectivamente. Notemos que en el caso de un fondo homogéneo
de polvo, resulta M(t,r) = 0.

Las ecuaciones (4.31) y (4.32) que determinan, respectivamente, la evolucién de la coor-
denada radial y la densidad de la burbuja se reducen a la forma

dz —(1—ka?)a+ /(22a®V2 - 1)(1 — ka?)(a®V? - a2 — k) (4.54)
dt z(a?V? — k) ' '
do

ot ) et (B )1 et (dry’ (4.55)
a NPTy ) A ka2 k2 \at) w7

9Esta eleccién simple para la ecuacién de estado representa una primera aproximacién para abordar el
problema. En una segunda instancia podria estudiarse la evolucién de la burbuja de vacio utilizando ecuaciones
de estado maés realistas para describir el contenido de materia sobre la cdscara delgada, basadas en argumentos
tedricos del modelo inflacionario particular que quiera estudiarse.

%Fn este limite, p’ = 0, y de las ecuaciones (2.47) y (2.48) se tiene, respectivamente, A(t,r) = 0y B(t,r) =
R/(t,r)® _ a(t)?
1+2E(r) = 1—kr2"
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con

- o 1 (A A 2M\]?
V_A+[4+U< 3 +a3$3 . (4.56)

Resultados:

En la figura 4.2 comparamos la evolucion de la coordenada radial y la densidad de la burbuja
en funcién del tiempo, para el caso de un fondo con radiacién (lineas amarillas) y un fondo con
polvo (lineas verdes). En ambos casos, los valores para el pardmetro de ecuacién de estado de
la burbuja son w = —1,0,1/3 segtn las referencias indicadas en cada gréfico. Los pardmetros
que caracterizan la geometria, asi como las condiciones iniciales para el calculo de la evolucion,
son los detallados en la seccién 4.2.2.

Del andlisis de las curvas correspondientes a xz(t), podemos observar que el valor del
pardmetro Ay es determinante para la evolucién de la burbuja. En los casos con A; < A_|
la coordenada radial de la burbuja crece inicialmente (debido a la velocidad inicial con la que
comienza la evolucién, dada por la ecuacién (4.54) evaluada en el instante ¢t = ¢(), para luego
decrecer hasta alcanzar el limite inferior impuesto por la condicién (4.33), esto es, x > 1/(aV).
Contrariamente, si A_ < A, la burbuja crece en forma indefinida. Este comportamiento es
observado tanto para para los casos con polvo cuanto para los casos con radiacién.

El comportamiento anterior puede entenderse en forma cualitativa si analizamos la expre-
sién correspondiente a la aceleracién de la burbuja con condicién inicial & = 0. En este caso,

tenemos [250]
1 (Ay—A_ 2¢
A PPNl (i sl P
Flae=1)=0 a ( 24mo on 30'>

, (4.57)

t=to

y vemos que la nucleacion de la burbuja con velocidad inicial nula presenta siempre aceleracion
negativa si Ay < A_. De la ecuacién (4.57) podemos inferir también que el contenido de
materia en la regiéon externa contribuye a disminuir la aceleracion de la burbuja. Esto puede
pensarse como una competencia de fuerzas entre la tension superficial de la burbuja, que
favorece el colapso, y la presiéon inducida por el calor latente de vacio, que favorece la expansién
(en los casos con 0 < A_ < Aj). Si bien la ecuacién (4.57) es valida sélo para condiciones
iniciales muy particulares (& = 0), este andlisis cualitativo estd en completo acuerdo con las
curvas presentadas en la figura 4.2.

A pesar de que las curvas para el caso de un fondo con radiaciéon tienen un comporta-
miento cualitativo similar al de aquellas para un fondo con polvo, podemos observar que la
evolucién es mas lenta. Esto es, que en todos los casos estudiados, bajo las mismas condiciones
iniciales, el fondo con radiacién siempre retrasa el crecimiento del radio de la burbuja. Este
comportamiento es consecuencia del efecto de la presion del fluido externo sobre la burbuja
y, como discutiremos méas adelante, puede tener relevancia para poner restricciones sobre los
modelos inflacionarios.

Por otra parte, el contenido de materia en la burbuja modifica considerablemente la evo-
lucién. En todos los casos estudiados, el pardmetro de ecuacién de estado w = 0 presenta una
evolucién maés lenta que aquella calculada con w = 1/3. Este comportamiento puede interpre-
tarse también como una consecuencia de la presién ejercida por el fluido de radiacién de la
burbuja. Los casos con pardmetro de ecuaciéon de estado w = —1 alcanzan rapidamente la el
limite impuesto por la condicién (4.33), independientemente del tipo de fluido que caracteriza
el fondo homogéneo.
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Figura 4.2: Evolucion de la coordenada radial de la burbuja, en fondos homogéneos, para
distintos valores del parametro A;. Las curvas verdes y amarillas indican, respectivamente,
evoluciones en fondos con polvo o con radiacién, para los parametros de ecusacién de estado
w=-1,0,1/3.

En la figura 4.3 mostramos la evolucién de la densidad de la burbuja para los dos valores
extremos del parametro A (esto es, Ay =0y Ay = 2A_). Para ambas evoluciones, los casos
con radiacién mantienen una densidad menor en relacién a aquellos con polvo, en acuerdo con
la diferencia observada en la evolucién de la coordenada radial z(¢). Sin embargo, para cada
uno de los valores de Ay, no apreciamos diferencias cualitativas entre los diferentes w. Las
evoluciones con Ay = A_ y Ay = A_/2 (omitidos en la figura 4.3) presentan comportamientos
similares.

Una diferencia apreciable tiene lugar entre los casos con A, < A_ y aquelloscon A < A,.
Mientras que en los primeros el crecimiento de la coordenada radial de la burbuja alcanza
un maximo y luego disminuye, las curvas para z(t) en los segundos casos crecen en forma
practicamente mondtona. Ampliaremos la discusién sobre este punto al final del capitulo. Por
ultimo, cabe mencionar que en el caso con Ay > A_, para tiempos grandes en los que la
densidad de materia del fondo se diluye debido a la expansién, la evolucién tiende al limite
del caso con un fondo descripto por la métrica de de Sitter (cuya forma analitica es conocida,
y fue estudiada numéricamente en [234]), lo cual constituye un test para el cédigo numérico
desarrollado.
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Figura 4.3: Evolucién de la densidad de la burbuja para los valores extremos del pardmetro
A (Ay =0y Ay = 2A_). Los casos con radiacién mantienen una densidad menor en rela-
cion a aquellos con polvo. No apreciamos diferencias cualitativas para los diferentes w. Las
evoluciones con Ay = A_ y Ay = A_/2 (omitidos en esta figura) presentan comportamientos
similares.

4.4. Evolucion en fondos no homogéneos

Con el propdsito de analizar los posibles efectos que una distribucion no homogénea de materia
en la region externa puede tener sobre la dindmica de la burbuja, presentaremos en esta
seccion la evolucién en fondos descriptos por las soluciones de LTB y de Lemaitre. Mientras
que el primer caso fue analizado en otros trabajos [234, 235, 238], la evolucién de burbujas
en ambientes no homogéneos de radiacién, descriptos por la soluciéon de Lemaitre, no ha sido
previamente estudiada y constituye el principal aporte de este trabajo. Los resultados de
dichaa evolucién seran comparados con la evolucion en un fondo homogéneo de radiacion, asi
como también con los casos no homogéneos de polvo.

4.4.1. Evoluciéon en un fondo no homogéneo de polvo

Para describir la evolucion de una burbuja inmersa en un fondo con distribucién no homogénea
de polvo, caracterizamos la regién externa con la solucién de LTB. El elemento de linea es

R™2(t,r)

ds? = dt? — ——~
’ 1+ 2E(r)

dr? — R*(t,r)dQ?, (4.58)
y puede ser obtenido, nuevamente, de la expresién (4.11) para el caso p(t,r) = 0 (y, en
consecuencia, p'(t,7) = 0). Las ecuaciones que determinan la evolucién de la geometria externa
son

: oM A
R? = - T gR2 +2E(r), (4.59)
R R

en donde M (t,r) = M (r). Las ecuaciones que determinan la evolucién de la coordenada radial
y la densidad de la burbuja resultan
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G —(+2B)R%\J(RV? - 1)(1+2E)2F - B2 + R2V?) \
= .61
dt R'(2E + R?V?2) ' (461)
do R dz R'/\/1+42E
— = -2 o) — , 4.62
(1+2E)
con ,
VZ=A_ + [4 + - <73 +25 )| (4.63)
Resultados:

En la figura 4.4 mostramos la evolucién de la coordenada radial de la burbuja en un fondo
no homogéneo de polvo (curvas rojas), para los diferentes valores del pardmetro Ay y los
parametros de ecuacién de estado w = —1,0, é Los graficos de la derecha muestran, en cada
caso, la evolucion del perfil radial de densidad del fondo no homogéneo. Debido a la expansion,
la region no homogénea inicial se diluye al transcurrir el tiempo. Es decir, que asintéticamente
la evolucion tiende a la de un fondo homogéneo. Las cruces negras representan, a cada tiempo,
la coordenada radial de la burbuja.

Con el propdsito de analizar cuales son las consecuencias de que la nucleacion de la burbuja
tenga lugar en un fondo no homogéneo, incluimos los perfiles correspondientes a evoluciones
con iguales condiciones iniciales, pero en un fondo de FLRW con contenido polvo (curvas ver-
des). La densidad del fondo homogéneo corresponde al valor asintético del perfil de densidad
no homogéneo. De la comparacién de los casos homogéneo y no homogéneo, puede apreciar-
se que la evolucién de z(t) es cualitativamente indistinguible. Sin embargo, en el fondo no
homogéneo las curvas se muestran trasladadas verticalmente (sin alterarse, sin embargo, la
forma general de la curva).

Para entender el comportamiento anterior, basta tener en cuenta que la condicion inicial
elegida para xy (es decir, la coordenada radial en donde se produciria la nucleacion de la
burbuja) es tal que la evolucién comienza en un punto de subdensidad en relacién al valor
asintético del fondo. Si tenemos en cuenta que la velocidad inicial de la burbuja es directamente
proporcional a ¢ (a través de V2 en a la ecuacién (4.61)), es entonces esperable que la evolucién
comience con una velocidad menor. Sin embargo, la evolucién en tiempos subsiguientes no
presenta cambios cualitativos respecto del caso homogéneo. Con esto, podemos inferir que la
distribucion no homogénea tiene influencia en la evolucién sélo a través del valor de la densidad
inicial. Una vez iniciada la evolucion, el comportamiento de la burbuja puede describirse con
el escenario de un fondo homogéneo con densidad de fondo igual a la densidad inicial en
el punto de nucleacion. Es importante destacar que cuantitativamente las evoluciones entre
los casos homogéneo y no homogéneo son diferentes. Si la nucleacion de la burbuja tiene
lugar en una region de subdensidad lo suficientemente baja, la evoluciéon podria presentar
incompatibilidades con los requisitos impuestos por las condiciones del escenario inflacionario
que se quiera estudiar. Ampliaremos esta discusién hacia el final de este capitulo.

El caso Ay = 2A_ es cualitativamente diferente a los otros, y no sigue el anélisis anterior.
En este caso, es la diferencia (A; — A_) la que domina el comportamiento de la funcién
auxiliar V'(t), y densidades iniciales menores parecen contribuir a una expansién més répida.
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Por su parte, las diferencias observadas entre las evoluciones correspondientes a diferentes
ecuaciones de estado para el contenido de materia sobre la burbuja son similares a aquellas
encontradas en los casos homogéneos de polvo y radiacién (esto es, que el valor w = 1/3
favorece la evolucién).

4.4.2. Evolucion en un fondo no homogéneo de radiacién

Hemos estudiado hasta aqui los efectos que un contenido de materia con presiéon puede tener
sobre la evolucién de la burbuja (seccién 4.3), asi como también los diferencias apreciables en
aquellos casos en los que la burbuja se nuclea en una regién de subdensidad (seccién 4.4.1).
En vista de los resultados obtenidos en dichos analisis, y dado que es esperable la presencia de
materia ultrarelativista en las etapas mas tempranas de la evolucion del universo, es relevante
investigar como es la evolucién de la burbuja en un fondo de radiaciéon con distribucién no
homogénea (es decir, descripto por la solucién de Lemaitre). Este caso, por su parte, cobra
especial interés debido al tipo de evolucion no local de la regién no homogénea.

La evolucién de la geometria descripta por la métrica de Lemaitre obedece las ecuaciones
generales (4.31) y (4.32) presentadas anteriormente. Las figuras 4.5 y 4.6 muestran la evolucién
de la burbuja comparada, respectivamente, con los casos de un fondo homogéneo de radiaciéon
y un fondo no homogéneo de polvo.

Al igual que para la solucién de LTB, la evolucion de los perfiles de densidad estd presen-
tada en los gréaficos de la derecha de la figura 4.5. A diferencia de la primera, y de acuerdo
a la evolucion propia de la geometria detallada en la seccion 2.2, la regién no homogénea no
se mantiene confinada a su rango inicial para la coordenada radial. Debido al efecto de un
gradiente de presion no nulo, las regiones no homogéneas se dislocan a lo largo de la evolucion
hacia valores de r mayores o menores, segtin el signo de p'.

Resultados:

El andlisis de la figura 4.5, en donde comparamos la evolucién de la burbuja en fondos de
radiacién (homogéneo y no homogéneo), muestra caracteristicas similares a las encontradas
en la comparacién de los fondos de polvo (figura 4.4). La evolucién en el fondo descripto por la
solucion de Lemaitre es cualitativamente igual al caso de un fondo homogéneo con radiacion.
Esta caracteristica es esperable, dado que la expresién de la funcién V2 no involucra a la
presion del fluido. Algunas diferencias cualitativas son apreciables en los casos con A < A
probablemente debidas al pasaje de la burbuja por la regién no homogénea (indicado con
las cruces negras en los gréficos de la derecha). La evolucién, sin embargo, no se modifica
cualitativamente.

Las diferencias observadas para los distintos contenidos de materia sobre la burbuja son
similares a las de los casos anteriores y, de la misma forma, las burbujas con parametro de
ecuacién de estado w = —1 alcanzan rapidamente la cota inferior impuesta por la condicion
(4.33).

La comparacién de las evoluciones en fondos no homogéneos de polvo y radiacién (figu-
ra 4.6) muestra diferencias cuantitativas, pero no cualitativas, andlogas a aquellas observadas
en la comparacién de los dos homogéneos (figura 4.2). En todos los casos la evolucién de la
burbuja en el fondo de radiaciéon es méas lenta, debido a la resistencia ejercida por la presién
del fluido externo.
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Figura 4.4: Izquierda: Evolucion de la coordenada radial de la burbuja en un fondo de polvo
no homogéneo descripto por la solucién de LTB (curvas rojas). Las curvas verdes represen-
tan la evolucién de un fondo homogéneo con densidad igual al valor asintético del perfil no
homogéneo. Derecha: Evolucion del perfil de densidad del fondo no homogéneo de polvo. Las
cruces negras representan la coordenada radial de la burbuja para cada tiempo.
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Figura 4.5: Izquierda: Evolucién de la coordenada radial de la burbuja en un fondo de radiacién
no homogéneo descripto por la solucién de Lemaitre (curvas violetas). Las curvas amarillas
representan la evolucién de un fondo homogéneo de radiacién con densidad igual al valor
asintotico del perfil no homogéneo. Derecha: Evolucion del perfil de densidad del fondo no
homogéneo de radiacion. Las cruces negras representan la coordenada radial de la burbuja en
cada tiempo.

86



4.5. Discusién general

=0 A=AL
17 : : : : 18 : : : :
— w=lf3
- W=

16.5  polvo (LTB) y 17.5 F| coreeerrens w=-1 ]

F polvo (LTB)

x(t)
x(t)

x(t)
x(t)

Figura 4.6: Comparacién de las evoluciones en fondos no homogéneos de polvo (curvas rojas)
y radiacién (curvas violetas). La geometria del fondo estd descripta, en cada caso, por las
soluciones de LTB y de Lemaitre, respectivamente.
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Figura 4.7: Evolucién del radio propio de la burbuja, R(t,z(t) = p(7), para los casos homo-
géneos y para el fondo no homogéneo de radiacién. El creciento es sensible al contenido de
materia del ambiente, siendo més lento si la burbuja evoluciona en un entorno con radiacion.

4.5. Discusion general

Con la motivacién de estudiar escenarios generales para el proceso de inflacién cosmoldgica,
hemos presentado en este capitulo la evoluciéon de burbujas de vacio en fondos de materia y
radiacién, con distribuciones homogénea y no homogénea, en grado creciente de complejidad.
Los casos con radiacién (homogénea o no) no han sido estudiados previamente y constituyen
el principal aporte original de este trabajo.

La evolucién de la burbuja de vacio fue calculada numéricamente a partir del formalismo
de cascara delgada o thin shell. La resolucién general del problema envuelve la integracion
temporal de la coordenada radial de la burbuja y su densidad, junto con la evolucién de la
geometria del fondo. Esta ltima, para los casos no homogéneos descriptos por la solucién de
LTB y de Lemaitre involucra la integracién de ecuaciones diferencias parciales no lineales. El
codigo numérico que desarrollamos reproduce perfectamente los resultados obtenidos previa-
mente para los casos de una evolucién en un fondo de polvo [234, 235], y generaliza el estudio
para casos con radiacién (en particular, con distribucién no homogénea).

Los resultados que obtuvimos son miltiples. Comenzando por la comparacion de la evo-
lucién en fondos homogéneos con contenido de polvo y radiacién, mostramos que la presién
de la radiacién del fondo externo ejerce un efecto de retraso en el crecimiento de la burbuja
(figura 4.2).

La evolucién para los casos con fondos no homogéneos descriptos por la solucién de LTB
y de Lemaitre fueron comparados, respectivamente, con la evolucién homogénea de un fondo
de polvo y radiacion. Los resultados obtenidos muestran que si la burbuja de vacio se nuclea
en una region de subdensidad, la evolucién es equivalente a la de un fondo homogéneo, con
densidad inicial igual a la densidad del punto en donde ocurre la nucleacion. Es decir, que la
distribuciéon no homogénea del fondo sélo tiene una influencia apreciable sobre las condiciones
iniciales. Este comportamiento se repite tanto en los casos con contenido de polvo, como
aquellos con radiacién.

En relacion a las diferencias observadas para distintos tipos de ecuacion de estado para
caracterizar el contenido de materia sobre la burbuja, encontramos que los parametros de
ecuacién de estado w = 0 y w = 1/3 dan lugar a evoluciones similares. Sin embargo, una
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burbuja de radiacién se expanderia mas réapido que una de polvo, como consecuencia de la
presion del material de la propia burbuja sobre el fondo. En todos los casos estudiados, la
evolucion correspondiente al parametro de ecuacion de estado w = —1 alcanza rapidamente
el limite impuesto por la ecuacién (4.33) sobre la coordenada radial de la burbuja.

Algunas diferencias significativas pueden apreciarse también para las distintas elecciones
del pardmetro A;. En los casos con Ay < A_, el crecimiento del radio de la burbuja se
frena y da lugar a una disminucion de la coordenada radial de la burbuja, mientras que para
A_ < A; el crecimiento de z(t) es practicamente monétono. El primer caso, sin embargo, no
debe interpretarse erréneamente como un colapso de la burbuja. Dado que z(t) representa la
coordenada radial de la burbuja, no comévil con el fondo, el crecimiento o decrecimiento de
esta coordenada indica que la burbuja de vacio se expande mas o menos rapido se la propia
expansién del fondo en el que esta estd inmersa.

Para concluir, cabe resaltar que si bien no detectamos diferencias cualitativas en las dis-
tintas evoluciones, las diferencias cuantitativas que observamos entre los casos de polvo y
radiacién (debidas a la presién de la radiacién sobre la burbuja), podrian tener efectos re-
levantes sobre el desarrollo de la inflacién. Para apreciar esto, mostramos en la figura 4.7
la evolucién del radio propio de la burbuja, R(¢,z(t)) = p(7). Dado que dicho radio actia
como una frontera mévil de la regién inflacionaria, las consecuencias de su evolucion sobre los
campos definidos en la region interior deben ser tenidos en cuenta en un andlisis minuscioso
de los modelos inflacionarios.

-
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“Solamente el farolero del tinico farol del Polo Norte y su colega del tnico farol del Polo Sur
llevaban una vida ociosa e indiferente: trabajaban dos veces al ano.”

El Principito (1943)

Antoine de Saint-Exupéry
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Capitulo 5

Modelos de votd con dos fluidos

Las llamadas regiones de vacio o voids son subdensidades pronunciadas en la distribucién de
materia, caracterizadas perfiles radiales no homogéneos. Los voids con simetria esférica pueden
ser modelados con las soluciones de Lemaitre y de LTB para describir, respectivamente, fluidos
con y sin presion.

Los modelos cosmolégicos no homogéneos construidos a partir la solucién de LTB con
perfiles de void (en adelante, modelos de void de LTB), han sido ampliamente estudiados con
el objeto de describir diferentes conjuntos de observaciones astronémicas sin la necesidad de
introducir una componente de energia oscura en el universo. Mientras que algunos autores han
desestimado la viabilidad de este tipo de modelos para describir simultdneamente conjuntos
de datos de diferente naturaleza (e.g. observaciones del CMB, SN tipo Ia, BAO y Hy, entre
otras), trabajos recientes sugieren que los modelos de void de LTB pueden adquirir relevancia si
incluimos los efectos de una distribucién no homogénea de radiacién en la evolucién temprana
del universo.

En este contexto, un modelo cosmoldgico de dos fluidos no comdviles (esto es, materia
y radiacién) fue presentado recientemente por C. Clarkson, M. Regis y W.C. Lim [140]. El
mismo contempla aquellas correcciones en las geodésicas nulas que surgen como consecuencia
de la evolucién no trivial de la geometria de fondo. La dinamica completa del modelo es
calculada en forma numérica integrando las ecuaciones de evolucién para los dos fluidos,
junto con aquellas que caracterizan la geometria. Este modelo es una primera versién del
problema, en la que algunas hipdtesis razonables son consideradas. En particular, los efectos
de la presion anisétropa de la radiacién (no nula para el caso de distribuciones no homogéneas),
son omitidas durante el cémputo de la evolucion.

Presentaremos en este capitulo un trabajo realizado en colaboracién con los autores men-
cionados anteriormente, que propone una generalizacion del modelo de dos fluidos para el
caso en el que el cuadrupolo de la distribucién no homogénea de la radiacién (esto es, la
presion no isétropa) es tenido en cuenta. Comenzaremos por introducir los modelos de void y
detallar los argumentos que justifican la relevancia de incluir los efectos de una distribucién
no homogénea de la radiacién en la evolucién de la geometria. Luego describiremos el modelo
de dos fluidos no coméviles, asi como la evolucién de los multipolos de orden superior de la
distribucion de radiacion no homogénea a partir del formalismo de la teoria cinética relati-
vista. Los potenciales efectos de la presiéon anisétropa de la radiacién en cantidades fisicas
observables que permitan distinguir entre diferentes modelos cosmoldgicos seran discutidos al
final del capitulo.
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5.1. Los modelos de void

Los modelos de void han sido propuestos como un alternativa viable a la introducciéon de
una constante cosmoldgica (o de campos de materia de naturaleza desconocida, como aquel
que describirfa a la energia oscura) en la descripcién del universo [133]. Estos modelos estédn
basados usualmente en la solucién de LTB, y son caracterizados por una distribucién no ho-
mogénea de polvo con una regiéon pronunciada de subdensidad en el centro de simetria de la
métrica. Lejos de dicha regién, sin embargo, la distribucién de materia adopta un compor-
tamiento homogéneo. Un perfil tipico utilizado para caracterizar a la regién de subdensidad
(0 woid, como suele denominarse comtinmente en la literatura) estd mostrado en la figura 5.1
[251].

Las soluciones de LTB que describen wvoids esféricos tienen el potencial de modelar los
efectos locales que puedan tener lugar en la regién de subdensidad, con la ventaja de recuperar
asintéticamente el comportamiento de la solucion de FLRW en el limite homogéneo, esto es,
lejos del centro de simetria. En este sentido, han sido utilizados para mostrar que es posible
ajustar aquellas observaciones que indican aceleracién en la expansion del universo sin postular
la existencia de energia oscura. Constituyen asi una primera aproximacién al problema general
con menos simetrias.?

Dadas las limitaciones observacionales para discernir entre las evoluciones temporal y
radial de la geometria, y la falta de un mecanismo eficiente para describir la formacién de
voids, la forma mas adecuada de trabajar con este tipo de distribuciones es a partir de una
reconstruccién directa del perfil (en lugar de poner cotas sobre un modelo paramétrico simple).
Para ello, debemos considerar condiciones fisicas independientes en el centro y en la region
asintodtica, en acuerdo con los diferentes tipos de observaciones astronémicas que pretendemos
ajustar con el modelo.

Los conjuntos de datos que permiten reconstruir un modelo de wvoid son de naturaleza
variada [133]. Si consideramos un observador en el centro de simetria, las observaciones locales
(como la curva de la distancia de luminosidad wvs. redshift de las SN tipo Ia) permiten poner
cotas sobre la curvatura, la tasa de expansion de Hubble y la densidad de materia en el centro,
asi como también sobre los perfiles radiales no homogéneos de estas cantidades fisicas hasta
distancias correspondientes a algunas unidades de redshift. Por otra parte, las observaciones
del fondo césmico de radiacion ponen cotas sobre la region externa de los perfiles de void,
a partir de la relacién da(z) para distancias correspondientes a z ~ 1100, de la fraccién de
bariones, fj, y del cociente entre el niimero de bariones y el nimero de fotones, ny/n-, a una
distancia comévil aproximada de 13 Gpc medida desde el centro de simetria. Los grados de
libertad restantes, necesarios para especificar la variacion radial de la fraccién de bariones, de
la densidad de la energia de radiacion y del espectro primordial de potencias, deben ser, sin
embargo, restringidos a partir de otros conjuntos de observaciones [133].

'En adelante, trabajaremos con modelos de void que describen subdensidades a tiempos tardios en la escala
de los Gpc. Notemos, sin embargo, que existen otros modelos (también llamados de woid’), que representan
regiones no homogéneas del orden de algunos cientos de Mpc. Estos tltimos son estudiados, usualmente, como
un tratamiento perturbativo del modelo de FLRW [133]. Es importante mencionar que no disponemos ain
de mecanismos eficientes que den lugar a la formaciéon de tales voids y, en esta direccién, probablemente sea
necesario proponer algiin proceso desconocido en la etapa final de la inflacién que justifique el surgimiento de
una regién con simetria esférica a escalas de Hubble [133].

?Estas caracteristicas imitan de manera més realista aquellos primeros modelos no homogéneos propues-
tos por Tomita, basados en el pegado de dos soluciones homogéneas con diferente parametro de expansién
(seccién 1.3).
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Figura 5.1: (extraida de [251]) Ejemplo de un perfil de densidad de materia caracteristico de
los modelos de void, para un dado instante ty. La distribucién no homogénea esté especificada,

en este caso particular, por la funcién p(ty,r) = po [1 + 0, — 0, exp (—;—z)}, con pg = 0,3 x
(3H)/(87@G), 6, = 4,05 y 0 = 2,96.

En esta direccién, varios trabajos se han desarrollado utilizando los datos del fondo cosmico
de radiacién para poner restricciones sobre los modelos de wvoid [129, 174, 251, 252]. Los
resultados de los mismos indican que efectivamente es posible ajustar un dado modelo a partir
de las observaciones provenientes del fondo césmico de radiacion. Sin embargo, las restricciones
impuestas por el CMB no serian compatibles con valores razonables del pardmetro Hy, ni con
el ajuste simultaneo de otros conjuntos de datos, sugiriendo entonces que los modelos de void
no serfan viables para describir adecuadamente el universo observable [253, 254, 255, 2506].

En todos estos trabajos, la influencia de la radiacién no fue considerada para modelar la
evolucién a tiempos tempranos. Esta simplificacién parece ser razonable porque la radiacion
contribuye apenas con un 10% al contenido total de densidad de energia en el momento de
ultimo scattering, con lo cual es esperable que el error cometido al calcular los pardametros de
los modelos de void sin radiacién pueda ser despreciado.

Este escenario fue reconsiderado recientemente por C. Clarkson y M. Regis [133]. Los
autores de este trabajo analizaron detalladamente las correcciones que sufren los fotones
provenientes del fondo césmico de radiacion en su trayectoria desde la superficie de ultimo
scattering. Dichas correcciones pueden clasificarse en dos tipos:

1. correcciones geométricas, introducidas a través de la dindmica intrinseca del fondo, que
afectan directamente el cdlculo de la distancia d4 a la superficie de ultimo scattering
(similares a aquellas introducidas por modelos simples de energia oscura); y

2. correcciones debidas al efecto Sachs-Wolfe integrado (SWI), que depende de la evolucién
de las perturbaciones primordiales.?

Las correcciones mencionadas en el primer grupo fueron estudiadas en [133]. Los resulta-
dos muestran que ciertos modelos de void pueden ajustar el espectro de potencias del fondo

3La generalizacién de este tipo de correcciones para el caso de los modelos de LTB puede encontrarse en
[257].
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c6ésmico de radiacion, en buen acuerdo con los datos provenientes de SN tipo Ia y con es-
timaciones del parametro de expansion de Hubble local, si la influencia de una distribucién
no homogénea de la radiacién es tenida en cuenta en la evolucién de la geometria. Estos
resultados fueron acompanados de argumentos tedricos solidos y estimaciones semi-analiticas
que justifican fuertemente la necesidad de incluir los efectos de un perfil no homogéneo de
radiacién sobre la evolucién de la geometria durante las etapas tempranas del universo.

5.1.1. La importancia de la radiacion en los modelos de void

Como mencionamos anteriormente, una caracteristica comun en los trabajos que desestiman
la construccién de modelos cosmolégicos viables a partir de perfiles de void es la de despreciar
los efectos de la radiacién en la evolucién temprana del universo. Esta simplificacion parece
en principio razonable si tenemos en cuenta que la radiacién contribuye apenas un 10% a la
densidad de energia total en el momento de ultimo scattering, y que la relacién d4(z) en los
modelos de FLRW varia en un porcentaje casi despreciable para z ~ 1100 si la radiacién es
tenida en cuenta [133]. Es esperable, entonces, que los errores inducidos por esta simplificacién
no sean significativos en la subsecuente estimacién de los parametros del modelo.

Sin embargo, lejos de actuar como una componente secundaria, la inclusién de la radiaciéon
en la evolucién temprana de la geometria puede tener efectos no despreciables en los modelos
de woid [150]. Como fue sugerido primero en [28], y argumentado mas tarde en [133], las cotas
impuestas por el CMB sobre un modelo cosmoldgico completo, que lleve en cuenta los efectos
de la radiacién en la dindmica del espacio-tiempo, son considerablemente menos restrictivas.
La influencia de la radiacién en la evolucién temprana del universo puede ser significativa si
tenemos en cuenta los siguientes aspectos: [133]

1. La inclusién de un perfil no homogéneo para la radiacién incorpora al modelo un grado
de libertad adicional, usualmente restringido en forma artificial en los modelos de LTB
con contenido de polvo tnicamente.

2. La presencia de la radiacion en tiempos tempranos se imprime intrinsecamente en la
dindamica de tiempos tardios a través de la propia evolucién de la geometria.

3. Las observaciones del fondo cdésmico de radiacién no determinan, por si mismas, el
interior de nuestro cono de luz pasado (importante para estudiar otros aspectos del
modelo que puedan cotejarse con observaciones independientes).

Para profundizar los argumentos arriba mencionados, consideremos el siguiente analisis
cualitativo. Sean T*(asmtética) y To(asmtética) las temperaturas de los fotones del CMB, medidas
ambas en la regién asintotica exterior al wvoid, en dos instantes t. y tp, que representan,
respectivamente, el tiempo de desacople de los fotones en la superficie de ultimo scattering y
un tiempo posterior en la evolucién tardia del universo (digamos, hoy). El factor de escala en

el momento del desacople viene dado por la expresion

T(asintética)

0. (5.1)

(asintética)
a - (asintética)
T

*

Si las temperaturas Técentro) y T,Scentro) difieren, la relacién anterior puede ser significativa-

mente diferente de aquella utilizada para calcular el redshift correspondiente a la superficie
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de ultimo scattering medido desde el centro del void, que escribimos como

1 T(Centro)

_ 0
(1 + z*) B T(asintética) : (52)

Como consecuencia, la relacién entre el factor de escala y el redshift (utilizada en modelos de
FLRW) puede verse modificada considerablemente en los modelos de wvoid si los efectos de la
radiacién sobre la dindmica son tenidos en cuenta [133].

Para analizar esto, consideremos un modelo de LTB puro (sin radiacién). Como vimos,
la determinacién de a(z) en este caso difiere de aquella utilizada en los modelos de FLRW,
a(z) = 1/(1 + z). Esta diferencia representa un porcentaje tipico de algunas pocas unidades
de redshift para z ~ 1100, y hace que la temperatura del CMB hoy (sobre una hipersuperficie
de t = cte) varie en un porcentaje también pequeno a lo largo de un perfil de void monétono.
Como consecuencia, la variacién en la densidad de radiacién queda también restringida a
/ 4). Esta condicion es, en efecto, la que impone
limites directos sobre la diferencia del valor del parametro de expansién de Hubble para
tiempos tardios entre el centro del void y la regién asintética. Sin embargo, en los modelos de
void es esperable que esta diferencia sea considerablemente mayor (para estar justamente en
buen acuerdo con otras cotas observacionales, como aquellas provenientes de las curvas de la
distancia de luminosidad de las SN tipo Ia). Es decir, que es esperable que la tasa de expansién
en el centro del void sea mayor que la regiéon exterior y, en consecuencia, que la temperatura
del CMB en el centro sea significativamente menor. Esta inconsistencia justifica entonces la
necesidad de incluir un perfil no homogéneo de radiaciéon para una correcta formulacion del
modelo [133].4

Para abordar de forma adecuada el estudio de los modelos de void a partir de observaciones
del fondo césmico de radiacién, es entonces necesario trabajar con un modelo que contemple
la evolucién de dos fluidos no comdéviles (materia y radiacién) en conjunto con la propia
geometria.

. 1
un nivel menor (recordemos que 7" oc €2y

5.1.2. Un modelo de dos fluidos no coméviles

Teniendo en cuenta los argumentos expuestos en la seccién anterior, un cédigo numérico para
calcular la evolucién de un modelo de dos fluidos con simetria esférica (en donde la radiacion
y la materia son no comdviles) fue desarrollado recientemente por W. C. Lim, M. Regis y
C. Clarkson [140].° El cédigo integra las ecuaciones de evolucién de ambos fluidos junto, con
aquellas que determinan la dindmica de la geometria. De esta manera, se tienen en cuenta los
efectos de la radiacién en las etapas més tempranas de la evolucién, en donde la densidad de

*Otra manera simple de entender este argumento es imaginar un void mucho més grande que la escala de
Hubble actual, de forma tal que las regiones central y asintética puedan ser representadas con modelos de FLRW
independientes, cada una con un factor de expansién caracteristico. Si la densidad de radiacién se considera
constante en el momento del desacople, los fotones del CMB tendréan entonces temperatura constante e igual
en ambas regiones. Sin embargo, en tiempos tardios la relacién T o Qmh? debe satisfacerse localmente y, en
consecuencia, la diferencia de la temperatura de los fotones en cada una de las regiones serd tan significativa
cuanto lo sea la diferencia de densidades entre el centro y la parte asintética [133].

Un dltimo aspecto para tener en cuenta en el andlisis de la libertad adicional que se tiene en el modelo al
incorporar la radiacién estd relacionado con la especificacién de la simetria esférica en términos del problema
de Cauchy [133].

® COSMO-DRESS (COSMOlogical Dust and Radiation Evolution in a Spherically Symmetric Spacetime),
disponible para su uso [140].
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fotones puede ser relevante. A diferencia de los casos en los que el contenido de materia es
s6lo polvo (descripto por la solucién de LTB) o sélo radiacién (descripto por la solucién de
Lemaitre), las ecuaciones de Einstein no presentan soluciones exactas cuando se trabaja con
ambas fuentes en un escenario no homogéneo. Por otra parte, debido a que los fluidos son no
coméviles (el polvo sigue trayectorias geodésicas, pero la radiacién no), el fluido total efectivo
resulta anisétropo.

El modelo presentado en [140] estd basado en dos hipétesis importantes:

1. los bariones y la materia oscura son descriptos mediante un tnico fluido con presion
nula (una aproximacién significativa, dado que en la época del desacople la distribucién
de bariones sufre los efectos producidos por el scattering Compton de los fotones); y

2. la radiacién es modelada como un fluido perfecto (esto es, sin considerar los momentos
multipolares de orden superior provenientes de la ecuacion de Einstein-Boltzmann, como
es la presion anisétropa de la radiacion, que estan lejos de ser despreciables en un espacio-
tiempo no homogéneo).

En relacién al primer punto, un modelo més preciso seria aquel que describa la evolucién de
tres fluidos no comoviles, contemplando asi la evolucién de materia bariénica y materia oscura
en forma independiente. El segundo punto es justamente el que motiva el trabajo presentado
en este capitulo. En colaboracién con C. Clarkson, M. Regis y W. C. Lim, nos propusimos
generalizar el cédigo numérico que modela la evolucién de dos fluidos no homogéneos (esto
es, polvo y radiacion) llevando en cuenta los efectos de la presion anisétropa de la radiacién
no homogénea sobre la evolucién de la geometria.

En las secciones siguientes, presentaremos el marco teérico en el que el modelo de dos
fluidos fue desarrollado en [140], y el tratamiento necesario para incorporar en la dindmica la
presion anisotropa de la radiacién. La evolucién de dicha cantidad se estudiara en el marco de
la teoria cinética relativista. La implementacion numérica del cédigo, asi como la comparacion
de los resultados obtenidos para los casos con y sin presiéon anisétropa, seran discutidos hacia
el final del capitulo. Esta generalizacién del modelo forma parte del aporte original de esta
tesis.

5.2. Descripcién del modelo de dos fluidos no homogéneos

5.2.1. Caracterizacion de la geometria

La evolucion de los dos fluidos no homogéneos es descripta en el formalismo de tétradas, a
través de un conjunto completo de ecuaciones que garantiza la existencia de una métrica y
una conexion afin para la descripcién del problema [5]. Entre las ventajas que ofrece utilizar
este formalismo, cabe resaltar que las ecuaciones de evolucion resultan lineales, tanto en las
derivadas temporales como en las espaciales. Una introduccién detallada sobre el formalismo
de tétradas en modelos cosmolégicos puede encontrarse en el Apéndice A.

El elemento de linea que describe un espacio-tiempo con simetria esférica es
ds? = —N?%d7r% + (a||)72dr2 + (1) 7%(d6? + sen? 0 dyp?) (5.3)

con N, o y ay funciones que dependen de 7 y r. El movimiento del fluido cosmoldgico
total (polvo mds radiacién) es descripto en un sistema de referencia comévil con el fluido de
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polvo, caracterizado por la velocidad u* = da®/dr con u,u® = —1. La tétrada de vectores
ortonormales que caracteriza la geometria esférica resulta

|

-1
eg=N""0,, e =0, e =«a 0y, e3=——20,. 5.4
0 roe1=oy0, ex=a,0, e3=_—=0, (5.4)
Las variables cineméticas (esto es el shear, la rotacién y la aceleracién), se escriben
Oap = diag(_20+a 0+, o'+) > (55)
wag = 0,
Uq = 0.

en donde la aceleracién nula indica que estamos trabajando en un sistema de referencia comévil
con el fluido de materia. La curvatura espacial y las componentes del tensor de Weyl son

*Sap = diag(—2°5,,°5,,°S,), (5.8)
Eocﬁ = diag(_2E+’ EL, E+) ) .
Hop = 0, (5.10)
con
SR = 4eja —6a* +2(ay)?, (5.11)
1 1
3S+ = ——e€eja + —(Oél)2 s (512)
3 3
1
Ei = Hoi+o2+*5; — 3 (5.13)

en donde a(t,r) es una funcién asociada a la conmutacién espacial de la tétrada ey, y forma
parte del conjunto de las variables que determinan la evolucién del modelo.

Las ecuaciones dindmicas de todas las funciones mencionadas anteriormente (detalladas en
el apéndice A), se obtienen a partir de las ecuaciones de evolucién del campo gravitacional en
Relatividad General, mientras que las funciones N y Qaﬁ (esta tltima asociada a la rotacion
del sistema de referencia espacial {e,} respecto a la base de Fermi) quedan determinadas por

la eleccion del sistema de referencia en el que estamos trabajando. En adelante, consideraremos
N =¢" y Qup =0.

5.2.2. Caracterizacién de los fluidos

Sean Ty, (mat) Y Tap (raq) l0s tensores energia-momento que caracterizan los fluidos de materia
y radiacién, respectivamente. Cada uno de ellos satisface la condicién de conservacién V,T% =
0. El fluido total efectivo queda caracterizado con el tensor-energia momento

Ty = T 4 7Y (5.14)
con
T — gy, (5.15)
rad
Téba )= pugty + 2q(qup) + P(gab + Ualip) + Tap - (5.16)
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Las ecuaciones de estado para la materia y la radiacion son, respectivamente, pyat = 0 (polvo)
Y Prad = /3. Dado que los fluidos son no coméviles, las cantidades pu, p, g, y mqp caracterizan
al fluido de la radiacién en el sistema de referencia de la materia. Si v, es la velocidad relativa
entre los fluidos, las mismas cantidades en el sistema de referencia de la radiacion se recuperan
mediante las siguientes transformaciones [258]:

io= pa? |02 p) = 200" + man®?] (5.17)
ot 1 2 (,,2 a a,b
= pt3y [v (1 + D) = 2¢0" + Tapv ™ ] : (5.18)
doa = 7Yqa— ’Yﬂabvb - ’Y?’ [(M +p) — quvb + ﬂbcvbvc} Vg
—* [0 (4 p) = (1+ 03)gu” + T (5.19)
Fab = Tab + 2770 e {up) + vo) } — 2072 qus) — 27 0n)
1 -
—gfyZ v (p+p) + ﬂcdvcvd} hab
1 -
+§74 20* (1 + p) — 40?0 + (3 — U2)7Tcd’Uc’Ud} Uy U
2 -
+37" 208+ p) = (14 30)ge” + 27rcdvcvd] U(q V)
1 -
+§74 (3 —v*) (1 + p) — 4gev® + 27rcdvcvd} Valp (5.20)
con
Ug =Y(Ug +va), v=(1- v2)71/2, veu® =0, (5.21)

y en donde el simbolo ~ indica cantidades expresadas en un sistema de referencia comévil con
la radiacion.

5.2.3. Modelo sin presién anisétropa de la radiacién

Para el caso en el que la presion anisétropa de la radiacion no es tenida en cuenta, se con-
sideran las cantidades ¢, y 7y idénticamente nulas durante toda la evolucién. Luego, de las
transformaciones (5.17)-(5.20) con v, = (0,v,0,0) resulta

p= % . Ga=(0,q,0,0), ey = diag(0, —2m4, 14, 74 | (5.22)
con
4 v 4 ?
P U L (5.23)
3(1+%) 91+%)

Las variables que se eligen para describir la evolucion en este caso son

OC||7OCJ_aa=H7U+7Pa,U7Ua (524)
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y las ecuaciones de evolucién resultan [140]°

e = (—H + 20’+)Oé|| , (5.25)
ey | = —(H+U+)C¥J_, (5.26)
1 1
e = —H2—20§r—6p—6(,u+3p), (5.27)
1 1 5 4 p?
ey = —-3Hoy+ -eja— (o)) — ———5—, (5.28)
B8 I1+%)
eoa = (—H+20y)a—e(H+oy), (5.29)
ep = —3Hp, (5.30)
4w 4(1-%)
e = —o T 2 €M oo 5, Helv
S(1+%y) 7 301+
4 p 2 2
———— |34+ v*)H — 2va — 2v°04 |, (5.31)
3(1+%) [ }
(1 —?)? 8 v2e v v(1 —v?) [ 2 }
€V = ——— — s €1 — = 2 2. 2 —204 + sva| . (5'32)
wi-™M s Hu-9) (-9 3

con los vinculos

1
(Cq) = 0=3H?+ §3R —30% —p—p, (5.33)
4
(CC)I = 0= —261(H + 0'+) + 6&0’+ + gﬁ s (534)
3
(defa) = 0= (e —a)ay . (5.35)

El modelo caracterizado por esta evolucién fue estudiado en [140] para diferentes distribucio-
nes no homogéneas de materia y radiacién.

5.2.4. Momentos multipolares de la radiacién

Dado que una distribucién no homogénea de radiaciéon da lugar a componentes anisétropas
del fluido, los momentos multipolares de la radiacién pueden jugar un rol importante en
la dindmica del modelo [261]. El objetivo del trabajo que presentamos en este capitulo es
generalizar la evolucion de los fluidos presentada anteriormente para el caso en el que la
presién anisétropa de la radiacién es tenida en cuenta (esto es, cuando 7 # 0). La cantidad
74 se transforma entonces en una variable independiente, y el sistema de ecuaciones (5.25)-
(5.32) debe ser completado con una ecuacién de evolucién adicional. Dicha ecuacién puede
obtenerse a partir de un tratamientoo covariante de la teorfa cinética relativista [5, 258].7
La teoria cinética relativista [264, 265, 266, 267] provee una descripcién autoconsistente a
nivel microscépico de un gas de particulas para un amplio rango de escenarios. En particular,
permite estudiar la transicion de un gas de fotones de un estado de equilibrio hidrodinamico
(acoplado con la materia) a un estado de fluido libre. Esta transicién es caracterizada por la
evolucién del camino libre medio de los fotones, y puede ser descripta apropiadamente por

SEl sistema de ecuaciones de evolucién para el caso general de n fluidos puede encontrarse en [259, 260].
"Un tratamiento alternativo, basado en la integracién de las trayectorias de los fotones, ha sido desarrollado
en [262, 263].

101



Capitulo 5. Modelos de void con dos fluidos

el scattering de Thompson no relativista [268, 269]. El nimero de fotones contenido en un
elemento de volumen dV, con coordenadas x' y momento p® en el volumen del espacio de
momentos 7, viene dado por [5]

AN = f(z*, p®)(—pou®)wdV , (5.36)

en donde f(z, p®) es la funcién de distribucion de los fotones en el espacio de fases [264] y u®
es la cuadri-velocidad del sistema de referencia. El factor de redshift, (—p,u®), independiza a
la funcidén escalar f de la eleccién de dicho sistema.

La tasa de cambio de f estd dada por la generalizacién relativista de la ecuacién de
Boltzmann, esto es,

L(f)=Clfl, (5.37)

en donde el operador de Louville dado por

of dzt  Of dp®
Ozt dv  Opr dv
describe la variaciéon de f con el parametro de distancia dv a lo largo de las geodésicas que
caracterizan el movimiento de las particulas. El término de colisiones entre las particulas,
C[f], puede ser considerado nulo si se quiere describir un escenario posterior al desacople
entre los electrones y los fotones (es decir, que no se tienen en cuenta las variaciones en f
debidas a procesos de emisién, absorcién y/o scattering de particulas).

El tensor de energia-momento de la radiacién es

L(§) 0 (5.38)

TE = /T pp’fdv, (5.39)

en donde dV representa el elemento de volumen en el espacio de momento tangente, T, [5].
El tensor Tﬁb satisface las ecuaciones de conservacién VbT}%b = 0 y forma parte del tensor de
energia-momento total, 7% (este ultimo es el que determina la curvatura del espacio-tiempo
a través de las ecuaciones de Einstein).

La funcién de distribucion de los fotones puede ser escrita de manera covariante en el
formalismo 1 + 3 [270, 271], a partir de una descomposicién angular en arménicos esféricos.
Esta descomposicion da lugar a un sistema de ecuaciones de evolucién, acopladas en forma
jerarquica, para los momentos multipolares de la radiacién. En particular, la ecuacién de
evolucién para el momento cuadrupolar, 7%, resulta 5]

8 2~ 8 ~
. <ab> ab ab <a b> abc
4H — -V — V. II
U +40d7" + 15/w + 5 q~ + 35 Ve

2 327
_|_2u<aqb> + 2wc77cd<a77b>d + ?O_C<aﬂ_b>c _ e O_cdﬂ_abcd —0. (540)
Esta ecuacién, escrita en el formalismo ortogonal de tétradas en el que estamos trabajando,
toma la forma

€en7 T + Hno + e +u + —o.m .
0 3 9 3 9 ! 4 7 ’

en donde los momentos multipolares de orden superior, I1%¢ y T1%°? no han sido tenidos en
cuenta. Esta tltima hipdtesis nos permite modelar de forma simplificada la evolucién de la
presion anisétropa de la radiacién, pero debe ser levantada en el caso en que se quiera incluir
en el modelo los momentos multipolares de orden superior.
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5.2. Descripcion del modelo de dos fluidos no homogéneos

5.2.5. Modelo de dos fluidos generalizado

Las cantidades que caracterizan el fluido de radiacién, cuando la presion anisétropa es tenida
en cuenta, se derivan de las ecuaciones (5.17)-(5.20) con 7 # 0. En tal caso w4 pasa a ser una
variable independiente en la evolucién, y resulta

2 [2/; — 37T+:|

=3 [T

; (5.42)

El modelo de dos fluidos no homogéneos queda ahora completamente caracterizado por las
variables de evolucién
OC||704J_=H70'+70«7P7,U7(]77T+- (543)

Notemos que en este caso elegimos trabajar con la variable g (en lugar de v) para simplificar
el calculo numérico.

El sistema de ecuaciones diferenciales parciales que gobierna la dindmica del modelo se
derivan de las expresiones (A.38)-(A.55), mas la ecuacion (5.41) para la evolucién de la presién
anisotropa de la radiacién. El sistema completo de ecuaciones de evolucion resulta entonces

e()Oé” = (—H + 20‘+)Oé|| R (544)
el = —(H+oq)ay, (5.45)
1 1
eH = —H?-20% — 5P~ glnt3p), (5.46)
1 1
epyo = —3HO’+ + gela — g(O&L)2 + T+, (547)
ega = (—H+204)a—e(H+oy), (5.48)
ep = —3Hp, (5.49)
eop = —3H(pu+p)—(e1—2a)qg— 6047y, (5.50)
eoq = (—4H +204)q—ep+2(e; —3a)my, (5.51)
4 2 2 2
ey = —g 3H7T++3MO’+ +1—5€1q+?0'+7('+, (552)
con los vinculos
1
(Cq) = 0=3H?+ 53}2 —30% —p—p, (5.53)
(Cc)1 = 0=—-2e1(H+o04)+6acs +q, (5.54)
(defa) = 0= (e —a)ay . (5.55)

Las ecuaciones (5.44)-(5.52) generalizan el modelo de dos fluidos no homogéneos propuesto en
[140], para el caso en el que la presién anisétropa de la radiacién es tenida en cuenta durante
el computo de la evolucién.

5.2.6. Calculo del redshift y de distancias cosmoldgicas

Dado que estamos interesados en estudiar los efectos de la distribucién no homogénea de la
radiacién sobre cantidades observables (y, en particular, los efectos de su presién anisétropa),
detallaremos a continuacién la forma de calcular el redshift y la distancia de luminosidad,
medidos sobre el cono de luz pasado de un observador en el centro de simetria. Los lineamientos
del célculo fueron presentados originalmente en [140].
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Capitulo 5. Modelos de void con dos fluidos

Consideremos un fotén incidiendo en el centro del void en el tiempo presente, denotado
por t = ty. La posicion del fotéon en cada instante de tiempo pasado se determina con la
funcién rgeen(t). De la condicién ds? = 0 para las geodésicas nulas, resulta

d
g Froton(t) = =Nl (105006 (1) » (5.56)
en donde % indica la derivada a lo largo de la geodésica nula, y la condicién inicial es

xfotén(t(]) = 0.
Sea k® el 4-vector asociado a una geodésica nula radial incidente en el centro de simetria.
De la condicion k.k® = 0, en el sistema de referencia ortonormal se tiene que

k¢ = eN*l2 - ea”% = (¢,—¢,0,0), (5.57)

en donde € es la energfa del foton. Ademas, el vector k® satisface la ecuaciéon de la geodésica
nula, dada por
kapk® = 0. (5.58)

Las componentes ko;bkb =0y kl;bkb = 0 dan lugar a la misma ecuacién de evolucién para e,
que puede escribirse como

0 0 0 0
—1 -1
Suponiendo que N = N (t), y utilizando la ecuacién (5.44) para la evolucién de oy, obtenemos

<N1% —a”%> Ine=—(H —20,). (5.60)

La energia del foton incidente queda parametrizada sobre la geodésica nula por la coordenada
temporal, esto es, €(t) = €(t, Troen(t)). Luego,

d
a 1n E(t) - — [N(H - 20_+)](t,xfotén(t)) . (561)
El redshift es definido en términos de la energia del foton incidente como
t
= (5.62)

El valor presente de la energia del fotén, €(tg), es arbitrario y, en nuestro caso, se fija igual a
1 para la implementaciéon numérica del codigo.

Por otra parte, la distancia de didmetro angular, d4, es calculada a partir de la diver-
gencia del campo de vectores nulos, esto es, § = V,k®. Trabajando algebraicamente con esta
expresién y la ecuacion (5.59), se tiene

0 (. ,0 0

Si denotamos A(t) al area de seccién eficaz del haz de luz incidente, resulta

O(t, Trorsn(t))

d
N1 —InvA=
at nvA e(t, Ttom(D)

(5.64)
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null boundary

\ \ \ null boundary
ol
0

Figura 5.2: (extraida de [110]) Esquema de integracién numérica para cada etapa de la evolu-
cion. Izquierda: en la primera parte de la evolucién se computa la evolucién del espacio-tiempo,
integrando las ecuaciones desde ¢, (superficie de dltimo scattering) hasta ty,oy. Derecha: en la
segunda parte de la evolucion se calculan las cantidades observables integrando la trayectoria
de los fotones desde ty,,, hacia el pasado sobre el cono de luz de un observador en el centro
de simetria.

r= past null cone of observer

que implica entonces v A (1/aL). Teniendo en cuenta que la cantidad V/A es proporcional
a la distancia de didmetro angular, resulta

1
da=|— . 5.65
4 ( al > centro ( )

Finalmente, la distancia de luminosidad puede ser obtenida a partir de la relaciéon de dualidad
dr =1+ Z)QdA.

5.3. Implementacion numérica

La evoluciéon numérica del modelo se calcula en dos etapas, detalladas esquematicamente en
la figura 5.2. En la primera se computa la evolucion de los fluidos y la geometria, integrando
las ecuaciones (5.44)-(5.52) desde el momento del desacople de los fotones del fondo cédsmico
de radiacion, t = t,, hasta el tiempo presente, ¢ = #},,,. En la segunda parte de la evolucién
se calculan las cantidades observables que nos interesa estudiar (como la relaciéon da(z)),
integrando la trayectoria de los fotones desde t,,, hacia el pasado sobre el cono de luz de un
observador en el centro del void en t = tyy.

La integracion numérica de las ecuaciones diferenciales parciales que determina la evolu-
cién del modelo se realiza implementando el método de las lineas [219]. Para ello, se trabaja
con una grilla uniforme discreta en la variable espacial r, y un esquema de derivacién de cuarto
orden. La integracién numérica de las ecuaciones diferenciales ordinarias resultantes se lleva
a cabo mediante un algoritmo de Runge-Kutta, también de cuarto orden, con las condiciones
que detallaremos a continuacién.

5.3.1. Condiciones de borde y regularidad en el centro de simetria

En el extremo interior de la grilla espacial se imponen condiciones de regularidad para las
funciones de evolucién. Dada la simetria esférica del problema, una soluciéon suave en el
centro de simetria implica que las todas las cantidades involucradas deben ser funciones

105



Capitulo 5. Modelos de void con dos fluidos

pares o impares de la variable r. Teniendo en cuenta esta condicién, y las caracteristicas
de las cantidades fisicas que cada variable representa, la dependencia de las funciones con la
coordenada radial en el centro debe ser de la forma

a, H,p, p — ~1, (5.66)
o, a — ~rh (5.67)

v,q — ~rT, (5.68)

op, T — ~TE (5.69)

Este comportamiento hace que algunos de los términos presentes en las ecuaciones de evolucion
se vuelvan singulares en el origen (en particular, aquellos que involucran a las funciones | y
a). Para intentar regularizar estos términos, implementamos el siguiente cambio de variables
(sugerido originalmente en [140])

1
o — ALEZ, (5'70)
a — (a+a)=a+ag .. (5.71)

Asimismo, con el objeto de eliminar la mayor cantidad de términos con derivadas radiales a
partir de las restricciones (5.53)-(5.55), consideramos el siguiente cambio de variables adicional

H — H” =H — 204, (572)
oy — HJ_ = H+U+. (573)

En el extremo derecho de la grilla espacial (correspondiente a la regién asintéticamente
homogénea del void) las condiciones de borde se especifican definiendo un sistema de coor-
denadas nulas (T, X), con 7 = T y r = r(T, X), a partir de la técnica de acercamiento (o
zooming) propuesta en [272]. Denominando Xcentro ¥ Xasintético, reSpectivamente, a los ex-
tremos izquierdo y derecho de la grilla espacial,la coordenada r se determina mediante la

siguiente ecuacién de evolucién

X - Xcentro

Xasintético — <“\centro

8TT — 8Trcentro + (aTrasintético - 8Trcentro) ) (574)

con la condicién inicial » = X. Las funciones Or7centro ¥ OTTasintético Para la primer parte de
la evolucién (desde ¢, hasta t4y) se especifican como

OrTeentro = 0, OTTasintético = _N(a||)|Xasimético ) (575)

mientras que para la segunda parte de la evolucién resultan

aTrcentro = _N(a”)centro 5 aT"ﬂasintético = N(an)asintético . (576)

Las derivadas parciales en el sistema de ecuaciones (5.44)-(5.52) se transforman de (7,7) a
(T, X) utilizando la regla de la cadena, esto es,

0, = Op — %ax . 0, = (0xr) 1y . (5.77)
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5.3. Implementacién numérica

Las ecuaciones de evolucion escritas en términos de las nuevas variables, y las coordenadas
(T, X), resultan

orr
aTOé” = —Na”H” + %3)(04” , (5.78)
ord, = NAJ_HJ_—F@axAJ_, (579)
Oxr
orH, = —N [Hﬁ CH ot (atay)y-2letes)
Ay
py2 Orr
+2 + 3,u + 27T+:| + BXTaXH” , (5.80)
_ 32 1 2_olatar)y  p orr
orH, = N [2HL 5 ((a —{—OzL) 2 AL + 6 T | + aXraxHL (5.81)
0
dr(a+al) = —N [HL(H%) n Q] + T o la+al), (5.82)
2 Oxr
8T7“
Orp = —N(H|+2H.)p+ 5—0xp, (5.83)
T
ap
aTu = N 27T(H|| — HL) — g(H” + QHL)
Q| q orr
— 2 —2— — .84
eraxq +2g(a +ay) AJ + eraXu’ (5.84)
orq = —N|2qH +H,)+ lﬂ(9)(# — Qﬂa)mq
I 3({9)(7“ ({9)(7“
|, Orr
+671(a+ ay) GAL} + aXrﬁxq, (5.85)
8u 2 2 o orr
con las siguientes restricciones
. _ g2 P (a+oy)
(Cq) : 0=HT +2H, H —3a+ay) +2—0x(a+ay)+4——=—p—pn,(5.87)
Oxr Al
| (Hy — Hy)
(CC’)l : 0= —2—8)(HJ_+2(G+04J_)(HJ_—H”) —2—+4q, (5.88)
({9)(7“ AJ_
def(a) : 0= (a + OéJ_)AJ_ + ﬂaxAJ_ —1. (5.89)

8)(7“

Si bien las restricciones (5.87) y (5.89) no entran directamente en el computo de la evolucidn,
se utilizan para eliminar algunas de las derivadas radiales en el sistema (5.78)-(5.86), asi como
también para tener un test de precisién adicional del cédigo numérico.

Notemos que el cambio de variables implementado, si bien simplifica considerablemente
el sistema de ecuaciones diferenciales parciales, no regulariza completamente los términos
problemadticos en el origen (en particular, aquellos que involucran los cocientes (a + o )/A L,
q/A) y w1 /AL ). Para evitar problemas numéricos al computarlos, trabajaremos con la grilla
espacial corrida media unidad del origen [1410].
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Capitulo 5. Modelos de void con dos fluidos

5.3.2. Condiciones iniciales

Para implementar la primera etapa de la evolucion, las condiciones iniciales son especifica-
das en t,. Como mencionamos en la introduccién del capitulo, la caracterizacion el perfil de
void se realiza especificando las diferentes funciones en el centro de simetria y en la regién
externa asintéticamente homogénea (en adelante, senaladas como “centro” y “asintética”, res-
pectivamente). Supondremos que localmente las lineas de universo en dichos puntos siguen
una evolucién tipo FLRW con curvatura positiva.®

Los fluidos no homogéneos son representados por perfiles gaussianos con un ancho ca-
racteristico correspondiente a z ~ 1, que conectan los dos modelos de FLRW mencionados
anteriormente. Esto es,

. sy . st 2
O (t2) = QL (1) + [ ) - O 0 exp (5= ) (590

en donde los subindices m y r indican, respectivamente, materia y radiacién. Los perfiles no
homogéneos quedan entonces determinados por los seis parametros iniciales

asintotica centro asintotica centro
O ), leenre) Qe ), Q0w w,

que se eligen en t, para obtener valores razonables de las siguiente cantidades fisicas en
thoy (h((]centro) ~ 0,7, Qggsmtotlca)(thoy) ~ 0,7, Qggentro)(thoy) ~ 0,16, To(centro) — 2725°K,

TO(aSintética) ~ 2,8°K, thoy ~ 13 X 109 aﬁos).

Una vez especificados los perfiles de densidad de materia y de radiacién, la dependencia
radial del resto de las variables se determina teniendo en cuenta la hipdtesis de que cada linea
de universo sigue localmente una evolucion tipo FLRW. Luego,

s el pardmetro de Hubble H se coomputa, para cada r, a partir del producto (Ht,) para
modelos de FLRW abiertos [110]. Esto es,

11— L O (39m +2) 2,7 +1

Ht, - - n ; (5.91)
N B T
= el valor inicial del shear se considera idénticamente nulo,
o =0, (esdecir,Hj=H, =H); (5.92)

= el fluido de radiacién queda caracterizado inicialmente por las cantidades ¢4 = 0 y
74+ =0, que en el sistema de referencia comdévil con la materia resultan

4 v
¢ = 3l (5.93)
(1+%)
4 0?
Ty = —57’;. (5.94)
(1+%)
8La eleccién de trabajar con modelos abiertos estd motivada por los resultados encontrados en [133], que

muestran que la tensién existente en el ajuste de diferentes conjuntos de datos puede ser aliviada al incluir los
efectos de la radiacién en dichos modelos.
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La libertad de gauge es utilizada para fijar la funcién o) a un valor constante para todo
r, que dependera del valor maximo que puede alcanzar la velocidad relativa entre los fluidos.
El algoritmo para calcular « y v viene dado por el siguiente esquema recursivo:

6 1/2
= rati —— 5.95
a” raio / <3Rasint6tica> ' ( )

con el valor inicial ratio = 1, y la curvatura espacial en la regién asintotica a t, dada

1. o se calcula como

por
Rasintotica = _GQZSintéticaHasintética
asintotica — .
2. Con el valor calculado para o, y las condiciones iniciales o =0, my = —% (11252) (i.e.,
E2
7. =0)yq= %(1—1’17), la restriccién de Codazzi (ecuacién (5.88)) resulta
E3
) 4
0=-2—0x[3(H +2H - 5.96
By OX BUH) + i)]+3(1+§) (5.96)
De la expresién anterior, se computa el valor de la cantidad v/(1 + %)
3. Luego, la velocidad del fluido de radiaciéon es calculada como
2
6 (v/(1+4))
v = = (5.97)
2
3+ \/9 ~12 (v/(l + %))
con N
v aarOx(H +2H))
9 20

El algoritmo se repite en forma recursiva, computando en cada paso

ratio = 6(,)2 % , (5.98)
) [\

en donde v es un parametro fijo predeterminado. El criterio de corte viene dado por la con-

dicién max|v(t.,r)| < v.
Por tltimo, los perfiles iniciales de las variables A y (a + o) se calculan resolviendo el
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias dado por

%aXAL — 1 (a+a))AL, (5.99)
X

ol 3 2 'R
8—8X(a—i—o@) = 2a+al)/A +=(a+a)) +—, (5.100)
X7 2 4

con condiciones iniciales A} =0y (a+ ) =0 en r = 0, y utilizando en el origen el valor
limite

2 Ox(a+ay)= 3—R (5.101)
r—0 8)(7” 127 '
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5.4. Resultados y discusion

Para estudiar los efectos de la presién anisétropa de la radiacién no homogénea sobre la dina-
mica, comparamos la evolucién numérica del modelo en los casos con y sin presién anisétropa
de la radiacién. Para ello, utilizamos iguales condiciones iniciales para determinar los perfiles
de materia y radiacién en t,. La evolucion se detiene, en ambos casos, cuando la temperatura
de los fotones en el centro del void desciende hasta el valor To(centro) = 2,725°K.

Como primer resultado interesante, vemos que mientras que el caso con 74 = 0 finaliza
en un tiempo tpe, = 13,2 x 107 afios, la evolucién en el caso con presién anisétropa de la
radiacion alcanza el tiempo tyo, = 15,5 X 10°. Es decir que, bajo las mismas condiciones
iniciales, la evolucion se retrasa si la presion anisoétropa de la radiacién es tenida en cuenta
en la dindmica de la geometria. Por otra parte, el valor del parametro de Hubble en el centro
del void, para los casos con y sin presién anisétropa resulta, respectivamente, hi° = 0,57 y
h&emtro = 0,66 (en total acuerdo con la diferencia observada en la edad del universo alcanzada
en cada caso).

La comparacién de algunas cantidades fisicas relevantes (la distancia de didmetro angular,
da, el parametro de Hubble, h, y la densidad de materia, §2,,,), calculadas sobre el cono de
luz pasado de un observador central, se muestran en la figura 5.3. Podemos observar que,
mientras €2, no presenta diferencias significativas en su perfil evolutivo, las curvas de h y da
muestran comportamientos peculiares. El parametro de Hubble evoluciona cualitativamente
igual en ambos casos, pero las curvas estdan separadas una de la otra. Esta caracteristica es
consecuencia directa de la diferencia observada entre los valores obtenidos para hg en cada
caso. Este resultado representa una herramienta para aliviar la tensién entre el valor de Hy
y las observaciones provenientes del CMB, existente en los modelos de void de LTB. Otra
diferencia significativa puede apreciarse en la curva de la distancia de didmetro angular para
z ~ 1100. En el caso con presién anisétropa la curva alcanza valores mayores en aproxima-
damente un 10 % debido a los efectos de la presién anisétropa. Con esto, podemos concluir
que efectivamente los efectos de la presién anisétropa de la radiacién sobre la evolucién de los
dos fluidos son importantes y, en consecuencia, deben incluirse en el computo para un estudio
completo del modelo.

Nuestros resultados confirman ademas que los modelos de void con dos fluidos pueden
dar lugar a una reinterpretacién de las evidencias observacionales de una expansién acelera-
da del universo sin la necesidad de introducir energia oscura y, por consiguiente, deben ser
considerados seriamente como un primer paso en la construccién de modelos cosmoldgicos
complejos.”

El andlisis anterior es el paso inicial para dar lugar a la exploracién de parametros que
permitan describir diferentes conjuntos de datos en forma simultanea, como aquellos prove-
nientes del fondo césmico de radiacién, SN tipo Ia y mediciones de Hy. Ademads de los tests
convencionales, como la comparacién de las curvas de d4(z), es importante considerar como
paso siguiente los limites provenientes de la distorsién del espectro de cuerpo negro del fondo
césmico de radiacién (debida al scattering de los fotones por gas ionizado, que en el caso del
modelo no homogéneo con simetria esférica se encuentra en movimiento radial)'’, asi como
aquellos que provienen de las oscilaciones actisticas de bariones [32].!1

9La incorporacién eventual de multipolos de orden superior podré ser considerada en versiones ulteriores
del cédigo.

Fste efecto fue discutido en una geometria simple, denominada “burbuja de Hubble”, en [90].

1Un tratamiento apropiado de las escalas radial y transversal asociadas a las BAO en el modelo de LTB
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Figura 5.3: Observables cosmolégicos en funcion del redshift para los casos con y sin presién
anisotropa de la radiacién. Las diferencias observadas en las curvas de h y d 4 representan una
herramienta para aliviar la tensién entre el valor de Hy y las observaciones provenientes del

CMB, existente en los modelos de wvoid de LTB.
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Si bien el mecanismo para explicar la formacion de voids es aun desconocido, el cédigo
numeérico que hemos trabajado representa una primera exploracién para abordar la construc-
cién de problemas cosmolégicos complejos. Entre las aplicaciones del modelo de dos fluidos
no homogéneos, podemos destacar [140]:

= Las restricciones impuestas sobre los modelos de void.

Una de las principales limitaciones en los modelos de void con energia oscura [6] radica
en el problema de combinar limites provenientes de observaciones del CMB junto con
medidas locales de Hy [256]. Como fue argumentado en [133], una evolucién que con-
temple los efectos de una distribucién no homogénea de la radiacién podria levantar las
restricciones sobre este tipo de modelos. Por otra parte, otras observaciones que depen-
den fuertemente del escenario cosmoldgico en el momento del desacople de los fotones
con la materia, como el efecto Sunyaev-Zel’dovich y las evidencias de las oscilaciones
acusticas de bariones en el espectro de potencias de las galaxias, pueden sufrir correc-
ciones significativas si se tiene en cuenta una distribucién no homogénea para el perfil
primordial de la radiacion, y los efectos que el mismo tiene sobre la evolucion de la
geometria de fondo.

m Fl estudio de los efectos relativistas durante la época del desacople de los fotones del
fondo césmico de radiacion.

La evolucién de las perturbaciones cosmolédgicas durante la época del desacople dan lugar
a importantes desviaciones de un perfil gaussiano en el espectro primordial de potencias
del CMB, asi como también en el espectro de potencias de la materia en tiempos tardios
de la evolucién [274]. Asimismo, la dindmica no lineal del plasma compuesto por materia
bariénica y radiacién, acoplado a la materia oscura a través de la gravedad, puede
imponer correcciones significativas en las oscilaciones acusticas de bariones, y en el
correspondiente pico observado en el espectro de potencias de las galaxias. En este
contexto, los aspectos generales relativistas de las desviaciones a la teoria lineal candnica
pueden ser estudiados con un modelo de dos fluidos, que incluso puede ser utilizado para
testear la precision de teorias de perturbaciones aplicadas sobre modelos homogéneos.

» FEl andlisis de una etapa de nucleosintesis primordial no homogénea.

La posibilidad de modelar la etapa de nucleosintesis primordial con distribuciones no
homogéneas para los cocientes entre bariones y fotones y/o neutrones y protones, en
escalas comparables con el horizonte de difusiéon de particulas, ha sido estudiada en la
literatura, generalmente considerando escenarios con simetria esférica [26]. El codigo
numérico de dos fluidos no homogéneos puede ser utilizado entonces para estudiar el
caso de distribuciones no homogéneas en la curvatura, y para acoplar la dinamica de la
fisica de particulas con la expansion en un universo localmente no homogéneo.

(incorporando los efectos de anisotropias en la formacién de estructura) estd discutido en [273].
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Capitulo 6

Conclusiones

El modelo cosmoldgico estandar esta construido sobre los fuertes pilares que representan las
hipétesis de homogeneidad e isotropia. Basado en la métrica de FLRW, la més simple de
las soluciones de las ecuaciones de Einstein, dicho modelo es capaz de reconstruir multiples
etapas de la evolucion del universo, dando lugar a exitosos resultados a la hora ser cotejado
con observaciones astronémicas de naturaleza diversa.

Sin embargo, el modelo no estd libre de problemas. Si bien algunos de estos pueden ser re-
sueltos de forma relativamente satisfactoria (por ejemplo, a partir de mecanismos tales como
la inflacién), el escenario cosmoldgico general no deja de presentar caracteristicas extrava-
gantes. Una de las mas notorias es la naturaleza del contenido total de materia y energia
presente en el universo. Mientras que tan sélo cerca del 5% del mismo es materia baridnica
y radiacién, aproximadamente el 25% es descripto por la llamada materia oscura, que no
interactia electromagnéticamente con la materia ordinaria y seria la que dio lugar a la for-
macién de las estructuras que observamos hoy en dia en el cosmos. Sin embargo, tal vez uno
de los mayores paradigmas es el de la naturaleza del 70 % del contenido de materia restante,
descripto comunmente por la llamada energia oscura: un fluido con caracteristicas inusuales,
no observadas en ningin otro material, y que seria ademas el responsable de la expansién
acelerada del universo en la época actual.

Este panorama nos invita a ampliar el campo de investigaciéon hacia escenarios cosmolé-
gicos mas generales, y a revisar minusciosamente las hipdtesis en la que estd basada nuestra
descripcién del universo. En particular, la hipotesis de homogeneidad es una de las mas fuertes
y, sin embargo, de las mas dificiles de testear observacionalmente. Una manera de abordar este
problema es a través de la construccion de modelos cosmoldgicos no homogéneos. Si bien los
mismos no representan un test directo para la hipdtesis de homogeneidad, ofrecen una alter-
nativa viable a la interpretacién de observaciones astronémicas, sin la necesidad de recurrir a
un contenido dominante de energia oscura en el universo. En esta direccién, las soluciones no
homogéneas de las ecuaciones de Einstein han sido poco estudiadas, a pesar de su potencial
para describir diferentes escenarios cosmoldgicos y astrofisicos.

Motivados por este escenario, nos propusimos como objetivo para nuestro trabajo (i)
estudiar las propiedades genéricas de soluciones exactas no homogéneas de las ecuaciones
de Einstein (en particular, aquellas con simetria esférica), y (ii) aplicar estas soluciones a
problemas cosmoldgicos concretos.

Los trabajos que forman parte del aporte original de esta tesis abarcan los siguientes
aspectos:
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1. El estudio del redshift drift de fuentes cercanas a partir del formalismo covariante 1+ 3.

Gracias a las positivas perspectivas observacionales para los proximos afnos, el redshift
drift ha cobrado especial interés por su potencial para distinguir modelos cosmoldgicos.
En esta direccién, el andlisis tedrico que hemos presentado en el capitulo 3 ofrece la
posibilidad de estudiar caracteristicas distintivas de modelos cosmolégicos, que podrian
ser identificadas directamente en las observaciones (por ejemplo, un signo definido en la
observacién de (dz/dt,), o una dependencia direccional presente en modelos con menos
simetrias).

Una aplicacion adicional de la aproximacién covariante que presentamos es la de poner
cotas observacionales sobre las cantidades cinemaéticas de los modelos. Esta tarea involu-
cra, sin embargo, un analisis cuidadoso de la propagacién de los errores observacionales
sobre las cantidades involucradas en el calculo. Si bien queda fuera de los alcances de
este trabajo, este es un punto importante para abordar en un futuro préximo.

2. El analisis de la evolucion de burbujas de vacio en fondos no homogéneos, como condi-
citones iniciales generales para el proceso de inflacion.

En relacién a las condiciones propicias para que el proceso de inflacién tenga lugar,
encontramos que ambientes no homogéneos (en particular, aquellos con radiacién) da
lugar a diferencias significativas en la evolucion de regiones de vacio. En este sentido, los
escenarios primordiales genéricos podrian ser restrictivos para la evolucién de campos
escalares dentro de la regién inflacionaria, y deben ser analizadas minusciosamente en
el marco de cada modelo inflacionario particular.

3. La generalizacion del modelo de void con dos fluidos, para el caso en el que la presion
anisotropa de la radiacion es tenida en cuenta en la evolucion temprana de la geometria.

El modelo de dos fluidos presentado en el capitulo 5 fue estudiado para explorar si la
inclusion de radiacién puede tener efectos importantes sobre la evolucién temprana de la
geometria. Los resultados que presentamos muestran que las trayectorias de los fotones
provenientes del fondo césmico de radiacién podrian sufrir correcciones importantes,
incluso también si la presién anisétropa de la radiacién (no nula en distribuciones no
homogéneas) es tenida en cuenta. En este sentido, sera un trabajo futuro cotejar cuidado-
samente el modelo con conjuntos diversos de observaciones, con el objeto de cuantificar
estos efectos de manera sistematica.

Asimismo, otros trabajos afines a los objetivos propuestos en esta tesis han sido desarrollados
en forma paralela. Los mismos contribuyeron al estudio global de modelos alternativos al
modelo cosmolégico estandar. En particular, hemos abordado algunos problemas en el marco
de las teorias de gravedad modificada f(R), a saber:

» ¢l estudio del redshift drift cosmografico en modelos cosmolégicos f(R), como herra-
mienta para poner restricciones sobre el espacio de parametros libres de dichas teorias;

» la investigacion de la estructura interna de estrellas de neutrones en el marco de teorias
f(R), como un camino para testear la Relatividad General en el régimen de campo
fuerte.

Como mencionamos en la introduccién de esta tesis, las soluciones no homogéneas de las
ecuaciones de Einstein ha sido poco exploradas para dar respuesta a problemas cosmolégicos

118



Capitulo 6. Conclusiones

concretos y, en este sentido, varias lineas de trabajo quedan abiertas para ser investigadas
en el futuro. Entre estas, algunas de las que consideramos continuacién natural del trabajo
presentado en esta tesis son las siguientes:

= Varias propuestas para decidir por medio de la observacién si el universo es homogéneo
o no han sido presentadas en los tltimos anos [38, 89, 90, 91]. Las mismas se basan en el
estudio de las geodésicas nulas del modelo de LTB, y ofrecerian informacién sobre perfiles
radiales no homogéneos. La generalizacién de estos tests a casos con menos simetrias,
con la posible inclusion de la presién de la radiacion, ain no ha sido estudiada.

= En un universo no homogéneo, el efecto Sachs-Wolfe puede ser importante. Existen
célculos de este efecto sélo para el caso del modelo de LTB con un punto de observacion
situado en el centro de simetria [257]. La construccién de modelos mas realistas invita
a calcular este efecto para un punto de observacién arbitrario, asi como también para
soluciones con presién y/o con menos simetrias.

= La presencia de regiones no homogéneas afecta, a través del “lensing gravitacional”, al
modo “B” de la radiacion electromagnética del CMB, asi como a la correlacion entre los
campos eléctrico y magnético. Tales modificaciones fueron calculadas en [275] para el
caso de modelos de LTB. Es importante entonces generalizar este calculo a casos con
presion y a modelos con menos simetria.

Para concluir, destacamos nuevamente que el modelo cosmoldgico estandar reconstruye la his-
toria del universo en un exitoso acuerdo con las observaciones astronémicas actuales. En este
sentido, lejos de pretender reemplazar completamente el modelo estandar, pero si pensando en
cambiar el paradigma cosmoldgico actual, nos interesa resaltar la importancia de la aplicacién
de soluciones no homogéneas para resolver problemas especificos presentes en diversas etapas
de la evolucion del universo. Esta area de estudio forma parte de la dificil tarea que implica
revisar, ampliar y someter a tests el marco tedrico en el que basamos nuestra descripcién del
universo, como paso necesario en el largo camino que conlleva la comprension profunda del
COSIMOS.
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Apéndice A

Breve introduccion a los
formalismos covariantes

Los formalismos covariantes poseen la ventaja de poder describir fenémenos fisicos y propie-
dades geométricas mediante cantidades y relaciones tensoriales que permanecen invariantes
ante transformaciones del sistema de referencia con el que se elija trabajar.

Presentaremos en este apéndice las definiciones bésicas de las cantidades fisicas necesarias
para describir un modelo cosmolégico, asi como también las relaciones que dichas cantidades
satisfacen en el marco de la Teoria de la Relatividad General. Nos limitaremos a incluir sélo
aquellas definiciones y relaciones fisicas utilizadas en el trabajo desarrollado en esta tesis. Una
introduccién completa a la descomposicién covariante 1 4 3 y a la formulacion covariante de
tétradas puede encontrarse en las referencias [5, 181, 258, 276, 277].

A.1. Descomposicion 1+ 3

La formulacién 143 estd basada en la definicién covariante de las variables fisicas que describen
un dado problema. Comenzaremos por caracterizar un escenario cosmoldgico con un espacio-
tiempo representado por una métrica g, y un contenido de materia descripto por un tensor
de energia-momento Ty;,. La interaccion entre la geometria y la materia, en el marco de la
Teoria de la Relatividad General, obedece las ecuaciones de campo de Einstein dadas por

1
Gab = Rab - §Rgab — Tab - Agab7 (Al)
con ecuaciones de conservacion
VG = 0 (:» VI = o) . (A.2)

Para caracterizar un modelo cosmolégico, definimos lineas de universo preferenciales co-
moviles con el fluido en cada punto. El 4-vector que representa la velocidad del fluido se define

en forma univoca como
dx?®

T

a

, con wugut=-—1, (A.3)

en donde 7 es el tiempo propio medido a lo largo de las geodésicas que determinan las tra-
yectorias de los elementos de fluido. Los tensores de proyecciéon paralela y ortogonal a u® se
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definen, respectivamente, como

%E—uaub = U cb: ab, U,=1, Uabub:ua’ (A.4)

a

Rabp = Gap + ey = h%hSG =h%, h% =3, hgu’ =0. (A.5)

El elemento de volumen del espacio ortogonal en reposo respecto al sistema de referencia con
velocidad u® se define como

Nabe = udndabc = TNabe = M[abd] » nabcuc =0, (AG)

en donde 74pcq €s €l elemento de volumen 4-dimensional, con Naped = Maped) Y M0123 = \/ |detgap |-

Teniendo en cuenta las proyecciones anteriores, se definen la derivada temporal covariante
a lo largo de la direccién de u®, denotada con el simbolo * , y la derivada covariante proyectada
en el espacio ortogonal a u®, sefialada como V. De esta forma, dado un tensor arbitrario A“bc &
resultan

A% = ufV A%, (A7)

C

VeA®™,, = h%hb hPhnT N, AT (A.8)

Asimismo, la proyeccion ortogonal de vectores y la proyeccién ortogonal simétrica con traza
nula de tensores de rango 2 se denotan, respectivamente, como

1
p<e> — habvb, A<ab> _ [h(ghbzl . ghabhcd]ACda (Ag)

mientras que las proyecciones ortogonales de las derivadas temporales covariantes a lo largo
de la direccién de u® (derivadas de Fermi) resultan

. 1 .
<> — habi)b, A<ab> _ [h(zhbzl _ ghabhcd]ACd. (A.10)

La derivada covariante de la velocidad u® puede descomponerse en partes irreducibles,
definidas a partir de sus propiedades de simetria, llamadas cantidades cinematicas. La
descomposicién se escribe de la siguiente manera:

~ 1
vaub — _u(ﬂlb + Vaub - _uaub + geab + Ogb + Wap (All)

en donde

n 1% = uPVyu® es el vector de aceleracién relativista, que representa el grado de movi-

miento de la materia bajo fuerzas gravitacionales o de inercia;

= © = V,u® es el escalar de tasa de expansién de volumen del fluido (con H = ©/3 el
escalar de Hubble, para el caso de geometrias homogéneas e isétropas);

m 0, = Vogups es el tensor simétrico de shear, que describe la tasa de distorsion del
fluido de materia, con o = o(4p), oapul =0, 0? =0,y traza nula); y

w Wy = Viuy es el tensor de vértice (wyp = w wau? = 0 ue describe la rotacién
ab [a™b] ab [ab] s Wab ) 4

del fluido de materia. El vector de vortice se define entonces como w® = %nabcwcb.
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El significado de cada una de estas cantidades se infiere de la ecuacién de evolucién para el
“bnb, en donde n® es el vector de desviacion de la familia
de geodésicas fundamentales, es decir, aquellas que satisfacen u’V,n® = n®Vyu®. Escribiendo
N = ole, con eq,e” = 1, encontramos que la distancia relativa 6¢ obedece la siguiente ecuacién

de propagacién:

vector de posicién relativa 1 =

50 1
% = g@ + (Uabeaeb) 9 (A12)

(esto es, la ley de Hubble generalizada), y el vector de direccién relativa e® sigue la ecuacién
de propagacién dada por

¢<% = (0% — (oeqeed)nY — wh)el (A.13)
indicando la tasa de cambio de una posicién observada en el cielo de galaxias distantes.!
Las ecuaciones de propagacién para las cantidades cineméticas (derivadas a partir de las

identidades de Ricci, 2V, Vyju® = Ry Jut [5]) son:

» la ecuacién de Raychaudhuri [278]

. 1 1
0 — Vi = —592 + (tgu®)? — 207 + 2w? — 5l +3p) + A (A.14)
= la ecuacién de propagacién para el shear

~ 2 1
d<ab> _ v<aub> — _g@aab + ’[L<a’llb> _ U<cczab>c _ w<awb> _ (Eab _ 57_(_ab) ’ (A.15)
y en donde E,;, es la parte eléctrica del tensor de Weyl, definida como

_ d
Eab = Cacbducu )

con B =0, By = E(ab) y Egub =0, y el término de la presién anisétropa 7y, se anula
para el caso de fluidos perfectos; y

= la ecuacién de propagacién para el tensor de vortice

1 ~ 2
w<e> §nabCVbuc — _g@wa + O'abwb . (A16)

!Una manera de interpretar el sentido fisico de las cantidades cineméticas es analizar cuéles son los cambios
sufridos por una esfera de fluido, asociados a cada una estas cantidades, al cabo de un intervalo infinitesimal
de tiempo. A saber: la accién aislada de © transforma la esfera de fluido en una esfera similar, con diferente
volumen, pero orientada en las mismas direcciones; la accion aislada de o, distorsiona la forma de la esfera,
manteniendo su volumen constante y la direccién de sus ejes principales sin modificacién; y la accién aislada
de wep da lugar a una rotacién rigida de la esfera en torno a una de sus direcciones, que permanece fija (eje de
rotacién). La accién conjunta de estas cantidades, por su parte, modificard en general la direccién de los ejes
principales y de rotacién [181].
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A.2. Tétradas en modelos cosmolégicos

La descomposicion 1 + 3 presentada en la seccién anterior es inmediatamente transparente
en términos de relaciones y cantidades fisicas definidas covariantemente, con un significado
fisico y/o geométrico claro. Sin embargo, las ecuaciones involucradas no forman un conjunto
completo que garantice siempre la existencia de una métrica y sus conexiones afines. Para
tal fin, es conveniente abordar la descripcién del modelo con el formalismo de tétradas, en el
cual las conexiones afines estan definidas en términos de los coeficientes de rotacién espacial.
Las relaciones obtenidas con este formalismo determinan un conjunto completo de ecuaciones
para la caracterizaciéon de escenarios cosmolégicos arbitrarios [5].2

Una tétrada es una base de vectores unitarios, mutuamente ortogonales, {e,}, a =
0,1,2,3, que pueden ser escritos en términos de una base de coordenadas locales. Las compo-

nentes tétradas e,’(z?) se definen como

0
oxt

eall) = el T e = eula) (A1)

€q = eai (CC])

es decir, que la componente ¢ del vector a es simplemente la derivada direccional de la coor-
denada 7 en la direccion del vector e,. Esto puede ser pensado como un cambio de vectores
base, en donde las componentes tensoriales se transforman como

ab _ a b _k_lpij
T cd — € ;€ jec edT kL (A18)

y las componentes inversas e%(z7) se definen como
et =0, el =60, (A.19)
Las componentes del tensor métrico resultan
gab = gijese; = eq ep = na, (A.20)
con ng=diag(-1,1,1,1). La ecuacién inversa
gz’j(l“k) = Uabeai(ﬁﬂk)@bj(xk) (A.21)

construye explicitamente las componentes coordenadas de la métrica a partir de las compo-
nentes tétradas eai(xj ). Los indices se manipulan entonces utilizando las métricas gup = nap ¥
su inversa g% = n.

Las funciones de conmutacién asociadas a las tétradas son las cantidades 7% (z*), definidas
por los conmutadores de los vectores base como

[ea, €] = m(z)ec = Ahe(a’) = =% (). (A.22)
En términos de las componentes tétradas, resulta entonces

Wabc(xi)e“i(ebjajeci —eJ0je,’) = —eriecjv[ieaﬂ . (A.23)

2En el caso general de geometrias anisGtropas, tnicamente los vectores tétrados pueden ser definidos en
la forma covariante 1 4+ 3, y esta descomposicién pasa entonces a estar contenida dentro del formalismo de
tétradas [5].
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Estas cantidades se anulan si y sélo si la base {e,} es una base coordenada, es decir, si existen
coordenadas locales z* tales que

e, = 5;‘% sii [eq,ep] =0 7%, =0. (A.24)
Las componentes de la conexién afin para las tétradas, I'%, quedan definidas por las
relaciones
Veea = pe. < T¢ =e%e,/ Ve, (A.25)
es decir, son las componentes ¢ de la derivada covariante del vector a en la direccién b. Con
esto, todas las derivadas covariantes pueden ser escritas de manera analoga a la forma tensorial
usual.® En particular, teniendo en cuenta que e,(gp.) = 0 para gap = 7qp, se tiene

Vagoe =0 _deagdc — Pdcagbd =0 << Taye=0. (A.27)

Para el caso de torsiéon nula, las relaciones tétradas resultan analogas a las relaciones de
Christoffel usuales, es decir,

1
Vabc = _(Pacb - Iwlcb) s Tabe = §(gad'7dcb - gdedca + gcdfydab . (A28)

Esto demuestra que los coeficientes de rotacion y las funciones de conmutacién son combina-
ciones lineales unas de las otras.

Las identidades de Jacobi ([X, [Y, z]] +[Y, [Z, X]]+[Z, [ X, Y]] = 0) para la base de vectores
{eq} resultan

€la(V%hg) + 77’9 = 0, (A.29)

siendo esta la condicién de integrabilidad para que las cantidades v% (z%) sean las funciones
de conmutacién de ese conjunto de vectores.

Las componentes del tensor de Riemann, obtenidas a partir de las identidades de Ricci,
tienen la forma

Ryeqg = €c(I%q) — €a(I'%e) + Tl % — T%al e — T%el ca s (A.30)
y la contraccién de los indices a y ¢ da lugar a las ecuaciones de Einstein, dadas por
1
Rya = ea(I%a) = €(I%q) + Iealpa = T4el 0 = Tha — 579 + Agba - (A.31)

Para describir un modelo cosmolégico, se elige ey en la direccién tangente al flujo de
materia u®. Las componentes de la conexién I'% , resultan

Tooo = o, (A.32)
Foop = %@50{5 + 008 — €apyw” (A.33)
Tapo = €apy 7, (A.34)
Lapy = 2apadg)y + 675[an66] T %60‘557167 ) (A.35)
3Por ejemplo, se tiene
VaTse = €a(Toe) = TaTae = TaTha (A.26)

en donde, para una dada funcién f, e,(f) = e, 0f/0x" representa la derivada de f en la direccién e,.
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en donde 4, ©, 0% y w® son las variables cineméticas, Q% indica la rotacién del sistema de
referencia espacial {e,} respecto a la base de Fermi, y las funciones a® y nag = n(,s) (esta
ultima simétrica) determinan los 9 coeficientes de rotacién espacial, y estdn asociadas a la
curvatura de las hipersuperficies ¢ = cte. Los conmutadores resultan

1
(€0, €n] = Un€o — §®5aﬁ +of+ eaﬁv(wa + Q%) | eg, (A.36)

leq, eg] = 2eqp,w7eg + (QG[O‘(SB]V + eaggn‘sy)ey. (A.37)

en donde vemos que los coeficientes son, esencialmente, derivadas parciales de N y e..

La dindmica de un fluido gravitacional puede describirse mediante un conjunto de ecuacio-
nes de evolucién, méas un grupo de ecuaciones que imponen restricciones sobre las funciones
de evolucién pero que no contienen derivadas con respecto a {ey}. Este ultimo grupo de
ecuaciones puede expresarse como

0=(C1)" = (eg — 3a5)(0°‘ﬁ) - §6a5e5(®) - naﬁwﬁ +q“
+e (e + 205 — ap)(wy) — 150, (A.38)
0=(C2) = (eq — g — 2a4)(w®), (A.39)

1
0=(C5)* = H + (7<%, + 20~ + a<)(w’>) — 5717700‘5 + 3n<a,yaﬁ>7

—< (e, — a,)(0577) + . wy] (A.40)
1 1 1 1
0= (Cy)* = (eg — 3ag)(E*” + 5#)‘5 ) — gfsaﬁeﬁ(ﬂ) + 304" - 50%6 — BwgH*
3 1
—e"Mogs .} = Swsty + (B, +5m0)], (A41)

1 1
0= (C5)* = (ep — 3ag) (H*) + (1 + p)™ + 3wp(E*’ — 5770‘5) - gnagqﬁ
1

o 1
+e*M[5(es — ap)(ay) + ops (B, + 5m,") — ngsHy 0], (A42)
2
0= (Cy)* = (es — 2ag)(n*?) + §®w°‘ + 20a5w6 + e ega,) — 2wpQ,],  (A.43)

0= (Cq)*P =*5% ¢ é@aaﬁ - 0<°‘,Yaﬁ>7 — w4 <>

1
—(E*P + iwaﬁ) : (A.44)

2
0= (Cg)="R+ 5@2 — (0apo™) — 4(wa Q%) — 2 — 2A, (A.45)
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en donde
* af = e<a(a5>) +bcap> — Ey6<a(e\fy\ - 2“\7\)(”6%) ) (A.46)
N 1
R = 2(2e4 —3ay)(a”) — §baa, (A.47)
bag = 2”046”57 — NINap - (A.48)

En el caso de rotacion nula, w® = 0, la velocidad u® resulta normal a la familia de hipersu-
perficies con t = cte.

Las ecuaciones de evolucion para las 9 funciones que describen los conmutadores espaciales,
a® y nag, resultan

1 3 1 1
eo(aa) = g(@daﬁ — 50.046)(uﬁ) + aﬁ) + 5710‘5(,«)6 — §qa, (A49)
1 1
eo(naﬁ) — _g@naﬁ _ U<ozvnﬁ>y + §Uaﬁn77 _ (Zl<a + a<o¢)w6> _ Hozﬁ + (5v<o¢ev + u<a)(Qﬁ>)

~25°P 2y + ) — (o357%) + (e + i) ()]

iy 4 ay)o — (w20 7] = 260 (Cy) + (Ca)°? (A.50)
mientras que la evolucién de las variables cinematicas viene dada por
eo(0) — e (i) = —%@2 (it — 22)i — (7050™) + 2(waw®)
5t 3p) 4 A, (A.51)
eo(w?”) — %eaﬁ'yeﬁ(uw) = —;@wa + 0 BuP
—%na B’ — %EO‘B“’[%Qv — 2Qgw,], (A.52)
eg(0?%) — 7<%, (u7>) = —%@JO‘B + (= + a~*)uP> — 0<f/‘05>“/ —w<ewf>
(B %waﬁ) LR 0 n B (AB3)

Por ultimo, la evolucién de las variables que describen el fluido viene dada por las siguientes
ecuaciones

eo(p) +ealq®) = —O(u+p)—2(ia — aa)g® = (0apm’),  (A54)
4 o . o
eo(q") + 50‘5e5(p) + eﬁ(wo‘ﬁ) = —§®qo‘ — Uo‘ﬁqﬁ — (p+p)u® — (g — 3ag)m p
—*(ws — Qp)ay — npym,]. (A.55)

El sistema de ecuaciones (A.38)-(A.55) queda completamente determinado si se lo acompana
de una descripcion completa del fluido, es decir, si se especifica una ecuacion de estado del
tipo p = p(u), y una ecuacién de la evolucién para la presién anisétropa, 75,
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Apéndice B

Propagaciéon de la luz en modelos
de LTB fuera del centro de simetria

Las ecuaciones diferenciales que describen la trayectoria de los rayos de luz emitidos por una
dada fuente, y medidos fuera del centro de simetria, han sido estudiadas mediante dos métodos
andlogos, presentados en los trabajos [125, 129]. Detallaremos a continuacién los lineamientos
generales de cada uno de ellos.

B.1. Método I

Este método fue desarrollado en [125] para estudiar los momentos dipolar y cuadrupolar del
fondo césmico de radiacién en modelos de LTB, y fue luego utilizado en [126] para estudiar
el problema del horizonte en una familia de modelos de LTB con geodésicas no radiales.

Consideremos un rayo de luz medido en el punto O a una distancia coordenada r, del
centro de simetria. A causa de la simetria esférica de la métrica, el punto O posee simetria
axial respecto de la direccion al centro y, sin pérdida de generalidad, podemos simplificar
el problema trabajando las ecuaciones de las geodésicas sobre el plano meridional 6 = /2.
La trayectoria de los fotones quedara univocamente definida por las coordenadas (t,,7,) del
punto O, y el dngulo a comprendido entre la direccién de llegada del fotén y la direccién
hacia el centro de simetria. El subindice p sera utilizado, en adelante, para indicar cantidades
evaluadas el la posicion del punto O.

Dada la métrica (2.1), definimos el vector de onda de un fotén como k* = da* /d\, siendo
A\ un pardmetro affn a lo largo de la geodésica. Sobre el plano meridional, resulta k¥ = 0y,
para las componentes restantes, tenemos

dt

— = K B.1
o , (B1)
dr , o 1+4+2F

a = k = g kr - — RIQ k?“ 9 (BQ)
d k

df — k¥ = g%k, = __RS‘; _ (B.3)

A partir de la ecuacion de la geodésica,

d2aH . do® daf
_|_ -
d\2 BN dX

=0, (B.4)
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podemos escribir, para cada componente,

dk! R R

o —ﬁ(l +2E)(k,)* — ﬁ(ksa)Q : (B.5)
dk, E R R

o = |ge - (1+2E)4m (kr)? — ﬁ(kSO)Qa (B.6)
dk,

a — Cte . (B7)

en donde los stmbolos "y ’ indican, respectivamente, derivadas con respecto a las coordenadas
t y 7. Ademas, de la condicién ds? = 0 para los fotones, resulta

(7 = 2B 0 1 k. (B5)

La integracion de las ecuaciones diferenciales (B.1)-(B.3) y (B.5)-(B.6) se realiza desde
el punto O hasta la posicién de la fuente. Las condiciones iniciales se establecen en (t,,7))
eligiendo

Ao = Ap=0,
ty = tp,
S (B.9)

ke = (k') =1.

De esta forma, la posicién de la fuente queda parametrizada con un valor negativo de A.
Teniendo en cuenta que « es el angulo de incidencia de los fotones respecto a la direccién
del centro de simetria, podemos escribir

(ky)p = acosa, (B.10)
(k¢)p = bsena, (B.11)

con a y b dos constantes a determinar. Reemplazando (B.10) y (B.11) en la ecuacién (B.8),
evaluada esta ultima en el punto O, tenemos

1+2FE 1
1= < (R’Q)pp> a? cos? o + <ﬁ> b’ sen’ . (B.12)

De la expresion anterior, se deduce que para aquellos fotones que inciden en el punto O

resultan
V1+2E,
a = (B.13)
(R)p
1
—, (B.14)
Ry

en donde los signos '—’ v '+’ en b corresponden, respectivamente, a fotones con angulos de
) )

incidencia o € (0,7) y a € (0, 7). Luego, utilizado la ecuacién (B.7), se obtiene
ko = (ky)p = £(R)psena, (B.15)

y reemplazando k, en la expresién (B.8), encontramos

1/2

(R)?sen? o R
kr =+ | (k)2 — =22 . B.16
By - ViioE (B.16)
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B.2. Método 11

Aqui, los signos '+’ y '’ corresponden, respectivamente, a dngulos de incidencia « € (—m/2,7/2)
yac€ (n/2,3/2m).

Con el analisis anterior, la trayectoria de los fotones queda determinada completamente
por el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas dado por [125]

dt
— = i B.17
dA ’ (B.17)
dr V1+2E (R)?sen’ V2
& VIR e , (B.18)
dA R R2
dk! R (R)2?sen’a |R' R

— U (kY2 p —_ _ B.19
dA R’( ) R2 R R ( )

Finalmente, el redshift de una fuente medida en el punto O con coordenadas (t,,r,) esta
definido como [181]

z=k/(K"), -1, (B.20)

en donde k! y (kt)p son, respectivamente, las componentes espaciales del vector de onda del
foton en la posicién de la fuente y en el punto O. Con las condiciones iniciales elegidas, la
expresion anterior se reduce a

1+2=Fk. (B.21)

B.2. Método 11

Este método fue desarrollado en [129], y utilizado luego para estudiar restricciones impuestas
por las anisotropias del fondo césmico de radiacion sobre los modelos de LTB fuera del centro
de simetria [130]. Lo presentaremos aqui siguiendo las simplificaciones de [109].

Al igual que en el método I, el problema presenta simetria axial respecto de la direccién
que une el centro de simetria con la posiciéon del punto O, en donde el fotén es medido. Sin
pérdida de generalidad, esta direccién es elegida como el eje z del sistema de referencia de la
métrica. En este sistema, las coordenadas espaciales del punto O son r = rg y # = 0. Por ser
O un punto polar, el angulo acimutal de su posicion, ¢, resulta degenerado. La trayectoria de
los fotones que llegan hasta O en el tiempo t = £y queda determinada, para todo instante de
tiempo, por las coordenadas

t o= t, (B.22)
r = 7(t,to,ro0,§), (B.23)
0 = 0t to,70,€), (B.24)
¢ = cte, (B.25)

en donde 7 y 6 son las soluciones de las ecuaciones de la geodésica nula en funcion de la coor-
denada temporal ¢, del dngulo de incidencia de los fotones, £, v de las coordenadas del punto
O en el instante de medicién (tg, rg). Debido a la simetria axial del problema, la trayectoria de
los fotones es independiente del dngulo acimutal ¢. Las ecuaciones de las geodésicas resultan
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entonces

2t & (dt>2 o dt dr
+2

oz o\ o dhdx
/'/1 2E) — /E 2 - 2
RUR(+25) ~ RE] (V' RR(ON_ o
o2(1+ 2E)? dx o2 \dx
d_2r+(1+2E)ozo/ dt? R’(1+2E)—RTEgg+
d)\2 R d\ R(1+2E) dAdA
"1+ 2E) — R'E [dr\? 1+ 2E) /do\?
RT(1+2F) - RE" (dr\", R(+2E) (63" _ (B.27)
R/(1 + 2E)? dx R dx

d20  Rdtd9 R’ drdo

Definiendo el momento angular de fotén como

de
J=R>—", B.29
Y (B.29)
la expresién (B.28) puede reescribirse como una ecuacién de conservacién para el momento
angular de la forma

d
o =0 (B.30)

Por otra parte, teniendo en cuenta que la 4-velocidad de los fotones satisface la condicion
ktk, = 0, tenemos que

at\*>  R? [dr\’ do\?
- = — R*(—~) =0. B.31
<d)\> * 14 2F <d)\> * <d)\> ( )
Definamos las cantidades auxiliares ¢ = dt/d\ y p = dr/d\. Las condiciones iniciales para
la parametrizacién se eligen de forma tal que A = 0 en el instante ¢ = tg, go = ¢(\ = 0) = —1,
po=p(A=0)y Jo=J(A=0).
Para expresar py y Jp en funcién de cantidades conocidas (al igual que en el método 1)

tendremos en cuenta el siguiente analisis. Las componentes del vector espacial unitario en la
direccién del eje z (determinada esta por el centro de simetria y el punto Q) son

7“(;;@’(1, 0,0). (B.32)

Asimismo, las componentes del vector espacial unitario en la direccién de incidencia del fotén

en el instante t = tg son
dr dé de 1 Jo
= e —- = —— 0 B.33
((d)‘>0’ <d)‘>0’ <d)‘>0> qo <p0’ (1%)o’ > 7 ( )

a0 = | (2
°~\ar/,

en donde el signo negativo de wug indica que el parametro A decrece con el tiempo, es decir,
que la integracién de las ecuaciones se realiza desde el punto O hasta la fuente. Con estas

U=
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B.2. Método 11

Figura B.1: (extraida de [129]) El fotén incide en el punto O con un dngulo £, determinado
univocamente por los vectores espaciales 4 y 0.

definiciones, el angulo de incidencia de los fotones, &, queda expresado por el producto de ¥
y @ de la siguiente forma (figura B.1) [129]

i g (R,7)p  po
cosé = gjv'u) = ———2L_ 2 B.34
£ = gij o8 0 (B.34)

Podemos reescribir entonces

J1+2E,
(R')p
Jo=J = Rpsen¢, (B.36)

po = cos &, (B.35)

en donde hemos tenido en cuenta, para la tltima expresién, la ecuacién de conservacién (B.30)
para el momento angular.

Concluido este analisis, las ecuaciones (B.26), (B.27) y (B.28) se pueden reescribir en
funcién de las variables ¢, p y J. La integracién de este sistema de tres ecuaciones acopladas
se resolvera con las condiciones iniciales dadas, y bajo la restriccion impuesta por la ecuacion
(B.31), a saber
R/2 5 J2
g Tt =0 (B.37)

Calculemos, por ultimo, el redshift de los fotones medidos en funcién del angulo de inci-
dencia ¢ en forma analoga a como lo hicimos para el caso de geodésicas radiales. Consideremos
dos fotones emitidos por una dada fuente en los instantes t1(\) = t(A) y t2(X) = t(A) + 7(N).
La condicién (B.31), para cada uno de ellos, se escribe como

<d(%7)>2 - %—;g)]z<dd—;>2+f32(t+ﬂr) <j—i>2. (B.39)
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Desarrollando la ecuacién (B.39) hasta primer orden en 7, resulta

dt dr RR (dr\* . (do\?
— = — — . B4
o - TN T (dA) iR <d)\> ] (B40)
El redshift de la fuente medido en el punto O se define como
7(Xo)
= -1 B.41
A ="5 -1, (B.41)

en donde )\g indica el valor del pardmetro afin en la posiciéon del observador. Diferenciando
esta expresiéon respecto de A obtenemos

dz 1 dr(A) 7(No)
- = B.42
Ty A () (B.42)
y, teniendo en cuenta la ecuaciones (B.40) y (B.41), resulta
dz dA | RR (dr\? . (do)?
—=-—(1 — — RR | — B.43
o - Ay 1+2E<d)\> * (dA)]’ (B43)
o bien . .
dln(1 + 2) 1| RR 4, R ,
—_— == — B.44
ar 7| Tr28" T’ (B.44)

Esta es la férmula que expresa el redshift de la fuente en términos de las funciones ¢, py J. La
integracion se realiza con la condicién inicial z(A = 0) = zp = 0, una vez resuelto el sistema
acoplado de ecuaciones diferenciales (B.26)-(B.28).
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Apéndice C

Otras soluciones de las ecuaciones
de Einstein de interés cosmologico

C.1. La solucion de Bianchi tipo I

Las soluciones exactas de Bianchi describen geometrias espacialmente homogéneas, pero an-
isétropas. En particular, nos limitaremos a presentar aqui una subclase de estas, conocidas
como soluciones de Bianchi tipo I. La descripcion que sigue estd dada en el formalismo co-
variante descripto en el apéndice A. Una introducciéon maés detallada puede encontrarse en
[5, 185].

Las soluciones de Bianchi Tipo I describen las geometrias anisétropas en expansion méas
simples de la Relatividad General. El elemento de linea que describe a la métrica, en coor-
denadas coméviles al fluido cosmolégico de materia con velocidad u® = 0%, viene dado por
[186]

ds? = —dt? + a3 (t)da? + a3(t)dy?® + a3(t)d2>. (C.1)

Es decir, es la generalizacién homogénea mas simple de la geometria espacialmente plana
de FLRW, para el caso de diferentes factores de expansién en las tres direcciones espaciales
ortogonales. En general, los tres factores de expansion a;(t) son independientes y el factor de
expansiéon promedio queda definido entonces como

S(t) = (alagag)l/g . (02)

Las hipersuperficies con ¢ = cte son planas (esto es, para t = ty todos los coeficientes métricos
son constantes). El fluido cosmolégico con densidad p y presién p, que evoluciona ortogonal a
dichas superficies, sigue necesariamente un movimiento geodésico y con rotacién nula. Estas
restricciones quedan bien determinadas si se satisfacen las siguientes relaciones [5]

0=0"=w", 0=Vap=VaO=Vap, 0=7>Rs. (C.3)

Las ecuaciones covariantes que describen la evolucién de esta geometria son aquellas detalla-
das en el apéndice A con las restricciones (C.3). Asimismo, los vectores tétrados se definen
en términos de las coordenadas eji = a_l(t)5ji, 1,7 = 1,2,3. Las cantidades cineméticas
obedecen, por su parte, las siguientes ecuaciones

0=0"=w*"=0Q%, 0=0a"=n.3, 0=e.(0)=cCealop,), 0=cea(n) =ea(p). (C.4)
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Por ora parte, el shear obedece la restriccién

by

(SBow) =0 = ou= S—; , con(Eg) =0, (C.5)
que implica
2 52 2 1 ab 19
La ecuacién de Friedmann-Lemaitre generalizada resulta
S22 M

en donde 7y es una constante presente en la ecuacién de estado del fluido, dada por p = (y—1)u
(v =1— polvo y v = 4/3 — radiacién).
Las escalas de longitud individuales en cada direccién son [5]

a;(t) = S(t)exp (X;,W(t)), i=1,2,3, (C.8)
con "
W(t) = IOk (C.9)

y las constantes X, satisfacen los vinculos
Y14+ S+N3=0, X24324m2-=02y2 (C.10)

Las relaciones (C.10) se satisfacen eligiendo

2
¥ = gazsenai, o =a, :a+§, Qs :a+§, o = cte. (C.11)
Como ejemplo, consideremos el caso de un fluido sin presién (y = 1). Integrando las

ecuaciones (C.7) y (C.9) obtenemos, respectivamente,

1/3
S(t):<th2+\/§Et> Ly W) = ;Eln<§MtiﬁE>. (C.12)
4

Luego,
t2 $senaq;
a;(t) = S(t) <S3—(7§)> ) 1=1,2,3. (C.13)
El caso general es anisétropo, y la isotropia se recupera cuando > = 0.

Una solucién con simetria axial surge en el caso en el que el factor de escala se diferencia
s6lo en una de las direcciones, es decir, a1 (t) = as(t) # as(t). El modelo de Bianchi tipo I con
simetria axial [185] cobra especial interés porque puede ser comparado directamente con un
modelo de LTB con el punto de referencia O ubicado fuera del centro de simetria. A pesar
de que ambos modelos poseen simetria axial, existen sin embargo algunas diferencias en la
descripcién de ambas geometrias. Los modelos de Bianchi tipo I poseen un plano adicional de
simetria, normal al eje de simetria del problema (en el caso de LTB fuera del centro, el perfil
no homogéneo de densidad elimina esta simetrfa).!

'Esta diferencia podria llegar a verse cualitativamente en algunos observables cosmoldgicos utilizados como
test de isotropia, como por ejemplo la paralaje césmica (ver seccién 3.1).
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Fijando a1 = ag = a(t) y as(t) = b(t) en la expresién (C.1), las ecuaciones de Einstein
resultan [185]

H? +2H,H, = 871G,, (C.14)
2H,+3H? = —8xGp., (C.15)
H,+ H?+ Hy+ H? + H,H, = —81Gp,, (C.16)

en donde el simbolo = denota ahora derivadas con respecto al tiempo ¢, p, = p, y p. son
las presiones anisétropas en las correspondientes direcciones, y los pardmetros de Hubble se
definen como H, = a/a y Hy, = b/b. La conservacién del tensor energia-momento se escribe

p=—2Hu(p+ ps) — Hp(p +pz). (C.17)

C.2. La soluciéon de Stephani

La solucién general de Stephani [135] no tiene simetrias definidas, y describe una fuente de
fluido perfecto con gradiente de presion no nulo. Si la solucién presenta ademéas simetria
esférica, suele considerarse cominmente como la solucién andloga a la de LTB (esta ultima,
sin embargo, con gradiente de densidad no nulo). Al igual que para el caso de LTB, la solucién
de FLRW puede recuperarse en el caso limite de presién homogénea.

Las propiedades de la geometria global de la solucién general de Stephani fueron estudiadas
detalladamente en [108, 279, 280, 280]. El elemento de linea que caracteriza a la solucién de
Stephani, expresado en coordenadas cartesianas, viene dado por [280]

ds? = D2dt? — %(dxz +dy? + d2?), (C.18)
en donde
V=1+ ik(t)[(w —20(t)? + (y — y0(t))* + (2 — 20(1)?], (C.19)
Voo RO (V
D = F(t) (V - E) =Foo (E) : (C.20)
- [CQ(t) - F21(t)] (1), (C.21)

con C, F, R, xy, yo y 2o funciones arbitrarias del tiempo. La métrica (C.18) satisface las
ecuaciones de Einstein con un contenido de materia caracterizado por un fluido perfecto con
densidad y presiéon dadas, respectivamente, por

kp(t) = 3C%(t), (C.22)
acv

kp(t,z,y, 2) = —3C%(t) + 20(t) 5 L 5 . (C.23)
o (7)

Como en la solucién de FLRW, las hipersuperficies ortogonales a las lineas de universo
presentan curvatura constante. Sin embargo, en este caso el indice de curvatura k es una
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funcién del tiempo, que puede cambiar su signo entre una hipersuperficie y otra. En conse-
cuencia, si bien para un dado instante de tiempo el 3-espacio con t = cte tiene una geometria
definida, la soluciéon general puede presentar curvatura espacial positiva o negativa en dife-
rentes instantes de tiempo. La existencia de esta solucién muestra entonces que, lejos de ser
una caracteristica intrinseca que se deriva de la Teoria de la Relatividad General, la distincién
entre universos abiertos o cerrados es puramente una consecuencia de las fuertes hipdtesis de
simetria (en especial, la de homogeneidad) que se imponen a priori para construir diferentes
modelos cosmolégicos.?

Cinematicamente, la solucién esta caracterizada por un escalar de expansion y un vector
de aceleraciéon no nulos dados, respectivamente, por las siguientes expresiones

‘ V2
W =0, o= <D—R2> D;, i=1,2,3.

Es decir, que las trayectorias que siguen las particulas necesariamente dejan de ser geodésicas.
El shear y la rotacion, por su parte, resultan nulos. Asimismo, la métrica es conformemente
plana, es decir, que su tensor de Weyl es idénticamente cero [280].

El limite homogéneo se recupera localmente si y sélo si las siguientes condiciones se satis-
facen:

1. k = cte, xg = cte, yp = cte, zg = cte;

3. p= f(p), en donde f es una funcién independiente de x, y, z .

Como mencionamos al comienzo de esta seccion, la solucién de Stephani no posee simetrias
definidas. Es en el caso con xq, yo, y 20 constantes en el que surge la simetria esférica respecto
ala linea x = zg, y = yo y 2 = 2o (notemos, sin embargo, que atin en este caso la métrica
resulta no homogénea).

La solucién de Stephani con simetria esférica es presentada cominmente como solucién
complementaria a la de LTB, pues describe un fluido con densidad uniforme pero presién
no homogénea. Para analizar la familia de soluciones de Stephani con simetria esférica, es
conveniente trabajar en coordenadas esféricas. El elemento de linea en coordenadas isétropas®
resulta [130)]

2 [(V 2
ds’ == §z§ A% + {7 (Ar? 4 7249%), (C.25)

2Una distincién interesante entre las hipétesis de homogeneidad y “homogeneidad débil” puede encontrarse
en la referencia [280].
3Las coordenadas isGtropas (t,r,0,¢), al igual que en el caso de las solucién homogénea de FLRW, se
relacionan con las coordenadas no isétropas (¢, 7,0, ¢) por las siguientes expresiones [281]
_ r r
r=— 5 = ,
1+ gkr V(r)
27
r=— . C.24
14+ V1 —Ekr? ( )
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en donde 1
V(t,r)=1+ Zk(t)TQ , (C.26)

y el simbolo ~ indica 0/0t. La funcién V (¢,7) con k = 0, £1 recupera la forma de los modelos
de Friedmann-Lemaitre en las mismas coordenadas [282]. La funcién a(t) juega el papel de
factor de escala generalizado y k(t) es el llamado indice de curvatura.

El tensor de energfa-momento del fluido perfecto es T% = [p(t) + p(t,r)|Ju®u® + p(t,r)g
en donde la densidad de energia y la presién se escriben en las nuevas coordenadas como

d2
o = [E0, K0T e

ab
7

1 o) [
pltr) = [l ghn e

3 p(t) M p(t) = wer(t,r)p(t) (C.28)

con we¢(t,r) el indice barotrépico efectivo.

C.2.1. Modelos cosmolégicos de Stephani

Un estudio detallado de los modelos cosmolégicos basados en la solucién general de Stephani
puede encontrarse en [87]. En particular, dos familias de modelos cosmolégicos con soluciones
de Stephani exactas y esféricamente simétricas fueron presentados en [136, 283]. La primera
corresponde a la eleccién (V/ a) = 0, mientras que la segunda satisface la condicién (k / a) =0
(usualmente llamados modelos tipo I y II, respectivamente).

El ajuste de los datos provenientes de las SN tipo Ia para estas familias de modelos,
realizado con la motivacion de poder describir las observaciones astronémicas sin necesidad
de recurrir a una componente de energia oscura en el universo, fue presentado primeramente

n [284].* Asimismo, algunos de los modelos tipo I fueron cotejados con datos observacionales
n [285, 2806].

Los modelos tipo II resultan mas simples. El elemento de linea que los describe se reduce

a [176, 283]

ds* = —Wdtz + W(dr +r2d0?). (C.29)
Dos subtipos de estos modelos (propuestos en [287] y [1306, 284, 288], respectivamente) fueron
estudiados recientemente en la referencia [282]. El primero esté caracterizado en el centro de
simetria por un fluido con ecuacion de estado barotrépica, mientras que el segundo admite
una ecuacién de estado no barotrépica, pero con expresiéon analitica. La ventaja de trabajar
con este ultimo es que la evolucién del factor de escala se conoce en forma exacta, y coincide
con aquella correspondiente a los modelos de Friedmann-Lemaitre con contenido de polvo.
Los perfiles no homogéneos de presion representados por estos dos tipos de modelos tienen
caracteristicas diferentes, y dan lugar a un andlisis amplio para estas familias de modelos
de Stephani. Los autores de la referencia [282] presentan la expresién para la distancia de
luminosidad calculada para estos modelos, y encuentran restricciones sobre observaciones
fuera del centro de simetria, sobre la ecuacién de estado del fluido cosmoldgico y sobre los
gradientes de presién no homogéneos, a partir del catalogo Union 2 de SN tipo Ia [50].

4Este fue, de hecho, el primer trabajo que propuso a los modelos no homogéneos como alternativa viable
para explicar las observaciones de SN tipo Ia que indicaban una expansién acelerada del universo.
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Capitulo C. Otras soluciones de las ecuaciones de Einstein de interés cosmoldgico

Es importante mencionar que al trabajar con modelos cosmolégicos basados en la soluciéon
de Stephani, se estd suponiendo implicitamente la existencia de un fluido con ecuacién de
estado variable en hipersuperficies con r = cte. La interpretacién usual de fluidos perfectos
excluye, en general, ecuaciones de estado barotrépicas (porque la densidad del fluido resulta
homogénea, pero su presion no), a pesar de que las mismas proveen un esquema termodindmico
estricto [289] y pueden ser interpretadas fisicamente [290]. Sin embargo, los elementos de fluido
pueden presentar, individualmente, caracteristicas exéticas, como presién negativa [37]. Por
esta razon, algunos trabajos en la literatura [291] han desestimado la viabilidad de la solucién
de Stephani para describir el universo. Sin embargo, algunas de estas caracteristicas inusuales
estan también presentes en la descripcién de la propia energia oscura en el marco del modelo
cosmolégico estandar. Es entonces absolutamente valido llevar a cabo un estudio serio de estas
soluciones, como un primer paso en la exploracion de modelos cosmolégicos méas complejos
[87].
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Apéndice D

El Redshift drift: un potencial
observable para distinguir
cosmologias

Los resultados presentados en el capitulo 3 para el cdlculo del redshift drift son vélidos si las
fuentes son cercanas al punto de medicién. Para enmarcar estos resultados en un escenario
mas general, presentaremos en este apéndice una breve revision de los trabajos que calculan
el redshift drift en diferentes geometrias para fuentes con un z arbitrario.

Como mencionamos anteriormente, este cdlculo es en general complejo y requiere la uti-
lizacién de herramientas numéricas para integrar las geodésicas nulas que determinan la tra-
yectoria de los fotones.

El redshift drift en modelos de FLRW

La prediccion del la variacion del redshift cosmoldgico para diferentes modelos isétropos y
homogéneos ha sido estudiada por varios autores [167, 168, 169, 170, 171, 172, 292].

Para el caso de algunos de los modelos viables de energia oscura, compatibles con diversos
conjuntos de datos observacionales, la estimacién del redshift drift fue presentada en [292].
Algunos de los resultados obtenidos por estos autores se muestran en la figura D.1. En el
grafico de la izquierda se observan las curvas obtenidas para diferentes valores de los para-
metros cosmoldgicos del modelo ACDM. El grafico de la derecha muestra, por su parte, las
predicciones tedricas para diferentes modelos de energia oscura. En todos los casos, el redshift
drift resulta positivo para fuentes cercanas (en acuerdo con los resultados obtenidos en esta
tesis a partir de las aproximaciones trabajadas en el capitulo 3).

El redshift drift en modelos no homogéneos

En el marco de los modelos no homogéneos con simetria esférica, el redshift drift ha sido
estudiado en [166] para ser utilizado como test del Principio Copernicano.

El caso particular de los modelos de LTB con perfiles de void y observaciones realizadas
en el centro de simetria fue estudiada en [88]. La curva obtenida, y su comparacién con
la prediccion para otros modelos cosmolédgicos, se muestran en la figura D.2. En todos los
modelos de void estudiados, la curva del redshift drift es negativa para todo z, al igual que
para aquellos modelos de FLRW con constante cosmolégica nula y con dindmica dominada por
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Figura D.1: (extraida de [292]) Prediccién del corrimiento espectroscépico en la velocidad
de objetos extragaldcticos para el modelo ACDM (izquierda) y para diferentes modelos de
energia oscura (derecha). En todos los casos, se observa que el valor estimado para el redshift
drift resulta positivo para fuentes con z < 1,5 .

materia oscura. Comparaciones similares para modelos de LTB han sido estudiadas también
en los trabajos [173, 180].

La prediccién del redshift drift en modelos de Stephani fue estudiada en [176, 177, 178]. Los
resultados de estos trabajos muestran que, al menos para observaciones realizadas en el centro
de simetria, existe una subclase de los modelos de Stephani para la cual el valor estimado para
el redshift drift es cualitativamente diferente de aquel calculado para los modelos de LTB, y
cuantitativamente diferente del estimado para el modelo ACDM (figura D.3). Para el caso de
perfiles con regiones no homogéneas poco pronunciadas (2;,, = 0,40) la curva del redshift
drift se aproxima a aquella calculada para los modelos de LTB, mientras que para regiones no
homogéneas grandes el comportamiento sigue la tendencia del modelo ACDM. Para regiones
no homogéneas muy grandes, el redshift drift resulta positivo para z cada vez mayores, y en
el limite en el que el perfil no homogéneo es totalmente dominante (£2;,, = 1) la dependencia
de Z con z resulta lineal y positiva para todo z (dz/dt = Hyz/2). Nuevamente, observamos
que el redshift drift puede ser utilizado como un test observacional para distinguir los modelos
de Stephani de otros modelos cosmoldgicos.

Casos con menos simetrias, como aquellos modelos basados en la solucién de Székeres,
fueron estudiados en [175, 183, 184, 293]. Los resultados para el caso de modelos tipo “queso
suizo” se muestran en la figura D.4. Al igual que para los modelos de void de LTB, la prediccién
del redshift drift indica un valor negativo para todo z. Sin embargo, ambos modelos podrian
ser distinguibles por la significativa diferencia esperada para fuentes con z ~ 2.
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Figura D.2: Prediccion para el redshift drfit anual para modelos de void de LTB y su com-
paracion con otros modelos basados en la solucién de FLRW. La curva correspondiente a los
modelos de void es siempre negativa, y se ubica entre la correspondiente al modelo ACDM y
aquella predicha para un universo dominado sélo por materia oscura (CDM) (figura extraida

de [38)).
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Figura D.3: Estimacion del redshift drift como funcién del redshift cosmolégico para los mo-
delos de Stephani (figura extraida de [176]). El pardmetro €, caracteriza el tamano de la
regién no homogénea. Para apartamientos pequenos de la homogeneidad (2;,,, ~ 0,4) la cur-
va del redshift drift se mantienen siempre negativa, como en los modelos de LTB, mientras
que para regiones no homogéneas mayores el comportamiento esperado para 2 imita a aquel
estimado para el modelo ACDM.
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Figura D.4: (extraida de [183]) Estimacién del redshift drift como funcién del redshift cos-

moldgico para modelos de “queso suizo” construidos a partir de la solucién cuasiesférica de
Székeres [176] .
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Apéndice E

El redshift drift cosmografico en
teorias f(R)

Como mencionamos en la seccion 3.3, el tratamiento cosmografico de cantidades observables
puede utilizarse para comprarar aproximaciones cinemaéticas con aquellas calculadas a partir
de la dindmica de un dado modelo cosmoldgico. En esta direccion, hemos desarrollado un
método basado en la comparacién de cantidades observables estimadas a partir de sus trata-
mientos cosmografico y dindmico. Dicha comparacién se realiza utilizando desarrollos en series
de potencias del redshift, y el método puede ser aplicado, en principio, a cualquier observable
cosmoldgico que pueda ser escrito en términos del pardmetro de Hubble, H(z).

Una aplicacion interesante de este método de comparacién se da para aquellos modelos
cosmoldgicos desarrollados en el marco de las teorias de gravedad modificada f(R), y basados
también en la métrica de FLRW. En particular, el tratamiento cinematico del reshift drift
puede ser utilizado en estos casos para obtener cotas sobre los parametros libres que presentan
estos modelos.

Desarrollaremos en este apéndice dicho método de comparacién y su aplicacién directa al
estudio de dos modelos cosmolégicos f(R). Este estudio fue abordado en forma complemen-
taria al trabajo desarrollado en esta tesis. Comenzaremos por hacer una breve introduccién
sobre las teorias de gravedad modificada f(R), para pasar luego a la aplicacién del tratamiento
cosmografico del redshift drift en el marco de dichas teorias.

E.1. Breve introduccién a las teorias f(R)

La predicciones tedricas de la Relatividad General han sido confirmadas por numerosas ob-
servaciones y experimentos. Sin embargo, la exploracion de teorias alternativas que puedan
apartarse de la Relatividad General en los limites de curvatura débil o fuerte ha crecido a lo
largo del 1ltimo siglo de manera significativa [11, 12, 13].

Las teorfas de gravedad modificada estdn basadas en correcciones y/o extensiones de la
Teor{a de la Relatividad General a través de la incorporacion de invariantes de curvatura de
orden superior (o de acoplamientos de campos escalares) en la accién Hilbert-Einstein del
campo gravitacional [I1]. En particular, las llamadas teorias f(R) se construyen a partir de
una generalizaciéon de la densidad lagrangiana usual, que reemplaza el escalar de curvatura R
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por una funcién de este. Asi, la accién usual de Hilbert-Einstein se modifica de la forma

s= [atey=arn). (B1)

en donde g es el determinante de una métrica g,,, y f es una funcién arbitraria del escalar
de curvatura que debe satisfacer ciertas restricciones teéricas y observacionales [11, 12, 13].

Las teorias f(R) pueden clasificarse en tres tipos, segin el rol que se le atribuya a la
conexién afin. En cada uno de ellos, la ecuacion de conservacién para el tensor energia-
momento es véalida, y la materia y la gravedad estédn acopladas minimamente [18]. Daremos
a continuacién una breve resena de cada uno de estos tipos [294].

Formalismo métrico

En la versién métrica de las teorfas f(R), la accién dada por la expresién

S =5 [ VIR + Sa(g0.0) (E2)

se varia con respecto a la métrica g,,,. El término S)y; representa la accién de la materia, que
resulta independiente de la conexién afin. Las ecuaciones de movimiento resultantes son de
cuarto orden en las derivadas del tensor métrico:

df (R) 1 df (R)
WR;W - §f(R)g;w - [vuvu - guum]ﬁ = HTMV 5 (E?’)
en donde T}, es el tensor de energia-momento del campo de materia, definido por
T, = — 2051 (E.4)

W g
y la derivada covariante es definida usando la conexion usual de Levi-Civita. Tomando la
traza de la ecuacién (E.3) resulta la relacién

df(R) df(R)
=g B =2 (R)+ 30200 = kT, (E.5)

que es comparable a R = —kT en el caso de Relatividad General (para el cual f(R) = R).

Formalismo de Palatini

En este segundo tipo de teorias f(R) la métrica y la conexién son consideradas campos
independientes, y la accién de la materia, Sy, es independiente de la conexion. La accién se
escribe entonces como

S = o [ VIR + Sur(g0). (5.6

con R = g""R ., y en donde el correspondiente tensor de Riemann es construido consideran-
do, a priori, la conexién afin I' independiente de la métrica.
De la variacién de la accién con respecto a la métrica y la conexién afin, resulta [12]

f/(R)R(/Jl/) - %f(R)g;w = KT,uz/, (E7)
ValV=gf'(R)g"™) = 0, (E.8)
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en donde el simbolo / indica derivadas con respecto a R y la derivada V es construida con la
conexioén I'. La Teoria de la Relatividad General se recupera en el caso f(R) = R. Tomando
la traza de la ecuacién (E.7), resulta

f(R)YR —2f(R) = kT, (E.9)

es decir, que en este caso la relacién entre R y T es algebraica (no hay presentes modos
escalares).
Por otra parte, de la ecuacién (E.7) se tiene [12]
1
A A

I, = WQ TIVulf'(R)gpo) = Vo (f' (Rgyuw)] - (E.10)
Dado que esta ecuacion relaciona I' con R y con la métrica, y que a su vez R y T son en
principio intercambiables haciendo uso de la ecuacién algebraica (E.9), entonces la conexién
puede ser expresada en términos del campo de materia y la métrica, es decir, resulta un campo
auxiliar. Otra forma de ver esto es reescribir la ecuacién (E.7) como

G = 45T 50 (R =4 ) + 5OV = D) = 5 (Tl HTf) = 50, VP

(E.11)
en donde el tensor de Einstein y las derivadas covariantes estan construidas ahora a partir de
la conexion de Levi-Civita, y R estd expresado en términos de T usando la ecuacién (E.9).
De esta forma, puede interpretarse el formalismo de Palatini como una forma analoga a la
Relatividad General, pero con una fuente del campo gravitacional modificada. Una de las
caracteristicas mas importantes es, sin embargo, es que esta modificacién involucra derivadas

de tercer orden en el campo de materia.’

Formalismo de métrica afin

En este dltimo caso, la accién de la materia depende también de la conexion afin, que es
en principio independiente de la métrica. Esto es, una accién de la forma [12, 296]

S =5 [ VIR + Su1 (0T ). (£.12)

Aplicacién a problemas cosmolégicos y astrofisicos

Distintos modelos cosmolégicos basados en teorias de gravedad modificada f(R) han sido
construidos para satisfacer los experimentos actuales en el Sistema Solar y en los laboratorios
terrestres [80, 82, 297, 298], asi como también para ajustar satisfactoriamente observaciones
astronémicas de diferente naturaleza.

En el régimen de curvatura débil, una de las principales motivaciones que impulsaron el
estudio de estas teorias es la evidencia de una expansion acelerada del universo cuando las
observaciones astrondémicas son interpretadas en el marco del modelo cosmoldgico estandar.
En este contexto, la familia de teorfas f(R) que reproducen una expansién acelerada del

'En relacién a este punto, algunas consecuencias interesantes pueden observarse en la estructura interna de
estrella de neutrones, como fue estudiado en uno de los trabajos complementarios a esta tesis [295].
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universo es muy amplia. Por ello, es importante estudiar cémo se puede acotar el espacio
de parametros libres que las caracterizan a través de observaciones astrondémicas. Distintas
restricciones pueden obtenerse a partir de datos cosmoldgicos y astrofisicos, asi como también
imponiendo que la teoria describa correctamente las fases de desaceleracion y aceleracion en
la evolucién del universo [299]. En este contexto, mostraremos en la siguiente seccién una
manera de restringir el espacio de pardmetros de modelos cosmoldgicos f(R) a partir de la
aproximacion cosmografica del redshift drift desarrollada en la seccion 3.3. Los resultados de
este trabajo fueron publicados en un articulo de circulacién internacional [192] y forman parte
del aporte original desarrollado en el trabajo de esta tesis.?

En el régimen de curvatura fuerte, por el contrario, las evidencias observacionales que
podrian testear la Teoria de Relatividad General son escasas. Los escenarios astrofisicos que
involucran agujeros negros o estrellas de neutrones pueden ser excelentes laboratorios para
testear desviaciones a la relatividad general en el marco de teorias alternativas. En esta di-
reccién, hemos investigado en forma paralela al trabajo presentado en esta tesis la estructura
interna de estrellas de neutrones en el marco de teorfas f(R), tanto para el formalismo mé-
trico como para el formalismo de Palatini, en el régimen de campo gravitacional fuerte. Se
estudio la estructura interna de estos objetos compactos, asi como también sus configura-
ciones masa-radio. Los resultados de nuestros trabajos fueron publicados en dos articulos de
circulacién internacional [295, 301], que forman parte del trabajo de investigacién original que
se desarrollo en forma complementaria a esta tesis.

E.2. Tratamiento cosmografico para teorias f(R)

Como una aplicacién directa del tratamiento cosmografico del redshift drift presentado en
la seccién 3.3, hemos ampliado nuestro trabajo al andlisis de teorfas f(R) a partir de di-
cho observable. En particular, estudiamos en este apéndice como puede vincularse la curva
observacional del redshift drift cosmografico con su prediccién tedrica calculada a partir de
la dindmica de las teorfas f(R). De esta comparacién pueden obtenerse cotas sobre algunos
parametros libres de las funciones f. Ejemplificamos esta aplicacién con dos modelos parti-
culares presentados en [80] y [302], para los cuales encontramos restricciones que acotan el
espacio de parametros significativamente [192].

Dada una teorfa f(R), las ecuaciones del campo gravitacional que resultan de variar S
con respecto a la métrica son [303]

f'R—2f" R+$ +3f"R*+ kT =0, (E.13)
. 1 “R ..
f’R+§f—3f”%+nT:0, (E.14)

donde "y ’ denotan, respectivamente, derivadas con respecto a R y t. Ademds, se satisfacen
. .. )
las relaciones R = 3a/ay R = —6(% + 2), y hemos supuesto un universo plano.

2Un criterio basado en datos observacionales e independiente del desarrollado en este apéndice fue presentado
en [300]. El mismo se basa en las condiciones de energia que debe satisfacer el contenido de materia en el
universo, y posibilita decidir si una dada teorfa f(R) es apropiada para describir el universo sin necesidad
de resolver las ecuaciones de movimiento para el campo cosmoldgico, ni hacer transformaciones de frame o
suposiciones adicionales sobre el modelo.
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A partir de las ecuaciones (E.13) y (E.14), la densidad de energia y la presién del fluido
cosmolégico pueden expresarse en términos de f y sus derivadas de la forma

__fR_i+3f”aR (E.15)
p= —L/(RJr R) + g f" (R — ?) — f"R2. (E.16)

Las ecuaciones (E.13 y (E.14) nos permiten escribir [304]:
_ 6};}0” (6H?f" —2pm — f + Rf') | (E.17)

con P, = pm,oa*?’ = 3H§Qm,oa*3. Teniendo en cuenta la ecuacién (3.78), el redshift drift
puede expresarse en términos de H(z) de la forma

Az
— =1 Hy—H(z). E.1
o = (1+2)Ho— H() (B.15)
Luego, resulta
A 10 — G 1 - Rf’ H2f'(R) — 2pp,
220 = ao — a(z) :HO{(z+1)——f(R) 1/ (R?+6 J(R) = 2p } . (E.19)
Atg a(z) 6 HoR(t)f"(R)
en donde f, R, H, y py, son funciones de z.? Aplicando la regla de la cadena, % = %%%

y expresiones andlogas para las otras funciones de z, encontramos a primer orden

Az o 1 2 . " /
A—to(z) = {HO 4+ — 6H0f |: (f Ro(RQ — 6H0) + me’o — 12H0H0f0)

R ///
+ | =5 + =% | (fo+ f5(6HE — Ro) — 2pm.0)
RZ [

} 2+ 0(z%).  (E.20)

Por tltimo, utilizando las relaciones Ry = 6(H0 + 2H?), Hy = —HZ(1+qo) y Hy = H3(jo +
3qo + 2), junto con las definiciones de los pardmetros cineméticos (3.68)-(3.71), obtenemos

2—;0(2) = { [6q0 5 f) + fo — 6Qm,0H3] (o — g0 — 2)* 6;/
+HG f3 (o — 2)* = a0(3q0 + (g0 — Jo)* — 24o)]
+folq0(q5 + 6q0 + 2jo + s0) + 2jo + 4] + ?)t;)f—ﬁlg(—so — g2 —6—8q)
—l—Qm’O (50 + 3jo + 5q0 + q(Q))} ° +0(2%). (E.21)
6 fo Ho(jo — g0 — 2)*

La ecuacién (E.21) expresa, para una dada teoria, el redshift drift en términos de f y sus
derivadas, evaluadas al tiempo ty. Es posible entonces comparar el término lineal en z de los

3Notemos que la presencia de f” en el denominador de esta expresién podria llevar a divergencias, pues la
cantidad f” es, en general, pequeiia si la teorfa estd construida para imitar una evolucién cercana a aquella
descripta por el modelo ACDM. En los ejemplos analizados en este trabajo se ha verificado explicitamente que
el producto HoR(t)f”(R) no cause divergencias indeseables.
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desarrollos cinemdtico y dindmico, dados por las ecuaciones (3.76) y (E.21), respectivamente.
Como resultado obtenemos una relacién entre f(R), sus derivadas y los pardmetros cinemé-
ticos, dada por

{lao(qo(qo + 6) + 2jo + s0) + 2(jo — 2)]f5
+[s0 + qo(qo + 8) + 6] .fo — [qo(qo + 5) + so + 3j0] Um0} fo+ (E.22)
[(q0 — Jo)* + 4(1 + g0 — jo)] {fof§" + 6H3 (a0 f5 — Qmo) f§' + (f§)*]} = 0.

Notemos que la restriccién de trabajar a primer orden en z no esta relacionada con me-
diciones del redshift drift para fuentes con z < 1, sino con el hecho de que términos de orden
superior involucran derivadas superiores del factor de escala, £y, de las cuales actualmente
no se disponen datos observacionales. Por otra parte, cabe mencionar que la ecuacién (E.22)
es una condicién necesaria para cualquier teoria f(R). Trabajando con érdenes superiores en
z de las ecuaciones (3.76) y (E.21), podriamos obtener mas condiciones necesarias para la
f(R) y sus derivadas (de hecho, en teoria serfa un nimero infinito de estas), que la teoria en
cuestion deberia satisfacer para describir el redshift drift para todo orden en z.

A continuacion se detallan dos ejemplos con teorfas f(R) particulares, que muestran expli-
citamente cémo la ecuacién (E.22) puede utilizarse para encontrar cotas sobre los pardmetros
libres de cada modelo.

E.2.1. Ejemplo 1: modelo de Hu & Sawicki

El modelo de gravedad f(R) propuesto por Hu & Sawicki [80] es tal que produce una expansién
acelerada del universo, sin introducir una constante cosmoldgica, e incluye la fenomenologia
del modelo ACDM en el limite de curvatura pequena. Consideremos la accién de Hilbert-
Einstein modificada, de la forma

S = /d4x\/—_g [f(R) + Em} : (E.23)

K2

en donde R es el escalar de Ricci, x? = 87G y L,, la densidad lagrangiana de la materia.
El caso f(R) = R + cte equivale a tener a una constante cosmoldgica. En lo que sigue,
trabajaremos en el frame de Jordan.

La forma de la funcién f(R) se elige de forma tal que el modelo satisfaga determinadas
propiedades observacionales. Esto es: (i) que imite la cosmologia del modelo ACDM en el limite
de curvatura grande, en donde este ultimo esta bien testeado a través de los datos del CMB;
(ii) que acelere la expansion del universo a bajos redshifts, con una historia evolutiva cercana
a la del modelo ACDM, pero sin introducir una constante cosmoldgica verdadera; (iii) que
posea suficientes grados de libertad como para abarcar los fenémenos observacionales a bajo
redshift actualmente aceptados; y (iv) que incluya el modelo ACDM como caso limite para
producir desviaciones pequenas en la Teoria de la Relatividad General, que cumplan los tests
cosmologicos y locales en el Sistema Solar. Estos requerimientos sugieren un comportamiento
de la forma [80]

lim f(R) = R+ cte, (E.24)
R—o00
lim f(R) = R, (E.25)
R—0
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que puede ser satisfecho por una clase general de modelos f(R) con una ley de potencias
quebrada, de la forma

c1(R/m?)"
Ry =R-m?>———" " — E.26
f(r) = R AU (1.26)
con n > 0y m? definida como
5o = (8315 Mpc) 2 Qi (E.27)
m? == c .
3 P 0,13 )

en donde py = p(log a = 0) es la densidad promedio hoy. Las constantes ¢ y ¢ son pardmetros
adimensionales del modelo. El signo de f(R) es elegido de forma tal que resulte

d*f(R)

" _
;= dR?

>0 (E.28)

para R > m?, asegurando asi que la solucién sea estable en el régimen de densidades altas.

A diferencia de otros modelos, no se introduce una constante cosmolégica verdadera en
la teorfa. Sin embargo, para curvaturas grandes comparadas con la escala de masa m?, f(R)
puede expandirse en la forma

2\ N
, C1 o Cl oM
1 R)~R—— — — . E.29
mQ/IgLOf( ) Cgm * C%m < R > ( )

resultando una constante cosmoldgica en el limite ¢;/c3 — 0y c1/co fijo, para los tests de
gravedad locales y cosmoldgicos. Ademds, para un valor finito de ¢;/c3, la curvatura deja
de decrecer con la densidad de materia y el modelo da lugar a una aceleracién similar a la
descripta por el modelo ACDM.

Para estudiar la historia evolutiva de estos modelos, es conveniente primero acotar el
espacio de pardmetros de la f(R) de forma tal que la expansién sea compatible con las
observaciones, es decir, que imite ACDM durante la época de aceleraciéon. Esta condicién
es equivalente a elegir un valor para el campo hoy tal que sea f) = f'(Ina = 0) < 1 o,
equivalentemente, Ry > m? [30]. Bajo estas condiciones, el desarrollo dado por la ecuacién
(E.29) vale para toda la historia evolutiva pasada, y la curvatura puede aproximarse de la
forma

R=k%p—2f ~ n2p+20—1m2, (E.30)
C2

en donde el término 2f es casi constante e imita la densidad de energia de una constante
cosmologica. Para aproximar la historia de la expansion a la del modelo ACDM, con una
constante cosmoldgica caracterizada por Q4 y una densidad de materia €2, se considera

2N 6& (E.31)

Cc2 m

dejando de esta manera sélo dos pardmetros libres en el modelo, n y ¢1/c3 = 6Q4/coQm

4Notemos que, como el valor critico de la densidad y del pardmetro de Hubble dependen de f Qm es Qy, sélo
silim,, jc2 50 Q. = Qun, mientras que la densidad de materia en unidades fisicas no cambia (Q, HZ = Q. HZ).

151



Apéndice E. El redshift drift cosmografico en teorias f(R)

Para una historia evolutiva del tipo ACDM plano se tiene entonces

Q
R ~ 3m? <a_3—|—4~—A> , (E.32)
Fo= 1-n4 m?\" (E.33)
B 2\ R ' '

La curvatura y el valor del campo hoy resultan

12
—n—1
’ C1 12
o "3 <Qm > (3

Dado que los tests cosmolégicos y aquellos provenientes del Sistema Solar pueden estu-
diarse convenientemente a través del valor del campo cosmolégico hoy, reescribimos c;/c3 en
funcién de esta cantidad. De esta forma, el modelo queda parametrizado por ny fj.

La ecuacién (E.35) nos permite expresar ci/c3 en términos de los pardmetros n, oy
Qm,o. Asimismo, derivadas de f orden superior pueden ser expresadas en forma andloga en
funcién de las mismas cantidades. Tendremos en cuenta el valor Qmo = 0,274 £ 0,007 [52] y
consideraremos f{; y n como los tnicos pardmetros libres de la teorfa. Bajo estas condiciones,
la ecuacién (E.22) resulta

foln) = % {[g0(590 — 60 + 8 + (g0 — Jjo)?) + (jo — 2)*]4n
+[2(jo + 1) + qo(qo + 6) + s0]922,

+[jo(jo — 8) — 2q0(jo + qo + 8) — 3(s0 + 2)]6{n,,0
+[q0(2(10 + 3g0 — 230) + (g0 — jo)?) + 2(so + 6)]4} ,  (E.36)

con
A = [q0((q0 — jo)* — 640 + 8+ 5q0) + (jo — 2)*]4n + [s0 + a + 8qo + 6]9Q2,
—[3s0 + 18 + 2290 — (jo — 2)% + (2g0 + 1)?)]6Qm.0
+4[q0(2(5q0 + 16 — 45o) + (g0 — jo)?) + 2(s0 + 10 — 2jjo)] - (E.37)

La expresién (E.36) relaciona los pardmetros libres del modelo, fj y n, con Qv los
parametros cinematicos H, ¢, j v s, en donde todas las cantidades estan evaluadas a tiempo
t = hoy. La figura E.1 muestra la relacién fj(n) obtenida con los valores gy = —0,669 £ 0,052,
Jjo =0,284+0,151 y sg = —0,680+0,456 [193], y la correspondiente propagacién de errores. La
curva muestra un comportamiento asintético hacia el valor f = 1, que corresponde al limite
de Relatividad General. Se incluye también la cota obtenida a partir de experimentos en el
Sistema Solar, dada por |f) — 1| < 0,1 [30]. Luego, a partir de este itimo limite, observamos
que las restricciones provenientes del redshift drift favorecen valores para n mayores que 3,
aproximadamente, en acuerdo con las cotas encontradas anteriormente en [305].
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Figura E.1: Limites impuestos en el espacio de pardmetros correspondiente al modelo pro-
puesto por Hu y Sawicki (resultados de autoria propia, publicados en [192]). La curva llena
corresponde a la relacién entre f y n obtenida a partir de la ecuacién (E.22). Las lineas a
trazos representan la propagacion de los errores en las mediciones de los parametros cinemati-
cos y la densidad de materia. La regién sombreada indica los valores de f} que estdan en buen
acuerdo con los limites obtenidos a partir de experimentos en el Sistema Solar.

E.2.2. Ejemplo 2: gravedad exponencial

Analizaremos ahora las restricciones impuestas por la ecuacién (E.22) sobre el modelo de
gravedad modificada exponencial propuesto en [302]. La funcién f(R) viene dada en este caso
por la expresion

f(R) =R —cr[l —exp(—R/r)], (E.38)

en donde ¢ y r son dos pardmetros positivos del modelo. Esta f(R) fue especificamente elegida
para: (i) prescindir de una constante cosmolégica en el modelo (notemos que la funcién se
anula en el limite de curvatura baja); (ii) recuperar Relatividad General en el régimen de
curvatura grande; (iii) incorporar una transicién de escala (a través del pardmetro r), para
ser ajustada a partir de observaciones, en lugar de ser predefinida a partir del valor Rg; y (iv)
recuperar Relatividad General en los regimenes de curvatura grande local, como en el caso
del Sistema Solar o de galaxias.
El producto ¢r puede escribirse en términos de €y, o como [302]

cr =6m*(Q 1 —1). (E.39)

m,0
La ecuacién (E.22) para la forma exponencial de la funcién f(R) da lugar a una relacién
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explicita entre los parametros adimensionales ¢ y r/m?, a saber

r 1 .
c <W> =B {[(3+s0+2jo(qo + 1) — (qo — 1)*)

,
—(qo(qo0 + 5) + s0 + qg + 350)Um,0] 62, 0—3

+4(1+ g0 — jo) + (90 — J0)*]36 (Um0 — 1) } exp ( (_— qO)) . (E.40)

m2 Qm,O

con

B {[qo(q0+8) + 6+ 500 (5 ) [(ex < 6(1 — g0 > ]

—6[4(1 + g0 — o) + (g0 — Jo) ]exp( 1_% )

+6[g0(qo(q0 + 7) + 4+ s0) + (jo — 1)* — 1] }Qm0< ;)
—[(jo — 2)* + qo((q0 — jo)* + 8 — 6jo + 50)]36 . (E.41)

Esta expresion, junto con la ecuacién (E.39), se muestra en la figura E.2, en donde tuvimos
en cuenta que la distancia a la superficie de ultimo scattering del fondo césmico de radiacion
puede ajustarse a aquella estimada por el modelo ACDM con el valor de densidad presente
Q0 = 0,2 sélo si ¢ > 1,5 [302]. La interseccién de ambas curvas (con sus respectivos errores)
se da para valores ¢ 2 6, con lo cual se tiene que r/m? < 2,7. Es importante notar que el
rango de los posibles valores que puede tomar el parametro ¢ calculado a partir del presente
método (¢ > 1,27) mejora las cotas antes encontradas en [300].

E.2.3. Discusion

Diferentes teorias alternativas han sido estudiadas con el propésito de resolver los problemas
asociados a la Relatividad General, tanto en el régimen de campo débil como fuerte [307].
En particular, ciertas teorias f(R) de la gravitacién son capaces de reproducir una expansion
acelerada del universo sin la necesidad de proponer una constante cosmoldgica ni la existencia
de “energia oscura”, satisfaciendo con éxito los limites impuestos por observaciones galacticas
y del Sistema Solar.

Motivados por este escenario, hemos desarrollado un método para establecer cotas sobre
los pardmetros libres de teorfas f(R). El mismo se basa en la comparacién de dos desarrollos
en series de potencias de z, validos para cualquier observable cosmolégico que pueda ser
escrito en términos de H(z). El primer desarrollo es puramente cosmogréfico (es decir, que es
independiente de la dindmica que domina la evolucion del factor de escala y sélo supone una
métrica homogénea e isétropa), mientras que el segundo se basa en la dependencia de H(z)
con z impuesta por las ecuaciones de campo gravitacional caracteristicas de las teorias f(R).
La comparacién de ambos desarrollos da como resultado una relacion entre f, sus derivadas, y
los pardmetros cineméticos (con todas estas cantidades evaluadas a z = 0). Dichas relaciones
deben ser satisfechas por cualquier teorfa f(R).

En particular, cuando trabajamos con el redshift drift, el método permite estimar cotas
de diferentes f(R). Para el caso del modelo propuesto por Hu & Sawicki [30], encontramos
cotas para el parametro n que estan en buen acuerdo con aquellos valores calculados a partir
de otros observables. Para el caso de la teorfa de gravedad exponencial estudiada en [302],
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Figura E.2: Restricciones en el espacio de parametros de la teoria de gravedad exponencial
encontradas a partir del tratamiento cosmografico del redshift drift (lineas continuas), y aque-
llas dadas por la relacién (E.39) entre los pardmetros libres de la teorfa (lineas de trazos).
En ambos casos, las curvas més finas representan la propagacion de errores que se arrastra
de la estimacién de los pardmetros cinematicos y la densidad de materia a tiempo presente
(resultados de autoria propia, publicados en [192]).

el limite obtenido para el parametro ¢ es mas fuerte que aquellos previamente obtenidos
utilizando otros criterios. Por otra parte, encontramos un limite adicional para el pardmetro
r/m?, que no presentaba cotas previas [192].

Por otra parte, cabe resaltar que el método que desarrollamos no queda restringido sélo a
las teorfas f(R), sino que puede ser aplicado a cualquier teoria alternativa de la gravitacién
que respete las hipétesis de homogeneidad e isotropia impuestas por la métrica de FLRW.
Asimismo, los limites encontrados a partir del desarrollo cosmografico del redshift drift pueden
complementarse con otros criterios que restringen las f(R), como es el caso de las condiciones
de energia [79], con el objetivo de poder decidir si una dada teoria f(R) es viable o no.
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