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得益于量子信息理论的发展, 保真度、纠缠熵等概念被引入到量子相变的研究中, 不仅能用来标识新奇

的物质相, 还能用来探测量子相变的临界点以及描绘其临界行为. 从度量空间的角度来看, 这些物理量都可

以被理解为度量空间中两个函数的距离 . 本文利用波函数和实空间中密度分布函数的距离 , 研究了以广义

Aubry-André-Harper模型为代表的准周期系统, 发现该方法不仅能标识拓展相、临界相和局域相, 还能找到

准确的相变点并计算出临界指数. 此外, 不仅将度量空间方法推广到波包扩散动力学研究, 还提出了一种新

的量, 即态密度分布函数的距离, 发现上述定义的两种物理量都能标识不同的物质相及相变点. 通过定义某

个函数在不同参数下的距离 , 不仅为标识已知系统相变点提供了研究工具 , 还为探测未知系统的不同物质

相、相变点及其临界行为提供了一种直观的方法.
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1   引　言

与经典相变主要由热涨落主导的特点不同, 量

子相变是指通过改变非热控制参数触发体系的基

态性质在临界点上的突变 [1,2]. 随着拓扑相变、多体

局域化、动力学相变等概念的出现, 如何理解这些

新奇物质相的性质, 用合适的可观测量去标识不同

的物质相及相变点, 描绘体系在相变点附近的临界

行为成为一个重要课题, 并引起了广大研究者的兴

趣. 得益于量子信息理论的发展, 保真度 [1,3–5]、纠

缠熵 [6,7]、Fisher信息熵 [8–12]、错时序关联 (out of

time ordered correlation, OTOC)函数 [13–15] 等物

理量被引入到量子相变的研究中, 不仅在理论和数

值模拟中成功标识了体系的相变点、临界指数及其

普适类, 还在实验中得到验证和应用.

上述量子信息中的概念, 在数学上可以看作不

同的波函数或密度分布函数在希尔伯特空间中的

距离, 是对某两个波函数或密度分布函数差异化的

度量. 希尔伯特空间作为量子态存在的空间, 不仅

是一个内积空间, 同时还是一个度量空间, 可以定

义不同矢量间的距离. D’Amico等 [16–18] 引入度量

空间方法, 提出了计算不同参数下体系的基态波函

数和密度分布函数的距离, 继而发现在一些情形中

二者是近线性映射关系. 他们不仅用该方法发展了

密度泛函理论, 还用来度量量子非平衡动力学系统

的绝热程度 [19]. 至此, 我们还可以提出一些开放性

的问题. 例如, 是否可以用上述的两种距离去度量
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量子相变, 能否标识不同的物质相、相变点以及描

绘相变点附近的临界行为, 进而求解出临界指数?

是否可以得到与保真度、纠缠熵等量子信息中的物

理量相同的结果? 除了上述两个距离, 是否还能定

义不同的距离量？譬如不同非热控制参数下体系

的态密度分布函数, 是否可以用来标识相变? 本文

以广义 Aubry-André-Harper (AAH)模型为例, 试

图回答上述问题.

广义 AAH模型是一类具有准无序项的紧束缚

格点模型. 对于一维无相互作用的含有准无序势和

最近邻跃迁项的 AAH模型, 可以看作将一维安德

森无序模型的随机势替换成准无序势. 相比于安德

森无序模型在一维、二维情况下没有相变, 该模型

在一维情形下, 即可观测到随着准无序外势的变化

体系呈现波函数的拓展——安德森局域相变, 且在

相变点上波函数和能谱呈现出奇异的分形结构 [20–22].

随着理论上对其拓展情况——广义 AAH模型研

究的深入, 包括引入非厄米项、多体相互作用项、

长程跃迁项、p 波配对项研究其能谱的实-复转变、

拓扑相变等 [23–28], 以及其在冷原子 [26,29,30]、光晶

格 [31–34]、超导量子比特平台 [35,36] 的实验实现, 广

义 AAH模型成为了理解安德森局域化、多体局域

化的重要平台. 本文将量子信息中的度量空间方法

引入到广义 AAH模型中, 讨论波函数的距离、度

量空间的距离是否能够标识广义 AAH模型中丰

富的物质相, 并且试图将波函数的度量空间方法推

广到态密度分布函数的度量空间中去.

本文的结构如下: 第 2节介绍度量空间及距离

等相关概念, 讨论常见的度量空间中的距离和系统

间波函数性质之间的关系, 同时给出广义 AAH模

型; 第 3节将度量空间方法应用到准周期系统中,

成功标识不同的物质相、相变点及临界指数; 第

4节将度量空间方法中的波函数、密度分布距离推

广到动力学距离和态密度距离, 并应用到准周期系

统中去; 第 5节总结结果并展望. 

2   度量空间和模型

度量空间由一个非空集 X 和一个度量 (距离)

函数 D 组成, 记作 (X, D). 在一个度量空间中, 集

合 X 中的元素被称为点, 而度量或距离函数 D 定

义了点之间的距离. 度量函数 D 满足以下性质: 

D(x, y) ⩾ 0 ; D(x, y) = 0 ⇔ x = y, (1)
 

D(x, y) = D(y, x) (2)
 

D(x, y) ⩽ D(x, z) +D(y, z), (3)

其中 x, y, z 为集合 X 中的元素. 最典型的距离是

欧几里得距离, 广义的欧几里得距离定义为 

D(f1, f2) =
p
√∫

|f1(x)− f2(x)|pdx, (4)

ψ

当 p = 2, 即我们熟悉的欧几里得距离的定义. 在

量子力学中, 用以表征系统状态的波函数通常可以

构成一个希尔伯特空间——完备的内积空间. 希尔

伯特空间在数学上结合了向量空间和度量空间这

两种不同类型空间的性质. 具体来说, 希尔伯特空

间作为一个向量空间, 满足向量的线性组合和加法

运算的性质, 可以描述向量间的线性关系, 进行向

量的加法、数乘等运算. 同时, 希尔伯特空间也是

一个度量空间, 它具有度量的概念. 通过引入一个

合适的度量, 可以定义度量空间中的波函数  的距

离函数 [18]. 

Dψ(ψ1, ψ2) =

√∫
|ψ1(x)− ψ2(x)|2dx

=

√∫
(|ψ1|2 + |ψ2|2)dx− 2

∣∣∣∣∫ ψ∗
1ψ2dx

∣∣∣∣. (5)

√
2N

ρ

这个距离函数可以衡量两个波函数之间的相似程

度. 对于具有 N 个粒子的量子体系, 当该度量的值

为  时, 表示它们在空间中正交或完全不相似;

当度量为 0时, 则代表两者完全相同. 利用同样的

方法, 可以在度量空间中定义出任意两个密度分布

函数  之间的距离函数 [18]: 

Dρ(ρ1, ρ2)

=

∫ √
|ρ1(x)|2 + |ρ2(x)|2 − 2ρ1(x)ρ2(x)dx, (6)

其中, 

ρ(x) =

∫
|ψ(x, x2, · · · , xN )|2dx2 · · · dxN , (7)

对于具有 N 个粒子的量子体系 , 当该度量接近

2N 时, 表示这两个体系下的密度分布完全不相似;

当度量接近 0时, 则代表两者非常相似.

本文把度量空间应用于具有非公度非对角调

制的一维广义 AAH模型, 其哈密顿量为 
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Ĥ =

L∑
n

Jn(ĉ
†
n+1ĉn + h.c.) +

∑
n

λnĉ
†
nĉn, (8)

ĉ†n(ĉn)

Jn λn

其中 L 为晶格长度,    为硬核玻色子的产生

(湮灭)算符.   和  分别为最近邻跃迁和在位势,

它们的表达式分别为 

Jn = −J + δ cos(2παn+ ϕ1), (9)
 

λn = λ cos(2παn+ ϕ2), (10)

α = (
√
5− 1)/2 δ λ

ϕ1 ϕ2

2π

其中无理数   ,    和   分别为非对角

无序势强度和对角无序势强度.   和  为两个相

位, 它们的取值范围是 0—  . 在本文中, 考虑周

期性边界条件.

δ = 0

λ/J = 2 λ/J < 2

λ/J > 2

δ

ϕ1

ϕ1 = (
√
5− 1)π/2

当  时, 该模型等价于 AAH模型. 该模型

拓展到局域的转变点是  , 当  时, 所

有的本征态弥散在整个实空间中, 称为拓展态; 当

 时, 所有的本征态都局域在实空间中的一

点, 称为局域态. 当   ≠0时, 该模型可称为广义

AAH模型, 包含对角调制和非对角调制. 在保持其

他参数不变的情况下, 仅通过改变  的值, 就可以

引起拓展-局域、拓展-临界转变相边界的改变 [37].

不失一般性, 本文选取   , 处在该

相位的系统提供了一个较大的临界区, 这为研究拓

展-临界的转变提供了良好的平台. 此外, 本文将

设 J = 1作为能量单位.

通常用于描述系统局域-拓展性质的量为逆参

与率 (inverse participation ratio, IPR): 

IPRj =
L∑
n=1

|ψjn|4,

ψj

L→ ∞
IPR → 0

IPR → 1 0 < IPR < 1

ψ

这里, n 代表第 n 个格点,   代表系统的第 j 个本

征态. 在热力学极限下, 即  , 如果一个态是

拓展的, 容易验证其  ; 若这个态是局域的,

则   .当   , 则代表这个态为临界

态. IPR可以理解成 p = 4时的波函数   到原点

(波函数处处为零) 的距离: 

IPRj = D4(ψj , 0) =

L∑
n=1

|ψjn − 0|4. (11)

除此之外, 由内积运算定义的用于衡量两个波函数

相似程度的保真度: 

F (ψ1, ψ2) =

∣∣∣∣ ∫ ψ∗
1(x)ψ2(x)dx

∣∣∣∣, (12)

也被证实为一种有效的研究准周期系统的量 [2-5],

它同样也与距离的定义有联系: 

F (ψ1, ψ2) = N −D2
ψ(ψ1, ψ2)/2. (13)

 

3   度量空间方法在量子相变中的应用
 

3.1    拓展-局域相变的研究

λ

λ = 0.01, δ = 0

D(ψref, ψ) D(ρref, ρ)

为了探究 AAH模型中拓展-局域相变, 探索了

波函数距离和密度距离随着无序强度  的变化. 参

考点的选择是十分重要的, 它衡量待测系统与给定

的参考系统之间的差距. 由于这里考虑的是拓展-

局域相变, 一个十分自然的选择是以拓展相为参考

系统, 从而衡量随着参数的变化系统发生的相变行

为. 首先考虑一个处于拓展态的系统为参考系统,

参数选择  , 以该系统的各个本征态

为参考态 . 从而进一步给出平均波函数距离

 和平均密度距离  : 

D(ρref, ρ) =
1

L

L∑
j=1

D(ρjref, ρ
j), (14)

 

D(ψref, ψ) =
1

L

L∑
j=1

D(ψjref, ψ
j), (15)

其中, j 代表第 j 个本征态.

D(ψref, ψ) D(ρref, ρ)

D(ψref, ψ) D(ρref, ρ)

D(ψref, ψ) = 1.0

D’Amico等 [16–19] 在多种模型的数值研究中发

现, 基态波函数和密度之间的霍恩贝格-科恩映射

(Hohenberg-Kohn mapping)可推广到度量空间

中, 即波函数距离和密度距离之间存在近线性映射

关系. 那么, 该结论在无序体系中是否依旧成立?

此处, 以   和   为物理量探求该问

题的答案. 如图 1主图所示,   和 

大体上仍呈近线性映射关系, 但在 

处两者之间存在一定的偏离. 该偏离源自于这两个

物理量平均了激发态的信息, 而激发态波函数距离

和密度距离之间存在更复杂的映射关系. 但激发态

的复杂性总体上仍然保持了平均波函数距离和密

度距离间的一一映射关系. 因此无序体系中的霍恩

贝格-科恩映射也可推广到度量空间中, 即密度距

离和相关波函数距离之间的映射仍然是可逆的.

λ < 2

λ λ < 2

除了映射关系, 我们更关心在度量空间中是否

也能显示出量子相变并给出相变点. 如图 1(a)所

示, 当  , 即系统处于拓展相时, 平均密度距离

随着   的增加而增加. 这说明尽管   , 由无序

强度控制相变的准周期系统都处于拓展相, 但是平
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λ = 2

λ = 2

λ > 2

2

λ

λ = 2

均密度距离显示出在度量空间中拓展相与拓展相

仍是不尽相同的. 因此想要通过这个量去判断系统

是否产生相变, 并不能简单地由距离的大小去判

断. 当  时平均密度距离产生了一个跃变行为,

这与之前近线性的增长行为不一致, 说明  是

发生相变的一个临界点. 当   , 平均密度距离

逐渐趋于最大值  , 并维持该值不变, 这意味着体

系此时处于局域相. 图 1(b)展示的是平均波函数

距离随着无序势强度  的变化, 与平均密度距离具

有类似的行为, 同样可以得到临界点  .
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图  1　不同尺寸下平均波函数距离随平均密度距离的变

化. 插图 (a), (b)的横坐标皆为无序强度   , 纵坐标分别为

平均密度距离和平均波函数距离. 不同颜色的线代表不同

尺寸下的结果, 无序平均次数取为 50

λ

Fig. 1. Variation of average wave function distance with the

average density distance. Abscissa of panels (a) and (b) are

the disorder intensity    , and the ordinates are the average

density distance  and  average  wave  function  distance,   re-

spectively.  Color  bar  represents  the  result  under  different

size, and the disorder realizations are 50.
 

以上是利用度量空间中的平均波函数距离和

密度距离的变化规律对相变点做出了判断, 进一

步, 一阶平均波函数距离和密度距离的有限尺寸分

析为这一判断提供了更强有力的说明. 令人惊喜的

是, 它不仅能够定位出一维 AAH模型相变点, 还

能提取出该模型的相变点的关联长度临界指数. 一

阶平均波函数距离被定义为 

∆D(ψref, ψ) =
D(ψref, ψ(λ+∆λ)−D(ψref, ψ(λ))

∆λ
.

(16)

同理, 可以得到一阶平均密度距离: 

∆D(ρref, ρ) =
D(ρref, ρ(λ+∆λ)−D(ρref, ρ(λ))

∆λ
.

(17)

λ

λ = 2

如图 2(a)和图 2(b)所示, 不同晶格尺寸 (L =

144, 233, 377, 610)下, 一维 AAH模型的一阶平

均波函数距离和密度距离作为无序强度  的函数,

其最大值总是位于  附近. 这说明在该点系统

的物质相产生了剧烈的变化, 为该模型的相变点.

出现这一现象的原因与保真磁化率在相变点处的

变化是相同的 [3]. 假设标度方程为 

∆̃D ∝ (λ− λC)L
1/v, (18)

由此可得, 不同尺寸下的一阶平均波函数距离和密

度距离的曲线应当塌缩至同一条理论曲线上.

{∆Dfit(λi)}
∆D(λ)

通过标度方程 (18), 拟合得到函数  ,

计算数据点  与该拟合结果的标准差:
 

Std(λC, v) =

√√√√ 1

m

m∑
i

(∆D(λi)−∆Dfit(λi)). (19)

λC = 2, v = 1.00

λC = 2,

v = 1.00

∆̃D(ψref, ψ)=∆D(ψref, ψ) ∆D(ψref, ψ)max

∆̃D(ρref, ρ)=∆D(ρref, ρ)

∆D(ρref, ρ)max (λ− λC)L
1/v

∆̃D ∝ (λ− λC)L
1/v

λC = 2

v = 1.00

如图 2(c), (d)所示 , 当   时显

示为深红色, 表示此时误差最小且接近 0. 取 

 代入标度方程, 可以得到缩放一阶平均波

函数距离  / 

及缩放一阶平均密度距离  /

 作为缩放变量   的函数 .

如图 2(e)和图 2(f)所示, 图 2(a)和图 2(b)中所有

的曲线都塌缩至一条曲线上, 这不仅说明了假定的

标度方程   的正确性, 还进一步

给出了 AAH模型的相变点   及其关联长度

临界指数  
[3,37]. 

3.2    拓展-临界相变的研究

λ = 0.01, δ = 0

λ δ

δ λ λ < 2,

δ < 1 D(ρref, ρ) < 1.2

δ > 1, λ > 2δ D(ρref, ρ) ≈ 2

D(ρref, ρ)

通过上述的分析可知, 在度量空间中拓展相与

拓展相之间仍存在差异, 拓展相与局域相之间的差

异则基本恒定, 且趋于其在空间中的最大值. 那么

拓展相与临界相之间的差异又如何? 广义 AAH模

型为利用度量空间的概念去研究拓展-临界相变提

供了良好的研究平台. 同样, 以   为

参考系统, 由于在之前的分析中, 波函数距离和密

度距离两者的表现结果基本相同, 此处仅给出密度

距离与   和   的关系. 如图 3所示, 横坐标为非对

角无序势   , 纵坐标为对角无序势   . 当  

 时,    , 即绿色区, 体系处于拓

展相; 当  时,   , 即蓝色区,

体系处于局域相. 除此之外的区域, 体系都处于临

界相. 该区域的色块并非同一,   的值介于
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1.2—1.84 2 之间但没有达到最大值  , 这说明临界相

与拓展相具有一定的相似性. 由于临界相与临界相

之间也不全是相同的, 所以选定拓展相为参考态

时, 在临界区呈现出了少部分不一致的区块. 至于

不同的临界相之间具体有什么区别, 会带来什么不

同的现象, 仍需要用除度量空间外的方法进一步研

究. 利用密度距离给出的相图与文献 [37]给出的

IPR相图一致, 这说明从度量空间角度分析量子系

统的相变现象是一种有效的方法. 

4   动力学距离和态密度距离

度量空间这一概念具有广泛的适用性, 本节将

其应用到波包扩散的动力学和系统的能谱性质研

究中, 以期在度量空间中获得更多关于系统的信

息. 一是通过动力学波函数距离和密度距离探索不

同的物质相对系统的演化速率的影响; 二是通过定

义新的物理量——态密度距离, 探求不同物质相之
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图 2    一维 AAH模型中一阶平均波函数距离和密度距离的有限尺度分析　(a), (b)不同尺寸下一阶平均波函数距离和密度距离

随无序强度   的变化; (c), (d)不同拟合参数下, 有限尺寸分析的误差   , 颜色棒的深浅为误差的大小; (e), (f)缩放一阶

平均波函数距离及缩放一阶平均密度距离作为缩放变量   的函数. 无序平均次数为 50次

λ

Std(λC, v)

(λ− λC)L
1/v

Fig. 2. Finite  scale  analysis  of  the  first-order  average  wave  function  distance  and  density  distance  in  the  one-dimensional  AAH

model:  (a),  (b)  Variation  of  first-order  average  wave  function  distance  and  density  distance  with  disordered  intensity      under

different sizes; (c), (d) error of finite size analysis under different fitting parameters    . Color bar represents the value of

the error; (e), (f) scaling of the first-order average wave function distance and the first-order average density distance as a function

of the scaling variable   . The disorder realizations are 50.
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λ = 0 δ = 0

间能谱的差距. 令人惊喜的是, 这两种推广方法同

样能够揭示量子相变的存在, 为我们提供了更丰富

的分析手段和视角, 进而更全面地分析和解释系统

中的特性变化. 在以下研究中, 仅验证图 3中横轴

(  )和纵轴 (  )所展现的两种相变情况.
 

4.1    动力学距离

|ψref⟩ =
∑L

n=1
cn|n⟩

|cn|2 ≡ 1/L |n⟩
t = 0 x0 = L/2

|ψ(0)⟩ = |x0⟩ |ψ(0)⟩
t |ψ(t)⟩ = e−iĤt|ψ(0)⟩

ρref = |ψref⟩⟨ψref|, ρ(t) = |ψ(t)⟩⟨ψ(t)|

由于处于不同相的系统具有不同的动力学行

为, 因此在度量空间中观察系统的动力学演化也为

量子相变的研究提供了一种新思路 . 下面基于

AAH模型和广义 AAH模型, 讨论拓展、临界和局

域三种不同相下密度距离的动力学演化行为. 在该

研究中, 选择粒子以相同概率分布在各个格点的理

想情况下的拓展态   为参考态,

其中  ,   代表粒子位于第 n 个格点处

的占据态. 假设在   时, 粒子局域于  

格点处, 那么   ,    即为选定的初

态.    时刻的波函数可表示为   .

可以得到   . 由

方程 (6)即可得动力学密度距离: 

D(ρref, ρ(t))=

∫ √
|ρref|2+|ρ(t)|2 − 2ρrefρ(t)dx. (20)

D(ψref, ψ(t))动力学波函数距离  也可用相同的方法

得到. 由于波函数距离和密度距离之间具有一一映

射关系, 下文仅展示动力学密度距离的结果.

δ = 0 λ

λ = 2

δ = 0 λ ∈ (0, 4)

λ D(ρref, ρ(t)) t

t = 0

D(ρref, ρ(t))

λ

λ = 0 δ δ/J = 1

λ = 0 δ ∈ (0, 4)

D(ρref, ρ)

δ

由图 3的相图可知, 当   , 随着   的增加,

体系在   处发生拓展-局域转变. 如图 4(a)所

示, 选择  ,   的参数范围, 从下至上无

序强度  逐渐增加. 在蓝线区域  随着 

的增加而减小. 在  时, 体系尚未开始演化, 此

时体系处于局域态, 与参考态间存在巨大的差异,

因此动力学密度距离呈现最大值 2. 但随着体系的

演化, 动力学密度距离的值下降. 这是因为系统逐

渐演化至拓展相, 体系与参考态所处的相逐渐接

近, 两者的距离不断减小. 而在红线处 

的值一直在 2附近振荡, 这代表此时体系与参考态

的距离最大, 体系没有产生较大的变化, 仍处于局

域相. 从蓝线到红线的变化, 展现了拓展-局域转

变, 这与定态情况下无序强度  控制 AAH模型产

生相变的规律是一致的. 正如前文所言, 广义 AAH

模型为研究拓展-临界相变提供了便利. 同样, 由

图 3可知, 当  , 随  的增长体系在  处

发生拓展-临界转变. 选择  ,   的参数

范围, 在该条线上展现了动力学密度距离随拓展-

临界转变的变化. 图 4(b)密度距离的动力学演化

看似与图 4(a)一致 , 但仍然存在差异 . 首先是

 只有少数几条粉色线的值趋于 2, 而大多

数红色线的密度距离的值是介于 1.75—2之间的.

这说明在  处于一个较大值时, 体系并非为局域相,

而是稳定在了一个拓展与局域之间的相, 即临界

相. 其次是图 4(a)与图 4(b)中蓝线的疏密程度不

同, 图 4(b)中的线条明显比图 4(a)稀疏, 这说明拓

展-临界产生相变点的位置早于拓展-局域产生相变

的位置.

D(ρref, ρ(t)) t

为了进一步从密度距离的动力学行为中得

到明确的相变点 , 首先给定了动力学密度距离

 随时间  变化快慢的幂律关系:
 

D(ρref, ρ) ∼ t−γ , (21)

γ λ δ

λ |γ|
λ = 2

γ δ δ = 1 γ

δ = 1

并在图 4(c)和图 4(d)中分别展示了   作为   和  

的函数的变化. 在图 4(c)中, 不同尺寸下都具有相

似的行为 , 即随着   的增加   逐渐增加 , 并在

 减小至 0不再变化. 这个过程明显展现了拓

展到局域的转变, 并给出了相变点. 同样可以得到

 与   的关系, 如图 4(d)所示. 在   处,    稳定

于一个略小于 0的值, 尺寸越大效果越明显, 这说

明在  处产生了拓展-临界相变.
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图 3    广义 AAH模型的相图 . 颜色的深浅代表  

的大小, 这里选择   . 绿色区域 A为拓展相, 橙色区

域 B为临界相 , 蓝色区域 C为局域相 . 无序平均的次数取

为 50次

D(ρref, ρ)

L = 610

Fig. 3. Phase  diagram  of  the  extended  AAH  model.  Color

bar represents the value of   , calculated for chains

of  length    . Green  region  A  represents  the   exten-

ded phase, the orange region B represents the critical phase,

and the  blue  region  C  represents  the  localized  phase.  Dis-

order realizations are 50.

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 4 (2024)    040501

040501-6

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


4.2    态密度距离

g(E)

上述内容显示, 波函数距离和密度距离两种度

量在静力学和动力学研究中均可用于找到量子相

变点, 这启发我们将该度量函数推广至态密度分布

函数  ,
 

D(gref(E), g(E)) =
∑

j

√
(gref(Ej)− g(Ej))2, (22)

Ei其中,   为约化能量:
 

Ej =
εj − εmin

εmax − εmin
, (23)

ε λ = 0.01, δ = 0

δ = 0

λ λ

λ = 2

式中   为系统的本征能量. 以   为参

考系统, 如图 5(a)所示, 蓝线为  , 态密度距离

随   的变化曲线. 态密度距离随着   的增大, 经历

了一个先增加再减小的变化, 在临界点  处达

到最大值, 态密度距离的这种变化代表了拓展-局

域转变. 由此可以推测出即便从波函数的角度来

看, 处于拓展相的系统与临界相的系统之间的差异
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图 4    密度距离的动力学演化　(a)   , 由蓝线至红线,   逐渐增大; (b)   , 由蓝线至红线,   逐渐增大; (c)不同尺寸下,

 作为无序强度   的函数; (d)不同尺寸下,   作为无序强度   的函数

λ δ = 0

δ λ = 0 γ λ

γ δ

Fig. 4. Dynamical evolution of the density distance: (a) From the blue to the red line, the    gradually increases (  ); (b) from

the blue to the red line, the    gradually increases (  ); (c) under different sizes,    is a function of disorder intensity   ; (d) under

different sizes,    is a function of disorder intensity   .
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图 5    态密度距离图　(a)在 L = 610下, 以   为参考系统的态密度距离随参数的变化. 红线为当   , 态密度距

离随参数   的变化 . 蓝线为当   , 态密度距离随参数   的变化 . (b)以基态为零能点 , 当   ,   , 即红线、蓝

线、绿线, 分别代表拓展态、临界态和局域态的约化态密度图. 无序平均次数为 50次

λ δ

δ λ = 0

λ δ = 0

δ = 0 λ = 1.0, 2.0, 4.0

Fig. 5. Density of state distance: (a) At L = 610, density of state distance of the reference system varies with parameters    and   .

The red line represents the variation of the density-of-state distance with parameter     when    . The blue line represents the

variation of the density of state distance with parameter    when   . (b) Reduced density of states by taking the ground state

as the zero-energy point.   ,   , namely, the red line, blue line, and green line, respectively, represent the exten-

ded state, critical state, and localized state. The disorder realizations are 50.

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 4 (2024)    040501

040501-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


λ = 0

δ δ

δ = 1

δ = 1

并不特别明显, 而是与处于局域相的系统之间的差

异性最大. 但从能谱的角度来看, 反而是处于拓展

相的系统与局域相的系统之间比较接近, 而与处于

临界相的系统具有较大的差异. 图 5(a)中的红线

进一步说明了拓展相的能谱与临界相的能谱间具

有较大的差距. 红线展现的是当   , 态密度距

离随  的变化. 在该参数范围内, 随着  的增大, 态

密度距离先增大并在  处趋于一个饱和值, 体

系经历了拓展临界相变 , 相变即为   . 这与

3.2节及 4.1节中的结论是一致的. 为了易于理解,

图 5(b)给出了不同相的态密度分布图像. 红线、蓝

线、绿线分别代表拓展态、临界态和局域态的约化

态密度图. 从图中能够很直观地看出, 临界态的态

密度与其他两个相具有非常大的不同. 临界相的能

谱具有丰富的分型结构, 这可能是导致其与其他相

的态密度距离相差巨大的原因, 而这种特殊的结构

能够从态密度距离中体现出来. 

5   总结与展望

本文介绍了度量空间中的距离的概念, 用这一

概念理解了 IPR和保真度, 并且用波函数距离和

密度分布函数距离研究了广义 AAH模型的相图,

发现不仅可以标识不同的物质相, 给出准确的相变

点, 还能计算出与其他文献相符的临界指数. 在此

基础上, 将距离推广到波包扩散动力学和态密度分

布函数距离中, 都得到了一致的结果. 这一研究不

仅有助于理解现有的物理量, 同时提供了一种直观

的探测新奇物质态的方式——直接比较系统在不

同非热参数下的本征态、密度分布、态密度分布函

数的差异, 找到不同的物质相和准确的相变点, 并

描绘其临界行为. 距离这一概念同样也易推广到其

他物理量中, 通过比较物理量间的距离变化与波函

数、能谱的距离变化, 或许能够帮助我们找出波函

数或能谱对系统性质的不同影响. 此外由于其简

单、直观和易推广的特点, 这些概念有望在实验中

得到应用.
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Abstract

Due  to  the  rapid  advancement  of  quantum  information  theory,  some  concepts  such  as  fidelity  and

entanglement entropy have been introduced into the study of quantum phase transitions, which can be used not

only to identify novel matter phases but also to detect the critical point and describe the critical behavior of the

quantum  phase  transitions.  From  the  point  of  view  of  the  metric  space,  these  physical  quantities  can  be

understood  as  the  distance  between  the  two  functions  in  the  metric  space.  In  this  work,  we  study  a  class  of

quasi-periodic system represented by the generalized Aubry-André-Harper (AAH) model, by using the distance

between various wavefunctions or density distribution functions in real space. The generalized AAH model, an

ideal platform to understand Anderson localization and other novel quantum phenomena, provides rich phase

diagrams  including  extended,  localized,  even  critical  (multifractal)  phases  and  can  be  realized  in  a  variety  of

experimental  platforms.  In  the  standard  AAH model,  we  find  that  the  extended  and  localized  phases  can  be

identified. In addition, there exists a one-to-one correspondence between two distinct distances. We are able to

precisely  identify  the  critical  point  and  compute  the  critical  exponent  by  fitting  the  numerical  results  of

different  system  sizes.  In  the  off-diagonal  AAH  model,  a  complete  phase  diagram  including  extended  phase,

localized phase,  and critical  phase is  obtained and the distance of  critical  phases  is  intermediate  between the

localized  phase  and  extended  phase.  Meanwhile,  we  apply  the  metric  space  method  to  the  wave  packet

propagation  and  discover  that  depending  on  the  phase,  the  distance  between  wave  functions  or  density

functions exhibits varying dynamical evolution behavior, which is characterized by the exponent of the power-

law  relationship  varying  with  time.  Finally,  the  distance  between  the  state  density  distribution  functions  is

proposed,  and  it  effectively  identifies  distinct  matter  phases  and  critical  points.  The  critical  phase  which

displays  a  multifractal  structure,  when  compared  with  the  other  two  phases,  has  the  large  state  density

distribution function distance. In a word, by defining the distances of a function under different parameters, we

provide not only a physical quantity to identify familiar phase transitions but also an intuitive way to identify

different matter phases of unknown systems, phase transition points, and their critical behaviors.
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