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RESUME

Cette these est consacrée dI'étude de la mesure de Yang—Mills euclidienne sur une surface compacte,
avec pour groupe de structure le groupe unitaire U(/N') ou spécial unitaire SU(V). Cette étude porte
plus précisément sur le comportement asymptotique de cette mesure lorsque IV tend vers I'infini, a
laide des représentations asymptotiques du groupe unitaire.

Le premier chapitre, qui fait office d’introduction au sujet, explique en détails la construction de
cette mesure en développant au préalable les diverses théories sur lesquelles elles sappuie : la théorie
de jauge, les probabilités non-commutatives et les représentations de groupes.

Nous montrons dans le chapitre 2, en nous reposant sur l’article [Lemig], que la fonction de par-
tition de cette mesure de Yang—Mills converge, pour les surfaces compactes orientables de genre su-
périeur ou égal a 1 ou non orientables de genre supérieur ou égal a 2, vers une limite finie qui ne dépend
que du genre, de lorientabilité et de l'aire de la surface sous-jacente.

Dansle chapitre 3, nous construisons partiellement l'objet appelé champ maitre sur les surfaces com-
pactes orientables de genre 1 et plus, qui constitue la limite — au sens des probabilités non-commu-

tatives — du champ aléatoire sur la surface sous-jacente dont la loi est donnée par la mesure de Yang-
Mills.

Principaux résultats de cette these.

- Lethéoréme1.4.10, page 81, concerne la convergence des fonctions de partition pour les surfaces
compactes orientables de genre supérieur ou égala 1;

— Le théoreme 1.4.11, page 82, concerne la convergence des fonctions de partition pour les surfaces
compactes non orientables de genre supérieur ou égal 4 2 ;

— Le théoréme 1.4.12, page 85, concerne la convergence en espérance et en variance des boucles de
Wilson simples pour un lacet simple contractile sur une surface orientable de genre supérieur
ouégalal;

— Le théoreme 1.4.13, page 85, concerne la loi des holonomies le long de lacets d’homologie non
nulle, et la concentration des boucles de Wilson pour des lacets simples non séparants, tous ces
lacets étant sur une surface orientable de genre supérieur ou égal a 1.






ABSTRACT

This thesis is devoted to the study of Yang—Mills measure on a compact surface, with structure
group the unitary group U(V) or special unitary group SU(NV). This study is more precisely about
this measure’s asymptotic behaviour in the large /V limit, using asymptotic representations of the uni-

tary group.

The first chapter, as an introduction to the subject, explains in details the construction of Yang-
Mills measure after having developed the several theories it is based on: gauge theory, noncommutative
probability and group representations.

We show in Chapter 2, based on the article [Lemi9], that the partition function of this Yang—Mills
measure converges, for orientable surfaces of genus greater or equal to 1 and non-orientable surfaces
of genus greater or equal to 2, to a finite limit that only depends on the genus, the orientability and
the area of the underlying surface.

In Chapter 3 we partially construct the so-called master field on orientable compact surfaces of
genus greater or equal to 1, which is the limit — in a non-commutative probabilistic sense — to the
random field on the underlying surface whose distribution is given by Yang—Mills measure.

Main results of this thesis.

— Theorem 1.4.10, page 81, concerns the convergence of the partition function for compact ori-
entable surfaces of genus greater or equal to 1;

— Theorem 1.4.11, page 82, concerns the convergence of the partition function for compact non-
orientable surfaces of genus greater or equal to 2;

— Theorem 1.4.12, page 85, concerns the convergence of Wilson loop expectation and variance for
a contractible simple loop on an orientable surface of genus greater or equal to 1;

— Theorem 1.4.13, page 85, concerns the distribution of holonomies along loops with nonzero
homology, and a concentration result about simple nonseparating loops, all these loops being
on an orientable surface with genus g > 1.






INTRODUCTION (FR)

Les théories de jauge sont des théorie des champs sur des variétés qui jouent le role de 'espace-temps,
et telles que les champs associés soient invariants par I'action d’un certain groupe de transformation,
appelé le groupe de structure. La théorie de Yang—Mills euclidienne en deux dimensions est une ver-
sion simplifiée de la théorie de jauge utilisée dans le Modele Standard de la physique des particules ;
elle peut étre vue comme un modele-jouet ot tout peut étre défini convenablement, tandis que la
théorie de Yang—Mills quantique a quatre dimensions est loin d’étre bien comprise d’un point de vue
mathématique. En effet, le formalisme des intégrales de chemins utilisé en physique théorique peut
étre rendu rigoureux lorsque I'espace-temps est 4 deux dimensions. Cette théorie est devenu un champ
d’application des probabilités depuis que Migdal [Mig7s] a décrit la mesure de Yang—Mills sur le plan
euclidien R? 4 'aide du noyau de la chaleur sur le groupe de structure. Apres cette découverte, il est
devenu possible de considérer la théorie de Yang—Mills 4 travers le prisme des matrices aléatoires, ce
qui est le point de vue que nous adoptons dans cette these.

Le premier chapitre peut étre considéré comme un cours sur la théorie de Yang—Mills en deux
dimensions, et est écrit en frangais. Il couvre les prérequis en géométrie différentielle, en théorie
des représentations et en probabilités non-commutatives nécessaires a la construction du processus
d’holonomie de Yang-Mills, que nous esquissons ci-apres. D’apres les travaux de T. Lévy [Lévos,
Lévio], on considere une surface compacte connexe sans bord ¥, un groupe compact G, et un graphe
orienté G = (V,E, E*, ) plongé dans ¥ tel que toutes ses faces soient homéomorphes a des disques.
Le champ d’holonomie de Yang-Mills est un processus stochastique (Hy)¢e 2 () 4 valeurs dans G' et
indexé par 'ensemble des lacets sur G obtenus par concaténation d’arétes et de leurs inverses. La loi de
ce processus peut étre décrite en utilisant I'espace de configuration

65 = G*.

Pour toute face F' du graphe, on note | F'| son aire et OF son bord. On note également (p; );>0 le noyau
de la chaleur sur G, et hy Vapplication bolonomie définie pour un lacet £ = €' - - - €5 par

h_{%g - G
le = g

La loi du champ de Yang—Mills le long de ¢, qui peut en quelque sorte étre identifiée a la mesure de
Yang-Mills', est alors donnée par la formule suivante :

B () = 5z | 100 T e (hor (). )

"Il s’agit plus précisément de la mesure image de la mesure de Yang—Mills par I'application holonomie.
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ou Zg(g, T') est une constante de normalisation, appelée fonction de partition, qui dépend du groupe
de structure G, du genre g de la surface et de son aire totale 7. En utilisant une sorte de théoreme
dextension de Kolmogorov, il peut étre montré que ce processus est en réalité une marginale fini-
dimensionnelle d’un processus plus général (H)sc #(x) indexé par un ensemble .Z(X) de lacets sur
la surface sous-jacente, mais nous allons rarement considérer le processus complet car tous les calculs
reposent sur la formule (1) qui dépend du graphe considéré.

On considére le cas ou le groupe de structure est le groupe unitaire U(/N') pour deux raisons prin-
cipales :

— on sattend a ce que le processus se comporte de maniére agréable lorsque N tend vers I'infini,
depuis l'article fondateur de ’t Hooft [tH74] ;

— cela permet de décrire la loi du champ d’holonomie de Yang—Mills en termes de diagrammes de
Young et de fonctions de Schur, qui ont des propriétés combinatoires particuli¢rement bonnes.

Plus concrétement, la décomposition de Fourier du noyau de la chaleur sur U(V) repose sur les
représentations irréductibles du groupe, qui sont caractérisée par des /N-uplets décroissants d’entiers
relatifs A = (A = - -+ = Ay ) appelés plus hauts poids. On leur associe trois quantités :

(i) Le caractere de la représentation

X/\(U) = X)\(:Ijla s 7:[;]\/)7 VU ~ diag(mla s wa) < U(N)a

(ii) Ladimension delareprésentation, donnée par dy = x»(1,...,1),
(iii) Le nombre de Casimir de la représentation, donné par ca() tel que Ay = —ca(A) X

On aalors
(W)L
pU)= Y e @Wadyx,(U), VT >0, VU € U(N).
A= 2N
(A1, AN)EZN

Grice 4 cette décomposition, (1) peut étre réécrite de fagon plus appropriée. Dans les deuxieme et
troisiéme chapitres, qui sont écrits en anglais car il s’agit de travaux de recherche destinés a étre publiés,
on utilise cette décomposition pour calculer les limites de différentes quantités reliées au processus
d’holonomie de Yang—Mills.

Dans le chapitre 2, tiré de [Lemi9], on donne une formule de la fonction de partition Zn (g, 1) =
Zy(ny(g, T') pour une surface compacte orientable sans bord de genre g > 1 et daire totale 7" ; une
étude asymptotique des représentations irréductibles de U(N) nous mene 4 la limite suivante.

Théoréme (Limites orientables, Thm. 2.1.2). Sozt 3 une surface orientable de genre g.

(z) Sig > 2, alors pour tout T' € (0,400), on a la convergence suivante :

lim Zn(g,T) = Z e " (2)

N—oo
neL



II

_T
2

(1) Si g = 1, alors on considére T € (0,+00) et on pose ¢ = e
vérifice :

. La convergernce sutvante est

lim Zy(1L,T) = e =" J](1—¢™)™> ()

N—o0
nez m=1

Un fait intéressant est que les limites impliquent deux formes modulaires connues pour avoir des
liens avec la théorie des nombres : la fonction théta de Jacobi et la fonction d’Euler. On établit aussi
un résultat similaire pour des surface non orientables définies comme la somme connexe de g plans
projectifs, avec g > 2 : ce résultat est donné au théoreme 2.1.3. Les preuves de ces théorémes reposent
principalement sur 'étude de plus hauts poids que l'on appellera presque plats, pour lesquels le nom-
bre de Casimir possede des propriétés analytiques et combinatoires intéressantes.

Une autre raison pour laquelle il est intéressant de comprendre la limite du champ de Yang—Mills
avec pour groupe de structure U(V) lorsque N — 00 est l'existence supposée d’un champ maitre. 11
s'agit d’un champ déterministe défini comme la limite (au sens des probabilités non-commutatives) du
champ d’holonomie de Yang—Mills, et son existence a déja été prouvée sur le plan par Lévy [Léviy] et
sur la sphere par Dahlqvist et Norris [DN17]. Les deux preuves sont fondées sur deux outils complé-
mentaires : I'espérance et la variance de boucles de Wilson pour des lacets simples (des lacets sans points
d’auto-intersection), et les équations de Makeenko—Migdal.

Lespérance de la boucle de Wilson associée & un lacet ¢ est tout simplement E[tr(Hy)], et si sa
limite existe, on s’attend 4 ce quelle corresponde i la valeur du champ maitre pour le lacet £. La
variance associée est Var[tr(Hy)], et le fait qu'elle tende vers 0 quand NN tend vers I'infini garantit
que le champ maitre est déterministe. Un moyen de prouver la convergence de I'espérance et la vari-
ance de la boucle de Wilson pour un lacet simple est d’utiliser I'analyse harmonique sur U(N), et
cest par exemple comme cela que Dahlqvist et Norris ont traité le cas de la sphere. Les équations
de Makeenko—Migdal sont des équations différentielles satisfaites par I'espérance de la boucle de Wil-
son d’un lacet qui possede (au moins) un point d’auto-intersection. Grice a ces équations, on peut
déduire récursivement le calcul d’une espérance de boucle de Wilson pour un lacet 4 n points d’auto-
intersection 4 partir d’espérances de boucles de Wilson pour des lacets 2 n — 1 points d’auto-inter-
section. Par induction, on peut alors construire (et calculer) le champ maitre pour n’importe quel
lacet avec un nombre fini de points d’auto-intersection.

Le but du chapitre 3 est de généraliser aux surfaces compactes orientables de genre 1 et plus les
résultats obtenus dans le plan et la sphére en termes d’espérances et de variances de boucles de Wilson.
Outre le fait que la mesure de Yang—Mills a une expression plus compliquée pour de telles surfaces, le
principal obstacle est que les lacets simples peuvent étre divisés en deux catégories :

— Les lacets simples séparants, qui ont une homologie nulle ;

— Les lacets simples non séparants, qui ont une homologie non nulle, et peuvent étre identifiés
des lacets qui font le tour d’une anse, en considérant qu’une surface compacte orientable de
genre g peut étre continiment déformée en un tore 4 g anses.

On considere tout d’abord un lacet £ simple contractile. Il est en particulier séparant:: il divise la surface
en deux composantes connexes, dont 'une esthoméomorphe a un disque. Un tel lacet peut donc étre
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complété en un graphe de sorte que l'on puisse appliquer (1) pour calculer I'espérance et la variance de
sa boucle de Wilson. On montre dans les Thm. 3.2.5 et 3.2.6 que

lim Eftr(H,)] = e 2 and lim Var[tr(H,)] = 0.
N—oo N—oo

En particulier, 'espérance de la boucle de Wilson de ¢ possede la méme limite que si £ était un lacet
simple dans le plan, ce qui est assez inattendu. En fait, cela ne semble méme pas avoir été conjecturé par
les physiciens dans la littérature, comme c’est souvent le cas. Dans la Prop. 3.2.13, on donne également
la vitesse de convergence vers zéro de la variance de la boucle de Wilson. Les preuves sont une fois de
plus fondées sur la théorie des plus hauts poids presque plats, et en particulier sur la Prop. 3.2.10, qui
est une généralisation que l'on a faite d’un résultat de Gross et Taylor [GT93]. On explique apres cela
comment ces résultats peuvent étre appliqués 4 un théoréme de Hall [Hal18] afin d’obtenir la limite
de I'espérance et la variance de boucles de Wilson pour des lacets possédant éventuellement des points
d’auto-intersection, qui sont contenus dans un petit disque topologique. Ensuite, on traite le cas d’'un
lacet simple non séparant : on montre dans le Thm. 3.2.16 que ’holonomie le long d’un tel lacet” est
un unitaire de Haar, et dans la Prop. 3.2.17 que la variance de sa boucle de Wilson converge vers 0
quand N tend vers l'infini. Dans la fin du chapitre on explique ce qu’il reste a prouver afin d’obtenir
une construction compléte du champ maitre.

*On prouve méme cela pour tout lacet d’homologie non nulle, méme s’il n’est pas simple.



INTRODUCTION (EN)

Gauge theories are field theories on manifolds, which play the role of spacetimes, and such that
the associated fields are invariant with respect to a transformation group, named the structure group.
The two-dimensional Euclidean Yang—Mills theory is a simplification of the gauge theory used in the
Standard Model of particle physics; it can be viewed as a toy model where everything can be defined
conveniently, whereas the four-dimensional quantum Yang—Mills theory is far from being well under-
stood from a mathematical point of view. Indeed, the formalism of path integrals used in theoretical
physics can be made rigorous when the underlying spacetime is two-dimensional. It has become a
field of interest in probability theory since Migdal [Mig7s] described the Yang—Mills measure on the
Euclidean plane R? in terms of the heat kernel of the structure group. After this discovery, it has been
possible to consider the Yang—Mills theory through the prism of random matrix theory, which is the
point of view we will adopt in this thesis.

The first chapter can be considered as a course on two-dimensional Yang—Mills theory, and is writ-
ten in French. It covers the prerequisites in differential geometry, representation theory and noncom-
mutative probability for the construction of Yang—Mills holonomy process, that we sketch hereafter.
Following the work of T. Lévy [Lévos, Lévio], we consider a compact connected closed surface ¥,
a compact group G, and an oriented graph G = (V,E,E*, F) embedded in ¥ such that all faces
of G are homeomorphic to disks. The Yang-Mills holonomy field is a G-valued stochastic process
(H¢) e () indexed by the set of paths in G obtained by concatenation of edges and their inverses.
The distribution of this process can be described using the configuration space

65 =G

For any face F' of the graph, we denote by | F| its area and OF its boundary. Let us also write (p;)¢=0
the heat kernel on G, and hy the holonomy function defined for aloop £ = e7" - - - €57 as

{ ¢ — G

hy : p .

9 = Ger ey

The distribution of Yang—Mills field on ¢, which can somehow be identified with Yang—Mills mea-

sure’, is then given by the following formula:

BU )] = 5 [ 100 T]ehara)) s B

3]t is more precisely the push-forward of Yang—Mills measure by the holonomy map.

3
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where Z;(g,T') is a normalisation constant, called partition function, which depends on the struc-
ture group G, the genus g of the surface and its total area T". Using a kind of Kolmogorov extension
theorem, it can be proved that this process is the finite-dimensional marginal of a more general process
(Hp)oe 2(x) indexed by some set of loops .2’ () on the underlying surface, but we will rarely consider
the whole process because all computations involve the formula (4) which depends on the graph we
consider.

We consider the case when the structure group is the unitary group U(V), for two main reasons:

— it is expected to behave nicely when N tends to infinity, since the seminal work of ’t Hooft
[tH74];

— it permits to describe the distribution of the Yang—Mills holonomy field in terms of Young
diagrams and Schur functions, which have particularly good combinatorial properties.

In fact, the Fourier decomposition of the heat kernel on U(V) relies on irreducible representations,
which are labelled by nonincreasing N-tuples of integers A = (A > - -+ > Ay ) called bighest weights.
We can associate to them three quantities:

(i) The character of the representation

X/\(U) = X)\(xb s 71:N)7 VU ~ diag(ml, cee axN) S U<N)7

(ii) The dimension of the representation, whichis dy = xx(1,...,1),

(iii) The Casimir number of the representation, which is the number co(A) such that Ay, =
—ca(A) X

We have then

p(U)= Y e =WVadyx,(U), VT > 0, YU € U(N).

A1z Z2AN

Thanks to this decomposition, (4) can be rewritten in a more convenient way. In the second and third
chapters, which are written in English because they are research works destined to be published, we
use this decomposition to compute limits of different quantities related to the Yang—Mills holonomy
process.

In Chapter 2, which is based on [Lem19], we give the formula of the partition function Zn(g,7T) =
Zuny(g,T) for a closed compact orientable surface of genus g > 1 and total area T an asymptotic
study of the irreducible representations of U(/V) yields the following limit.

Theorem (Orientable limits, Thm. 2.1.2). Let 3 be an orientable surface of genus g.

() If g = 2, then, for all T' € (0, 4+00), the following convergences hold:

lim Zy(g,T) =Y e =", (s)

N—oo
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(iz) If g = 1, then consider T € (0, +00) and set ¢ = e~ 2. The following convergence holds:

oo

Jim Zy(LT) =) e [T —am)2 (6)

neEL m=1

Interestingly, the limits involve two modular forms that are known to have links with number the-
ory: the Jacobi theta function and the Euler function. We also state a similar result for nonorientable
surfaces defined as the connected sum of ¢ projective planes, with g > 2: itis given in Thm. 2.1.3. The
proofs of these theorems mainly rely on the study of highest weights that we will call almost flat, for
which the Casimir number has nice analytical and combinatorial properties.

Another reason why one would be interested in understanding the limit of Yang—Mills field with
structure group U(N) when N — o0 is the supposed existence of a master field. This is a determin-
istic field defined as the limit of the Yang—Mills holonomy field (as a noncommutative stochastic pro-
cess), and it was already proven to exist in the plane by Lévy [Lévi7] and in the sphere by Dahlqvist and
Norris [DN17]. Both proofs are based on two complementary tools: the Wilson loop expectation and
variance for simple loops (loops without self-intersections), and the Makeenko—Migdal equations.

The Wilson loop expectation associated to a given loop £ is simply E[tr(H/)], and if its limit exists,
it is expected to be the value of the master field for the loop ¢. The associated Wilson loop variance is
Var[tr(Hy)], and the fact that it vanishes in the large V limit guarantees that the master field is deter-
ministic. A way to prove the convergence of Wilson loop expectation and variance for a simple loop is
to use harmonic analysis on U(/V), and that is for instance how Dahlqvist and Norris treated the case
of the sphere. The Makeenko—-Migdal equations are differential equations satistied by the Wilson loop
expectation of a loop with a self-intersection point. Thanks to these equations, the recursive compu-
tation of a Wilson loop expectation for a loop with 7 crossings can be deduced from the knowledge
of Wilson loop expectation for loops with n — 1 crossings. By induction, one can then construct (and
compute) the master field for any loop with a finite number of self-intersections.

The purpose of Chapter 3 is to generalize to compact orientable surfaces of genus 1 and higher the
results obtained in the plane and the sphere in terms of Wilson loop expectations and variances. Beside
the fact that the Yang—Mills measure has a more complicated expression for such surfaces, the main
obstacle is that simple loops can be divided into two categories:

— The separating simple loops, which have zero homology,

— The nonseparating simple loops, which have nonzero homology and can be identified with loops
that go around a handle, considering that a compact orientable surface of genus ¢ can be con-
tinuously deformed into a torus with g handles.

We first consider a contractible simple loop €. Itis in particular separating: it splits the surface into two
connected components, and one of these components is homeomorphic to a disk. We denote by ¢ the
area of this disk. Such aloop can then be completed into a graph and we can apply (4) to compute its
Wilson loop expectation and variance. We show in Thm. 3.2.5 and 3.2.6 that

lim E[tr(H,)] =e 2 and lim Var[tr(H,)] = 0.

N—oo N—oo
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In particular, the Wilson loop expectation has the same limit as if ¢ was a simple loop in the plane,
which is quite unexpected. In fact, it does not even seem to have been conjectured by physicists in
the literature, as it often is the case. In Prop. 3.2.13 we also give the rate of convergence to zero of the
Wilson loop variance. The proofs are again based on the theory of almost flat highest weights, and
in particular Prop. 3.2.10, which is generalization we did of a result by Gross and Taylor [GT93]. We
explain afterwards how our results can be applied to a theorem by Hall [Hal18] in order to get the limit
of Wilson loop expectation and variance for a loop with self-intersections that is contained in a small
topological disk. Then, we treat the case of a nonseparating simple loop: we prove in Thm. 3.2.16 that
the holonomy around such a loop* is a Haar unitary, and in Prop. 3.2.17 that its Wilson loop variance
converges to 0 in the large N limit. In the end of the chapter we explain what there remains to prove
in order to get a complete construction of the master field.

+We even prove it for any loop with nonzero homology, even if it is not simple.
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CHAPITRE I

LA THEORIE DE YANG—MILLS EN DEUX
DIMENSIONS

Cette these porte sur une étude asymptotique de la mesure de Yang—Mills sur des surfaces com-
pactes a l'aide de la théorie des représentations. Il s’agit, en d’autres termes, de I'utilisation d'outils
algébriques pour étudier un objet probabiliste défini dans un cadre géométrigue. C’est donc un sujet
qui puise dans des théories a priori de natures tres diverses, et qui pourtant sont intimement liées :

— La théorie de jauge en deux dimensions,
— Les probabilités non-commutatives,
— La théorie des représentations.

L'objectif de ce chapitre est de permettre & un lecteur non-initié de comprendre le contenu des
chapitres suivants, qui constituent le véritable travail de recherche. Nous allons par conséquent rap-
peler — sans démonstration — les bases des théories mentionnées ci-dessus, ainsi que certains résultats
nécessaires aux approfondissements développés dans les chapitres suivants. Ces rappels seront volon-
tairement détaillés afin de rendre la thése accessible a des lecteurs issus d’un parcours probabiliste tra-
ditionnel, et donc peu familiers de la géométrie différentielle, de la théorie des représentations, voire
des probabilités libres qui demeurent une branche relativement récente des probabilités malgré leur
popularité grandissante. Nous tenterons de notre mieux de mettre en exergue les intrications et les syn-
ergies entre ces branches, comme par exemple I'utilisation des représentations comme un analogue de
la théorie de Fourier en probabilités non-commutatives, ou encore la réécriture d’intégrales de chemin
sur le plan comme des moments de mouvements browniens sur des groupes.

La fin de ce chapitre sarticulera autour de la mesure de Yang—Mills sur des surfaces compactes,
définie comme champ d’holonomie markovien en se fondant sur la construction de T. Lévy [Lévos,
Lévio] et reposant sur les théories rappelées préalablement. Nous expliquerons cette construction
dans le cas des surfaces compactes connexes sans bord, avec pour groupe de structure le groupe uni-
taire U(V) ou spécial unitaire SU(N), puis développerons certains aspects de cette mesure en lien
avec des mouvements browniens sur les groupes, 'analyse harmonique non-commutative, pour en-
fin évoquer les aspects asymptotiques que nous développerons dans les chapitres suivants. L'un de
ces aspects, traité dans [Lemio], est la limite de sa fonction de partition ; l'autre, étudié conjointe-
ment avec Antoine Dahlqvist et qui va faire l'objet d’un futur article, est la limite d’une grande classe

9
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d’observables liées 4 cette mesure, et qui constitue une avancée significative vers la construction du
champ maitre sur des surfaces compactes.

1.1 PROLEGOMENES GEOMETRIQUES

La théorie de Yang—Mills, du nom de C. N. Yang et R. Mills qui sont les premiers a I'avoir conceptu-
alisée dans l'article fondateur [YMs4], est une théorie de jauge non-abélienne visant a unifier trois des
quatre forces fondamentales (en I'occurrence les forces éléctromagnétique, faible et forte). En réalité, il
serait judicieux de parler de théories de Yang—Mills au pluriel, car il s’agit de diverses théories décrivant
des phénomenes différents, mais en utilisant le méme cadre ; seuls difterent alors I'espace-temps et le
groupe de structure.

Yang et Mills n’étaient toutefois pas les premiers a introduire la notion de jauge : des 1865, Maxwell a
décrit I'éléctrodynamique classique dans [Max6s] en utilisant notamment un champ magnétique in-
variant par certaines transformations du potentiel agissant sur celui-ci, et ce furent alors les prémices
des théories de jauge modernes. L’idée selon laquelle les interactions peuvent étre décrites par des
champs invariants par l'action de certains groupes de symétrie a accompagné le développement de
toute la physique moderne jusqu’a ses modeles les plus récents. Dans le modele standard de la physique
des particules, on suppose que I'espace-temps est une variété pseudo-riemannienne de dimension 4
(trois dimensions spatiales et une dimension temporelle), et le groupe de structure dépend de I'in-
teraction considérée. Par exemple, 'électromagnétisme peut étre décrit 4 Iaide du groupe U(1), I'in-
teraction faible via le groupe SU(2) ou encore I'interaction forte avec SU(3). Plus globalement, la
formulation actuelle des théories de jauge est la suivante : I'espace des configurations d’un systéme
physique soumis 4 une interaction donnée par un groupe de symétrie G et évoluant dans un espace-
temps M est modélisé par un G-fibré principal de base M. Nous allons ici considérer le “modele-
jouet” suivant : I'espace-temps M est de dimension 2 (donc une surface), et le groupe de symétrie G
est un groupe de Lie compact, typiquement U(N) ou SU(XNV).

Afin d’aborder sans heurts cette théorie plus souvent connue des physiciens que des mathéma-
ticiens, nous allons introduire pas 4 pasles outils nécessaires a son appréhension. Apres de brefs rappels
de géométrie différentielle, nous nous pencherons sur la formalisation des théories de jauge 4 I'aide de
connexions sur des fibrés principaux ; c’est en réalité cette derniére partie (paragraphe 1.1.4) qui va servir
dans la suite de la these, et le reste peut étre survolé en premicre lecture.

r.L.1 Variétés différentielles et espaces tangents

Dans un souci de pédagogie, nous commengons par les fondements de la géométrie différentielle,
a savoir la définition des variétés et de leurs espaces tangents. Il s’agit plutét d’un court formulaire
visant 4 fixer les notations et permettre les calculs dans les paragraphes qui suivront, mais cela ne se
substitue certainement pas 4 un cours introductif. Pour plus de rappels/approfondissements sur le
sujet, le lecteur est invité 4 consulter les ouvrages [KIN96, Leer3, Moro1] en anglais, ou bien [Lafi2] en
francais.

Définition r.x.x. Une variété différentielle réelle de classe €' (ou lisse) et de dimension n € N* est
un espace topologique M muni d’une famille (U;, ¢;)e; telle que :
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— (Uj;);ey soit un recouvrement ouvert de M ;
- ¢; : U; = R" soit un homéomorphisme sur son image ;
— piop; (U NU;) — ¢;(U; N U;) soit un 6°*°-difféomorphisme.

Les couples (U;, ;) sont appelés cartes, les ouverts U; onverts de cartes, p; les applications coordonnées
et ;o ;  les changements de cartes ou changements de coordonnées. Lensemble des cartes de M
sappelle un atlas.

Figure 1.1: Une variété différentielle A/ de dimension 2, munie de deux cartes (U, ;) et (Uj, ), et de
lapplication de changement de coordonnées ¢ o ¢~ ! dans Pintersection des ouverts de cartes U et Uj.

En dautres termes, une variété est un espace topologique qui peut localement étre assimilé a R™
en se plagant dans des cartes a I'aide des applications coordonnées. La Fig. 1.1 illustre le passage d’une
carte A une autre dans une variété différentielle. Le calcul différentiel sur les variétés se résume donc a
utiliser des coordonnées locales et utiliser les propriétés de R™.

Exemple. Soit M et N deux variétés de dimensions respectives n et 1, munies respectivement d’un
atlas (U;, ¢i)ier et (V;, 1) jes. Une fonction f : M — N est dite différentiable si pour tout i €
et j € J lafonction

viofopitiU) — 5(V)
est différentiable en tant que fonction de R” vers R™. En notant ¢; = (z',...,2") et); =
(y',...,y™), on peut donc écrire f a laide de fonctions f* € €*(R", R) :

yUf) = At ),y () = et ).

Un des aspects importants de R™ pour le calcul différentiel est sa structure d'espace vectoriel : en
effet, la différentielle d’une fonction en un point est définie comme une application linéaire, ou encore

"Il ne faut pas se laisser abuser par les notations : bien que = désigne plus traditionnellement des variables que des

fonctions, z* est pourtant une fonction, qui 4 un point de M associe sa k-iéme coordonnée locale dans la carte (U, ;).
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les champs de vecteurs sont définis comme une famille de vecteurs indexés par I'espace sous-jacent.
Ici, on ne suppose pas que la variété M possede une telle structure, et c’est pourquoi il est nécessaire
d’introduire le concept d’espace tangent.

Définition r.r.2. Soit M une variété différentielle de dimension n munie d’un atlas (U;, @;);er et
p € M un point de cette variété. L'espace tangent a M en p estle quotient T, M du R-espace vectoriel

U i} xRr"

i:pel;
par la relation d’équivalence suivante :
(i7v1) ~ (.77 U2) g d(gpj © gp;l)@(p)vl = Uz, V(i,j) el V(UDUQ) € (Rn)Q'

Cette définition, bien que formellement tres lourde, ne dit rien de plus que la chose suivante :
Iespace tangenta M en p est un espace vectoriel assimilé a R™ dans chaque carte, et pour lequel changer
de carte revient 4 composer par la différentielle du changement de cartes dans la variété. Une fagon
plus commode de manipuler les vecteurs de T}, M est de les voir comme des dérivations sur l'algebre
Z (p) des fonctions de classe €' au voisinage de p et a valeurs dans R. Soit ¢y €]0, 1] un réel et
¢ :[0,1] — M une courbe de classe € sur M telle que c(ty) = p. Alors le vecteur tangenta cen p
est lapplication linéaire

_ dt t=to"

F R
X { f (v) : X(f), = df (c(t)) (1)

Cette application X est bien une dérivation, au sens ot l'on a

X(f9)p = X(fpg(p) + f(0)X(9)p, V([,9) € F(p)*. (12)

Exemples.

— Laspheére unité S™ C R™*! est une variété différentielle, si on la munit des cartes (Uy, o) et
(USJ QDS> ou:

— Uy =5"\{N}etUs = S"\{S}touN =(0,...,0,1)et S = (0,...,0,—1) sont
respectivement les poles Nord et Sud ;

— ¢n : Uy — R" estla projection stéréographique par rapport au pole Nord, c’est-a-dire
que pour tout & € Uy, le point (¢ (), 0) est 'unique point d’intersection de la droite
(Nx) avec ’hyperplan R™ x {0} ;

— s : Us — R" estla projection stéréographique par rapport au pole Sud, c’est-d-dire que
pour tout z € Usg, le point (¢g(x), 0) est 'unique point d’intersection de la droite (Sz)
avec Phyperplan R™ x {0}.

La Fig. 1.2 illustre la projection stéréographique du cercle S* par rapport au pdle nord.
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Figure 1.2: La projection stéréographique par rapport au pole Nord dans la sphére ' C R2.

~ Le 2-tore algébrigue T* = R? /7Z? est une variété différentielle quotient, et est difféomorphe a
(R/Z)? ainsi qu’au tore géométrigue, défini comme la surface de révolution dans R? obtenue en
faisant tourner le cercle de centre (2, 0, 0) de rayon 1 autour del'axe (O2), etle difféomorphisme
en question est induit par l'application

b R*> - R?
(0,0) — ((24 cosf)cos @, (2+ cosh)sin ¢, sin d)

— Un groupe de Lie est un groupe G muni d’une structure de variété diftérentielle, et tel que
lapplication
GxG — G
{ (9.h) = gh™!

soit différentiable. Son espace tangent en I'élément neutre g = T.G est appelé algebre de Lie et
est muni d’une application bilinéaire antisymétrique [-, | : g X g — g, appelée crochet de Lie,
qui vérifie 'zdentité de Jacob:

HX,Y],Z]—|—[[YV,Z],X]+[[Z,X],Y}:0. (13)

Parmi les groupes de Lie les plus communs on trouve GLy(C), le groupe des matrices in-
versibles de taille NV X IV 4 coefficients complexes, ou encore U(N), le sous-groupe de GL v (C)
constitué des matrices unitaires, c’est-d-dire U telles que UU* = U*U = Iy, ou encore
SU(N), le sous-groupe de U(V) constitué des matrices unitaires de déterminant 1. Ces grou-
pes seront un des principaux objets d’attention tout au long de cette thése. Leurs algebres de
Lie sont respectivement gly(C) = A#y(C),uy = {X € #y(C) : X* = =X}, et
SUuy = {X c Uy : TI'(X) = O}

Avant de plonger dans un niveau d’abstraction supplémentaire et d’introduire les fibrés, rassurons-
nous un instant en montrant ce qui se passe dans R™ pour les vecteurs tangents : en effet, cela permet
de comprendre une bonne fois pour toutes les calculs en coordonnées locales. Il est 4 la fois commode
etdéroutant que R" soit son propre espace tangent en chacun de ses points ; pour lever cette ambiguité
nous allons considérer (ey, . . ., €,,) la base canonique de R", et (%, ce 8%> la base canonique de
Iespace vectoriel des dérivations, isomorphe a R". Soit z = zte; + -+ + 2", € R™ Alorsun
vecteur tangent en x est donné par

0 0

%‘i‘"""Xn_ (X1,...,X,) €R, (1.4)

Xm :Xl axna
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dans le sens ot pour toute fonction f € .% (z)

af( of(x)
ox ozn

() =@ O () V) = (K X, ()

1.1.2 Fibrés vectoriels, champs de vecteurs et formes différentielles

Définition 1.1.3. Soit 7 : 2 — M une application lisse entre deux variétés différentielles. Le triplet
(E,m, M) estun fibré vectoriel (véel) de rang k, d’espace total E et de base M., si :

~ Pour toutz € M, lafibre E, = 7~ '({x}) est un R-espace vectoriel de dimension & ;
— Ilexiste un recouvrement de M par des ouverts (U;); tel que pour tout 4, il existe un difféomor-

phisme p; : 771(U;) — U; x R¥, appelé trivialisation locale, qui fait commuter le diagramme
suivant :

7 Y(U;) s y U; x RF

x . pry (1.6)

RF — a7 '({x})

— Pour tout x € M, pour tout ¢ tel que x € U;, 'application _ soit un
p q 7 pp v — ®; 1(1-’ U)

isomorphisme d’espaces vectoriels.

En des termes plus élémentaires, construire un fibré vectoriel de base M et de rang k revient a placer
de maniére lisse, au-dessus de chaque point de M, une copie de R*, comme illustré par laFig. 1.3. Cela
se comprend dans la mesure ot sur un ouvert U; le fibré est identifié de manicre canonique avec le
produit cartésien U; x R”.

E,

2

U3

M

Figure 1.3: Un fibré vectoriel de rang 2 de base M : 4 chaque point x € M est associé une copie F, du plan
R
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On peut remarquer qu'’il existe pour tout (7, j) tel que U; N U; # () une application continue
Yii - U;N Uj — GLk(R) qui vérifie :

pj o gp;l(:r,v) = (z,vji(x)v), Vo € U; N U;. (1.7)

Lapplication p; o ¢; ' est appelée application de transition ou changement de coordonnées, et on peut
vérifier que 'équation (1.7) équivaut a la commutativité du diagramme (1.6). Notons également que
les applications 7y;; forment un cocycle de Cech, Cest-a-dire qu'elles vérifient

Vi (@) Yie(x)vei () = I, Ve € U; N U; N U (1.8)
Exemples.

— Le fibré tautologique (M x R¥, pr,, M) est un fibré vectoriel, aussi appelé fibré trivial de rang
k sur M.

— Le fibré tangent 7'M de la variété M est défini comme la somme disjointe des espaces tangents
a M en chacun de ses points :

™™ = [ T.M = | J{z} x T, M.

zeM xeM

La projection associée est alors la projection sur la premicre coordonnée.

— Le fibré cotangent T M est le fibré dual de T'M, c’est-a-dire qu’il est défini par la méme pro-
jection mais que la fibre en x est l'espace vectoriel dual (7, M )*.

Définition 1.1.4. Soit (E, 7, M) un fibré vectoriel et U un ouvert de M. Une section de 7 sur U est
une application lisse o : U — E telle que 7 0 0 = idy. On note I'(U, E) l'ensemble des sections de
msur U.

Notons que I'(U, E) est un ¢*°(U, R)-module. Une section est une sorte de “pseudo-inverse” de
7 : on associe de maniére lisse, 4 un point x € M, un élément de la fibre £, (cf. Fig. 1.4), cest-a-dire
un vecteur. Par exemple on définit un champ de vecteurs sur une variété comme une section de son fibré
tangent : cela consiste simplement 4 associer a chaque point p de la variété un élément X = X, de
son espace tangent. De la méme manicre, une 1-forme différentielle sur une variété est définie comme
une section du fibré cotangent. On note X (M) = I'(T'M) 'ensemble des champs de vecteurs sur A/
et Q' (M) = T'(T* M) lensemble des 1-formes différentielles sur M.

La k-éme puissance extérieure du fibré cotangent définit un fibré N (T*M), dont lespace des
sections QF(M) = T(A\"(T*M)) constitue ce que on appelle les k-formes différentielles. Siw €

QF(M), X1, ..., X* € X(M),alors on définit w(X?, ..., X*) par
(WX X)) = we (X2 XF), Vo e M.

En particulier, w définit une application k-linéaire alternée du €’>° (M )-module X (M) sur € (M).

On peut enfin construire le fibrée A*(T*M) = B} _, A"(T* M) ; Pensemble de ses sections, noté
Q* (M), constitue l'ensemble des formes différentielles sur M, avec pour convention que les O-formes
sont les fonctions lisses sur M a valeurs dans R. Clest une algebre graduée qui vérifie Q*(M) =

Do U (M).
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Figure 1.4: Une section (en rouge) d’un fibré en droites de base M.

Définition r.r.5. Soit ¢ : M — N une application lisse entre deux variétés. Si X € X(M), on
définit son push-forward . X € X(o(M)) par

(gO*X)¢(m) = (d@)mXx, Vee M
Siw € QF(N), on définit son pull-back p*w € Q¥ (M) par
(P W) (V1, .., V) = W) ((d@)zv1, - ., (dp)evr), Vo € M, Yoy, ..., v € T, M.

Définition r..6. Soit M une variété compacte et X € X(M) un champ de vecteurs. Le flor de X
est lapplication

v [RxM — M
u ¥
(t,p) = u;(p)

solution de I’équation
(e = X,
up (p) = p

Le flot u d’un champ de vecteurs X € X (M) vérifie les propriétés suivantes :

— Pour tout t € R, lapplication u;¥ : M — M est un ¢ *°-difféomorphisme d’inverse u*, ;

— Pour tout (s,¢) € R?, on ala propriété de semi-groupe u;* o uy = u,,.

La combinaison de ces assertions signifie que (u;¥ );cr est un groupe 4 un paramétre de difféomor-

phismes, ou plus précisément que 'application

X

R — Diff(M)
t =

est un morphisme de groupes.
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En pratique, I'équation (1.9) peut s’interpréter 4 aide de fonctions test, a I'instar des vecteurs tan-
gents définis dans le paragraphe précédent : si X € X(M) est un champ de vecteurs et u” son flot,
alors pour tout p € M et pour toute fonction f € .% (p), ona

d

X(f), = il f ouf(p). (r.10)

Notons que cette formule est une simple réécriture de la regle de dérivation des fonctions composées.

Lorsque la variété est un groupe de Lie G, le flot d’un champ de vecteurs X € T,G définit ce que
Ton appelle Uexponentielle de Lie.

Définition r.1.7. Soit G un groupe de Lie muni de son action 4 gauche

{GXG e
(9:h) = Ly(h) = gh

— Un champ de vecteur X € X(G) est invariant a gauche sipour tout g € G, (Ly), X = X.

— Une k-forme différentielle w € QF(G) est invariante 4 gauche si pour tout g € G, (L,)*w =
w.

— Lapplication exponentielle sur G est définie par

.G — G
exp:{ X(e) , (L)

X =

ou X est 'unique champ de vecteurs invariant 4 gauche tel que X, = X.

On note X(G)% (resp. Q2%(G)%) lensemble des champs de vecteurs invariants a gauche (resp. des
k-formes différentielles invariantes 4 gauche).

La dénomination “exponentielle” n'est pas fortuite puisqu'elle coincide, lorsque G = GLy(C),
avec l'exponentielle matricielle définie comme somme de la série exponentielle :

exp(4) =3 %A’“, VA € Mx(C) = gly(C). (112)
k=0

La définition de l'exponentielle de Lie nécessite l'existence et 'unicité d’un champ de vecteurs invariant
agaucheassocié a un vecteur tangent en ’élément neutre de G : cela découle de la proposition suivante.

Proposition L.1.I. On a les isomorphismes canoniques suivants entre espaces vectoriels : § = X(G)Y et

g = Q@)

1..3 Fibreé principal et connexion

Les fibrés vectoriels font partie de la famille extrémement vaste des espaces fibrés, dont nous allons
nous intéresser 4 un nouveau membre : les fibrés principaux. Au lieu d’étre des copies d’un espace
vectoriel, leurs fibres sont cette fois-ci des copies d’un groupe qui agit librement” sur I'espace total. Si
G est un groupe de Lie, on consideére les actions (4 gauche) suivantes :

*Une action d’un groupe G sur un espace X est dite /zbre si le stabilisateur de chaque point de X est trivial, c’est-a-dire
si pour tout € X et pour tout g € G, 'égalité gx = x entraine g = e.
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laction de G sur lui-méme par multiplication 4 gauche’

GxG — G
(g,h) + Ly(h)=gh ’ (1.13)

Laction de G sur lui-méme par multiplication de I'inverse a droite*

GxG — G
(ga h) = Rg(h) = hgil ’ (1.14)

laction de G sur lui-méme par automorphisme intérieur

GxG = G
{ (gv h) — Lg(h) :ghg_l ’ (I.IS)

laction de G sur son algebre de Lie g

{Gxg — g

(9, X) = Ady(X) = (1) X = %}tzogexp(tX)g’l ) (r.16)

appelée action adjointe.

Définition 1.1.8. Soit M une variété différentielle et G un groupe de Lie. Un G-fibré principal de
base M est une variété différentielle P munie d’une action libre a droite

Y

{PxG -~ P
(p.g) = p-g

dontles fibres (77! () ) ze s sontles orbites de P sous laction de G, et d’une projection lisse 7 : P —
M telle qu’il existe un recouvrement de M par des ouverts U; et des difféomorphismes G-équivariants
P, : 7 1(U;) — U; x G qui font commuter le diagramme

Tout comme pour les fibrés vectoriels, il existe également une définition équivalente des fibrés prin-
cipaux 4 l'aide de cocycles de changements de coordonnées, que nous ne détaillons pas, mais qui fig-
urent par exemple dans [Seno8a]. La notion de section définie pour un fibré vectoriel reste valable
dans le cas d’un G-fibré principal, mais I'interprétation differe. En eftet, on peut considérer une sec-
tion comme un moyen d’associer — toujours de maniére lisse — a tout point x de M un représentant de
la classe d’équivalence induite par P, (en tant qu'orbite pour l'action de ). Contrairement aux fibrés
vectoriels, les fibrés principaux voient leur trivialité caractérisée par l'existence d’une section globale.

*Nous avons déji vu cette action au paragraphe précédent dans la Déf. 1.1.7.
Il est important que la multiplication se fasse par I'inverse, sinon on obtient une action 4 droite 4 la place.
sClest-a-dire que pour tout (p, q) € P? telque 7(p) = 7(q) = =, il existe g € G telqueq=p - g.
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Proposition r.x.2 ([Stest], §8.3). Sozz (P, 7, M) un G-fibré principal. Il est trivial si et seulement s’il
existe une section globale o : M — P.

L'action de & sur P définit par dérivation une application g — X(P) quia X € g associe” son
champ de vecteurs fondamental X définienp € P par

X, = % p-exp(tX). (r17)
t=0
Soit P = M X G un fibré principal trivial. On a, pour p = (z,9) € P,T,P = T,M & T,G.
Le sous-espace T;; M est appelé sous-espace vertical de T),P, et TG le sous-espace horizontal. Pour un
fibré principal quelconque, la décomposition est moins claire : si l'on peut facilement retrouver le
sous-espace vertical de 7}, P pour un fibré (P, 7, M) via

VZD = TpPﬂ(P) - Tppv

il n’y a en revanche pas de fagon canonique de caractériser les vecteurs tangents horizontaux. Clest la
que la notion de connexion entre en jeu. Il existe une multitude de définitions dans la littérature, nous
choisissons la suivante, empruntée a [Moro1].

Définition r.1.9. Soit (P, m, M) un G-fibré principal. Une connexion principale (ou simplement
connexion) sur P est une application qui 4 p € P associe le sous-espace H,, C T, P qui vérifie les
hypotheses suivantes :

— H, est transversal 4 la fibre P, 7.e.

T,P =H,®V,

— Lensemble { H,,, p € P} estinvariant par action de G 4 droite ;
— Lapplication p — H, est lisse.

Le sous-espace V), = ker dm,, est appelé sous-espace vertical et H), le sous-espace horizontal de T, P.
Une définition conceptuellement différente mais qui nous sera utile est la suivante.

Definition r.r.10. Soit (P, 7, M) un G-fibré principal. Une forme de connexion’” sur P est une 1-
forme différentielle w € Q!(P) ® g sur P i valeurs dans g qui vérifie :

- w(X,) =X,Vpe P, VX € g,
- (Ry)*'w = Ad(g~Hw, Vg € G.

Le théoréme suivant garantit que la notion de connexion et de forme de connexion sont parfaite-
ment équivalentes.

Théoréme 1.3 ([Moro1], Thm. 6.37). Soit (P, 7w, M) un G-fibré principal et w une forme de connex-
ion sur P. Lapplication p — H,' := ker w, est une connexion sur P. Réciproquement, si l'on a une
connexion sur P, on peut lui associer canoniquement une forme de connexion w.

¢Cela se fait de maniére analogue 4 la Prop. 1.1.1.

7On parle aussi de champ de jauge en physique.
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En conséquence de ce théoreme, nous pouvons désormais identifier une connexion a sa forme
de connexion, et nous nous autoriserons l'abus de langage suivant : le terme connexion désignera
par la suite aussi bien I'application qui détermine un choix de sous-espace horizontal ou la forme
diftérentielle 4 valeurs dans g qui lui est associée. Il nous est également possible d’étendre la notion de
connexion a l’espace sous-jacent en tirant en arricre une connexion par une section.

Définition r.r.ax. Soit w une connexion sur un G-fibré principal (P, 7, M)eto : M — P une

section de ce fibré. On définit la connexion A induite par w sur M, ou champ de jauge sur M, par
A =oc*w.

Etant donné une connexion w sur un G-fibré principal (P, 7, M), et une courbe lisse ¢ : [a, b] —
M, toute courbe & : [a,b] — P est appelée un relévement de ¢ si ™ o ¢ = ¢ — en particulier, si
o est une section de P alors o o ¢ est un relevement de c. Un tel relévement est dit borizontal (par
rapport a la connexion w) si pour tout ¢ le vecteur tangent 2-¢(t) est un vecteur horizontal, Cest-a-dire

w (Lé(t)) = 0.
Proposition 1.1.4 ([Moroz], Prop. 6.36). Soit G un groupe de Lie compact et (P, 7w, M) un G-fibré

principal, w une connexion sur ce fibré, et ¢ = [a,b] — M une courbe lisse. Pour tout &y € Ppa), il existe
un unique relévement horizontal ¢ : [a,b] — P de c tel que ¢(a) = xy.

La Prop. 1.1.4 signifie que I'on peut tzansporter chaque point de la fibre au-dessus de c¢(a) sur un
point de la fibre au-dessus de ¢(b) parallélement 4 1a direction définie par la connexion. Ce transport
pavrallele a donné naissance 4 la notion d’holonomie.

Définition r.r.xz. Soit (P, 7, M) un G-fibré principal, o une section de P, w une connexion sur P
etc: [0,1] — M une courbe sur M. Alors 'bolonomie de w le long de c est la courbe h : [0, 1] = G
solution de I’équation diftérentielle

Dh(t) = —0*w (dc@) h(t)

h(0) = c. (r.18)

Le point terminal 2(1) de cette courbe calcule le transport paralléle le long de ¢ déterminé par w : si
I'on note ¢ le relévement horizontal de ¢, celui-ci satisfait

¢(1) = (a(c))(0)h(1).

Lapplication h peut également s’interpréter comme une application hol(w, ¢) : Pey — Pe)
G-équivariante, que l'on nomme également holonomie, et qui a tout point p € Py associe ¢(1), ou
¢ est 'unique relevement horizontal de ¢ tel que ¢(0) = p. On peut vérifier que les deux applications
sont bien compatibles. La Fig. 1.5 illustre cette notion d’holonomie et de relévement.

Mentionnons, a l'attention des géométres les plus chevronnés, qu’il existe une notion plus générale
de connexion, la connexion d’Ebresmann, qui permet de définir le transport paralléle sur des fibrés de
natures plus diverses. N’étant pas nécessaires a la compréhension de cette thése nous omettons cette
notion, et renvoyons par exemple a [Moro1] ou [Paur4] pour en savoir plus.

Si les fibrés principaux sont au coeur de la théorie de jauge, il sera néanmoins commode de leur
associer un fibré vectoriel, appelé fibré adjoint, qui permet de décrire les connexions en termes de
formes différentielles sur la base du fibré.
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a(c(1)h(1)

c(0) C (1)
Figure 1.5: Le relevement horizontal d’une courbe ¢ sur M en une courbe ¢ sur P, traduisant 'apparition de

’holonomie h par rapport a la section o' (¢).

Définition r.r.13. Soit (P, 7, M) un G-fibré principal, et V' un espace vectoriel sur lequel G agit 4
gauche’. On construit un fibré vectoriel de base M et de fibre V' de la fagon suivante :

PxgV:i=(PxV)/~,
ou l'on définit la relation d’équivalence ~ sur P X V' par

P ~(gn)eIgeG q=p-gn=9"¢
La projection correspondante est

_{PxGV-a_M
VUl = w(p)

(P x¢ V,my, M) estappelé fibré associé & P pour laction de G sur V.

La Déf. 1.1.13 peut se résumer par le diagramme suivant :

Topry

PxV ———

| <

PXGV

Ce diagramme définit 7 de maniére non-ambigué. En effet, pour toutp € P, Py = {p-g, g € G}
par définition du fibré principal, ce qui signifie que 7(p) = 7(p - g) pour tout g E G'. Nous allons
nous pencher sur un fibré associé particulier. Si (P, 7, M) est un G-fibré principal, on définit son

0n verra dans le paragraphe 1.3 que cela définit une représentation de G.
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Jfibré adjoint ad(P) comme le fibré associé & P pour l'action adjointe de G sur g. Les fibres du fibré
adjoint ad(P) sont des copies de g, et on peut trouver des trivialisations locales (U;, ¢;) telles que
les applications de transition associées soient des applications continues 4 valeurs dans Aut(g). Si
s : U C M — adP estune section locale de P, on peut lui associer de maniére unique une fonction
f P — gtelleque

(Ry)*f=Ad,10f, VgeG.

On peut alors montrer la proposition suivante, qui donne leur forme finale aux connexions.
Proposition v.1.s. Soit (P, 7, M) un G-fibré principal. On a lisomorphisme suivant :
QN (M) @ ad(P) ~ {w € Q' (P) ® g : w est équivariante et nulle sur les vecteurs verticanx}.

De plus l'espace o des connexions sur (P, w, M) est un espace affine de direction Q' (M) ® ad(P).

La Prop. 1.1.5 peut s’interpréter de la facon suivante : la différence entre deux connexions sur P
équivaut & une 1-forme différentielle sur M a valeur dans ad(P).

1.1.4 Courbure et action de Yang—Mills

Dans cette section, nous allons définir 'action de Yang—Mills d’une connexion a I'aide de la courbure
de celle-ci.

Définition r.r.14. Soitw une connexion sur un G-fibré principal (P, 7, M), on peut définir sa cour-
bure ) comme la 2-forme sur P a valeurs dans g

1
Q=dw+ §[w A wl, (r.19)

ol [w A w] est une 2-forme définie par [w A w](X,Y) = 2[w(X), w(Y)], pour tous vecteurs X et Y’
tangents en un méme point de P.

On peut montrer que la courbure d’une connexion sur P est G-équivariante et sannule sur les
vecteurs verticaux ; d’apres la Prop. 1.1.5 on peut donc identifier {2 4 une 2-forme sur M a valeurs dans

ad(P).

Afin de définir I'action de Yang—Mills d’une connexion, il nous est nécessaire d’introduire quelques
notions de géométrie riemannienne.
Définition 1.1.x15. Soit M une variété différentielle.

(i) Une métrigue riemannienne sur M est une métrigue g sur le fibré tangent T'M : plus préci-
sément, g est une application qui 4 p € M associe de maniére lisse une forme quadratique
définie positive g, sur T, M. Le couple (M, g) est appelé variété riemannienne.

(ii) Si (M, g) est une variété riemannienne orientée’, son volume riemannien dvol est 'unique n-
forme différentielle sur M positive et de norme 1.

?Une variété diftérentielle M de dimension 7 est ordentable si elle admet un atlas dont les applications de transition
ont un jacobien positif, ce qui équivaut au fait quelle posséde une n-forme différentielle partout non nulle, appelée forme
volume.
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(iii) Si (M, g) est une variété riemannienne orientée de dimension n et (e, ..., €,) une base or-
thonormée de T), M, ot p est un point de M, alors on définit opératenr de Hodge

{ N = NTHTM)

ETN - Nek s eI A A\ ednk )
ot el A A elnk esttel que
ETN-Aem ANt A At = duol.
En particulier, x1 = dvol.

Voyons ce que ces notions donnent en coordonnées locales. Si (1, g) est une variété riemannienne
de dimension n, sa métrique s’écrit localement comme une matrice définie positive (g;;(2))1<i j<n

o 0
930 =9\ 5 0w )

10

avec

: g = gi;da’dal. Le volume riemannien de M s’écrit

dvol = y/det(g;;)dz' A -+ A da™

Etant donné que la courbure € d’une connexion w s’interpréte comme un élément de Q?(M) ®
q p

On emploie en général la notation suivante
quant 4 lui

ad(P), des lors que M est de dimension n > 2 on peut lui appliquer l'opérateur de Hodge, ce qui
donne xQ2 € 0" ?(M) ® ad(P). Le produit extérieur Q A * équivaut donc a un élément de
O"(M) ® ad(P) ® ad(P). De plus, le produit scalaire (-, -) invariant sur g définit une structure
euclidienne sur ad(P), qui se traduit par un produit scalaire que 'on va noter également (-, -). Cela
nous permet de construire la n-forme différentielle (2 A %) € Q" (M).

Définition 1.r.16. Soit w une connexion sur un G-fibré principal (P, 7, M) ot M est une variété
riemannienne orientable, on définit son action de Yang—Mills par la quantité suivante :

Sym(w) = %/]\/I(Q A *82). (1.20)

Les définitions de la courbure et de I'action de Yang—Mills d’une connexion peuvent étre rendues
plus explicites en passant par une section du fibré : si (P, w, M) est un G-fibré principal, w une con-
nexion sur Peto : U C M — P une section locale de ce fibré, alors on peut transporter w sur
M par pull-back en posant A = o*w. Cette connexion peut s’écrire en coordonnées locales sur U,
en supposant que M soit de dimension n, A = Ajdz' + -+ + A,dz", ou Ay, ..., A, sont des
fonctions lisses de U sur g. De méme, on peut transporter la courbure €2 en une 2-forme F Asur M :

0A; 0A;

1<i<j<n

"1l sagit de la convention de sommation d’Einstein, selon laquelle on effectue implicitement la somme sur les in-
dices/exposants présents deux fois : cest ici le cas de @ et 7.
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La restriction sur U de l'action de Yang—Mills de w devient finalement

1 0A;  0A4A,;
sl =3 & [ 5
®

— oxt  Oxl
1<i<yi<n

2
dz; A dx;. (1.21)

+ [AivAj]

Ilestintéressant de remarquer que la dépendance de l'opérateur de Hodge et de 'intégrale sur M vis-
a-vis de lorientation de M se compensent, et donc que action Sy s estindépendante de l'orientation
de M. Cela permet donc en particulier d’étendre sa définition a des variétés non-orientables.

La mesure de Yang—Mills euclidienne", telle qu’elle est introduite dans la littérature physique, est la
suivante : ]
dpyp(w) = Ze_%SYM(“)dw. (r.22)
Dans I’équation (1.22), Z désigne une constante de normalisation™ appelée fonction de partition,
T > 0 est une quantité appelée constante de couplage, et dw est un équivalent de la mesure de Lebesgue
sur l'espace des connexions. Le principal probléme avec cette définition est que I'espace des connexions
n’est pas localement compact, donc il n’existe pas de mesure de Radon invariante par translation sur
cet espace, ce qui est I'idée que I'on se fait de dw.

1.Ls Transformations de jauge

Une premicre étape vers une construction plus rigoureuse de la mesure de Yang—Mills serait d’uti-
liser les invariances de celle-ci par rapport a certaines transformations sur les connexions, que nous
allons voir 4 présent.

Définition r.r.r7. Soit (P, m, M) un G-fibré principal. Une transformation de jange sur P est un
¢ *°-difféomorphisme j : P — P qui préserve les fibres et dont I'action sur P commute avec action
de G sur P. Onnote _# l'ensemble de ces transformations.

¥ , muni de la loi de composition des fonctions, est un groupe de Lie de dimension infinie avec
pour élément neutre la fonction identité sur P. On lappelle groupe de jaunge.

Exemple. Supposons que P = M X G est un fibré trivial. Alors I'action de G sur P est la suivante :

{(MXG)XG - MxG
((Qﬁ,g),h) = (:E,g)-h:(a:,gh)

Une transformation de jauge est donc un ¢ *°-difféomorphisme j : (M x G) = (M x G) tel que
j(x,9) - h = j(z,gh), Vo € M, ¥(g,h) € G*.

En effet, cette équation traduit le fait que les deux actions commutent, mais aussi que j préserve les
fibres. Lapplication

7 = E°(M,G)
(1){] s J(xH](xae))

"Cette mesure differe de la mesure traditionnelle par une rotation de Wick, ce qui en fait une mesure positive au lieu
d’une mesure complexe. En quelque sorte, on se place dans un cadre de physique statistique plutdt que de mécanique
quantique, et la mesure de Yang—Mills euclidienne est une forme de mesure de Gibbs.

"*La normalisation est faite de telle sorte que jiy s soit une mesure de probabilité.
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est une bijection, et action de _# sur M x G s’identifie 4 'action de (M, G) sur M x G de

multiplication a gauche sur la seconde coordonnée.

Comme tous les fibrés que I'on va considérer sont au moins localement triviaux, sinon globalement,
on peut désormais transporter la notion de transformation de jauge sur la variété sous-jacente : si
M est une variété diftérentielle, on peut considérer localement une transformation de jauge sur M
est une fonction lisse f : U — G, ot (U, ¢) est une trivialisation locale du fibré. Dans un souci
d’allégement des notations, nous considérons pour la fin de cette section que le fibré (P, m, M) est
trivial. Lensemble # = €¢°°(M, G) des transformations de jauge sur M est un groupe” pour la
multiplication point par point, et il agit sur I'espace %7y des connexions sur M de la fagon suivante :

J-A=Ad;A+ j'w, VA € o)y, (1.23)

ol w est la connexion, parfois appelée forme de Maurer-Cartan™, définie pour g € G par

o T,G — g
97w = (Lg-1)sv

Dans le cas o G est un groupe linéaire on peut vérifier que I'équation (1.23) se réécrit
. S 19
(G- A =j"Ajv+j djv,
en tant que produit de vecteurs par des matrices.

Les transformations de jauge agissent sur la courbure par conjugaison :
Fi4 = Ad;F*, VA € o).

Ainsi, si le produit scalaire sur g est ad-invariant, on voit que I'action de Yang—Mills est invariante par
transformation de jauge. C'est pourquoi il est possible de restreindre la définition de d iy s 4 Iespace

</ ¥ dansléquation (1.22).

Néanmoins, I'espace 7)1/ _# n’est toujours pas localement compact, et donc la bonne définition
d’une mesure invariante par translation n’est pas assurée. Un moyen de le faire est de transporter la
mesure sur @7/ _# en une mesure sur G par le biais d’holonomie le long de lacets.

Définition 1.1.18. Soit c une courbe sur M, et A une connexion sur M. L’holonomie de Ale long de
cesth(1l),ouh : [0,1] — G est'unique solution de I’équation différentielle suivante :

a4 — _ A (2@
4 (t) A ( at ) h(t) (12
h(0) = e.

Cette définition de I’holonomie coincide avec la Déf. 1.1.12, si 'on regarde la connexion A sur M

comme le pull-back d’une connexion w sur P par une section o de P. Les différentes propriétés de
’holonomie sont résumées dans la proposition suivante.

811 s’agit ni plus ni moins que de 'image par ® du groupe de jauge sur P, et de ce fait ® devient un isomorphisme de
groupes.
4cf. [DEF ' 99, Moroi]
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Proposition 1.1.6. Soit A une connexion sur M. Alors I’bolonomie le long de A vérifie :

(z) Si c est une courbe sur M et  un changement de paramétrage croissant, alors hol(A, c o ) =

hol(A4, ¢).
(1z) Sicy et co sont des courbes sur M telles que c1(1) = co(0) alors
hol(A, c1¢2) = hol(A, ca)hol(A, ¢q). (1.25)

(i1) Si c est une courbe sur M alors

hol(A,c¢™') = hol(4,¢) . (1.26)

(iv) Sij € 7 est une transformation de jauge et c une courbe sur M, alors
hol(j - A, ¢) = j(c(1))'hol(A, ¢)j(c(0)). (1.27)

L’idée finale prend alors forme : la mesure image de la mesure de Yang—Mills sur %,/ _# par
I’holonomie le long d’un lacet est une mesure sur GG invariante par conjugaison. C’est cette mesure-la
g g
que nous pouvons définir de fagon rigoureuse, et nous y reviendrons 4 la section 1.4.

1.2 PROBABILITES NON-COMMUTATIVES

Les probabilités non-commutatives, a I'instar de la sans doute plus célebre géométrie non-commuta-
tive” dont elles s’inspirent, portent un nom ambigu, sinon fallacieux. En effet, elles ne sont pas a
opposer aux probabilités dites “classiques” ot les variables aléatoires sont 4 valeurs dans un espace
commutatif, mais il faut plutét les voir comme une généralisation’, voire comme un changement
de paradigme dans la maniére d’aborder les probabilités. En effet, si les probabilités classiques et
leur axiomatique de Kolmogorov se fondent sur la théorie de la mesure et I'intégrale de Lebesgue,
comme en témoigne la présence de la tribu .# dans I'inéluctable (€2, .%, P) introduit dans les cours
de probabilités, les probabilités non-commutatives reposent quant 4 elles sur I'approche bourbakiste
del'intégrale, a savoir que I'on décrit I'intégrale par ses propriétés algébriques (forme linéaire sur un es-
pace de fonctions) plutot que géométriques (la mesure de l'aire sous la courbe d’une fonction, modulo
le signe de cette derniere)”. Cette divergence de points de vues sur la bonne définition d’une intégrale
(“doit-on définir I'intégrale a partir de la mesure ou inversement ?”) est élégamment expliquée en in-
troduction du chapitre XI de [Godos], et sapplique bien entendu 4 la théorie des probabilités.

Bien qu’elles semblent n’étre qu’une (re)formalisation algébrique du cadre probabiliste classique,
les probabilités non-commutatives ont vu leur utilité dans des applications assez diverses, souvent mo-
tivées par des modeles physiques, et 'on peut citer parmi ses branches les plus populaires la théorie des
matrices aléatoires ou encore les probabilités libres. Nous allons présenter les bases de cette théorie
nécessaires a la compréhension du cadre probabiliste dans lequel se place la mesure de Yang—Mills en
deux dimensions ; pour des approfondissements le lecteur intéressé est invité 4 consulter les ouvrages
[AGZ10, Mey86, NSo6] qui apportent des points de vue complémentaires sur les probabilités non-
commutatives.

SDéveloppée par Alain Connes, cette théorie est résumée dans I'ouvrage de référence [Conogol].

©On pourrait donc parler de “probabilités non nécessairement commutatives”, ou de “géométrie non nécessairement
commutative”, par exemple, mais I'inélégance de la formulation a conduit 4 la formulation ambigué que 'on connait.

7Notons que dans la plupart des cas, le théoréme de Riesz—Markov garantit que ces deux définitions coincident.
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1.2.1 Espaces de probabilité non-commutatifs

Définition r.2.x. Un espace de probabilité non-commutatif est un couple (o7, ), ot &7 est une C-
algebre unitaire, et 7 est une forme linéaire sur &7 qui vérifie 7(1,/) = 1, appelée éat. T est appelé
état tracial, ou trace, $il vérifie la propriété supplémentaire suivante :

7(ab) = 7(ba), ¥(a,b) € 7>

On peut, selon les besoins de la théorie, enrichir la structure d’un espace de probabilité non-commu-
tatif : en voici quelques exemples traditionnels.

Définition 1.2.2. Soit (.7, T) un espace de probabilité non-commutatif.

(i) Si.«” est muni d’une involution * antilinéaire telle que (ab)* = b*a* pour tout (a,b) € /et
telle que
T(a*a) 2 0, Va € o,

alors I'état 7 est dit positif et (o7, T) est appelé *-espace de probabilité. Létat est dit fidele s'il
satisfait la propriété suivante pour touta € & :

7(a*a) =0 <= a=0.

(ii) Si(7,T) estun *-espace de probabilité muni d’une norme || - || : &7 — [0, 00) pour laquelle
T est continu, telle que (&7, || - ||) soit un espace vectoriel normé complet et qui vérifie

lab]| < flalll|bll, ¥(a,b) € &,

et
la*all = lla]l*, Ya € o7,

alors (o7, 7, || - ||) est appelé un C*-espace de probabilité”.

(iii) Si(a”,7,| - ||) estun C*-espace de probabilité tel que &7 soit une algebre de von Neumann®,
alors (o7, 7, || - ||) est appelé W*-espace de probabilité.

Les C*-espaces de probabilités et les 1V *-espaces de probabilités bénéficient naturellement de la
théorie des algebres d'opérateurs développée entre autres par Gelfand, Naimark, von Neumann, ou
encore Dixmier. Les x-espaces de probabilités englobent des espaces plus généraux, privilégiant parfois
une approche plus combinatoire 4 défaut de bénéficier d’outils analytiques aussi puissants que ceux
susmentionnés. Enfin, les espaces de probabilités non-commutatifs dépourvus d’involution sont un
cas particuliérement abrupt a traiter, car ils ne possedent méme pas de notion de positivité.

®En particulier, &7 est appelé C*-algébre. Un théoréme fondamental de la théorie des C*-algebres, dii & Gelfand
et Naimark [GN43], permet d’identifier une C*-algébre commutative 4 l’algebre des fonctions continues sur un espace
localement compact et tendant vers 0 a infini, et une C*-algebre quelconque a lalgebre Z8( H ) des opérateurs bornés sur
un espace de Hilbert. Le livre de Dixmier [Dix64] fait office de référence sur le sujet.

Une algebre de von Neumann est une sous-algebre de lalgebre Z( H) des opérateurs bornés sur un espace de Hilbert,
qui est fermée pour la topologie faible sur 8(H ). On peut montrer que toute algebre de von Neumann est une C*-algebre.
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Exemples. (i) Soit (€2, .#,P) un espace de probabilité. On pose

(ii)

(iif)

o = L ﬂLPQIP’

1<p<oo

et 7 : &/ — C défini par

7(X) = E[X] = /Q X (w)dP(w).

Alors (o7, T) est un espace de probabilité non-commutatif, correspondant a I'espace des vari-
ables aléatoires dont tous les moments sont finis. C’est méme un *-espace de probabilité, si l'on
le munit de involution X — X . Notons que les espaces LP, pris individuellement, ne sont pas
des espaces non-commutatifs : en effet, n’étant pas stables par la multiplication, en particulier ce
ne sont pas des algebres. En revanche, I'espace L°° en est un, mais pas nécessairement intéressant
car il ne contient pas certaines variables aléatoires fondamentales, telles que les gaussiennes.

Lespace (#y(C), tr, *) ot tr = +TT est la trace normalisée et * est le passage a la matrice
adjointe, est un *-espace de probabilité.

On a mentionné la théorie des matrices aléatoires comme application des probabilités non-
commutatives, il est donc naturel de se demander dans quel espace ces fameuses matrices vivent;
il s’agit simplement du produit tensoriel des espaces des points précédents, a savoir

AMN(C) @ L= (4, P) = Ay (L= (2, P)),
et on le munit de la trace 7 = tr ® K, qui vérifie
(M) = / tr(M(w))dP(w), VM € Mn(L> (22, P)).
Q
Plus précisément, soit AW) un élément de %N(C) (L~ (2, P)) ou (2, #,P) estun espace
)

de probabilités AWM pest rien d'autre qu’une variable aléatoire sur (€2, %, P) 4 valeurs dans
A (C), donc stricto sensu une matrice aléatoire.

1.2.2 Distributions non-commutatives

Sil'on veut suivre le chemin des probabilités classiques, une fois les espaces de probabilité et les vari-

ables aléatoires introduits, 'étape qui suit consiste a définir la Jo7 d’une ou plusieurs variables aléatoires,
et a trouver des moyens de la caractériser. Par exemple, en probabilités classiques, la loi d’une variable
aléatoire réelle X sur (£2, .7, P) est définie par la mesure image de [P par X, 4 savoir Zx = X, P, et

se caractérise notamment :

(i)

Par P'intégrale de fonctions mesurables bornées (ou positives), via la formule de transfert

_ / F(2)d P (@),

ce qui donne une caractérisation fonctionnelle ;
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(ii) Par la fonction de répartition fx (v) = P(X < z) = E[1)_ 4)(X)], qui équivaut i la car-
actérisation fonctionnelle du fait que les fonctions indicatrices d’intervalles | — 0o, z] engen-
drent les fonctions mesurables positives/bornées sur R ;

(iii) Parlafonction caractéristique Py : ¢ — E[e"X]
inverse de Zx, et on peut alors parler de caractérisation spectrale.

, ce qui correspond i la transformée de Fourier

Dans le cas non-commutatif, les définitions peuvent diftérer selon les propriétés de I'espace con-
sidéré. La plus générale est la suivante.

Définition 1.2.3. Soit (.27, T) un *-espace de probabilité, et @ un élément de &7. La lo7 de a est la
forme linéaire ;1 : C(X, X*) — C définie par

u(P(X,X*)) =7(P(a,a")), VP € C(X, X*).

On peut identifier I'espace des polyndmes non-commutatifs 4 deux indéterminées et a coefficients
complexes, en tant qu’algebre, a algébre engendrée par les mots (ou mondémes non-commutatifs) en
les variables a et a*, z.c.

w(a,a*) = a®a .. a®a*Pk (o, B, ... ap, Br) € N* k€N,

Oou encore
€1 €

w(a,a*) =a...a"", (e1,...6,) €{1,x}", neN.

Le produit des monomes se traduit explicitement par la concaténation des mots. Les images de mots
en a eta” par 7 constituent ce que l'on appelle les x-moments de a.

Heuristiquement, la Déf. 1.2.3 revient 4 prendre la caractérisation fonctionnelle des variables aléa-
toires classiques et a remplacer les fonctions mesurables bornées par les fonctions polynomiales, 6tant
de ce fait toute notion d’analyse et se focalisant sur la partie algébrique. Des interprétations plus analy-
tiques peuvent étre obtenues sous des hypothéses plus fortes : par exemple, sia € & vérifieaa™ = a*a
(on dit que a est un élément zormal de &7), et sil existe une mesure p sur C a support compact telle
que

/ H3tdu(z) = (adta), V(k, £) € N2,
C

alors yu caractérise également la distribution de a et Sapparente a la mesure image &x du cas classique.
Si de plus a est autoadjoint, alors supp() C R et les ¥-moments de a correspondent aux moments
de j1 au sens classique. Par ailleurs, si &7 est un C*-espace de probabilité et sia € &7 est normal, alors
la mesure p décrite précédemment existe, et est appelée mesure spectrale de a.

Exemples.

(i) Soit (7, T) un *-espace de probabilité. Un élément u € &7 est un unitaire de Haar s'il vérifie
uu* = u*u = letsi

T(u") =0, Vn € Z\ {0}.
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(ii) Soit (&7, T) un *-espace de probabilité et > 0 un réel positif. Si x € o7 est autoadjoint de
mesure spectrale 2-+/r2 — t21|_, ,1(t)dt, Cest-d-dire que

T(:Ckx*é):/ thrZ 7“2—t

-r

;21

rin’
alors x est appelé élément semi-circulaire de rayon r (ou de variance r2). La loi associée est la
loi du demi-cercle, et il sagit de I'analogue de la loi normale en probabilités non-commutatives.

Notons que la loi du demi-cercle est caractérisée par ses moments, et que ceux-ci ont une for-

mulation explicite a 'aide des nombres de Catalan C,, = n+r1 (277) , n € N:sixestun élément
semi-circulaire de rayon r, alors pour tout k € Non a
2k 7\ 2 2k+1
T(x*) = (§> Cy, 7(z"7) = 0. (1.28)

(iii) Soit (&, T) un espace de probabilité non-commutatif. Les éléments appartenant 2 C1,, sont,
par définition, des constantes, et correspondent exactement aux variables aléatoires constantes
dansle cadre classique ot/ = L>®(Q, %, P) puisqu'elles vérifientbien 7(21) = 27(1) =
z pour tout z € C.

(iv) Soit A un élément de .#x(C) ® (L~ (2, P)) ot (2, F,P) est un espace de probabilités.
Si AN est une matrice normale, alors la mesure spectrale de AWN) existe et est donnée par
Pintensité de la mesure empirique spectrale

N 1
pa=Eism] =E N Z Ox (A

ou \; : A n(C) — Cestlafonction qui & une matrice complexe de taille N x NN associe sa i-¢me
valeur propre*”.

Lexemple (iii) ci-dessus justifie @ posteriors 1a condition, qui aurait pu sembler superfétatoire, selon
laquelle un espace de probabilité non-commutatif soit muni d’une unité : en effet, il est naturel de
demander que les constantes soient mesurables quel que soit I'espace sur lequel on se place.

Etant donné des éléments (ay, . .., a,) € 27", on peut également définir la distribution jointe de
ces variables aléatoires, en généralisant la Déf. 1.2.3 2 un nombre quelconque de variables.

Définition 1.2.4. Soit (&7, 7) un *-espace de probabilité, et (ay, ..., ay) des éléments de o7, La
distribution jointe de aq, . . ., a,, est la forme linéaire p sur C(X, X7, ..., X, X}}) définie par

w(P(Xy, X7, ..., X, X)) =7(P(ay,ai, ... an,ay)), VP € C(Xq, X7,..., Xpn, X).

Notons que la distribution jointe au sens des probabilités non-commutatives n’admet pas néces-
sairement d’analogue en probabilités classiques, notamment si les variables aléatoires ne commutent
pas. Plus précisément, si deux variables aléatoires a et b hermitiennes ne commutent pas, il n’existe pas
toujours de mesure sur R? dont les moments sont ceux du couple (a, b).

**Le choix de l'ordre parmi les valeurs propres n’a pas d’importance puisque la mesure empirique spectrale est une
fonction symétrique des valeurs propres de AW,
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Exemple. Soit (.#y(C), tr) lespace de probabilité non-commutatif défini par les matrices de taille
N x N. Onsedonne (4, B) € .#x(C)? un couple de matrices hermitiennes. Alors en particulier
A et B admettent des mesures spectrales en tant que matrices normales. En revanche, si elles ne com-
mutent pas, il n’existe pas nécessairement de mesure sur R? admettant les mémes moments que leur
distribution jointe

p(P(X,Y)) = tr(P(A, B)), VP € C(X,Y).
En effet, si 'on prend A et B les matrices de .#5(C) définies par

01 11
= (o) e=(0)
alors on peut notamment vérifier que

10 11
aman— () amma- (1)

Or s'il existait une mesure y sur R? admettant les mémes moments que la loi jointe de A et B, en
particulier on aurait

tr(ABAB) = / v*y*dp(z, y) = tr(ABBA),

R2

ce qui est impossible puisque tr(ABAB) = 1 tandis que tr(ABBA) = 3.

1.2.3 Indépendance et liberté

En probabilités classiques, I'indépendance se traduit tout d’abord a I'échelle des tribus : la famille
de tribus (¢}, ...,%;) est indépendante si pour tout A; € %; on a la factorisation P((), 4;) =
1, P(A;). Des variables aléatoires X7, . . . , X, respectivement d valeurs dans (Ey, &), . . ., (E,, &)
sontindépendantes si leurs tribus engendrées sontindépendantes, et on al’équivalence entre les points
suivants :

(i) Xi,...,X, sontindépendantes ;
(i) Px,x0) = Px, @ @ Px,. 5
(iii) E[[L, fi(X5)] = 1L E[fi(X;)], pour toutes f; : E; — R mesurables bornées.

(iv) (pour des X; a valeurs dans R) ®(x,  x,)(t1,...,tn) = @x,(t1)--- Px, (tn), pour tout
(t1, .. 7tn) e R™

Les point (ii) et (iii) sont parfaitement explicites quant a la nature algébrique de I'indépendance :
en effet, la mesure produit Py, ® - - - ® Py, du point (ii) est le produit tensoriel des mesures, vues
comme formes linéaires sur I'espace des fonctions mesurables bornées 4 valeurs dans R, et le point (iii)
caractérise justement ce produit tensoriel du point de vue des formes linéaires. Cest pourquoi on
parle d’indépendance tensorielle. 1l est possible de redéfinir cette forme d’indépendance dans un cadre
non-commutatif, mais nous allons voir que ce n’est pas spécialement naturel — ou adapté.



42 1.2. PROBABILITES NON-COMMUTATIVES

Définition 1.2.5. Soit (.27 );c des sous-algebres unitaires d’un espace de probabilité non-commutatif
(7, 7). Elles sont dites tensoriellement indépendantes (ou simplement indépendantes) si les <7; com-
mutent deux a deux et si 7 se factorise comme suit :

T<Haj) =[] 7(a)), Va; € 7, ¥j € J, ¥.J C I fini, (1.29)
J J

Des variables aléatoires (a;);c; sont dites indépendantes si les algebres qu'elles engendrent respec-
tivement sont indépendantes.

Si l'on garde en téte I'idée que 7 joue le réle de I'espérance par rapport a la mesure de probabilité
dans le cas non-commutatif, et &7 'algébre des fonctions mesurables bornées, il est clair que 'équation
(1.29) correspond 4 la caractérisation fonctionnelle de I'indépendance. Le probleme est que cette no-
tion n’est utile que pour des variables aléatoires qui commutent : par exemple, si @ et b ne commutent
pas, 'équation (1.29) ne permet pas de calculer (sous forme de factorisation) toutes les quantités de la
forme

7'(a’“1 b ak"b‘]”),

et en particulier on voit qu'elle ne permet pas de décrire intégralement la *-loi jointe de variables
aléatoires qui ne commutent pas a partir de leurs *-lois respectives, comme c’est le cas en probabilités
classiques. C’est pourquoi I'indépendance tensorielle est insuffisante, du moins pour décrire les inter-
actions de variables aléatoires qui ne commutent pas.

Définition 1.2.6. Soit (<7 );c des sous-algebres unitaires d’un espace de probabilité non-commutatif
(o7, 7). Elles sont dites librement indépendantes (ou simplement /ibres) si, pour tout n € N, pour
tout (i1, ...,1,) € I" tel que iy, # ij41 pour tout 1 < k < n* et pour tout ay, € %, , 7(ay) =0
implique

T(ay...a,) =0.

Des variables aléatoires (a; );es sont libres si les algebres unitaires qu'elles engendrent respectivement
sont libres.

Cette définition parait souvent contre-intuitive et inutilement compliquée de prime abord pour
quiconque est habitué aux probabilités classiques ; elle I'est moins pour les algébristes qui pourront
reconnaitre une analogie avec la notion de liberté dans les groupes.

Définition 1.2.7. Soit G un groupe et (G;);cs des sous-groupes de G. Les (G;) sont libres si pour
toutn € N, pour tous iy # - - - # i, et pour tout g € G;, \ {e},ona

G g e

Cette notion de liberté au sein de la théorie des groupes induit par extension celle de produit libre
de groupes, et méme d’algebres. Il est rassurant de voir que cette analogie n’est pas infondée, comme
nous allons le voir. En effet, pour un groupe donné GG, on peut munir son algebre de groupe CG d’une
structure d’espace de probabilité non-commutatif, en posant 7 (Z gec O g) = (v, eton a alors le

résultat suivant.

*'On utilisera par la suite la notation ¢; # - - - # i,, pour signifier cette condition, en gardant  lesprit que # n’est pas
une relation transitive.
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Proposition r.2.1. Soit G un groupe et (G;)ic des sous-groupes de G. Les points suivants sont équiva-
lents :

(z) Les groupes (G,); sont libres ;
(iz) Les algébres de groupes CG, en tant que sous-espaces de probabilité de (CG, ), sont libres.

I n’est pas difficile de sassurer que la relation de liberté est symétrique. Outre le lien entre la liberté
en probabilités non-commutatives et la liberté en théorie des groupes, nous allons voir dans le lemme
suivant que la liberté de variables aléatoires permet de s’assurer que leur loi jointe soit entierement
caractérisée par leurs lois individuelles respectives, tout comme pour des variables aléatoires indépen-
dantes en probabilités classiques.

Lemme 1.2.2. Soit (o7, T) un espace de probabilité non-commutatif et (o7;);cr une famille de sous-
espaces libres. Soit 9B | algébre engendrée par les <F;, alors T| g est enticrement déterminé par (7o )icr.

1.2.4 Convergence dans des espaces non-commutatifs

Contrairement aux probabilités classiques pour lesquelles de nombreuses notions de convergence
coexistent et possedent des caractéristiques propres, les espaces de probabilités non-commutatifs, sans
qu’on les pourvoie de structure analytique supplémentaire, ne possédent qu’un seul type de conver-
gence : la convergence en distribution non-commutative.

Définition 1.2.8. Soit (.7, Tn') Nen une suite d’espaces de probabilité non-commutatifs et (.7, 7)
un espace de probabilité non-commutatif. Une suite de variables aléatoires (an ) nen, ol an € Wy
pour tout N, converge en distribution non-commutative vers a € &/ quand N tend vers I'infini si

lim 7y(aly) = 7(a"), Yn € N. (1.30)

N—oo

Sil'on se rapporte au cas classique, cette convergence correspond  la fois a la convergence en loi et
a la convergence dans LP pour tout p € N. En guise d’illustration, voici deux formes du théoréme
central limite, 'une fondée sur I'indépendance tensorielle, 'autre sur la liberté.

Théoréme 1.2.3. Soit (&7, T) un *-espace de probabilité et (an) yen+ une suite d éléments de <7 indé-
3 ) S
pendants et identiquement distribués tels que pour tour N € N* :

- an est autoadjoint ;
_ 2y _ 2
- 7(an) =0er1(ay) = 0° < o
Alors on a la convergence en distribution non-commautative suivante :

—CL1+"'+GN_)$ (1.31)
VN ’ '

on x est une variable aléatoire normale centrée de variance o>

Théoreme 1.2.4. Soit (o, T) un x-espace de probabilité et (an ) nen+ une famille libre déléments de
< identiquement distribués tels que pour tout N € N* :
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- an est autoadjoint ;
_ 2\ _ 2
- 7(any) =0er7(ay) = 0° < o
Alors on a la convergence en distribution non-commutative suivante :

a + - +ay

N — s, (1.32)

o4 S est un élément semi-civculaive de variance o>.

La Déf. 1.2.8 admet une généralisation naturelle aux familles quelconques de variables aléatoires, en
particulier les processus.

Définition 1.2.9. Soit (%, Ty ) nen une suite d’espaces de probabilité non-commutatifs et (.27, 7)
un espace de probabilité non-commutatif. Soit / un ensemble d’indices et on considére pour tout

1 € [ lasuite de v.a. (ag\i,))NeN avec ag\i,) € dyeta® € of. Alors:

(i) (ag\z,))ie 1,NeN converge en distribution non-commautative vers (a(i) )icr siona

lim 7y (- a7y = 70 - a®™), ¥n €N, V(iy, ..., i,) € I". (1.33)

N—oo

(ii) (a%))ieLNeN converge en x-distribution vers (a)er si (ag\i,), (a%))*)]veme] converge en dis-
tribution vers (a¥, (a?)*) ;.

Dans le contexte spécifique des matrices aléatoires, la structure analytique de I'espace auquel appar-
tient I'objet limite permet de définir des notions de convergences plus fines et plus variées, sapprochant
de celles que I'on retrouve en probabilités classiques.

. AN (N) . . L s
Definition r.2.10. Soit (A; "/, ..., Ay"’) Nyen une suite de n-uplets de matrices aléatoires, cest-a-

. g e N
dire qu'il existe un espace de probabilité (§2,.%, P) tel que pour tout n et pour tout N, AN Q-
. . o N) . A1 - :

A (C) soit une variable aléatoire, ou encore que AN soit un élément de ., N (L (Q2,P)). Soit
| - Iz (c) la norme de Frobenius donnée par || M || 4, ) = +/Tr(M M*), ainsi que (a1, . . ., a,) €
/" un n-uplet d’éléments d’un W*-espace de probabilité (<7, 7, || - ||).

(i) La suite de n-uplets (AgN), ce AﬁlN)) converge en distribution non-commutative presque-stire-
ment vers (ay, . .., ay) si pour presque-tout €2, la famille (A(lN) (W), ... AN (w) € AN(C)
converge en distribution non-commutative vers (a4, . . ., a,,) au sens de la Déf. 1.2.9.

. . N N Ty .
(i) Lasuiteden-uplets (A§ )AL )) converge en distribution non-commautative fortement vers
(a1, ..., ay) silaconvergence a lieu en distribution non-commutative presque-siirement et si

pour tout P € C(Xy,...,X,),

lim [|P(AN, .., A o = |Plas, .., an)llw, Ds. (1.34)

N—oo
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1.2.5 Mouvement brownien unitaire et limite d’échelle

Dans cette section, on met en pratique la théorie développée précédemment dans le but d’étudier
un processus stochastique matriciel qui sera présent (de maniere plus ou moins explicite) dans la
théorie de Yang—Mills en deux dimensions, a savoir le mouvement brownien sur le groupe de structure
- U(N) dans notre cas. Il est construit comme solution d’une équation différentielle stochastique par
rapport au mouvement brownien sur Uy ; ce dernier peut, comme nous allons le voir, s’interpréter
comme une matrice aléatoire dont les coefficients sont des combinaisons linéaires (4 coefficients com-
plexes) de mouvements browniens réels. Il est également, a une rotation pres, égal au mouvement
brownien hermitien introduit par Dyson [Dys62] qui a été étudié plus en détail que son analogue
unitaire : par exemple le processus de ses valeurs propres, appelé monvement brownien de Dyson™*, est
le sujet de nombreuses recherches dont certaines sont liées aux questions d’universalité mentionnées
au paragraphe 1.2.1.

Définition r.2.11. Soit uy lalgebre de Lie de U(/V), munie d’un produit scalaire (-, -) Ad-invariant.
Le mouvement brownien sur uy est le processus gaussien X' = (K;);>0 4 valeurs dans uy qui vérifie :

EKXa Kt><Y7 Ks>] = (5 A t)<Xa Y>> V(Xa Y) € u?\fa V(S, t) € (R+)2- (135)

Il est possible de se ramener a ’étude de mouvements browniens réels en passant en coordonnées :

étant donné une base orthonormée (X7, ..., Xy) deuy etd = dimuy = N? mouvements brown-

iens réels standards ((Bt(z))t>0, 1 < i < d), on peut construire explicitement K par

K, =Y B'X;

Munissons en 'occurrence uy du produit scalaire suivant :
(X,)Y)=NTr(X"Y) = Nztr(X*Y). (1.36)

On peut se servir du plongement de uy dans .#y (C) et utiliser la base canonique (£;;) de .#n(C)
pour décrire une base orthonormale de uy. On pose, pour 1 < k < < N,

7
Xipe = —=(Ere — Eu), Yo = ﬁ(Eké + Eu),

etpourl <k <N

Cette famille est bien orthonormale pour le produit scalaire défini plus haut, et comme uy est de
dimension d = N? on en déduit bien que c’est une base orthonormale. En conclusion, on obtient la
forme matricielle explicite suivante du mouvement brownien sur uy :

’ / !
iB} B/ *+iB,?*  B}*+iB,"? BN ip, b
VN | V2N V2N, V2N,
B} ?—iB,"? iB2 B234iB,*® B2 g2
132N’13 2,3 N’23 2N 3N2N3N
Kt = By —iBy By —iBy” iB} By +iB” (1'37)
V2N V2N VN V2N
! / /
BN i B*N_;g2N  p3N_;p3N

iB3

**On trouvera sa définition et ses principales propriétés au paragraphe 4.3.1 de [AGZio].
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La variation quadratique d[K]; correspond en fait au produit matriciel (dK;dK;) = —Indt. Une
fagon de voir cela est de faire apparaitre I'élément de Casimir Cy,,, que 'on va décrire au paragraphe

1.3.3:
d
dK; @ dK, = Y dBPYdB 1y @ 2 = Cy dt.
k,t=1
Or l'image de C,,, par l'application x ® y +— xy est ¢, Iy, ol ¢y, = —1, ce qui donne la formule

annoncée pour d[K ;.

Définition 1.2.12. Soit U € U(N). Le mouvement brownien sur U(N ) issu de U est 'unique pro-
cessus (Uy)i>0 solution forte de 'équation différentielle stochastique matricielle suivante :

QN 17, dt, (1.38)

dU; = Uy o dK; = dK Uy + 5

avec pour condition initiale Uy = U.

Le passage en coordonnées nous permet de voir /A comme une transformation linéaire (complexe)
d’un mouvement brownien dans R%; la bonne nouvelle est alors que les outils habituels du calcul d’It6
multidimensionnel sappliquent au processus /. Si l'on interpréte (1.38) comme un systéme d’EDS
par rapport a des mouvements browniens réels, on se convainc sans peine que cette équation est bien
définie ; on peut également montrer que pour tout ¢, U; appartient bien 2 U(N) : en effet, si l'on
applique la formule d’Itd6 multidimensionnelle & U, U, on obtient d(U;U;) = 0. On en déduit que
UU; = Iy pour tout t etdonc U; € U(N).

Exemple. Dans le cas du groupe U(1), son algébre de Lie est u; = iR, que l'on peut munir du
produit scalaire usuel. Ainsi, un mouvement brownien sur u; est donné par (iB;);, ot (B;) est un
mouvement brownien standard sur R, et donc le mouvement brownien sur U(1) est la solution forte
de I’équation différentielle stochastique

1
dUt == ZUtdBt - §Utdt

On peut vérifier sans peine que (e"5*), convient ; on remarque que le mouvement brownien sur le
cercle correspond bien a un “enroulement” du mouvement brownien réel, au sens ot son angle, mo-

dulo 27, est égal & (B;).

Lexemple ci-dessus est important, a notre avis, pour deux raisons. Premi¢rement, il apparait, de
fagon renormalisée, dans une factorisation du mouvement brownien sur U(/V), que l'on trouve par
exemple dans [Dahr7].

Lemme 1.2.5. Soit (U;) un mouvement brownien sur U(N ). Alors (Uy); a la méme loi que (e*Pt/N S,
ou (By) est un mouvement brownien standard et (Sy) est un mouvement brownien sur SU(N )™ indé-

pendant de (By).

»Ce processus est construit exactement comme le mouvement brownien sur Uy : c’est la solution forte de 'EDS

Cs
SUN S, dt,

ds; = dE{*Y S, + =5

ol Cyy = —1 4+ ﬁ est associé 4 'élément de Casimir Cyy,, et K*"¥ est un mouvement brownien sur st .
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Deuxiémement, une approche — que nous n’utiliserons pas dans cette these mais qu’il apparait
intéressant de mentionner — pour analyser le mouvement brownien sur U(V) est de regarder le proces-
sus de ses valeurs propres ; a 'instar du mouvement brownien de Dyson qui caractérise les valeurs pro-
pres du mouvement brownien hermitien on peut décrire le processus (e?1(®) ... | e~ (1) des valeurs
propres de (U;) comme un systeme de particules sur U(1), et plus particuliérement une famille de
mouvements browniens sur U(1) conditionnés 4 ne pas se rencontrer.

Jusqu’a présent on a introduit le mouvement brownien unitaire en utilisant une représentation
matricielle de celui-ci pour se ramener au calcul stochastique multidimensionnel réel. Nous allons
désormais I’étudier de fagon plus intrinseque, 4 travers le prisme des probabilités non-commutatives
introduites aux paragraphes précédents. On se donne un espace de probabilités (€2, .7, IP) et on con-
sidére le sous-ensemble de 4y (C) @ L>~(Q,P) constitué des matrices aléatoires unitaires. Clest
un sous-espace de I'espace des matrices aléatoires sur €2 ; il est muni de la structure de groupe induite
par U(V). En particulier, dans ce cadre on peut calculer les #-moments du mouvement brownien
unitaire comme suit :

P(P(U,,U})) = Elte(P(U,, U))] = / (U, U )p(U)dU (139)

Uv)

ou p; est le noyau de la chaleur sur U(V) que nous étudierons dans la section 1.3.5.

Lorsque N tend vers I'infini, ces moments admettent une limite finie qui déterminent un processus
appelé monvement brownien unitaire libre, ou monvement brownien multiplicatif libre ; cela explique
en partie I'utilisation de la trace normalisée dans le calcul des moments, et en ce sens la limite peut
s'interpréter comme une limite d’échelle. Ce processus limite a été défini par Biane [Biag7] dans le
langage des probabilités libres, mais des résultats similaires ont été obtenus par Singer [Sings] et Rains
[Raig7] de fagon concomitante, le premier dans un contexte proche de cette thése, 4 savoir I'étude
asymptotique de la mesure de Yang—Mills planaire, et le second dans un contexte d’étude asympto-
tique de mouvements browniens sur des groupes matriciels.

Théoreéme 1.2.6. Lorsque N tend vers Uinfini, le monvement brownien (Uy)i= sur U(N) converge
presque-siirement en distribution non-commutative vers un processus (Uy )10 unitaire tel que ses incré-
ments multiplicatifs wu’, soient stationnaires et libres*, et tel que pour tout n € N¥,

n—1
ny __ —n\ __ f%t (_t>k k—1 n
T(up) =1(u ") =e 2 n k1) (1.40)

Cette convergence se traduit de la fagon suivante : pour tout k& € N, (t1,...,t;) € (]RJr)k, et
P e C(Xy,..., Xop),

: (N) (V)= (N) (N)\*\y * *
A}l_{r(l)o tr(P(Uy 7, (U, ) U, (U )Y)) = T(Plugy, vy, o g, uf ) pes. (1.41)
Une version “forte” de ce théoreme a plus récemment été démontrée par Collins, Dahlqvist et Kemp
[CDKi8] : ils ont en effet montré que la convergence de la formule 1.41 reste valable si I'on remplace
la trace par la norme d’opérateurs, ce qui permet de remplacer la convergence du Thm. 1.2.6 en une
convergence forte au sens de la Déf. 1.2.10.

*#1 s’agit 1a de 'analogue, en probabilités libres, d’'un processus de Lévy.
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1.3 THEORIE DES REPRESENTATIONS

La théorie des représentations consiste a identifier un espace relativement général 2 un sous-espace
de End(V') pour un espace vectoriel V donné, et ainsi bénéficier de la théorie de la réduction des en-
domorphismes — entre autres — afin de décomposer les objets étudiés dans une base bien choisie. En
d’autre termes, on peut voir la théorie des représentations comme une version algébrique de la théorie
spectrale, ou de la théorie de Fourier.

Bien que nous la nommions “théorie” au singulier, elle est multiple et foisonnante, et surtout se
rapporte 4 des objets qui peuvent étre de natures fondamentalement différentes, et de structures plus
ou moins riches ; nous allons cependant tenter d’en donner une définition informelle la plus générale
possible avant d’en étudier des aspects spécifiques : étant donné une catégorie C et un objet A de
celle-ci, une représentation de A dans un espace vectoriel V' est la donnée d’un morphisme de A vers
End(V') ou GL(V')*, ce qui se traduit de maniére synthétique par :

(p, V) représentation de A € Obj(C) < (V' € Obj(Vec), p € Home(A, GL(V)).

Exemples.

(i) Dans la catégorie Grp des groupes, une représentation d’un groupe G est la donnée d’un espace
vectoriel V' et d’'un morphisme de groupes G — GL(V).

(ii) Dans la catégorie TopGrp des groupes topologiques, une représentation de G est donnée par
un morphisme de groupes topologiques G — GL(V/), soit un morphisme de groupes qui soit
continu.

(iii) Dans la catégorie k — Alg des k-algebres associatives, ou & est un corps, une représentation de
degré n d’une algébre A est la donnée d’un morphisme de k-algebres A — M, (k).

(iv) Dans la catégorie C*Alg des C*-algebres, une représentation d’une C*-algebre A est la donnée
d’un espace de Hilbert H et d’'un morphisme de C*-algebres A — A (H).

Notre objectif ici est de développer la théorie de Fourier, ou tout du moins son analogue, dans le
groupe U(V). Nous allons donc, dans un premier temps, énoncer quelques résultats généraux sur les
représentations des groupes, en particulier des groupes compacts, qui vont nous mener au théoreme
fondamental de Peter-Weyl et 4 la décomposition spectrale du Laplacien sur un groupe compact. Dans
un second temps, nous verrons comment ces résultats sappliquent au cas du groupe unitaire.

1.3.1 De la mesure de Haar sur un groupe

Aussi str que la théorie de Fourier et 'analyse harmonique “classiques” présupposent une con-
naissance de la théorie de I'intégration sur R", la théorie des représentations, notamment appliquée a
lanalyse harmonique non-commutative, nécessite une connaissance de la théorie de I'intégration sur
d’autres groupes. Loin de nous I'idée de détailler cette théorie, mais il semble indispensable qu’avant

»Cela présuppose, bien entendu, que End(V') ou GL(V') appartienne 4 la catégorie C, et cela ne fonctionne donc pas
pour toute catégorie.
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‘aller plus loin nous introduisions au moins la notion de mesure de Haar et quelques-unes de ses pro-
priétés. Le chapitre s de [Faro8] constitue une introduction ¢lémentaire au sujet, et un développement
plus complet pourra étre trouvé au chapitre 15 de [Godos], voire pour les plus hardis au chapitre VII
de [Bou63] — la monographie [Wei4o] pourra aussi étre consultée avec profit.

Definition 1.3.1. Soit G un groupe topologique localement compact. Une mesure de Radon positive

sur G est invariante 4 gauche’® si elle vérifie
&

/fgxdu /f (), Vg € G, V] € .(G),
et invariante 4 droite si elle vérifie
/fwgdu /f Jdu(x), ¥g € G,V € G(G).

Une mesure invariante a gauche (resp. a droite) non nulle, si elle existe, est appelée mesure de Haar a
gauche (resp. a droite).

Lexistence de cette mesure a été démontrée pour un groupe localement compact métrisable et
séparable par Haar [Haa33], puis par Weil [Wei4o] en toute généralité. Lorsqu’un groupe admet une
mesure de Haar finie, elle est unique 4 un facteur pres ; c’est un résultat que 'on doit 4 von Neumann
[vIN36] et Kakutani [Kak38]. En particulier pour tout groupe compact G il existe une mesure de Haar
a gauche 1 sur G telle que 1(G) = 1 : cest de cette mesure qu’il s'agira lorsque nous parlerons de
mesure de Haar par la suite, et on la notera dg.

Proposition 1.3.1. Soit G un groupe localement compact.

(1) Si i est une mesure de Haar a gauche sur G et g est un élément de G, la forme linéaire

{%C(G) - R
o= o flgzg™t)du(x)

définit une mesure de Haar a gauche. 1l existe donc A(g) > 0 tel que

/fgmg )du(z /f Ydp(z

et on appelle module [ application A : G — R,
(i) Le module \ est un morphisme continu de groupes de G vers R .

(111) Sile module de G est constant et égal a 1, on dit que G est unimodulaire. Dans ce cas, toute mesure
de Haar a gauche est une mesure de Haar a droite, et elle est invariante par passage a 'inverse.

(iv) Si G est compact ou abélien, alors il est unimodulaire.

2¢On peut faire le rapprochement avec la définition 1.1.7 lorsque G est un groupe de Lie, et en utilisant la correspondance
entre mesures et 1-formes différentielles.
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1.3.2 Deéfinitions et constructions générales

Définition 1.3.2. Soit G un groupe (resp. un groupe topologique, un groupe de Lie), et K = R ou
C. Une représentation de G est la donnée d’un K-espace vectoriel V' et d’un morphisme de groupes

p:G— GL(V).

Par défaut, dans ce qui suit, on supposera toute représentation continue si G est un groupe topologique
et lisse si G’ est un groupe de Lie. Notons qu'on peut également définir une représentation de G par
une action de groupe (g,v) +— ¢ - v sur un espace vectoriel V. Il arrive alors que V' soit appelé un
G-module car I'action de g sur V' ressemble formellement 4 la multiplication externe d’un anneau A
sur un A-module. L'expression “G-module” est toutefois un abus de langage, ou tout au moins une
métonymie : en réalité on peut effectivement munir V' d’une structure de module sur algebre du
groupe G. Cette correspondance mérite d’étre développée.

Définition 1.3.3. Soit G un groupe, et K = R ou C. Son algébre de groupe K[G] est la K-algebre

constituée des combinaisons linéaires d’éléments de GG A coefhicients dans K.

Notons que lorsque G est engendré par des générateurs {g1, . . . , gx }, on peut voir K[G] comme
image de lalgebre K(X1, ..., X}) des polyndmes non-commutatifs a & variables et 4 coefficients
dans K par la spécialisation (X7, ..., Xy) = (g1, .., gk). La terminologie “G-module” peut alors
sexpliquer par la proposition suivante, dont la démonstration constitue une simple vérification.

Proposition 1.3.2. Soit (p, V') une représentation de G. Alors V' peut étre muni d’une structure de
K(G)-module en étendant K-linéairement laction de G surV définie par

g-v=plgv, Vg€ G, YveV.

Les deux définitions d’une représentation que nous avons introduites possedent chacune ses avan-
tages : la premicre rend explicite le morphisme p tandis que la seconde est plus concise et permet
d’alléger les notations, particulierement lorsqu'on raisonne de maniére diagrammatique. Dans ce qui
suit, nous les utiliserons indistinctement selon ce qui semblera le plus pertinent.

Passons a présent au produit tensoriel de représentations, qui permet de considérer action simul-
tanée du groupe sur plusieurs espaces vectoriels comme une action sur leur produit tensoriel.

Définition 1.3.4. Soit (p1, V}) et (p2, V2) deux représentations de G. Le produit tensoriel de ces
représentations est défini comme la représentation p; ® ps sur lespace Vi ® V5 vérifiant les deux
propriétés (équivalentes) suivantes :

g-(v1®v2):(g-v1)®(g-v2),VU1®vg€V1®V2,V96G;

(p1 ® p2)(9) = p1(g) ® p2(9),Vg € G.

Note : on peut étendre cette définition au produit tensoriel d’'un nombre fini de représentations
p1 @ -+ - @ pp, et ce, de manicre associative. Cela permet de voir I'algebre tensorielle

(e 9]

T(V)=Pve

n=0
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comme une représentation de G. Notons que G agit sur 7'(V') par automorphismes d’algébre gra-
duée”.

Dans les applications de la théorie des représentations aux probabilités non-commutatives, le pro-
duit tensoriel de représentations occupe une place de choix, comme I'illustrent la dualité de Schur—
Weyl ou bien la décomposition d’un produit de caracteres — nous aurons le loisir de présenter ces
résultats au chapitre 3. Aussi semble-t-il utile de rappeler quelques propriétés plus ou moins connues
du produit tensoriel d’espaces vectoriels ; pour plus de détails, on renvoie a [Proo7, Chap.s].

Pour commencer, 'application

Doy { VeU* — Hom(U,V) (142)

VR — ur {(p,u)v

définit un isomorphisme canonique. Toute application A € Hom(U, V'), représentée matricielle-

ment par (a;;) dans des bases {eq, ..., e, et {f1,..., fn} respectivement de U et V, correspond au
tenseur y ; @ij[i®e’, ennotant {e',...,e"}labase duale sur U*. En effet, pour tout k on constate
que

Puy(fi@e)(ex) = (¢, e) fi = O f;

et comme pour tout k ona Aey, = Y . a;; f;, on conclut par linéarité.

Soit (p1, U) et (p2, V') deux représentations de GG. L'action de G sur Hom(U, V') donnée par (g -
A)(u) = g- A(g~" - u) se traduit par le diagramme
S Ve
gl lg
U i V
Un cas particulier de 'isomorphisme ® est celui ou V' = C, et ps est la représentation triviale,
re. p2(g)z = 2, Vz € C; la représentation définie par le procédé précédent n'est autre que la

représentation contragrédiente p¥ sur U* = Hom(U, C). Aussi, laction de G sur Hom(U, V') peut
se réinterpréter en termes de produit tensoriel comme

g+ A= (p2®p))(9)(Pyc(A)).

Un autre cas particulier d’isomorphisme est celui ou U = V, et qui permet de définir la trace d’un
tenseur.

Définition 1.3.5. Soitu ® ¢ un tenseur de U ® U*. Sa trace est le scalaire défini par

Try(u ® @) = (p, u).

I n’est pas difficile de vérifier que cette définition coincide avec celle dela trace d’un endomorphisme
représenté matriciellement :

Try(u @ ) = Tr(Py(u @ p)).

La trace satisfait la propriété de factorisation suivante, que 'on peut rapprocher de la factorisation
qui caractérise 'indépendance tensorielle en probabilités non-commutatives.

*7Cette action s'opere diagonalement sur les k-tenseurs: g - (v1 @ - Qug) = (g-v1) @ - - ® (g - Vk)-



52 1.3. THEORIE DES REPRESENTATIONS

Proposition 1.3.3. Soit A € End(U), B € End(V'). La tracede A ® B € End(U ® V') vérifie
Tr(A® B) = Tr(A)Tr(B).

De la méme fagon qu'on peut comprendre un espace vectoriel plus simplement lorsqu'on le décom-
pose en sous-espaces vectoriel, nous allons voir qu’il est souvent utile de décomposer une représen-
tation en d’autres représentations plus simples.

Définition 1.3.6. Soit (p, V') une représentation d’un groupe G. Si W est un sous-espace de V' stable
par p(g) pour tout g € G, on dit que (p, W) est une sous-représentation de (p, V'), ou encore que W
est un sous-G-module de V.

Il apparait important de noter que l'on ne parle pas de restriction pour autant. En effet, la représen-
tation restreinte est la restriction d’une représentation d’un groupe G 4 la représentation d’un sous-

groupe M.

Une représentation p est dite zrréductible si elle n’admet pas de sous-représentation non-triviale.
On peut voir les représentations irréductibles comme les atomes de la théorie des représentations, et
un des principaux enjeux de cette branche est de caractériser les représentations irréductibles, puis de
déterminer des regles de décomposition de certaines représentations en représentations irréductibles
d’autre part. Commengons par introduire la notion d’entrelacement, qui comme on va le voir par la
suite, permet d’établir des isomorphismes entre deux représentations irréductibles.

Définition 1.3.7. Si (p1, V1) et (p2, V2) sont deux représentations de G et A € Hom(V3, V) vérifie

Api(g) = p2(9)A, Vg € G, (1.43)

alors on dit que A entrelace py et ps.

L'entrelacement peut se traduire par le diagramme commutatif suivant :

|,

9| l#

VlT>V2

et on dit que A est une application G-équivariante. L'ensemble des applications G-équivariantes de
Vi vers Va est noté Home (V7, V2). Clest lensemble des points fixes de Iaction de G sur Hom(V;, V5).
En effet, soit A € Homg(V3, V5). Ona

(g-A)(u)=g-Alg™" - u) = A(u)
si et seulement si
g-Av) = A(g - v),
enposantv = g~ ' - u.

Le lemme suivant est fondamental, 4 tel point qu’il nous semble utile d’en donner la (courte) dé-
monstration.
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Lemme 1.3.4 (Schur).

(z) Soit (p1,Vh) et (p2, Vo) denx représentations irréductibles de dimension finie d’un groupe G. Si
A € Hom(V4, Va) est G-équivariante et non nulle, alors c’'est un isomorphisme.

(1) Soit (p, V') une représentation complexe irréductible de G, et A € End(V') une application qui
commute avec p. Alors il existe \ € C tel que

A= Ay.

Preuve. (i) Le sous-espace ker A est stable. En effet, soitx € ker A, g € G, alors po(g)Ax = 0 =
Ap1(g)x donc p1(g)x € ker A. Or p; est irréductible donc soit A = 0 soit A est injective. Par un
raisonnement similaire on montre la surjectivité de A.

(i7) Par le théoréme fondamental de I'algebre, il existe A € C tel que A — Ay ne soit pas inversible.
En appliquant le point (7), on en déduit que A — AI, = 0. [

Le lemme de Schur permet notamment de définir des classes d’équivalence sur les représentations
irréductibles, en considérant que deux représentations irréductibles sont équivalentes si et seulement
si elles sont entrelacées par une application linéaire non nulle. On note G Tensemble des classes d’équi-
valence de représentations irréductibles.

Définition 1.3.8. Soit (p, V') une représentation complexe irréductible de dimension finie d’un grou-
pe G Son caractére est la fonction

.{G - C (1.44)
X' lg = Telplg) S

Un corollaire immédiat du lemme de Schur est que deux représentations irréductibles équivalentes
possedent le méme caractere, donc que G esten bijection avec 'ensemble des caracteres irréductibles.
Aussi emploierons-nous la méme notation pour cet ensemble. Un autre corollaire immédiat dulemme
de Schur, utilisant cette fois-ci le point (77), est que les représentations irréductibles d’un groupe
abélien sont toutes de dimension 1, et qu’elles sont égales a leur caractére. Lorsque G' est abélien et
localement compact, @ est lui-méme un groupe abélien localement compact, appelé groupe dual. Ce
cadre permet une généralisation du développement en série de Fourier des fonctions périodiques, vues
comme des fonction de G = U(1) dont le groupe dual est G = 7. Nous développerons cet exemple
a la lumiéere du théoréme de Peter—Weyl dans la section 1.3.3.

Définition 1.3.9. Soit (p, V') une représentation complexe de dimension finie d’un groupe compact
G. La représentation p est dite :

(i) réelle si V' est muni d’une structure réelle invariante, z.e. une application antilinéaire G-équi-
variante ¢ : V' — V telle que A =1dy;

(i) guaternionique si V' est muni d’une structure quaternionique invariante, ze. une application
antilinéaire G-équivariante j : V' — V telle que j* = —Idy ;
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(iii) complexe si elle n’est ni réelle, ni quaternionique.

La classification ci-dessus admet une caractérisation intéressante, donnée par la proposition suiv-
ante.

Proposition 1.3.5 ([BtDos], Prop.6.8). Soit (p, V') une représentation irréductible d’un groupe compact
G, de caractére x. Alors

1 st pest une représentation réelle,

/ x(g*)dg = 0 sz p est une représentation complexe, (r.45)
G —1  si pest une représentation quaternionique.

Le membre de gauche de I'équation (1.45) est appelé indicateur de Frobenins—Schur de X et se note
parfois ¢5. Il jouera un réle déterminant dans le chapitre 2 pour calculer la limite de la fonction de
partition de Yang—Mills sur une surface non-orientable.

Nous terminons cette section avec une breve revue des représentations d’algebres de Lie.

Définition 1.3.10. Soit g une algebre de Lie. une représentation de g est la donnée d’un C-espace
vectoriel V' et d’'une application linéaire p : g — End (V') qui est un morphisme d’algebres de Lie, i.e.

p([X,Y]) = [p(X), p(Y)], V(X,Y) € g". (1.46)
Exemple. Si g est une algebre de Lie, on définit sa représentation adjointe ad sur elle-méme par
ady(Y) = [X, Y], V(XY) € ¢ (.47)

La théorie des représentations des algebres de Lie est similaire 4 celle des représentations des groupes
de Lie, notamment en raison du troisieme théoreme de Lie (cf. [Sero6, ILV.8, Thm.3]) qui établit que
pour toute algebre de Lie g de dimension finie il existe un groupe de Lie G connexe et simplement
connexe tel que g soit 'algebre de Lie de . Forts de cette information, nous pouvons alors transporter
les représentations des groupes de Lie vers celles des algebres, via un procédé de dérivation enI’élément
neutre.

Proposition 1.3.6. Soit G un groupe de Lie linéaire, § son algébre de Lie, et (p, V') une représentation

continue de G dans un espace vectoriel de dimension finie. On pose

d
dp:g—V, X — ap(exp tX)|=o0- (1.48)

Cela donne une représentation de g dans 'V, appelée représentation dérivée de p.
La représentation adjointe Ad de G sur g, définie par l'action adjointe (1.16), admet pour représen-

tation dérivée la représentation adjointe ad de g dans elle-méme :

adx(Y) = %Ad(exp(tX))hoY =[X,Y]. (1.49)

Ces deux représentations sont reliées par 'application exponentielle, puisqu’on a la relation
Adep(x) = exp(ady), VX € g. (1.50)

En réalité on a méme un résultat encore plus fort, qui découle notamment du troisieme théoréme
de Lie.
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Theorem 1.3.7 ([Sero6], ILV.8, Thm. 2). La catégorie des groupes de Lie complexes connexes et simple-
ment connexes est équivalente d la catégorie des algebres de Lie complexes de dimension finie.

Cette équivalence est fondamentale, dans le sens ot les représentations d’algebres de Lie (qui sont
en général plus faciles 4 étudier) déterminent exactement les représentations de groupes de Lie lorsque
ces derniers sont connexes et simplement connexes. Nous verrons que I'on peut également déduire les
représentations d’autres groupes, non nécessairement connexes ou simplement connexes, 4 partir des
représentations de leur algebre de Lie : nous traiterons en détail le cas de U(V) dans le paragraphe

1.3.5.

1.3.3 Représentations des groupes compacts

Lorsque le groupe G est compact, on peut apparenter la décomposition de ses représentations a la
réduction dendomorphismes, 4 'aide de représentations unitaires. On va également voir qu’il est pos-
sible de définir un opérateur qui commute avec toutes les représentations irréductibles, et qui jouera
le r6le du laplacien.

Définition r.3.1x. Soit (p, V') une représentation de G. Supposons V' muni d’une structure d’espace
de Hilbert. La représentation p est dite #nitaire si elle est & valeurs dans U(V') = {U € End(V) :
UU=U0U*=1Idy}.

Comme la proposition suivante le montre, I'utilisation de représentations unitaires permet de dé-
composer toute représentation d’un groupe compact en sous-représentations irréductibles.

Proposition 1.3.8. Sozt (p, V') une représentation de dimension finie d’un groupe compact G.
(z) 1l existe un produit scalaire (-, -) sur V pour lequel p est une représentation unitaire.
(17) Tout sous-espace de'V stable par p admet un supplémentaire stable.
(177) L'espace V' peut étre décomposé en somme directe de sous-espaces stables irréductibles.
A Paide de cette proposition et du lemme de Schur, on obtient les relations d orthogonalité de Schur.

Théoreme 1.3.9. Soit (p, V') une représentation unitaire irréductible de G. Alors

| oty ) Talan idg = - (n iy, Sty €V s
Soit (p1, V1) et (p2, V) deux représentations irréductibles de G non équivalentes. Alors

| @) o) Toala g = 0, ) € Vi V(' ) € 12 (52)

Ces relations sont un pas vers le théoreme central de la théorie des représentations des groupes com-
pacts, et qui a posé les jalons de 'analyse harmonique non-commutative*”.

En particulier, la théorie des fonctions sphériques sur une paire de Gelfand sapparente 4 la théorie qui découle du
théoreme de Peter—Weyl, et permet par exemple de traiter le cas d’un groupe localement compact. On pourra consulter
[Far80o] pour un apergu de cette théorie.
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Théoreme 1.3.10 (Peter—Weyl). Soit G un groupe compact, G lensemble des classes d équivalences de
ses représentations unitaires irréductibles.

(i) Pourtout A € Get (pa, V) une représentation de classe \, on note M Uespace vecroriel engendré
par les fonctions™ (pij + g — (pA(9)€i, €5))ij (€;) étant une base de V. Alors

L2(G) = @%)\, (1-53)

\eG

NN

od <~ désigne la fermeture dans L*(G).

(ii) Une fonction | € L*(Q) est dite centrale si pour tout g, h € G, f(hgh™) = f(g). On note
Z2(Q) le sous-espace de L*(G) constitué des fonctions centrales°. Alors l'ensemble des caractéres

X 08 X parcourt G, est une base bilbertienne de Z*(G).

Pour comprendre le fonctionnement de ce théoreme, illustrons-le dans le cas de U(1). L’isomor-
phisme de groupes topologiques

i0 (154)

{ U(l) — R/27Z
z=¢e"Y — 0

permet d’établir la correspondance biunivoque entre les fonctions centrales” sur U(1) et les fonctions
27-périodiques :

rezuay e { B 2L

D’apres le théoreme de Peter—Weyl, de telles fonctions sont donc décomposables dans la base hilber-
tienne des caractéres irréductibles de U(1). Or, comme il s’agit ici d’un groupe abélien, ses représen-
tations irréductibles sont toutes de dimension 1 et égales 4 leur caractere. On peut montrer que les
caractéres en question sont les fonctions (X, )nez définies par

U1 —» C
Xn - xr = "

Par conséquent, toute fonction f € Z(U(1)) admet la décomposition

F(2) =) el f)2", (Lss)

ne”

29De telles fonctions sont appelées coefficients matriciels, car elles représentent les coefficients de la représentation px (g)
vue comme une matrice dans la base (¢;). Notons que l'on peut réinterpréter la relation d’orthogonalité de Schur (1.51)
comme suit :

1

/ Pij(g)/)ke(g)dg = dffsik(sjg.
G P

*Le Z est la pour signifier que cest précisément le centre (Zentrum en allemand) de lalgebre L?(G) munie du produit
de convolution, ce qui se vérifie immédiatement.
#Comme U(1) est abélien, toute fonction f: U(1) — C est centrale.
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ou (¢ (f))nez est une famille de nombres complexes telle que la série enti¢re du membre de droite
soit de rayon de convergence au moins 1. En transposant 'équation (1.55) pour les fonctions 27-
périodiques, on obtient alors la formule classique du développement en série de Fourier

F20) = calf°)(cos(nb) + isin(nd)). (1.56)

nel

La décomposition de fonctions sur U(1) en série de Fourier admet en réalité une généralisation,
qui est un corollaire direct du théoréme de Peter—Weyl et des relations d’orthogonalité de Schur : la
formule de Plancherel. Si X € G est une classe d’équivalence de représentations irréductibles de G' et
(pa, Vi) un représentant de cette classe, on associe a toute fonction f intégrable sur G son coefficient
de Fourier

o) = /G £(9)oalg™)dg.

On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.1x (Théoréme de Plancherel). Soit G un groupe compact, f € L*(G) une fonction de
carré intégrable sur G. Alors f est égale” a sa série de Fourier

flg) = ZdATr<f<A>pA<g>>7 Vg e G. (Ls7)

Silon utilise la définition des coefficients de Fourier et les propriétés de py on peut remarquer que
I’équation (1.57) peut se réecrire a I'aide des caracteres irréductibles :

flg) = _di(f=xx)(g), Vg € G. (r58)
\eG

Il est intéressant de mentionner que tous les résultats abordés dans cette section sappliquent en
particulier aux groupes finis, en notant que pour un tel groupe, une mesure de Haar est un multiple
de la mesure de comptage.

ptag

Nous allons 4 présent nous tourner vers un second aspect de la théorie des représentations des
groupes compacts : la résolution d’équations aux dérivées partielles. En effet, un des exemples canon-
iques de I'utilisation de I'analyse harmonique dans R™ est la caractérisation du noyau de la chaleur,
Cest-a-dire la solution fondamentale de 'équation de la chaleur 1A, f(z,t) = % (x,t). Celle-ci se
fonde sur une étude spectrale de l'opérateur laplacien sur R™ en utilisant la transformée de Fourier ;
nous allons voir comment cela fonctionne en remplagant R™ par un groupe compact G muni de son
algébre de Lie g. On munit g d’une structure euclidienne, en choisissant un produit scalaire (., .)

invariant par la représentation adjointe de G':
(Ad(9)X,Ad(9)Y) = (X,Y), Vg € G, V(X,Y) € g*.

Notons qu’a partir d’un produit scalaire (.|.) quelconque sur g, on peut construire un tel produit
scalaire invariant en posant

(X,Y) = /G (Ad(g) X|Ad(g)Y)dyg.

21 s'agit 1a d’une égalité dans L?(G), cest-a-dire que la série du terme de droite de (1.57) converge dans L?(G).
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Définition r.3.12. Soit X = (Xj,..., X ) une base orthonormée de g. On appelle élément de
Casimir le tenseur

d
Co=) X;® X

=1

Une propriété importante pour garantir la bonne définition de ce tenseur est qu’il ne dépend pas
de la base orthonormée choisie. En effet, soit Y = (Y7, ..., Yy) une autre base orthonormée, posons
Q) = (Qij)1<i j<a la matrice de changement de base de X vers Y, qui est une matrice orthogonale,

Cest-a-dire que (Q™');; = Q;; pour tout (4,5) € {1,...,d}.Ona

ZY ®Y; = ZZ%X © QX

]111

= Z Z Qi;Qi; X; @ X;

i=1 j=1

—Z(ZQU >X®X
:;Xi@@)(i,

en utilisant l'orthogonalité de ().

Etant donné une représentation (p, V') de g, on peut associer a I'élément de Casimir un opérateur
Q, € End(V), appelé opératenr de Casimir de la représentation p, défini par

Q, = mo (p® p)(Cy) = 3 p(X)" (159)

oum : x®y +— xy estlopération de multiplication dans .#y (C). On peut vérifier que §2, commute
a la représentation p, et si p est irréductible le lemme de Schur implique qu’il existe ¢, € C tel que

Q, = —c,Idy. (1.60)

Le signe ‘=’ provient de la remarque suivante : si p = dm ot 7 est une représentation de G telle que
p n'est pas la représentation triviale, alors en prenant un produit scalaire (., .) sur V' pour lequel 7 est
unitaire, on a

dr(X)" = —dr(X), VX € g,

et pour tout v € V non nul,

(v, v) Z lp(Xi)v]|* <

Ainsi, on obtient que ¢, > 0.

L’élément de Casimir Cj est en réalité intimement lié¢ au laplacien sur le groupe G.



CHAPITRE 1. LA THEORIE DE YANG-MILLS EN DEUX DIMENSIONS 59

Définition 1.3.13. L'opératenr de Laplace-Beltrami ( ou laplacien) sur G est l'opérateur défini par

Ag : { HG) = E(G) (r.61)

[ Baf g Xl o flgexp(tX))
ou (X, ..., X,) est une base orthonormée de g.

La dérivée de Lie, qui correspond a I'analogue, dans un groupe de Lie, de la dérivée directionnelle
selon un vecteur tangent, définit une représentation p de g sur ¢*(G) :

d
pX)f rge o Flgep(iX), (162
t=0
et il vient naturellement que
Aaf = 0,1, ¥f € €(G). (169

Par ailleurs, si A\ € G est une classe d’équivalence de représentations irréductibles et (py, V) est
une représentation irréductible de classe A, alors toute fonction représentative f € .4 peut s’écrire

f(g) = Tr(Aspa(9)),

avec Ay € End(V). Il vient que

Acf(g) = Tr(Q,, Arpal9)),

et d’apres (1.60), en notant ¢\ = ¢, , on en déduit que

Acf = —anf. (1.64)

La décomposition du laplacien en fonctions propres permet de décrire la décomposition du noyau
de la chaleur sur GG a I'aide des caractéres irréductibles. Nous allons montrer cela dans la section 1.3.5,
dans le cas ot G est le groupe unitaire. Nous verrons également plus tard que I'élément de Casimir
dont on sest servi pour décrire le laplacien apparait dans la construction du mouvement brownien
sur le groupe — ce qui n’a rien d’é¢tonnant lorsqu'on le considere comme un processus de Markov de
générateur 3 A et dont le semi-groupe de convolution est justement donné par le noyau de la chaleur.

1.3.4 Diagrammes de Young et fonctions de Schur

Avant de décrire les représentations de U(N) nous devons introduire quelques objets combina-
toires que nous retrouverons dans nos calculs, et qui apparaissent dans de nombreux modeles de
physique statistique’’.

Une partition A = n d’un entier naturel n est un k-uplet dentiers naturels A = (Ay,..., \p),
que Pon peut toujours supposer ordonné : A\; > --- = A > 0. Les coefficients de la partition
sont appelés des parts. Un diagramme de Young est la représentation graphique d’une telle partition

»On en trouvera une liste non exhaustive d’exemples dans [BP13] et [GPrs].
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‘ | » »
>

—

7

Figure 1.6: Le diagramme de Young associé 4 la partition (3,3,2,1,1) F 9, en notation anglo-saxonne (&
gauche), cartésienne (au milieu) et russe (a droite).

sous forme dempilement de carrés (ou de boites). En notation anglo-saxonne, c’est-d-dire orientée
dans le sens lexicographique, un diagramme de Young se lit de gauche a droite et de haut en bas - a
la manicre des coordonnées d’une matrice. La i-¢me ligne du diagramme associé 4 A contient exacte-
ment \; cases, et toutes les lignes sont alignées 4 gauche. Il existe d’autres conventions que l'on retrouve
fréquemment : la notation frangaise, qui correspond i une symétrie de la notation anglo-saxonne par
rapport 4 l'axe des abscisses, et la notation russe, présentée par exemple dans [NOo6, §4.2], qui cor-
respond a une rotation de 45 degrés de la notation frangaise dans le sens antihoraire. Quant a nous,
nous emploierons dans cette thése une notation moins canonique : la notation cartésienne, ot I'on
visualise le diagramme comme le graphe d’une fonction en escalier. Cette notation se prétera bien, par
la suite, 4 la caractérisation de ce que l'on appellera plus hauts poids presque plats. Trois des notations
précédentes sont illustrées a la Fig. 1.6.

On introduit deux types de relations d’ordre partiel pour les diagrammes de Young :

- Sim <n, A netpt m,onnote X C psip; < A; pour tout ¢ (ce qui revient a dire que le
diagramme associé 4 /1 est contenu dans celui associé d \) ;

- SiAd=(A1,..., ) et = (f1a, .., fin—1),0nnote it < Aetonditque A et pu sontentrelacés
SEAL Z iy Z Ao = 2 a1 2= A

Lorsque /¢ C A, on peut définir un autre objet combinatoire appelé diagramme de Young gaunche*
A — i1, comme I'ensemble des cases qui restent lorsqu’on retire celles de j1 4 celles de A, comme I'illustre
la Fig. 1.7. On peut montrer (cf. [Macis]) quesip C Aetpr < Aalors A — i estune bande horizontale,
cest-a-dire que le diagramme de Young gauche possede au plus une seule case par colonne.

Figure 1.7: Décomposition du diagramme (5, 5,3, 1) en le diagramme (5, 3,2,0) (en gris) et le diagramme
gauche (5,5,3,1) — (5,3, 2,0) (en blanc). Notons que dernier est une bande horizontale.

Toutes les définitions qui précedent se généralisent sans aucun souci a des n-uplets décroissants
dentiers relatifs A = (A > -+ > \,) € Z", aussi appelés signatures ; on peut toujours utiliser

*ou skew-diagram en anglais.
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une représentation sous forme de diagrammes, en généralisant la notation frangaise : le diagramme de
A= (A1 =+ = Ay) estreprésenté dans le réseau Z* par l'ensemble { (i, \;), 1 < i < N}, comme
illustré a la Fig. 1.8. Nous verrons au chapitre 2, plus précisément au paragraphe 2.2.2, que I'on peut
décomposer des signatures en partitions de manicre 4 obtenir des informations sur leur forme globale,
ce qui nous permettra de définir la notion de plus haut poids presque plat.

Figure 1.8: Le diagramme associé 4 la signature (7, 6,6,5,3, =1, =2, —4).

Soit A = (A\; = -+ > A\y) € Z" unessignature. On lui associe le polyndme de Laurent suivant :

Aj+N—j

7

ax(xy,...,xy) = det [m L<‘ .
\Zﬂj\

Il est alterné/antisymétrique puisque le fait de permuter x; et z; revient a permuter les lignes 7 et j
de la matrice dont a), est le déterminant.

Proposition 1.3.12. ay est divisible dans Z[xy", . . .| x5] par le polynéme de Vandermonde

Vn(Zy, ... zN) = H (z; — x;) = det [xlj‘v_j}

)
1.1 1<i,j<N
1<i<j<N

et le polyndme de Laurent résultant de cette division est une fonction symétrique notée s .

Remarque : parfois dans la littérature on trouve la définition suivante du polynéme de Vander-

monde : Vy(z1,...,2y) = det [:cffl} = [[,«;(%; — ), qui differe de la premiere par un facteur
41 en fonction de V.
Définition 1.3.14. soit A\ = (A\; > -+ > \y) € Z" une signature. Le polynéme de Laurent s,

associé, défini par

det [:Ujj N ]
sx(x1,...,xN) =

= V(zy,. .. cy 6
VN(ml,---,xN>7 (xla 7'TN)€ (I 5)

et introduit 4 la proposition précédente, sappelle la fonction de Schur associée a \.
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Exemples. Considérons des cas particuliers de signatures a coefficients positifs : si N € N*etr €

N* sont deux entiers on pose A = (r) € N lorsque A = (r,0,...,0), ce qui correspond i un
diagramme d’une seule ligne, et sir < N on pose A = (1) € NV lorsque A = (1,...,1,0,...,0),

T
ce qui correspond 4 un diagramme d’une seule colonne. On peut vérifier que

Sy (@1, ..., an) = he(21, ..., 2N),

ou h, est la r-ieme fonction symétrique complete, définie comme la somme de tous les mon6mes de
degré r. De méme on peut vérifier que

sary (21, ..., an) = ex(@1, ..., 2N),

ou e, est la r-iéme fonction symétrique élémentaire, définie comme la somme de tous les produits de
r éléments distincts parmi les /V variables. Voici des exemples plus précis de telles fonctions lorsque

N =3.

S0 ¢ (T,Y,2) =T +y+ 2,

S0 ¢ (T,y, 2) Pay + a2+ yz,

S200) 1 (2,Y,2) =2 +ay + oz +yt +yz + 27

s ¢ (T,y, 2) Py,

53,00 1 (1,y,2) =2’ + 2’y + 2?2 4wy +ayz + 2 + 0 + s+ ylt 4+ 20

Silonnote|A| = A+ - -+ A on remarque que dans les exemples précédents s, est un polynéme
homogene de degré | \| ; Cest en réalité valable pour tout A tel que Ay > 0, et c’est une conséquence
de la formule de Jacobi-Trudi*

sx = det(hy,4j—i)1<ij<n- (1.66)

Si 'on autorise les A; 4 étre négatifs, ’homogénéité persiste bien que s devienne un polynoéme de
Laurent.

La formule suivante, appelée régle de branchement, permet de calculer récursivement n’importe
quelle fonction de Schur & N variables 4 partir de cellesa N — 1 variables. Elle posséde par ailleurs une
interprétation en termes de représentations du groupe unitaire.

Proposition 1.3.13. Soit A = (A > -+ > A\y) € Z". Pourtout (x4, ...,xy5) € CV,0na

_ [Al=|pl
Sx(T1,...,TN) = E Su(x, .., eno)y 1 (.67)
p=(p12->pn_1)eZN 1
H=A
Une derniere formule qui va nous intéresser est la formule de Pieri.

Proposition 1.3.14. Soit A = (A = - > \y) € NN une partition et v un entier naturel positif.
On a légalité suivante :
h.s) = Z Su, (1.68)
o
on la somme s’effectue sur toutes les signatures u telles que N C et telles que pv — X est une bande
horizontale de taille r.

30n en trouvera une démonstration dans [FHor, §A.2].
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Les fonctions de Schur possédent une multitude d’autres propriétés combinatoires que 'on pourra
notamment retrouver dans [Macis] et [Stagg], mais dans le cadre de cette these elles auront avant tout
la vocation d’étre les caractéres des représentations irréductibles de U(/V), comme nous allons le voir
au prochain paragraphe.

1.3.5 Représentations du groupe unitaire

Dans cette section, nous allons nous concentrer sur le cas ou le groupe G est le groupe unitaire
U(N). Notre objectif final est de démontrer la décomposition suivante du noyau de la chaleur py sur
U(N), dont nous définirons les différentes composantes :

prU)= > e @WNidys\(U), VT >0, VU € U(N). (1.69)
A122AN
(M, AN )€EZN
En premier lieu, nous allons donner les représentations irréductibles de U(V) et leurs caracéres ;
nous allons pour ce faire utiliser la théorie des plus hauts poids. Nous exhiberons ensuite une expres-
sion de I'opérateur de Casimir et de ses valeurs propres associées aux fonctions de Schur, pour enfin
exprimer le noyau de la chaleur a I'aide des fonctions de Schur, ce qui donnera I'équation (1.69).

On rappelle que U(V) est un sous-groupe compact et connexe de GLy (C). Son algébre de Lie uy
est un espace vectoriel réel mais pas complexe, et sa complexifiée n'est autre que gl (C) = .#y(C).
Le sous-groupe

Ty = {t = diag(tl, ... ,tN),tl, .ty eC, |tj’ = 1}

du groupe U(NN) en est un tore maximal. Son algébre de Lie est donnée par
ty = {t = diag(tl, - ,tN),tl, .ty € ZR} .

La complexifiée de ty, notée by, correspond 4 la restriction de gl (C) aux matrices diagonales, et la
sous-algebres nilpotente de gl (C) constituée des matrices triangulaires supérieures strictes est notée

ny.

Théoreme 1.3.15. L algébre de Lie gl (C) admet la décomposition en somme directe
gln(C) = by S ny Sy (1.70)

Soit (7, V') une représentation de dimension finie de U(V). On étend 7 par différentiation en une
représentation dr de I'algébre de Lie uy, puis, par complexification, en une représentation de gl (C).
Une forme linéaire 1 sur by est un poids de la représentation 7 s’il existe un vecteur v € V non nul
tel que pour tout H € by, on ait dn(H)(v) = p(H)v. Tout poids de la représentation 7 est de la

forme
N

p(H) = pihi, i € Z, VH = diag(ha,. .., hy) € by, (L71)
i=1
et on appelle poids de b toutes les formes linéaires sur b ;- de cette forme.

Lensemble P des poids de b v est donc en bijection avec Z". On note P () le sous-ensemble de P
constitué des poids de la représentation 7. Parmi les poids de b i, on distingue les poids dominants et
les poids fortement dominants.
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Définition 1.3.15. On note P (resp. P*) l'ensemble des poids p« dominants (resp. fortement dom-
inants), cest-d-dire tels que p1 = -+ - > ppn (resp. pg > -+ > un).

Proposition 1.3.06. On a la décomposition suivante :

v= P v, (172)

REP(T)
on V,, est le sous-espace propre généralisé associé d i, c’est-d-dire
V,={veV:VH e bhy,dr(H)v = pu(H)v}.

Définition 1.3.16. Un vecteur non nul v € V est un vecteur de plus haut poids s’il existe un poids
A € P(m) tel que
dr(H)v = AN(H)v,VH € by

et
dr(X)v = 0,YX € ny.

Par la décomposition (1.70) on voit que si v est un vecteur de plus haut poidset M = H + X €
gly(C),alors dr(M)v = A\(H)v.

Théoréme 1.3.r7 (Théoreme du plus haut poids). Soiz (7, V') une représentation de dimension finie
de U(N).

(i) m possede un vecteur de plus haut poids.

(17) T est irréductible si et seulement si tous les vecteurs de plus baut poids sont proportionnels entre eux.
En particulier, ils sont associés a un méme poids dominant X que l'on appellera plus haut poids
de.

Ce théoreme définit une application

Y

[ UWN) - Pt
v Xr A

et il se trouve quelle est bijective, comme I'indique le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.08. Pour tout \ € PV il existe une représentation irréductible de U(N) de plus hant
poids \. De plus, si 0 est une représentation irréductible de U(N') de plus haut poids X et de caractére x ,
alors pour tourt € T,

Xﬂ(t> = SA(t)a (1'73)

ot s est la fonction de Schur associée a N'°. En particulier, si deux représentations irréductibles ont le
méme plus haut poids, alors elles sont équivalentes.

3On utilise implicitement la bijection Ty ~ U(1)"Y C C¥ pour étendre les fonctions de Schur au tore maximal Ty .
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Cela suffit a décrire les caractéres des représentations irréductibles car toute fonction centrale sur
U(N) est entiérement caractérisée par sa restriction 7. Terminons par le calcul de la dimension
d’une représentation irréductible  Iaide de son plus haut poids. Si (7, V) est une représentation
irréductible de plus haut poids A, sa dimension dy = s,(1,. .., 1) n’est pas donnée directement par
la formule (1.65), qui lui donne une forme indéterminée. Pour contourner cela, on peut par exemple
appliquer la fonction de Schur a I'ensemble des puissances d’un paramétre ¢ # 1, ce qui donne

N 7
3)\<17Q7"'7q 71) :H

1<j

+N—i Aj+N—j

—dq
gi—1 — gi1

Y

et de faire tendre g vers 1. On obtient la formule de la dimension de Weyl :

No—i— A+
j—i

d)\ZS)\<1,...71): H

1<i,j<N

(1.74)

On a par ailleurs la 7égle de branchement suivante, comme corollaire direct de la Prop. 1.3.13, qui
permet de calculer par induction les dimensions de représentations irréductibles de U(V) 4 partir de

cellessde U(N —1).

Proposition 1.3.19 (Régle de branchement sur U(N)). Soiz A € U(N) un plus baut poids de U(N).

Alorson a
d)\ = Z d,ua (I~75)

H=A

o la somme est effectuée sur tous les plus bauts poids ;o € U(N — 1) entrelacés avec \, c’est-a-dire tels
que l'on obtient le diagramme de \ d partir de celui de |1 en ajoutant une case.

Si A et 1 sont deux plus hauts poids de U( V) tels que le diagramme de A est obtenu a partir de celui
de 1 en ajoutant une case, on utilisera plutdt la notation A \ rou it * A. On retrouve une relation
de ce type dans la proposition suivante, qui est un corollaire immédiat de la formule de Pieri (Prop.

1.3.14).

Proposition 1.3.20. Soit \ € S/[\J(N ) un plus baut poids de SU(N ). Alors on a

Tr(x)sy(x) = E su(z), Vo € SU(N). (1.76)
neSU(N)
BNA

Tournons-nous a présent vers I'élément de Casimir Cy, . Bien que sa définition soit indépendante
du choix de la base de uy, il nous sera nécessaire d’en exhiber une afin d’effectuer certains calculs.
On rappelle que uy peut étre munie du produit scalaire défini en (1.36), et quon obtient une base

orthonormale pour ce produit scalaire en posant, pour 1 <k < ¢ < N,

1 i

X = ——(Epe — Eg), Yie =
ke \/W( Kkl Kk) ke

(Exe + Eu),

E

etpourl <k <N
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Proposition 1.3.21. Lélément de Casimir C, sécrit” :

N
1
Cuy = N Z By ® Ey. (1.77)

k=1

N . . . , .
Le tenseur ) ;. ,_; B¢ ® Ey, qui apparait dans le terme de droite de I'équation (1.77) n'est autre
que l'opérateur de transposition
T CVecCV —» CVeCV
' TRy = Yy
Cette expression de I'élément de Casimir sert entre autres 4 déduire les formules suivantes, que I'on

retrouve notamment dans [Seno8a], ou plus récemment dans [DHKi3] sous le nom de “formules
magiques”.

Proposition 1.3.22. Soir (X1,. .., Xq) une base orthonormée de uy pour le produit scalaire (1.36).
Alors pour tout (A, B) € Mn(C)?, on a les formules suivantes :

d
> X7 =—In, (1.78)
i=1

d
> XAX; = —tr(A)ly, (1.79)
i=1
. 1
Y (X A)X; = — A (1.80)
i=1
. 1
D (X A)r(X;B) = — 7 tr(AB). (1.81)
i=1
Remarque. L'équation (1.78) justifiele calcul m(Cy ) = —Iy,oum : ®y — xy estl'opération de

multiplication sur les matrices, que 'on a utilisée au paragraphe 1.2.5 pour calculer la variation quadra-
tique du mouvement brownien unitaire.

Nous avons vu 4 la section 1.3.3 que si 'on prend une représentation irréductible (7, V') de U(NV),
disons par exemple une représentation de plus haut poids A, alors l'opérateur de Casimir associé vérifie

d
Q)= _dr(X;)* = —co(M)Idy (1.82)
i=1
pour un certain c2(A) > 0. On peut désormais donner l'expression explicite de co(\).
Proposition 1.3.23. Soit \ € ﬁ(N ) un plus baut poids. Alorson a

(N = % (Z N4 D> (- Aj)> - % (Z A2 4 ZAi(N+ 1— 2¢)> . (183)

1<i<j<N
37 Attention, cette égalité est valable dans .#n (C) ®c #n (C) mais pas dans 4 (C) @r A n(C)!
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Prenve. Soit 7 une représentation de U(V) de plus haut poids A. Dans la base orthonormée (Xjy,
Ykg, Zk), ona:

71'(ng)2 = % (W(EM)Q + W(Egk)Q — W(Ekg)ﬂ'(Egk> — F(Egk)ﬂ'(Eu)) s
W(Ykg)Q = % (—W(EM)Q — W(Egk)Q — W(Ekg)’ﬂ'(Egk) — W(Egk)W(Ekg)) .

On en déduit que

N
ZZW (Ek) +Z (Ere)m(Egk)
k=1

kAl
N
Zﬂ' Ekk Z [W(Ekg),ﬂ'(Egk)].
k=1 1<k<t<N
On aen outre, pour tout k < ¢, [Eys, Eg| = E, — Ey, ce qui implique
N
—Q)\ = Z?T(Ekk)2 + Z (W(Ekk) —W(Egg)).
k=1 1<k<t<N

Enfin, soitv € V unvecteur de plus haut poids. Onam(Ejyy)v = Ayv pour toutk, et m(Eyy)v = 0
pour tout & < £. On en déduit donc la premicre égalité de (1.83) ; la seconde se déduit de la premiere
par réarrangement des sommes. l

Nous pouvons enfin énoncer et démontrer le résultat annoncé au début de cette section. On appelle
noyau de la chaleur sur U(N) la solution p : (t,U) € [0,00[xU(N) — p,(U) de I'équation de la

chaleur .
%pt(Uj = AU(N)pt((])a Vi > 07 VU € U(N)a (I 8 )
po(U) = dp,(U) | o

Théoréme 1.3.24. Le noyau dela chaleur sur U(N ) admet la décomposition suivante dans L*(U(N)) :
pU) = > e7=WNiadysy(U), ¥t > 0, VU € U(N). (1.85)
AeU(N)

Preuve. Pour alléger les notations, et parce qu’il n’y a aucune ambiguité sur le groupe sous-jacent, on
notera A le laplacien sur U(V). Dapres la formule de Plancherel (1.58) le noyau de la chaleur admet
la décomposition de Fourier suivante dans L*(U(NV)) :

> dalpe# sy)(U).

AeU(NV)

Il nous faut alors calculer, pour tout A € 6(]\7 ) et tout U € U(N), le produit de convolution
(pr * 5)(U). On a, en utilisant la linéarité de I'intégrale et ’équation de la chaleur,

;lt(pt *5\)(U) = ((%m) * SA) (U) = %((Apt) % 5,)(U).
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Par ailleurs, on peut vérifier”* que ((Apy) * sx)(U) = (pr * (Asr))(U), etil est clair que sy € 4,
donc I'équation (1.64) implique que

((Ape) * 53)(U) = —c2(A) (pe * 51) (U),

ou ¢3(\) est donné dans la Prop. 1.3.23. On en déduit que, pour tout A € U(N) et U € U(N) fixés,
la fonction uy 7 — (py * 5»)(U) est solution de I’équation différentielle

ca(A)
2

uru(t),
et il existe alors une constante C 7 € R telle que
(pe * $3)(U) = Cype2Wa.
La condition initiale po(U) = 01, (U) permet de déterminer Cy s :

(po * sx)(U) = sx(U) = Crp,

ce qui permet de conclure la preuve. L]

1.4 LA MESURE DE YANG—MILLS SUR UNE SURFACE COMPACTE

Suite aux travaux de Yang et Mills - notamment [YMs4] — qui ont donné leur nom 4 la théorie, une
autre avancée cruciale dans le développement de la mesure de Yang—Mills a été [Mig7s], dans lequel
Migdal décrit ce que devrait étre cette mesure sur une surface, ou tout du moins une version discréte ;
on y voit notamment la premiére apparition du développement du noyau de la chaleur sur le groupe
de structure sur la base des caractéres irréductibles. Ont suivi alors les travaux de Gross [Gro88] puis
de Driver [Dri89] qui ont mené 4 la construction rigoureuse de la mesure de Yang—Mills planaire. Il
a fallu ensuite attendre les années 9o pour que Sengupta la construise sur la sphere [Sen9g2] puis sur
toute surface compacte [Sen9g7]. Parallelement 4 cela, Witten [Witor] a étudié plus en détail la mesure
de Yang—Mills discrete, dans des perspectives différentes — son but était de calculer le volume symplec-
tique de l'espace des modules de connexions plates sur une surface de Riemann.

Dans cette section, nous décrivons la construction de la mesure de Yang—Mills telle quelle a été
effectuée par T. Lévy [Lévos, Lévio], qui est complémentaire de celle de Sengupta, et repose sur une
formalisation rigoureuse de la théorie discrete de Witten, adjointe d’un passage 4 la limite continue
par des arguments topologiques et probabilistes. A partir de maintenant, le terme surface désignera,
sauf mention explicite’”, une variété différentielle réelle de dimension 2 compacte connexe sans bord, et
on notera X I'ensemble de ces surfaces. Le choix de restreindre notre définition de surface provient de
la classification suivante, dont on peut trouver par exemple la démonstration dans [Masor].

3¥Cela repose essentiellement sur la formule d’intégration par parties suivante : en reprenant la représentation p de Uy

sur ¢ (U(IV)) définie par (1.62), on a pour toutes fonctions f1, fa € €1 (G),

(p(X) f1, fo)recuny) = — (1, p(X) f2) L2 o) -

»La seule exception i laquelle nous accorderons de 'importance sera le plan euclidien R2, pour lequel une grande partie
des résultats ont précédé ceux sur les surfaces compactes.
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Théoreme 1.4.1 (Classification des surfaces). Toute surface M € 3 est homéomorphe a l'une des sur-
faces suivantes :

(i) La somme connexe de g tores™,

(1) La somme connexe de g plans projectifs, avec g > 1.

Dans le premier cas, la surface est dite orientable, et g est appelé son genre. On peut montrer que
cette surface esthoméomorphe a un polygone a 4g cdtés*, appelé domaine fondamental, dontle bord
orienté dans le sens antihoraire s’écrit (4 un choix du coté de départ pres) [a1, b1] - - - [ag, by, out

- {a1,by,...,ag, by} sont des générateurs du groupe fondamental de la surface,
[z,y] = zyx'y~" désigne le commutateur de deux éléments d’un groupe,
— Le polygone est recollé le long des cotés identiques en préservant leur orientation

Autrement dit, cela revient & quotienter le polygone par la relation a1, b1] - - - [ag, by] = 1.

Dans le second cas, on appellera également g son genre, bien que cette dénomination soit moins
canonique, et la surface est dite non orientable. On peut montrer que cette surface est homéomorphe
A un polygone 4 2g cotés, dont le bord orienté dans le sens antihoraire s'écrit as - - - a.

Le domaine fondamental du tore est illustré a la Fig. 1.9, et ceux de deux surfaces plus exotiques a
la Fig. 1.10.

: : <

a

Figure 1.9: Le domaine fondamental d’un 2-tore (4 gauche), et ce méme tore (4 droite) obtenu par recollement
du domaine le long des générateurs a et b de son groupe fondamental.

1.4.1 Mesure de Yang—Mills sur un graphe

Afin de définir la mesure de Yang—Mills sur une surface, il nous faut tout d’abord la définir sur un
graphe plongé dans cette surface. Aussi commengons-nous par quelques définitions sur les graphes

plongés.

4°§i g = 0 par convention cela donne une sphere ; autrement on peut voir une telle surface comme un tore a g anses.
#On notera que, pour le genre zéro, cela n’a pas de sens de parler d’un polygone 4 zéro c6té ; dans ce cas précis cela
revient & prendre un disque et 4 le recoller le long de son bord.
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as b

b by

az ai

b2 \ by

ay a

Figure 1.10: Le domaine fondamental d’une surface orientable de genre 2 (4 gauche), et d’'une surface non-
orientable de genre 3 (4 droite).

Definition 1.4.1. Soit M € ¥ U {R?} une surface.

(i) Un chemin paramétré sur M est une application lipschitzienne ¢ : [0,1] — M qui est soit
constante sur [0, 1], soit constante sur aucun sous-intervalle de [0, 1].

(i) Deux chemins paramétrés sur M sont équivalents s’ils ne different que par un changement de
paramétrage bi-lipschitzien croissant.

(iif) Lensemble des chemins sur M est le quotient de 'ensemble des chemins paramétrés par la rela-
tion d’équivalence ci-dessus**. On note & (M ) l'ensemble des chemins sur M.

1 1

(iv) Sicestun chemin, on définit son znverse ¢ comme ¢ = ¢ © @, ou ¢ est un changement de

paramétrage décroissant.

(v) Unchemin ctel que ¢(0) = ¢(1) estappelé un lacet (ou une boucle), et est dit simple sile chemin
paramétré ¢ est injectif sur [0, 1[. On note .Z’(M) l'ensemble des lacets sur M, et .2, (M)
ensemble des lacets sur M dont le point de départ (et donc darrivée) est m € M.

(vi) Une aréte est un chemin injectif.
(vii) Un graphe (E,V,F) sur M est la donnée :

— d’un ensemble [E d’arétes tel que pour tout e € [E, on ait e ! € E, et tel que deux arétes
distinctes qui ne sont pas I'inverse I'une de l'autre ne se rencontrent qu’a leurs extrémités,

— delensemble V des extrémités des arétes, appelées sommets,

— delensemble I des composantes connexes de M \ {e([0, 1]), e € E}, appelées faces.
(viii) Un graphe est dit admissible si toutes ses faces sont homéomorphes a des disques.

(ix) Soit (E, V,F)un graphe sur M. Une orientation de ce graphe est la donnée d’un sous-ensemble
Et C E tel que pour tout e € K,

EtN{e e} =1.

#Pour alléger les notations, comme nous n’allons considérer que des chemins au sens défini ici, nous noterons c aussi

bien la classe d’équivalence 4 paramétrage croissant pres ou bien un de ses représentants, sans ambiguité.
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On peut voir un exemple de graphe admissible orienté sur la Fig. 1.11.

Vg V2

Figure 1.11: A gauche : un graphe admissible non orienté plongé dans le plan. A droite : une orientation possible
de ce méme graphe.

L'ensemble .Z;,, (M) des lacets issus du méme point m € M, muni de la concaténation, est un
monoide. En revanche, il est moins clair que 'on puisse le munir d’une structure de groupe ; Hambly
et Lyons [HL1o] ont montré qu’en définissant une relation d’équivalence sur ces lacets on peut obtenir
un groupe, appelé groupe des lacets réduits. Nous ne détaillons pas cette relation d’équivalence, par
souci de simplicité, et renvoyons a l'article original ou bien a [Lévi7, § 5.7] qui replace ce résultat dans
le contexte de la théorie de Yang—Mills en deux dimensions.

Théoréme 1.4.2 ([LZo4],Thm.1.3.10). Soit M € X une surface orientable de genre g et un graphe
(E, V., F) sur cette surface. Alors le graphe vérifie

V] — 3|E| + |F|] = 2 — 2g.

La quantité x(g) = 2 — 2g qui apparait dans le théoréme précédent sappelle la caractéristiqgue
d’Euler, et cest un invariant topologique : elle est la méme pour deux surfaces homéomorphes.

Nous pouvons désormais introduire la mesure tant attendue : la mesure de Yang-Mills sur une
surface.

Définition 1.4.2. Soit M € ¥ une surface, G un groupe compact, G = (E, V, F) un graphe sur M
et E* une orientation de celui-ci. L'espace de configuration associé au graphe (E, V, F) est I'espace

65 =G*

des fonctions de E* 4 valeurs dans G. On notera g : ¢ € E* +— g, un élément générique de cet
espace de configuration, et dg sa mesure de Haar*’.

En somme, une configuration revient a associer 4 chaque aréte orientée de G un élement du groupe
G. Lathéorie de Yang—Mills décrite dans [Lévos, Lévio] revient a étudier des configurations aléatoires
sur cet espace, c'est-a-dire des familles de matrices aléatoires (parce quen pratique G' sera pour nous
un groupe matriciel) indexées par les lacets tracés dans un graphe. Nous allons voir que ces matrices
sont les images des lacets en question par une fonction multiplicative sur les lacets.

¥ Notons que cette mesure ne dépend pas du choix de l'orientation du graphe, puisque la mesure de Haar d’un groupe

compact est invariante par application x L
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Définition 1.4.3. Soit G un groupe et (E, V, F) un graphe admissible sur une surface M, muni d’une

orientation E*. Sic = 7' --- € est un chemin passant par les arétes e1, . .., e, de Et avec ¢; €
{—1,1} pour tout 1 < ¢ < n, alors on lui associe ' bolonomie
G
g — G
he : - o (1.86)
g — gen P gel

Lapplication ¢ — h, satisfait la méme propriété de multiplicativité que celle décrite dans la Prop.
1.1.6 pour ’holonomie d’une connexion le long d’un lacet.

Il reste désormais 2 munir notre espace de configuration d’une mesure de probabilités, comme an-
noncé plus tot. Le dernier ingrédient nécessaire a la définition de cette mesure est la donnée d’une
mesure d’aire sur M, c’est-d-dire d’une mesure borélienne absolument continue par rapport a la mesure
de Lebesgue dans toute carte. On l'utilisera pour mesurer laire des faces du graphe et on notera | F|

laire dela face F' € IF.

Définition 1.4.4. La mesure de Yang-Mills sur G de groupe de structure G' est la mesure de proba-
bilité i ¢ ¢ sur ‘g(g définie par

1
dprac(yg) = Tron H pir|(har(g))dyg, (1.87)
GG ke

ou Zr,q g estla constante de normalisation de pi7, ¢ g, appelée fonction de partition, et vérifie

Zrac = LG HP\F|(haF(9))d9- (1.88)

G FeF

L’équation (1.87) est parfois nommée dans la littérature formule de Driver-Sengupta, car elle a été
démontrée par Driver [Dri89] dans le cas ot M est le plan euclidien, et par Sengupta [Sen92, Sen9g7]
pour la sphére S? puis pour toute surface compacte. Il est intéressant de remarquer que I'on n’a pas
spécifié d'orientation pour le bord des faces dans la formule (1.87) ; la propriété de multiplicativité de
lapplication h et I'invariance du noyau de la chaleur p; | par inversion permettent de remarquer que

p|F|(h(ap)—1) = p‘F‘(hap), VF e IF.

Par conséquent, la définition de la mesure de Yang—Mills est indépendante du choix de l'orientation
du graphe, et, a4 fortiori, de I'orientation de la surface. La mesure de Yang—Mills peut donc étre tout
aussi bien définie sur une surface non orientable. Notons en outre que la définition de la mesure de
Yang—Mills ne dépend pas du point de base lorsqu'on considére le bord d’une face F, puisque le noyau
de la chaleur p) | est également invariant par conjugaison, et changer le point de base de OF revient
conjuguer par des arétes qui constituent ce bord.

La formule de Driver—Sengupta permet de définir un processus stochastique (hc)ce 2 (c) 4 valeurs
dans le groupe G et indexé par I'ensemble &?(G) des chemins possibles dans le graphe G**. Le prin-

cipal intérét de ce processus est qu’il est stable par subdivision du graphe. En effet, si G; et G, sont

+ Autrement dit, tous les chemins que 'on peut former en concaténant des arétes du graphe.
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des graphes admissibles orientés tels que Gy est plus fin que Gy, z.e. si toute aréte de G4 est un chemin
dans G, on peut construire une inclusion 6, — 6, par

. %GQ — cg@l
L g = (e€Bim he(g)

ot chaquearéte e de Gy est vue comme un chemin de Gy. On peut montrer, en utilisant la propriété de
semi-groupe du noyau dela chaleur (p;);>0 sur G, que pir 6.6, = (ta—1)+11.G.G,> €t que les fonctions
de partition Z7. G, et Z1,¢,c, sont égales. En particulier on peut définir Z7 ¢ comme la valeur de
la fonction de partition de la mesure de Yang—Mills, qui ne dépend donc pas du choix d’un graphe
sur la surface. On peut également construire une limite inductive des mesures de Yang—Mills sur des
graphes plongés dans une méme surface, mais cette construction est nettement plus difficile 2 montrer.
En effet, étant donné deux graphes G, et Gy, il n’existe pas toujours un troisiéme graphe qui soit a la
fois plus fin que G et Go. De plus, il n’est pas toujours garanti qu’un lacet, méme trés régulier, puisse
s’écrire comme concaténation d’arétes d’un graphe — son complémentaire peut par exemple posséder
une infinité de composantes connexes (par exemple on ne peut pas trouver de graphe qui contienne
le lacet issu de la concaténation du segment [0, 1 /7] et du graphe de la fonction # — x sin(1/z) sur
[0, 1/7], comme illustré a la Fig. 1.12). Un choix possible pour résoudre ces difficultés est de munir
M d’une structure riemannienne telle que le volume riemannien coincide avec la mesure daire, et
de restreindre I'ensemble des chemins aux chemins géodésiques par morceaux, comme montré dans
[Lévos, Lévio], et il est ensuite envisageable d’étendre cette construction 4 des lacets moins réguliers
par des raisonnements de densité. On obtient alors le théoréme suivant.

0.10

0.05 "B A |

r A J A\
L\ ,
I\[-il.lll_Jr'.{ \o ]Ij- 0. -:". 0.20 0.25 0.30/

|
0.05 V \ ) \

\/ \ /
0.10 \ /

Figure r.12: Un lacet de R? que I'on ne peut pas écrire comme un chemin tracé dans un graphe.

Théoréme 1.4.3. Soit M € X une surface munie d’une mesure d airve d aire totale T, G un groupe
de Lie compact, § son algebre de Lie munie d’un produit scalaire invariant. Alors il existe un processus
(Hc)cez(m) a valeurs dans G et indexé par les chemins sur M, qui vérifie les bypothéses suivantes :

(z) Pour tout graphe G = (E, V| F), la famille (H.)ccr a pour loi jir ¢ 6.

(1z) Pour toute suite (Cy,)n>1 de chemins partageant les mémes points de départ et d arrivée, si c,, — ¢
uniformément et la longuenr de c,, converge vers la longueur de ¢, alors on a la convergence en

probabilité H,, — H..

Ces hypotheses caractérisent la loi, dans le sens on deux processus qui les vérifient ont nécessairement méme
loi.
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Contrairement a ce que 'on pourrait croire, la surface du théoréme 1.4.3 n’a pas besoin d’étre mu-
nie d’une métrique riemannienne particuliére. En effet, bien que dans le point (i7) la longueur des
chemins considérés dépende du choix d’une métrique, le fait que la longueur de ¢,, converge vers celle
de c en est indépendant. Le processus (H.)cec 2(ar) est appelé champ d’holonomie de Yang—Mills, et
satisfait 'invariance de jauge déja rencontrée a ’équation (1.27), que I'on réécrit ici :

(1) Hag (€0))) e gy 2 (Hedeeran,

pour toute transformation de jauge j : M — . Cette invariance possede deux implications dis-
tinctes :

- Sic € (M) estun chemin qui n’est pas un lacet, c’est-d-dire que ¢(1) # ¢(0), alors H.. suit
une loi uniforme sur G ;

- Sic € P(M) estun lacet, alors la loi de H, est invariante par conjugaison sur G.

Le champ d’holonomie posséde par ailleurs une autre forme d’invariance, 4 savoir I'invariance par
difféomorphismes qui préservent l'aire. Cette caractéristique est démontrée par exemple dans [Lévos,
Prop.1.7.1].

1.4.2 Lois marginales du champ de Yang—Mills

Le champ d’holonomie de Yang—Mills, en tant que processus stochastique, n’est pas simple 4 étudier
comme un tout. Aussi, a 'instar du mouvement brownien réel (B} );>¢ qui est plus facile 2 manipuler
par le truchement de ses marginales fini-dimensionnelles (By,, . . ., By, )i,.....t,>0, nous allons décrire
(H.)ce 2 () 4 laide de marginales adéquates. Pour cela il nous faut fixer un graphe admissible orienté
G = (E,V,F) sur M, et considérer le groupe des lacets réduits -£°(G) sur le graphe G, avec pour
point de base m € V. Ce groupe est défini comme le quotient du monoide .%;,,(G) des lacets sur G
avec pour point de base le sommet m, pour la relation d’équivalence suivante : £ ~ ¢'si et seulement i
on peut passer de £ a ¢ en ajoutant ou en supprimant des sous-lacets de la forme ee ™!, comme illustré
alaFig. 1.13. Le lacet réduit associé a une telle classe d’équivalence est le seul lacet qui ne contient pas

de sous-lacet de la forme ee™ 1.

Figure 1.13: Deux lacets ¢ = abcet ¢’ = abedd ™! appartenant  la méme classe d’équivalence dans 2rd(G).

La structure algébrique de .Z%°4(G) va permettre de définir les marginales recherchées.

Proposition 1.4.4. Le groupe L5 (G) est un groupe libre de rang 3|E| — |V| + 1.
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Notons que d’apres la proposition précédente et le Thm. 1.4.2, le rang de £°4(G) est égal 3 |F| +
2g — 1lorsque M est une surface orientable de genre g.

Proposition 1.4.5. Supposons que M est une surface orientable de genre g, et G = (E, V,F) un graphe
admissible sur M. Alors le groupe LY (G) admet la présentation suivante® :

LrYG) = (a1, b1,y ag,bg, b1y Lyl[ar, br] - [ag, by] = b1+ £f), (1.89)

= |F| est le nombre de faces du graphe,
- (a1,b1, ..., a4,by) sont des générateurs du groupe fondamental de M,

— pourtouti € {1,..., f}, U; est un lasso gui entoure la face Iy, cest-d-dire un lacet de la forme
cOF;c™t avec ¢ un chemin qui part de m et rejoint le bord de F,

~ pour toute fonction intégrable f - G977 — C, on a

f(Haprm . 'aHag7Hbg7H€17 s 7H€f)d//JT,G,G =

3
1 (1.90)
7 FT1, Y1y Ty Ygy 21, - -5 2F H pFy| (%) H dz,dy;dz;,
T.G JG29+r—1 1<i<f 1<i<g
1<i<f-1

on l'on a posé 2y = ZJ?_11 ez w, ] (g, Yql-

Exemple. On considere le graphe G de la Fig. 1.14 sur un tore d’aire totale 7". Si l'on pose t = |F]] et
silonse donne f : G — C, on peut calculer E[f(H, )] f%,G f(Hy, )dpr,e e en utilisant la Prop.
1.4.5 et cela donne

B (H) = 5 [ FOn(Epri( o dedydz, (190

Nous verrons au chapitre 3 vers quelle quantité converge ce genre d’intégrale, lorsque G = U(N) et
pitre 3 vers q q geeeg g q

que N tend vers infini, en prenant pour fonctions test les fonctions puissances f : g — tr(g"),

n € N.

La Prop. 1.4.5 admet une version simplifiée lorsque M est la sphere ou un disque, a savoir que le
groupe .Z4( M) admet pour base (en tant que groupe libre) des lassos autour de chaque face sauf
une (dans le cas du plan, on exclut en régle générale la face non bornée). Sous la mesure de Yang-
Mills, les holonomies le long de ces lassos sont des variables aléatoires a valeurs dans GG, indépendantes
et dont la densité est le noyau de la chaleur p|p| pris au temps correspondant 4 l'aire de la face associée
au lasso. Cela revient, en quelque sorte, a considérer le cas d’un graphe admissible sur une surface
compacte dont on ferait tendre 'aire d’une face vers l'infini. En effet, dans I'intégrale (1.90) la variable
2y exprime la contrainte de bord de la face “extérieure”, et si on I'exclut dela fonction test tout en faisant
tendre | F| vers I'infini on obtient la méme factorisation qui caracérise I'indépendance des variables

#Les générateurs relatifs a cette présentation sont appelés tame generators dans [Lévio].
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\

I

>

m
a

Figure 1.14: Un exemple de graphe admissible sur le tore : le graphe posséde deux faces F et Fb, et f,%ed(G)
admet pour présentation (a, b, £1, 2|02 = £7 ' [a, b)), ot 1 = ded ™.

de lassos dans le cas plan. Pour illustrer cette idée de “face infinie”, reprenons I'exemple de la Fig. 1.14
en faisant tendre | F5| vers 'infini. On obtient alors un graphe plongé dans le plan, donné par la Fig.
1.15, et Péquation (1.91) devient*

E[f(H,)) = / F(2)pi(2)dx. (192)

G

F

Figure 1.15: Le graphe obtenu en faisant tendre l'aire de F% vers 'infini dans le graphe de la Fig. 1.14.

On reconnait alors la loi du mouvement brownien sur G, pris au temps correspondant 4 l’aire ¢ de
la face F. Cela donne peut-étre une vision plus claire de ce que représente le champ d’holonomie de
Yang—Mills sur le plan : c’est le processus qui, pour tout graphe G dans le plan, attribue 4 chaque face
F du graphe un mouvement brownien sur G pris au temps | F'| de sorte que les mouvements brown-
iens associés 4 toutes les faces soient indépendants.

En revanche, la description du champ de Yang—Mills en termes de mouvement brownien est moins
claire pour une surface compacte de genre g, de par la relation qui unit les lassos de chaque face et
les générateurs du groupe fondamental. Reprenons par exemple le cas du lacet simple dans un tore,
selon la configuration de la Fig. 1.14. On note a et b les deux générateurs du groupe fondamental du
tore, et on peut montrer que les variables associées H, et H}, sont des unitaires de Haar (on va méme
en montrer une version généralisée au Thm. 3.2.16). On note £ = dcd ™ le lasso associé  la face Fj.
Pour toute fonction test f : G — C, on a vu lexpression de E[f(H,)| a 'équation (1.91). Sa loi
correspond 4 celle au temps ¢ = | F} | d’un mouvement brownien sur G issu de e, conditionné 4 avoir

4°Notons qu’on admet ici que la limite de Z7 G, quand T tend vers linfini, est de 1 ; cela se démontre par exemple en
utilisant le développement de Z7 ¢ le long des caracteres de G.
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la méme loi au temps 1" que [H,, Hp]. En d’autres termes, Hy a la loi d’'un “pont brownien sur G
entre I’élément neutre et le commutateur de deux unitaires de Haar”. Dans le chapitre 3 nous verrons
dans quelle mesure la limite des moments du champ d’holonomie de Yang—Mills avec pour groupe de
structure U(NV) (resp. SU(IV)) sapproche de celle des moments du mouvement brownien unitaire
(resp. spécial unitaire).

1.4.3 Autour de la fonction de partition

Nous avons vu au paragraphe précédent que pour une surface compacte, la fonction de partition
de Yang—Mills ne dépendait pas du graphe choisi. Nous allons en donner une expression compatible
avec I'étude asymptotique que nous effectuerons au chapitre 2. Cette expression peut notamment
étre trouvée dans [LMis] pour la sphere et dans [Witor] pour les surfaces de genre supérieur, mais
nous allons la redémontrer en détail, d’une part car cela illustre les résultats évoqués dans la section sur
la théorie des représentations, et d’autre part car certains éléments de démonstration seront réutilisés
dans le chapitre 3 pour calculer des boucles de Wilson.

Puisque la fonction de partition de Yang—Mills sur une surface ne dépend pas du graphe, il est
raisonnable de considérer un graphe le plus simple possible. Nous allons distinguer deux situations :

— Dans le cas de la sphére, on peut tracer un lacet simple qui la sépare en deux faces d’un graphe,
et le lacet constitue alors 'unique aréte du graphe ;

— Dans le cas d’'une surface orientable ou non orientable de genre g > 1, on peut prendre pour
graphe le domaine fondamental, constitué alors d’une seule face polygonale 4 4g (resp. 2g) cotés
dans le cas orientable (resp. non orientable).

Onnotera Zn(g, T') (resp. Zy(g,T')) la fonction de partition de Yang—Mills sur une surface com-
pacte orientable (resp. non orientable) de genre g. Il est possible d'exprimer toutes ces fonctions de
partitions 4 l'aide des représentations irréductibles de U(JV), plus précisément la décomposition de
Fourier du noyau de la chaleur et 'indicateur de Frobenius—Schur ¢ défini en (1.45).

Avant de donner les formules des fonctions de partition selon 'orientabilité et le genre de la surface,
mentionnons un résultat utile sur les représentations des groupes compacts.

Proposition 1.4.6 ([Faro8],Prop.s.2). Soit (p, V') une représentation irréductible d’un groupe compact

G. Alors
1

/ Xp(2g9y9™")dg = =X ()X (9)- (1.93)
G p

Cette proposition implique le résultat suivant, qui va nous servir a calculer les fonctions de partition
de surfaces de genre non nul.

Corollaire 1.4.7. Soit (p, H) une représentation irréductible unitaire d’un groupe compact G de car-
acteére x. Alors pour tout x € G on a les équations

[ an agas = X5 (159
et
/G x(zy*2*)dydz = ;—”X(ﬂf)- (1.95)
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Prenve. 1’équation (1.94) découle directement de la proposition précédente et des relations d'orthogo-
nalité de Schur, en utilisant la décomposition de x dans une base orthonormale de /. Pour montrer
(1.95), on commence par effectuer un changement de variable y < yz !
Prop. 1.4.6

, ce qui donne a l'aide de la

_ 1
[ xtareivas = [ v ysduds = o [ xlemndy
G? G? pJG

On utilise ensuite le fait que X soit centrale pour écrire X (y) = [, x(2~'yz)dz, ce qui donne

1

1 _
S / Vaeyx@)dy = — [ x(ay)x(zyz)dyd:.
dp G dp G2

En utilisant la Prop. 1.4.6 4 nouveau, il vient

1 B L
— | x(ay)x(z Yyz)dydz = / x(zygz""yzg~ ") dydzdg.
p JG? G3

On effectue alors le changement de variable 2 < zg, ce qui donne

/ x(zygz~'yzg~")dydzdg = / x(zyz~"yz)dydzdg.
G3 G3

On a alors montré 'équation suivante :

/X(:vyzzz)dydz:/ x(ryz lyz)dydz.
G2 G2

En utilisant la Prop. 1.4.6 et la définition de ¢, on en déduit bien 'équation (1.95). l

Bien que nous ne rentrions pas en détails dans ces considérations topologiques cheéres aux physi-
ciens, mentionnons tout de méme que les équations (1.94) et (1.95) possédent une interprétation en ter-
mes de chirurgie des surfaces, et permettent de relier la fonction de partition des sommes connexes de
certaines surfaces a partir de celle des surfaces de départ. C’est notamment a aide de cette chirurgie que
Witten démontre les formules qui vont suivre dans [Wit91], et on peut également retrouver des raison-
nements similaires dans [Lévio, Lévos], voire dans [Lévii] ot cette correspondance entre chirurgie
des surfaces et fonctions de partitions est reliée aux théories quantiques des champs topologiques (ou
TQFT, pour topological guantum field theories en anglais). Quant a nous, nous nous contenterons
d’un exemple informel qui illustre 'analogie entre 'équation (1.95) avec = e et la chirurgie de la
bouteille de Klein, et pour lillustrer nous emprunterons les illustrations tres éclairantes de [Stig3].

La bouteille de Klein est une surface non-orientable de genre 2 obtenue par recollement d’un cylin-

g p 4
dre comme indiqué a la Fig. 1.16. Cependant, son domaine fondamental ne correspond pas au poly-
gone 4 lorigine de cette construction ; pour cela il faut ajouter une aréte au graphe de départ, puis
découper ce graphe le long de cette aréte et le recoller le long d’une autre aréte. Ces étapes sont il-
lustrées 4 la Fig. 1.17. On peut vérifier que la démonstration de I'équation (1.95) repose sur les mémes
étapes.
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Ce Y (2

Figure 1.16: En recollant les bords du cylindre de gauche, on obtient la bouteille de Klein de droite. L’étape du
milieu montre que pour préserver l'orientation du bord recollé la surface doit se traverser elle-méme.

Ry

—_— Lb Cy

4D
F S

Figure 1.17: Le polygone (4 gauche) correspondant a la construction de la bouteille de Klein de la Fig. 1.16 peut
étre transformé en le domaine fondamental de la bouteille de Klein (a droite) par découpage et recollement.

Proposition 1.4.8. Soit M € X une surface daire totale T'. La fonction de partition de Yang—Mills
sur M avec pour groupe de structure U(N ) est donnée par :

(1) Si M est une sphere,

Zy0,T)= Y e =Wig, (1.96)
AeU(V)

(1) Si M est une surface orientable de genre g > 1,

Zn(g,T) = Y e =Wad ™, (1.97)
AeU(V)

(111) Si M est une surface non-orientable de genre g > 1,

Zy(g,T) = > e =Nad (). (1.98)
AeU(V)

Prenve. (i) On considére un lacet simple £ sur la sphére, qui sépare celle-ci en deux faces d'aires re-
spectives ¢ et I" — t. On suppose sans perdre de généralités que £ est orienté positivement, en tant que
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bord de la face d’aire ¢, et négativement, en tant que bord de la face d’aire 7" — ¢. Pour toute fonction

f:UN)—C,ona
E[f(Hy)) = m / IR CTERESIE

et comme pour la fonction constante f = 1 il est clair que E[f(H,)] = 1, on obtient que

Zn(0,T) = /U(N)pt(ﬁ)PT—t(x_l)d%

ce qui se simplifie en
ZN(O> T) = pT([N)

d’apres la propriété de semi-groupe du noyau de la chaleur sur U(N). On applique alorsle Thm. 1.3.2.4
et cela donne la formule voulue, en utilisant le fait que s) (/) = d.

(1) On se donne des générateurs (aq, by, . .., a4, by) du groupe fondamental de M, et le graphe
constitué d’une face £ daire 7', dont le bord orienté positivement s’écrit OF = [a1, by] - - - [ag, by).
On avu que cette face correspond au domaine fondamental de M. Il vient alors, d’apres la Prop. 1.4.5,
que la fonction de partition s’écrit

Zn(g,T) = / pr([zy,y] - [2g, yg))dzrdys - - - daydy,.
U(N)29

Cela se réecrit, a 'aide du Thm. 1.3.24 :
e T
Zn(9,T) = E e 23 d/\/ sx([z1, y1] -+ - (g, ygl )i dyr - - - dagdy,.
—~ U(N)Eg
AeU(N)

En appliquant ’équation (1.94) g fois, on obtient que

1
[ il g oy doydy, = .
U(IN)29 d)
On en déduit bien la formule voulue.
(74) On se donne des générateurs (aq, . . ., a,) du groupe fondamental de M, et le graphe constitué

d’une face F' d’aire T', dont le bord orienté positivement s’écrit O F' = ai--- a?]. Comme pour le point
(47) la fonction de partition s’écrit alors

Zilg.T) = [ prlatadde s,
U(N)9

En utilisant I'équation (1.95) g fois, on obtient

/ (@ a?)day - day =
U(N)9

On en déduit, comme pour le point (i7), la formule voulue. O
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L’étude asymptotique de la fonction de partition sur la sphere a été I'objet de recherches des physi-
ciens Douglas et Kazakov [DK93], qui ont constaté que I'énergie libre de la mesure de Yang—Mills sur
la sphere d’aire T', cest-a-dire la quantité

1

F(T)= lim —log Zn(0,T

(1) = Jim < log Zx(0.7)
d . ., . d h \ 1 l T — 2 . d; . 7 o e 7 .

admettait une transition de phase i la valeur 7° ¢ sa dérivée troisiéme possétait un saut en cette

valeur. Ce résultat a été démontré rigoureusement par Lévy et Maida [LMis] sous la forme suivante,

a l'aide de la théorie des grandes déviation et de la théorie de la minimisation sous contrainte.

Théoreéme 1.4.9 (Transition de phase de Douglas-Kazakov). Pour tout T > 0, la guantité F(T)
existe. Cela définit une fonction F : R — R qui estde classe €% sur R, et de classe 6> sur R\ {7 }.

Par ailleurs, la dérivée troisieme de I admet un saut de — 7%6 enm?:
) L hm RO 3
lim FY(T) = ——e lim FY(T)=——. (1.99)
T—72 VISR 76

T<m? T>m2

En ce qui concerne les fonctions de partition associées aux autres surfaces compactes, leur étude
asymptotique est bien plus récente, et suit un régime totalement différent puisqu’elles admettent une
limite finie. Ce résultat a ét¢ démontré dans [Lemio], et fait I'objet du chapitre 2. Les limites en ques-
tion font apparaitre deux formes modulaires classiques en théorie des nombres. La premicre est la
fonction d’Euler définie sur le disque unité ouvert D par

¢(q) = [J(1—¢™). Vg € D,
m=1
et la seconde est fonction théta de Jacobi définie sur C x H*, ou H est le demi-plan de Poincaré, par
I(z,7) =D ™™ gz 1) € C x H.
neZ

Plus précisément, nous démontrerons dans ce chapitre les deux théoremes suivants. Dans ceux-ci, on

considére aussi bien les fonctions de partition Zn(g,T") et Zy (g, T") avec pour groupe de structure
/_

U(N) que les fonctions de partition Z} (g, T') et Z (g, T') avec pour groupe de structure SU(N),

qui admettent une formulation similaire a celle de la Prop. 1.4.8.

Théoreme 1.4.10 (Chap. 2, Thm. 2.1.2). Soit ¥ une surface compacte connexe sans bord orientable de
genre g.

(z) Sig > 2, alors pour tout T' € (0,400), on a la convergence suivante :

lim Zy(g,T) =60(T/2) et lim Zy(g,T)=1. (1.100)
N—ro0 N—o00

De plus,
lim Z\(g,0) = 1. (r.101)
N—o0
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(iz) Si g = 1, alors pour tout T € (0, +00) on pose ¢ = e~ %, etonala convergence suivante :

0 1
algp ¢ A AN = G

lim ZnN(1,7T) = (r.102)
N—o0

Théoreme 1.4.11 (Chap. 2, Thm. 2.1.3). Soit X une surface compacte connexe sans bord non orientable
de genre g.

(z) Sig > 3, alors pour tout T' € (0,400), on a la convergence suivante :
J\P—Enoo Zy(g,T)=0(T/2) er ]\}I_I}(l)o Zy (9, T) =1 (r.103)
De plus,
lim Zy (g,0) = 1. (r.104)
N—o00

r
2

(iz) Si g = 2, alors pour tout T € (0,400) on pose ¢ = e~

lim Zy(2 T)—@ r lim Zg(2,T) = (L105)
oo PN T G2y ¢ B TN T TGy s

,etona la convergernce sutvante :

1.4.4 Le champ maitre sur une surface compacte

L’idée d’étudier les aspects asymptotiques de la théorie de Yang—Mills sur U(NV) avec N — o0
remonte aux années 70, notamment avec l’article [tH74] dans lequel ’t Hooft a émis la conjecture
que la théorie de jauge associée 2 SU(V) devait considérablement se simplifier, d’'un point de vue
combinatoire, lorsque N tend vers I'infini*’. Cela a petit a petit conduit a la définition d’un objet
limite de la mesure de Yang—Mills sur une surface, appelé champ maitre. Celui-ci a fait 'objet de nom-
breuses recherches dans les années 9o dans le cas du plan [GGos, Gop96, Sings, Xu97], puis dans les
années 2000-2010 [Seno8b, ASi2, Léviz, Dahi6, CDGr7] dans un cadre plus général. Il a par ailleurs
été étudié sur la sphere, par exemple dans [FMSi1, LMis], avant d’étre construit explicitement dans
[DN17], mais son existence dans le cadre d’autres surfaces compactes est encore un probleme ouvert*’.
En guise de premicre étape, Hall [Hal18] a permis, sous d’importantes hypothéses de convergence de
traces d’holonomies sur des laces simples, d'en déduire I'existence du champ maitre sur des surfaces
plus générales, mais restreint 4 des lacets contenus dans un disque topologique.

Une premicre approche du champ maitre, suggérée par Singer [Sings], est de le définir comme une
connexion A, sur un Go-fibré principal P, que pour tout lacet ¢ avec un nombre fini de points
d’auto-intersection,

lim Eftr(H,)] = trao(bol(Ax, ©)), (L.106)

#Pour étre plus précis, bien que nous ne développerons pas les notions citées, les diagrammes planaires dominants,
lorsque N tend vers P'infini, sont ceux qui possedent des quarks sur les arétes. ’t Hooft établit également un lien entre
cet ensemble de diagrammes planaires dominants et certains types de cordes. Ces considérations bien plus physiques que
mathématiques dépassent néanmoins largement le cadre de cette these.

#]1 semble que son existence soit pourtant admise par les physiciens : elle est décrite comme un théoréme par Singer
[Sings] mais celui-ci a annoncé que les détails d’'un développement mathématique de cette construction étaient en cours
d’élaboration — sans donner suite jusqu’a présent.
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ou try est un caractére du groupe Go. Cette définition est reprise dans le cas de la sphére dans
[DN17], etelle est autant intuitive qu’elle est peu commode car il est difficile de rendre explicites Py et
(' ; par exemple lorsqu’on considére le champ de Yang—Mills avec pour groupe de structure U(NV),
rien ne garantit que le groupe G, associé soit le groupe U(co) défini comme limite inductive, et
méme si c’était le cas, il savére que U(00) est un groupe pour lequel I'analyse harmonique est difficile
a effectuer : le lecteur intéressé pourra consulter les travaux d’Olshanski [Olso3, BOos, GO16] sur le
sujet. Toutefois, il est possible de contourner cette approche en utilisant le langage des probabilités
non-commutatives.

Définition 1.4.5. Soit M € ¥ U {R?} une surface et m un point de M. Un champ maitre sur M
est la donnée d’un *-espace de probabilité (o7, 7) et d’un processus stochastique non-commutatif
(he)ee 2, (ar) sur &/ qui vérifie les hypothése suivantes :

(i) Pour tout ({1, 0ls) € Zm(M)?,

hgfl = hz = he_l et hglg2 = h£2h€1 ) (1.107)

(ii) Si (¢;)nen est une suite de lacets qui converge uniformément vers un lacet ¢, alors (hy, ) con-

verge vers hy dans L* (<7, 7).

(iii) Soit (H¢)cez(ar) le champ d’holonomie de Yang—Mills défini au Thm. 1.4.3 avec pour groupe
de structure U(NN') ou SU(V). Pour tout lacet ¢ € £, (M) ona

A}l_r}r})o E[tr(Hy)| = 7(he). (1.108)

Cette définition, empruntée a [Léviy], dit en réalité probablement les mémes choses que celle de
Singer vue plus haut, mais son avantage est de ne pas nécessiter une explicitation du *-espace de prob-
abilité, lequel devrait, toujours d’apres [Sings], étre lié 4 un “anneau de Murray—von Neumann d’opé-
rateurs*’ de type 11 pour une représentation donnée de type /11 de G,

Le point (74¢) de la Déf. 1.4.5 signifie que le champ maitre peut étre vu comme le processus limite,
au sens des probabilité libres, du champ d’holonomie de Yang—Mills. La démonstration de conver-
gences de la forme (1.108) sera au coeur du chapitre 3. Pour des lacets simples notamment, cest-a-dire
des lacets qui ne possédent pas de point d’auto-intersection, on peut montrer que pour une surface
compacte de genre g > 1 la décomposition de Fourier de E[tr(Hy)| suit le méme régime que celle de
la fonction de partition de Yang—Mills, 4 savoir que seule une catégorie notable de plus hauts poids
contribue a la limite — les plus hauts poids presque-plats que nous introduirons des le chapitre 2.

En dépit du postulat actuel en physique théorique selon lequel le champ maitre existe pour tous
types de surface (voir note 48), seules deux surfaces ont recu un traitement complet et rigoureux d’un
point de vue mathématique, et ce, dans les années 2010 :

- Le plan, qui a ét¢ notamment traité d’un c6té par Lévy [Léviy] et de 'autre par Anshelevich et
Sengupta [AS12] ;

— Lasphere, qui a été traitée dans son intégralité par Dahlqvist et Norris [DN17].

#Cette dénomination désigne en réalité une algebre de von Neumann.
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Pour ces deux surfaces, la construction du champ maitre s'est opérée de fagon similaire, selon un
procédé que nous détaillerons au début du chapitre 3. Pour Iinstant, nous nous contentons d’en
dévoiler un ingrédient dont nous avons encore omis l'existence : les équations de Makeenko—Migdal.
Elles permettent de relier ’holonomie le long d’un lacet possédant n points d’auto-intersection aux
holonomies le long de deux lacets possédant n — 1 points d’auto-intersection. La construction du
champ maitre repose alors sur une sorte de récurrence dont l'initialisation est I'étude des lacets sim-

ples.

Pour introduire les équations de Makeenko-Migdal, il nous faut présenter le cadre formel dans
lequel elles sont satisfaites. On choisit une surface M € X U {RQ} et un graphe G sur cette surface.

Figure 1.18: Le lacet £ (4 gauche) peut étre séparé, au niveau de son point d’auto-intersection v, en deux lacets
41 et £y (a droite).

Si € est un lacet sur M obtenu en concaténant des arétes de G et leurs inverses, et s’il possede un
point dauto-intersection en v € S, alors on peut le séparer en deux lacets ¢; et {3 comme dans la
Fig. 1.18, et ceux-ci possedent un point d’auto-intersection de moins que £. Les faces F, Fy, Fy et F)
dontles bords communs sont traversés par £ et qui se rejoignent en v peuvent étre toutes distinctes, ou
bien certaines peuvent étre éventuellement confondues. On note respectivement ¢1, to, t3 et ¢4 leurs
aires, vues comme des variables réelles positives. On a vu que E[tr(H,)] dépend notamment de ces
variables ; 'équation de Makeenko—Migdal associée au découpage de £ en £; et {5 sécrit

0 0 0 0
— — — + — — — | Eltr(Hy)| = E[tr(H,, )tr(Hy,)]|. L.IO
(5~ o0 * 91 ~ o ) EltrE0] = Bfn(H a1 (1109)
Une des conjectures concernant le champ maitre est la suivante : pour tous lacets £; et {3, on a la
factorisation asymptotique
lim E[tr(Hy, )tr(Hy, )] = lim Eftr(Hy, )] lim Eftr(Hy,)). (r.110)
N—oo N—oo N—oo
Cette factorisation est le fruit d’'un phénomene de concentration des traces d’holonomies autour de
valeurs déterministes. Par conséquent, les moments du champ maitre, s’ils existent, définissent une
fonction @ sur les lacets qui satisfait la version asymptotique suivante des équations de Makeenko—
Migdal pour un lacet £(t1, 2, t3, t4) qui se sépare en {1 (t2) et £o(t4) comme dans la Fig.1.18 :

d
E (I)f(h it —t,t3+t,ta—t) — q)el(tg)q)eg(t4)- (I.HI)
t=0

Cette fonction permet de décrire intégralement le champ maitre. En effet, soit £ un lacet sur M et
n un entier naturel, alors 7(h}) = T(hm) = Py ot £ est simplement le lacet qui parcourt 7 fois
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¢. Notons que si le champ maitre / est une fonction multiplicative, ce n’est toutefois pas le cas de
a priori : en effet, rien ne dit par exemple que 7(h;) = 7(hy)? - la multiplicativité est remplacée par
la version asymptotique des équations de Makeenko—Migdal. La propriété de factorisation asympto-
tique des traces d’holonomies (1.110) implique par ailleurs un fait remarquable : la convergence (1.108)
peut étre renforcée en une convergence en probabilité quand NN tend vers I'infini

tr(Hy) SN Dy, (rar2)

ou l'on a alors la convergence de variables aléatoires complexes vers une constante réelle. Il nous est
donc possible de donner une nouvelle description du champ maitre, peut-étre plus simple que celle
dela Déf. 1.4.5.

Définition 1.4.6. Soit M € ¥ U {R*} une surface et m un point de M. Un champ maitre sur M
est une fonctionnelle @ : %, (M) — R qui vérifie 'équation (1.112) pour tout £ € 2, (M).

Ainsi, Paccent est mis sur la convergence en probabilité des traces d’holonomies, aussi appelées
boucles de Wilson, vers les valeurs du champ maitre associée.

Comme annoncé un peu plus tot, le chapitre 3 sera dédié 4 'étude du champ maitre. Nous y
développerons brievement la théorie utilisée pour le construire sur le plan et sur la sphére, puis nous
Iétudierons sur les surfaces compactes connexes orientables de genre supérieur ou égal a 1. En partic-
ulier, nous démontrerons le théoréme suivant, qui constitue un résultat inédit.

Théoréme 1.4.12 (Chap. 3, Thm. 3.2.5 et 3.2.6, Prop. 3.2.13). Soit ¥y 7 une surface compacte connexe
sans bord orientable de genre g > 1 et daive T'. Soit € un lacet simple contractile entourant un domaine
d aire t. Lorsque le groupe de structure est U(N') ou SU(N) avec N qui tend vers Uinfini, la trace du
champ d’holonomie de Yang—Mills sur 3, p associé au lacet U vérifie

lim Eftr(H,)] = e 2, (r.113)
N—o0

lim Var[tr(H,)] = 0. (r.114)
N—00

De plus, la vitesse de convergence de la variance est de lordre de N*~ S poure > 0 arbitrairement petit.

Nous verrons par ailleurs que ce théoréme permet de vérifier une conjecture de Hall [Hali8] que
nous rappellerons. Nous discuterons ensuite d’autres types de lacets que 'on rencontre dans ces nou-
velles surfaces, a savoir des lacets d’homologie non nulle. Nous montrerons des résultats partiels relatifs
A ceux-ci, notamment le théoréme suivant.

Théoreme 1.4.13 (Chap. 3, Thm. 3.2.16 et Prop. 3.2.17). Soit Xy 1 une surface compacte connexe sans
bord orientable de genre g > 1 et daire T

(z) Silestun lacet d’homologie non nulle sur ¥y p alors pour tout n € 7%, Etr(H}')| = 0.
(iz) Sil est un générateur du groupe fondamental de 3y 1, alors lim Var[tr(H,)] = 0.

Nous terminerons par une description des lacets qui échappent encore au champ maitre, ainsi que
quelques pistes de réflexion que nous envisageons.






CHAPTER 2

YANG-MILLS MEASURE AND LARGE NV
PARTITION FUNCTION

This chapter describes the results obtained in [Lemr9], which are essentially the computations
of several limits associated to the Yang—Mills partition function when the gauge group is U(V) or
SU(N). After giving the definition of the Yang—Mills partition function, we will introduce two ma-
jor tools needed to study its asymptotics: the Witten zeta function and the almost flat bighest weights.
The rest of the chapter will be devoted to the computation of the limits of partition functions.

2.1 THE YANG-MILLS PARTITION FUNCTION ON A COMPACT SUR-
FACE

First and foremost, let us mention that, throughout this chapter, a surface corresponds to compact
connected surface without boundary. This choice is motivated by Thm. 1.4.1, that we recall here.

Theorem 2.1.1 (Classification of compact surfaces). Let ¥ be a surface. Then, it is homeomorphic to

either one of the following:
(1) The connected sum of g 2-tort',
(1) The connected sum of g projective planes.

In the first case, the surface is said to be orientable. The integer g denotes the genus of the surface,
and appears for example in the computation of the Euler characteristic. In the second one, the surface
is said to be non-orientable, and we will also call g the genus; however it will not contribute the same
way to the Euler characteristic. Indeed, this number is equal to 2 — 2¢ when the surface is orientable
and 2 — g when it is not. Let us recall a few definitions from the previous chapter, in order to get
a quick overview of the objects of interest. We want to define the Yang—Mills partition function in
a way that we can compute its limit: for that, we will need two quantities related to the irreducible

representations of U(V) or SU(V).

Definition 2..1. Let A € U(N) be a non-increasing N-tuple of integers and p1 € §[\J(N ) be a
non-increasing N-tuple of integers such that py = 0.

'If g = 0 then by convention it is a sphere; otherwise it can also be seen as a 2-torus with g handles.

87



88 2.1. THE YANG-MILLS PARTITION FUNCTION ON A COMPACT SURFACE

(i) The dimension dy of a representation of highest weight A is equal to*

I | (=] )

—1 —1
1<i<j<N J 1<i<j<N J

In the case of a representation of highest weight y it is equal to

I pi pg g 0 (1+u ug). (2.2)

—1 —1
1<i<j<N j 1<i<j<N J

(ii) The (quadratic) Casimir number is a non-negative real number c;(\) that satisfies Asy =
—c2(A)sy, and is equal to’

<Z N+ D (- Aj)). (2.3)
1<i<j<N
in the case of SU(NV), it is denoted ¢} (1) and is equal to

N 1 N 2
ZM?—N(ZM) + Z (i — p5) | - (2.4)

Ii<j<N

Given an orientable surface ¥ with genus g and area T', the Yang-Mills partition function on X
with structure group U(V) is defined as the following sum* :

In(g.T)= Y e Nza™. (25)
AeU(N)
The same kind of formula also holds when one replaces U(N') by SU(V) as a structure group:
Zn(g, T Z el ’\)%diﬁg. (2.6)
AeSU(N)

Now, if the surface 3 is non-orientable, defined as the connected sum of g projective planes, we can
still define its Yang—Mills partition function using a slightly different formula. If we defined ¢, is the
so-called Frobenius—Schur indicator of \ by

= / sx(g2)dg, (27)
G
then we have

Zy(g,T) = Z e*%CQ(A)difg(L,\)g, if the structure group is U(N), (2.8)
AeU(N)

*Cf. Equation (1.74).
3Cf. Prop. 1.3.23.
*Cf. Prop. 1.4.8 for this formula and the following ones.
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T
2

2N @379(,,)9, if the structure group is SU(N). (2.9)

Zy(gT)= Y e

AeSU(IV)

The purpose of this chapter is to compute the limits, as /V tends to infinity, of the partition function
on ¥ depending on its orientability, genus and structure group. Let us introduce two functions that
naturally appear in the limit, and that come from number theory — or more specifically, from the
theory of modular forms.

Definition 2.1.2. Let HT = {7 € C: J(7) > 0} be the complex upper-half plane and D = {q €
C : |q| < 1} the open unit disk.

(i) The Jacob: theta function is the function ¥ : C x H* — C defined by

Wz, 1) = Z imniTH2imnz (2.10)

ne”

(ii) The Euler function is the function ¢ : D = {q € C : |q| < 1} — C defined by

olg) = [J(1—q™). (2.)

m=1

As we only need special values of Jacobi theta function, let us also define an intermediate function

0 R - R (2.12)
. t '_> /19(0’ %> _ ZTLGZ e_th . 2.12

We can now state the two main theorems from [Lemio], which give the limit of the U(V) and
SU(N) Yang-Mills partition function on an orientable surface of genus ¢ > 1 and on an non-
orientable surface of genus g > 2.

Theorem 2.1.2 (Orientable limits). Let X be an orientable surface of genus g.
() If g = 2, then, for all T' € (0, 4+00), the following convergences hold:

lim Zn(g,T) =6(T/2) and lim Zy(g,T) = 1. (2.13)
N—o0 N—o0

Moreover,
lim Z\(g,0) = 1. (2.14)
N—oo

(i) If g = 1, then consider T € (0, +00) and set ¢ = e~ 2. The following convergences hold.:

0(% 1
¢Eq2))2 and ]\}5%0 Zy(1,T) = P (2.15)

N—o0

Theorem 2.1.3 (Non-orientable limits). Let ¥ be a non-orientable surface homeomorphic to the sum of
g projective planes.
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() If g = 3, then, for all T' € (0, 4+00), the following convergences hold:
lim Zy(g,T) = 0(T/2) and lim Zy(9,T) = 1. (2.16)

Moreover,

!

limy—ooZy (9,0) = 1. (2.17)

(iz) If g = 2, then consider T € (0, +00) and set ¢ = e~ 2. The following convergences hold:

N 0(3) o
J\}%ZN@’T) = ¢<;2) and J\}li%oZN (2,T) = PPk

(2.18)

Before we prove these theorems we can highlight the following fact: there seems to be an asymptotic
factorization

lim Zn(g,T) = Z1(9,T) lim Z\(g,T). (2.19)
N—o0 N—oo

Indeed, it is easy to remark that Z; (g, T") = 6(7'/2) from Equation (2.5), and the factorization now
seems clear. Our proofs will always rely on the fact that it is easier to compute the limits in the SU(V)
case and that we can deduce the U(N) limit from it, but this factorization will not be a part of the
reasoning. The closest fact we will use is the existence of a bijection between ‘dual sets’, understood as
the sets of irreducible representations:

~

SU(N) x U(1) ~ U(N). (2.20)

However, there is no such relationship between the underlying groups: all we know is that SU(V) x
U(1) is a group covering of U(NN) with the homomorphism given by ¢ @ (M, z) — zM. @y is

actually a surjective Lie group morphism, with
ker ON = {([7 1)7 (621‘7T/NI7 672i7r/N>’ e (€2i7r(N71)/NI7 672i7r(N71)/N)} ~ ZN.
In particular, it appears that ¢ factorizes into a Lie group isomorphism

SU(N) x U(1) L; U(N)
l @N . (2.21)

(SU(N) x U(1)) /ZN

Furthermore, another well-known Lie group homomorphism is given by det : U(N) — U(1)
with kernel SU(V), which leads to the following short exact sequence

1 — SU(N) —= U(N) %% U(1) — 1. (2.22)

This short sequence means that U(V) is a group extension of U(1) by SU(N). This is even a split
extension because there exists a global section s : U(1) — U(N): we can take for example s(z) =
diag(z,1,...,1) € U(N). There is a result on group theory that says that a split extension A —
H — G is equivalent to the fact that / is isomorphic to the semidirect product A x, G for some
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action p : G x A — A. One can find a proof of this fact in [Ser78, §8.2].

Regarding these relations between U(N), SU(V) and U(1), there might be a deeper explanation,
or at least interpretation, of the factorization (2.19). It might also be probable that this has a link with
the splitting of unitary Brownian motion stated in Lemma 1.2.5. Unfortunately, we didn’t manage yet
to relate the asymptotic factorization of partition functions to the splitting of Brownian motion or to
a limiting behaviour of the diagrams (2.21) or (2.22).

2.2 ALGEBRAIC TOOLS

Despite the fact that Theorems 2.1.2 and 2.1.3 give the limit of a normalization constant of a prob-
ability measure, the core of our proof will rely more on algebraic tools rather than probabilistic ones.
Let us introduce in this section those tools, namely the Witten zeta function, which is an infinite series
associated with a Lie algebra, and the almost flat highest weights, which constitute a subset of highest
weights that plays a fundamental role in the large /V limit of partition functions.

2.2.1 Witten zeta function

Let suy be the Lie algebra of the Lie group SU(V). One defines its Witten zeta function (s,
C — C as the meromorphic continuation of the series

Cn(s) = 3 dy (2.23)

AeSU(N)

If we consider the partition function Z' (g, 0) as the limit of the partition function of an orientable
surface with genus g and area T" when 71" tends to 0, we see that it becomes a special value of Witten
zeta function:

Zn(9,0) = Gauy (29 — 2). (2.24)

This zeta function, as we will see later, controls the convergence of all partition functions associated
with orientable surfaces with genus g > 2 or non-orientable surfaces with genus g > 3; it was actually
studied for different reasons by Witten [Witor], and later by Zagier [Zago4] who presumably coined
its name “Witten zeta function’.

The following Proposition summarizes the asymptotic properties of Witten zeta functions that we
will need later on.

Proposition 2.2.1. Forall real s > 1, one bhas

supCsuN sup Z d,® < oo.

AESU (N)

More precisely,
lim Coy(s) =1 and lim Y dy* =0.

N—oo N—oo —
AESU(N)
A#([)7"'7())
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The proof of this proposition relies on three lemmas.

Lemma 2.2.2. Forall s > 1and all N > 1, one bas

Z d5 H 3y (Z) N (2.25)

)\GSU k=1 n>k

Proof. Letus choose s > 1and N > 1. In the left-hand side of (2.25), which is a sum over A\; >
.. An = 0, let us make the change of variables

mlz)\l—)\2+1,...,m]\[_1:>\N_1—)\N+1.

The new variables m, ..., my_; are now independent, and positive. Using (2.2, we find
m;+ ...+ mi_q
dy = H R S (2.26)
- J—1
I<i<y<N
so that

e — i)
SN SR | PR s

Ar2.. 2AN=0 mi,...,my—1>1 1<z<]<N
= 2 ﬁﬁ o (k=j—-1)
mi,...my-_121 k=1 i=1 <mi +.F mk)s

Sincem; + ...+ my_1 = k — 1, we obtain

i, b (k—i+ 1)
2 s 2 gn—i=

A1=>..>2An=0 Myenny my_1=>1 k=1 i=1
1

which is the announced upper bound. O
Lemma 2.2.3. Forall real s > 1,
SY () <=
k
k>1 n>k
Proof. We use the fact that for £ between 2 and n — 2, the inequality ( ) ( ) holds. Thus,
n\ ° = /2 28
<277 — —3)——
YY) < (e v )
k>1 n>k n=3

which is indeed finite for s > 1. OJ
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Lemma 2.2.4. Let \ be an element ofgl\J(N) IfA=(0,...,0) then dy = 1, otherwise dy > N.

proof. Let us use again the variables my, ..., my_; introduced in the proof of Lemma 2.2.2. It
is manifest on the expression (2.26) of d) that this dimension is increasing in each of the variables
myq, ..., m,. The case where each of these variables is equal to 1 is the case where A = (0,...,0) and
dy = 1. Any other irreducible representation has a dimension that is at least equal to the dimension
of one of the representations

A= (1,0,...,0), Aa=(1,1,0,...,0), ..., Ay_1 = (1,...,1,0).

These representations, which are the exterior powers of the standard representation of SU(NV ), have
dimensions

N
d)\k = <k‘) >N, ke {1,,N—1}
Thus, dy > N, as expected. O

We can now prove Proposition 2.2.1.

Proof of Proposition 2.2.1. 'The bound obtained in Lemma 2.2.2 can be rewritten as

N—-1 —s [e’s) —s
d;ng 1+Z<Z) ] SeXpZZCID
A1=>...2>2An=0 k=1 n>k k=1 n>k

and this last bound, independent of IV, is finite by Lemma 2.2.3. This proves the first assertion.

For the second, let us introduce areal s’ € (1, s) and use Lemma 2.2.4. We find

Z d)—\s < N—(s—s’) Z d;s”

AeST(N) AeSU(N)
A£(0,...,0)

which tends to 0 as NV tends to infinity. O

2.2.2 Almost flat highest weights

From two integer partitions @ = (a3 > --- > o, > 0)and f = (/1 = -+ = s > 0) of
respective lengths 7 and s, and an integer n € 7Z, we can form, for all N > r + s + 1, the highest
weight

Anv(a, B,n) = (ar+n,...,c.+n,n,...,n,n— Ls,...,n— ) Eﬁ(N), (2.27)
N

which we also denote by A(«v, 5, ) when there is no doubt on the value of N. We extend this defini-
tion in the obvious way to the cases where one or both of the partitions v and /3 are the empty partition.

We can also form the highest weight

Av(a, B) = An(a, B, B1) € SU(N),
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with the convention that Ay (o, @) = An(, @,0) = (g, ..., a;, 0).

These constructions are illustrated in Fig. 2.1 below. The reader may have noticed that the defini-
tion of Ay (a, B, n) still makes sense when N' = 7 + s and wonder why we exclude this case. The
reason is that under the stronger assumption N' > 7 + s + 1, it is possible to recover o and 3 un-
ambiguously from the data of Ay (av, 5,n), r and s. A counterexample withr = s = land N = 2
is given in Fig. 2.2. Without the data of 1 and s, there are usually multiple ways of writing a highest
weight in the form Ay (c, 3, n), see also Fig. 2.2. Finally, it should be emphasized that every highest
weight of U(V) or SU(N) can be written as Ay (e, 5, n) or Ay (e, B).

Ai A Ai A

! \_"Ijg . g
= :

i

Figure 2.1: From two partitions o and 3 and an integer n € Z, we can form the highest weights A(«, 3, 1) €
U(N) (on the left) and (e, 8) € SU(IN) (on the right).

1T o b,

Figure 2.2: On the left: the highest weight (4, 0) can be written in several ways as A2(c, 3) with @ and 3 of
length 1. On the right: the highest weight (4, 3,3,2,1,1,0) is equal to A7((2,1,1),(2,1,1)) as well as to
)\7((37 27 2’ 1)5 (1))

The construction above has a kind of ‘dual process’, thatis, the decomposition of any highest weight
of U(N) or SU(N) as M(a, B, 1) or A(cv, B). In the case of SU(N), this process is based on the
observation that for all My, My > 0, the map

SU(M; +1) x SU(Ms + 1) == SU(M,; + Ms + 1)

(2.28)
(Oéa 6) — )‘M1+M2+1(a7 6)

is a bijection. We have to make a slightly different construction depending on the parity of IV: let
A € SU(N).

- If N = 2M + 1, then there is a unique o), € g[\J(M + 1) and a unique ) € S/[\J(M +1)
such that A = Ay (i, 5)), therefore we take My = My = M in (2.28).
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— If N = 2M, then there is a unique v € S/[\J(M) and a unique ) € S/[\J(M + 1) such that
A = An(ay, B)), therefore we take My = M — 1and My = M in (2.28).

In the case of U(N) we have a bijection

(2.29)
(An) — A+n=MN+n,...,\y+n),

@.{ SUN)xZ 5 T(N)
which guarantees that any highest weight of U(/V) can be written as A + n with A € S/I\J(N ) and
n € Z. Hence, we have the decomposition A+n = Ay(ay, 8)) +n for any highest weight of U(V).

The Casimir number of a highest weight can be expressed conveniently through this decomposi-
tion, as we will show below. First, let us recall the definition of the content of a box of a diagram,
which is mentioned in particular in [Stagg, VOo4].

Definition 2.2.1. Leta = (a1 =z = O) be a non-increasing sequence of integers, seen as a
Young diagram. For any box (¢, j) of this diagram, that is, any (4, j) such that j < o, we call conzent
of the box (i, ) the quantity ¢(4, j) = j — i. We also define the roral content K (o) of a as the sum
of the contents of the boxes of a.

An example is given on Fig. 2.3.

SOL
XD

Figure 2.3: Filling of the boxes of (3, 3,2, 1) with their respective contents. The Young diagram is
represented here in the so-called Russian way, where the content of a box is its abscissa.

The main result of this section is the following.

Proposition 2.2.5. Let v and [ be two partitions of respective lengths v and s. Let n be an integer.
Then, provided N > r + s, we have

s (@, 5,m) = ol +18] + 0?4 (K@) + K(8) + nlla = 8]))  (30)

in the unitary case, and

G0w(a 8)) = lal + 16+ 5 (K(a) + K(8) + 75 (lal ~ 1)} (2

in the special unitary case.
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Proof. Let us start with the unitary case. Using the definition of Casimir number and the definition
of AM(«, 3, n), we obtain

Neag(An (o Zoz + Z —Oéj)+2n|04‘+2@;2+ Z (Bi — Bj) — 2n|p|

1<i<y<r =1 1<i<j<s
+|a|(N —=r—s)+|B|(N —r—s)+ Z (a; + B;) + Nn?,
1<i<r
1<5<s

which can be rearranged into

Nes(An (e, B,m)) =N (la| + | + n*) + 2n(|a| —|8]) +Za + > (@ —aj) —7lal

1<i<y<r

+ZBQ > (Bi—8)—slsl.

1<i<y<s

On the other hand,

r

M_mi_%@a + ) ai—a»—r!a!)

=1 1<i<g<r

and we find (2.30) as announced.

Concerning the special unitary case, we need to subtract from ¢,()\) the quantity 5 (3 )2
which leads to

&0 (@, 8)) =ea(Awla, 8. 81)) — 155 (la] = |8] + Nn)?

from which (2.31) follows easily. [

The proof of Theorem 2.1.2.(ii) will rely on two estimates of the Casimir number: one that helps
proving the convergence of the sum of ¢°2 over almost flat highest weights A to the expected limit,
and one that helps controlling the sum over remaining highest weights.

Lemma 2.2.6. Let \ € S/[\J(N ). Set k = |ou\| + | Ba|. Then the following inequalities bhold:
k? K* k2

k——écg(x\)équN—km, (2.32)

< d(N). (2.33)

Proof. We start from the expression of ¢4 (A) = ¢4 (An(ay, 83)) given by (2.31). The pointis to bound
K(CY)\) and K(BA)
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The list of the contents of the boxes of vy taken row after row and from left to right in each row (as
on the left of Fig. 2.4) is a sequence 21, . . . , T|q,| such that [2;| <7 — 1foreachi € {1,..., ||}
It follows that

—laxl(fen = 1) < 2K(en) < fenl(Jan] = 1)

This implies immediately

2|K (o) + K(B))] < k2,

and (2.32), after observing that 0 < (Jan| — |Br])? < (laa| + 182])? = k2

Figure 2.4: Two ways of listing the contents of the boxes of the diagram (3, 3, 2, 1).

Let us turn to the proof of (2.33). We will establish a different lower bound on K () and K (5)).
For this, let us list the contents of the boxes of «y, now taken column after column and from top to
bottom in each column (as on the right of Fig. 2.4). Itis now a sequence z1, . . ., 7|4, | of integers that
along each column of o decreases by 1 at each step, and at each change of column jumps to a positive
integer. The crucial point is that the height of the columns of c is bounded by the integer that we
called M at the beginning of this section, and that is in any case not greater than % The contribution
of each column is thus bounded below by — % times the number of boxes in this column. It follows

that

N
K@) > ol

and a similar argument holds for 3. The result follows again from (2..31). ]

Let us fixareal v € (0, 3). We split the set of highest weights of SU(V') in four disjoint subsets:

Ay = {2 € SUWN) : an] < N7, |8y

( <

Ao = {X € SUN) : Jan| > N, |5 < N7},
(
(

): N7},
i (2.34)
) :

Ay ={A € SUW) : [an| < N7, |8 > N7},
Ays={rN€SUN) : [an]| > N, |8:] > N7}

In this framework, (2.32) can be refined as the following for any A € AYVJ:

lan] + 182 = ANTE < (N) < Jaa| + [ By +ANPTTH AN, (2.35)

The set A ; is the set of highest weights that we think of as being almost flat. The proof of Theo-
rem 2..1.2.(ii) in the unitary and special unitary cases will consist more or less in proving the following
assertions:



98 2.3. LARGE N LIMIT OF PARTITION FUNCTION ON ORIENTABLE SURFACES

— The partition function can be decomposed as
Zn = SN1+Sna+ Sz + Sna,
with Sn; = ZAEAYV,Z- W for1 < i < 4
- Sn,1 converges, when N — 00, to the limit stated in Theorem 2.1.2.(ii).
- SN2, Sn,3and Sy 4 all converge to 0.

This scheme of proof highlights the importance of almost flat highest weights in the large N asymp-
totics of Yang—Mills measure on the torus: they are somehow the only weights contributing to the
limit of its partition function.

2.3 LARGE N LIMIT OF PARTITION FUNCTION ON ORIENTABLE SUR-
FACES

2.3.1 Genusg > 2
The special unitary case

We will start by proving Theorem 2..1.2..(i) in the special unitary case. Let us first reduce the problem
to the case where ' = 0 and g = 2.

Lemma 2.3.1. Forallg > 0,all'T > 0, and all N > 1, we have
1< Zy(g,T) < Zy(2,0).

It follows from this lemma that the special unitary case of Theorem 2..1.2.(i) is implied by the asser-
tion
lim Z\(2,0) =1, (2.36)
N—o00

which we will prove in this section.

Proof of Lemma 2.3... ' The N-tuple (0, . .., 0) has dimension 1 and Casimir number 0. Thus, it con-
tributes 1 to the partition function Z (g, T"), which explains the first inequality. The second in-
equality is an immediate consequence of the fact that all Casimir numbers are non-negative, and that
all dimensions are positive integers. L]

We can finally turn to the proof of (2.36), and therefore of the special unitary variant of Theo-
rem 2.1.2.(i). This will entirely rely on Proposition 2.2.1 about asymptotic properties of Witten zeta
function.

Proof of Theorem 2.1.2.() in the special unitary case. On one hand, Lemma 2.3.1 states that

Z.(2,0) > 1.
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On the other hand,

Zp(2,0)= Y dP=1+ Z d;.

AeSU(N) AZ(O;...,

Using Lemma 2.2..4, we find

_3 _3
Zp2,00<1+N72 Y d><1+Nisup » d, 2
AA(0,...,0) N1 estm
Thanks to Proposition 2.2.1, this implies
limsup Z3(2,0) < 1
N—o0
and this concludes the proof of (2.36), hence of Theorem 2.1.2.(i) in the special unitary case. ]

The unitary case

We treat the unitary case of Theorem 2.1.2.(i) using our understanding of the special unitary case,
and the bijection @ : (A, n) — X + n given in (2.29). We will keep throughout this section the nota-

tion A for an element of gl\J(N ), n for an element of Z and A + n for the corresponding element of
U(N) for the sake of consistency.

The first observation is the following. We use the notation |[A\| = A + ... + Ay.

Lemma 2.3.2. We have the equality

AL 2

st n) =4+ () (237

Proof The proofis a simple verification using Equations (2.3) and (2.4) that respectively define ¢, and
ch. ]
It is the contribution of the highest weights of the form 0 + n = (n, ..., n) which produces the

Jacobi theta function in the unitary part of Theorem 2.1.2.(i). We will prove that the contribution of
all other elements of U (V) vanishes in the large N limit.

Proof of Theorem 2.1.2.(3) in the unitary case. Letus consider g > 2andT" > 0. We split the partition
function Zy (g, T) into two parts

ZN(g,T) _ Z 6—€n2 i Z Z 6_%62(>\+n)d)\+n.

nez )\EST[\J( N) n€Z
A#(0,...,0)
The first part corresponds to highest weights of the form (n, . . . , n), which have Casimir numbers n?

and dimension 1. The second part is the contribution of all the other highest weights. To compute it,
we observe that dy,, = d) and we use Lemma 2.3.2. We find

0< Zn(g, T) = 0(0;iT/2m) < Y (Ze—2<n+u|/zv>z) Ty =

AeSU(N) — neZ
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The sum between the brackets is bounded independently of N, for example, in a very elementary way,

by C' =1+ 9(0;iT"/27). Hence, the right-hand side is bounded by

C E dy % = C(Cauy(29 — 2) — 1)
AeSU(N)

which, thanks to Proposition 2..2..1, converges to 0. O

2.3.2 Genusg =1

Our proof of the convergence of the partition function when g > 2 was based on our study of
the dimensions of the irreducible representations of suy, expressed in Proposition 2.2.1. A glance at
(1.29) shows that when g = 1, these dimensions do not appear anymore in the partition function,
and to treat this case we need to use completely different estimates. In this section, we will prove that
Zn(1,T) still admits a finite limit for 7" > 0, but this limit will turn out to be different from the one
described in Theorem 2.1.2.(i). In particular, it will involve the classical generating function of integer
partitions. Recall that if we denote, for each n > 0, by p(n) the number of partitions of the integer
n, we have the equality of formal series in the variable ¢:

>0 = Y sty

n=>0 m=1

8

(2-38)

where the first sum is over all integer partitions cv. We can recognize in the right-hand side of Equation
(2.38) the inverse of Euler function defined in (2.11). Before entering the technical details, let us explain
the idea of the proof of Theorem 2..1.2.(ii), at least in the special unitary case. In the present situation
where g = 1, the partition function is

Z 67012 % Z qcz (/\)

AeSU(N) AeSU(N)

The problem is thus to identify which highest weights of SU (V) keep, in the large IV limit, a bounded
quadratic Casimir number, and bring a non-zero contribution to the partition function. We claim,
although this statement is not very precise at this stage, that these highest weights are those depicted
in Fig. 2.1 (in the special unitary case, we need to look at the right part of this figure). They are the
highest weights that are flat up to a small’ perturbation at each end, represented by two partitions
a and (3 of length < N/2. Let us call these highest weights a/most flat. A similar description was
proposed by Gross—Taylor in [GT 93], butin the case where the perturbations remain finite, and their
goal was rather to obtain a 1/ expansion of the partition function than to find its large NV limit.
The smaller the length of a and 3, the flatter the highest weight: typically we will consider o and 3
of length < v/N. Using the notation (v, 3) introduced in Fig. 2.1, and the notation || (resp. |3])
for sum of the components of « (resp. [3), the main estimate will be a refinement of the equality

A(Ma, B)) = lo] + |8 + O(N ™) (239)

5Small compared to IV but not necessarily finite.
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with an explicit expression of the error in terms of @ and 3. The outline of the proof is then the

following
Zh(1,T) Z g Z O (@B) ~ Z g8
)\ESU N) o, 8 of length <VN o, of length <N
A almost flat

and the last sum tends to the square of the generating function of integer partitions when N' — oo.

The special unitary case

Proof of Theorem 2.1.2.(17) in the special unitary case. Letus fixy € (0, ) and define the sets A;’V ; for
1 <i<4asinEq. (2.34). Foreachi € {1,2,3,4}, we set

S;V,i = Z QCIQ(/\)

AEAY

so that
Z]'V(l, T) = S;V,l + SEV,Q + SEV,?, + SJ,V,4'

For NN large enough, any partition of an integer not greater than N7 has less than & positive parts.
Thus, if v and 3 are any two such partitions, the highest weight Ay (r, 3) is well defined, and belongs

to A}Y\M. As a consequence, for N large enough,
Ay, =, B),abkrBFs:r <NV, s <N,

and

S}V,l = Z qCIZ()‘N(anB))

laf,|Bl<NY

From (2.35), we deduce that

gANTTIHANDT Z qla\+|ﬁ|<5&1<q—4N“*1 Z g1l
lal,| BI<NY laf,|BI<N7Y

Since 2y — 1 is negative, the powers of ¢ in front of the sums on either side tend to 1 as IV tends to
infinity. On the other hand, the sum over o and 3 tends, as IV tends to infinity, to the square of the
generating function of partitions defined in (2.38). Hence,

2 00
hm Sni = hm Z glotIel = (Zq|a|) = H(l —q¢™2

* Jal.|Bl<V m=1

In a second step, we prove that the three other contributions to Z(1,7") vanish as N tends to
infinity. For this, we use (2.33). Let us treat the case of S}y ,, the case of S’y ; being perfectly similar,
and the case of Sy 4, even simpler. Let us remark that, as opposed to the case of A} ;, we only have the
inclusion

ANy C{Mv(e, B),abrBFs:r < N7, s> N},
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but it will be enough to get an adequate upper bound. Indeed,

0< ng < Z qCIZO\N(O‘vﬁ))’

la|<N7,|B]>NY

and from (2.33) we have

e ST gaera) <Zq2|a‘ D> pk)g

o] <N7,[B]> N7 ol <N7,|8]>N7 k>N

N\?s‘

The first sum of right-hand side is finite, and the second sum, as a remainder of a convergent series,
tends to 0 as NV tends to infinity. This concludes the proof. O

The unitary case

The proof of Theorem 2..1.2.(ii) in the unitary case will rely on the same tools as the special unitary
case, thatis, the use of almost flat highest weights, combined with the bijection @ : (A, n) — A+nin-

troduced in (2.29). In particular, Lemma 2.3.2 will be of great help in order to control the convergence
of Zx(1,T) using the convergence of Z\ (1, 7).

Proof of Theorem 2.1.2.(i7) in the unitary case. Let A € g[\J(N ). Thanks to Lemma 2.3.2 and Proposi-
tion 2..2.5, it appears that, foralln € Z,

iy AN lsl = 18] ’
o A+n)=cN)+|n+—=) =N+ |(n+——+0B)1] ,
N N
so that we can write, up to a change of index n <— 1 — ()1,
<n+\ak|—m|>2 e
Zn(1,T) = Z Zq N q>. (2.40)
AeSU(N) \neZ

The main difference with the case of SU(N) is the sum over n between the brackets, and we will
need to control it in order to get the convergence.

Lety € (0, 3), and the subsets (A} N.i)i<ica of SU( ) as in the special unitary case. We define, for

1<1<4,
2 (Zq@“*&*’“'f) 0,

)\EAX, i ne”

and we obtain the following decomposition:
ZnN(1,T) = SN1+ Sn2+ Sns+ Sna.

Let A be an element of A}, ;. From the fact that Hoz,\] - W)\H < aal + By < 2N we get

n? —4nN't < (n + loal = N |B’\|> <n?+4nN7 AN (2.41)
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For the same reason as in the special unitary case, for IV large enough we have

Sni = Z (Z q(n+|aNﬁl>2> gON (@),

lal,|8|<NY \neZ

Then, equations (2.35) and (2.41) yield

q4N2v71+8N2v—2 (Z qn2+4an1> Z q\a|+|/3\ < 5N71 (2.42)

n€Z la,|BI<N7
and
_ 2v—1 2_ -1
Sn1<q 4N (Z q" 4nN7Y ) Z q\al—s—lﬁ\. (2.43)
nez lal,|Bl<NY

The sums Y, ., ¢ =" in both cases tend to Y, _, ¢" by dominated convergence, because
~v — 1 < 0. The remaining terms in both inequalities (2.42) and (2.43) behave in the same way as in
the proof of Theorem 2.1.2.(ii) in the special unitary case. This proves that

Jim S =2 q" H =

ne’l

Now let us treat the cases of S 2, S 3 and Sy 4. The arguments are the same for the three of them,
so we only choose to detail the case of Sy 2. We have, using equation (2.33),

nle =B Y 1,
0<Sya < ). (Zq( +5) )Q;u +181)

la|<N7,|B|>N7 \neZ

and the sum between brackets can be bounded independently from N, || and |B| by C' =

V(0;4T"/2m), thus
SN2<CZq2'a' > "

|B[>N~

—C'Zq2|a| Z q2 — 0, as N — oc.

k>N

This concludes the proof as in the special unitary case. O

2.4 LARGE N LIMIT OF PARTITION FUNCTION ON NON-ORIENTABLE
SURFACES

We now turn to the study of non-orientable surfaces. Let us recall that, according to Theorem 1.4.1,
any such surface can be constructed as the connected sum of projective planes. In order to estimate
thelarge NV asymptotics of its associated partition function, we need to compute the Frobenius—Schur

indicator associated to any highest weight of U(N') or SU(V).

Let (p, V') a complex finite-dimensional representation of a compact group G with character .
Recall that p is said to be:
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(i) Real if it exists a symmetric G-invariant nondegenerate bilinear form;
(i) Quaternionic if it exists a skew-symmetric G-invariant nondegenerate bilinear form;
(iif) Complex if there is no G-invariant nondegenerate bilinear form.

The value of ¢, is actually linked to this classification, as stated by the following Proposition, which
can be found in [BtDos, Prop. 6.8].

Proposition 2.4.1. Let (p, V') be a complex finite-dimensional representation of a compact group G,
with character X. Its Frobenius—Schur indicator is given by:

1 if pisreal;

Ly =19 0 if piscomplex; (2.44)
—1 if pisquaternionit.

The next result allows us to decide when an irreducible representation of U(N') or SU(NV) is real,
complex or quaternionic, based on its highest weight.

Proposition 2.4.2. Let A = (A\y = -+ = A\y) be a bighest weight of U(N) (or SU(N) if we fix
An = 0) Letm; = N\j — Niy1 € Nforeveryi € {1,..., N — 1}. An irreducible representation of
U(N) or SU(N) with bighest weight X is:

— Complex if there exists t such that m; # my_;

- Realifm; = mn_; foralli € {1, ..., |N/2]} and one of the following properties is satisfied:
— N £ 2[4);
— N = 2[4] and moy 11 is even;

— Quaternionicif N = 2[4], m; = mn_; foralli € {1,..., N/2} and moj41 is odd.

Proof. The proofis given for SU(N ) in [FHox, Prop.26.24]. Now, if Ay # 0, we define p € SU(N)
by setting 11; = A\; — An. It can be verified that a representation of U(/N') with highest weight A is real
(resp. complex, quaternionic) if and only if a representation of SU(V) with highest weight s is real

(resp. complex, quaternionic), and forany i € {1,..., N} the value of m; is the same for A and by
definition. l

If we apply this proposition to the construction A = Ay (v, £)), it yields the following result.
Corollary 2.4.3. Let \ € S/[\J(N Yandn € Z.

(z) If N = 2M + 1 i5 odd, then an irreducible representation of SU(N) (resp. U(N)) with highest
weight X (resp. X + n) is complex if and only if oy # Py

(i7) Assume that N = 2M iseven. Let o = vy € S/[\J(M) and 8 = B\ € S/[\J(M + 1), and set
B=(B1—Bum,--sBrv—1— P, 0) € SUM). Then an irreducible representation of SU(N)
(resp. U(N)) with bighest weight X (resp. X\ + n) is complex if and only if oo # 5.

(111) For all integer partitions o and B, all n € Z, and for N large enough, the bighest weight
An (o, B, 1) as defined by (2.27) is not quaternionic.
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The main point of this corollary is that highest weights that are not symmetric are complex and
therefore do not contribute to the non-orientable partition function because their Frobenius—Schur
indicator vanishes. We can also notice that quaternionic representations with almost flat highest
weight do not appear in the large N scale, and that the partition function becomes a sum of non-
negative terms.

2.41 Genusg > 3

The special unitary case

The proof of Theorem 2.1.3.(i) will be based on the same reasoning as for orientable surfaces of
genus g > 2, thatis, using Proposition 2.2.1 to show that the contribution of all other highest weights
than (0, ..., 0) vanish in the large N limit. However, the case of non-orientable surfaces with g = 3
will need a finer control, as we will see later. In particular, for even values of N and g = 3 the following
inequality is needed.

Proposition 2.4.4. Let N = 2M be an integer. For \ € S/I\J(N ) if weset o = vy € S/[\J(M ) and
B =By €SUM+1),as well as 3 = (61— Bus -y Bri—1 — B, 0) € SU(N) as in Corollary

2.4.3.(11), then
dy> (14 5u Md d;
A Z + 5 alg-
Proof. Using Equation (2.2) and the fact that
A= )\N(Oéaﬁ) = (al +51,...,OZM_1 +5176175M _617"'7B2 _517())7

itis clear that dy > d,dg. Moreover,

h= 1l <1+ﬁj—fj>

1<i<j<M+1
M

11 Pi i,
SA\M+1-i) 7

B\ M
o (M G5
Combining both inequalities gives the expected result. O]

Proof of Theorem 2.1.5.(%). The highest weight (0, ..., 0) is associated to the trivial representation,
which is real by Proposition 2.4.1 and has dimension 1 and Casimir number 0. We can then rewrite

Zy(g,T) =14+ > ¢*Vd3 (),
)\eSU N)
AA(0,...,0)

and the remaining sum can be bounded as follows:

> qc'?‘”di‘%‘ < DL A

AeSTU(N) AeSU(N)
A£(0,...,0) A#(0,...,0)
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If g > 4, then the right-hand side has been proved to converge to 0 as N — oo in Section 2..3.1, hence
the result follows.

Now, if g = 3, we need to refine the analysis in order to get the convergence. From Corollary 2.4.3,
it appears that A € SU(V) contributes to the partition function if and only if it is symmetric. The
case N = 2M + 1 s easier to prove, so we start with it. As ¢y = 0 if A is associated with a complex
representation, we have

Zy (3. Ty =1+ > ¢=Vd ()’
AeSU( )
A#£(0,...,0)

A is symmetric

which means that

|Zy (3,T) — 1 :‘ Z g2 (@l (@) (O(ae)’
aeSU(M+1)
a#(0,...,0)

< Z qC'g(AN(avoé))d;Q

aGS/G(M-‘rl)

ngu(M) (2)a

where in the first inequality we used the fact that d)  (a,a) = d?. Then, letting M tend to infinity and
using Proposition 2.2.1, we have indeed

A}[Enoo Zopi1(3,T) = 1.

Now consider N = 2M. Let § = (Br — Buy -y Bru—1 — B, 0). Corollary 2.4.3 states that
A = An(a, B) contributes to the partition function if and only if v = (5. It implies:

|ZN_(37T) - 1| :' Z q c2(An (@) d;N aﬁ)(LAN(a,a))3'-
(0,8)€SU(M) xSU(M+1)
a=p

We can then apply Proposition 2.4.4 to get

M

Zy 3T -1< Y Z(H%f d-2

aeSU(M+1) €N

a#(0,...,0)
n\ M 9
> (1+17) > oA
neN aeSU(M+1)

a#(0,...,0)

, -M
The first sum is bounded because (1 + %) < e " for any n, M, and the second one converges,

following the same argument as in the case N = 2M + 1. We finally get

lim Z,,,(3,T) = 1.

M—o0
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Finally, we have shown that

lim Z,,,(3,T) = hm Z2M+1(3 T) =1,

M —oc0

which concludes the proof. O

The unitary case

As for the special unitary case, the proof of the unitary case for non-orientable surfaces of genus
g = 3is similar to the one of orientable surfaces of genus g > 2. Indeed, the point is to show that
only constant highest weights contribute to the large IV limit.

Proof of Theorem 2.1.3.(1) in the unitary case. Letus consider g > 3 and T > 0. We split the partition
function Z (g, T’) into two parts

T)= Z e + Z Ze el di+€LLx\+n‘

ne”L AES/I\J(N) neL

Let us assume that g > 4. Following the arguments used in the orientable case with g = 2, we find

0< [Zun(g,T) = 0(05iT/2m)| < Y (Y ez )e 2N 29,
AeSU(N) — neZ
A#(0,. )

The sum between the brackets is bounded by C' = 1+ 9(0;i7"/27) and the other sum is bounded in

absolute value by (su(n) (9 —2) — 1, which converges to o. Hence, the whole right-hand side converges
to 0.

If g = 3 we need a special analysis similar to the one in the special unitary case. Using Corollary
2.4.3,any A € U(N) contributes to Z (3, T') if and only if it is symmetric. Let us first assume that
N = 2M + 1. Then, we can write

Zy(3,T) =0(0;iT/2m) + > > q=d (1),
AeSU(N) neZ
A£(0,...,0)

A is symmetric

therefore

0<|Zy(3,7) —0(0iT/2m) < Y (Y g ) (g1
AeSU(N) nez
A#£(0,...,0)

A is symmetric

< ¥ ( 3 q<n+|xN<a,a>|/N>2) Ol g2

aeSU(M+1) — n€Z
a#(0,...,0)
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The right-hand side converges to o for the same reason as in the case g > 4. Now, let us assume that
N = 2M. Let 3 be defined as before. We have

c2(An(@,8))
0 < [Z5(3,T) — 9(0;4T/2m)| < S 3 gt | )
SU SU dAN(Oé B)
(,B)ESU(M)xSU(M+1) nez ,
a=p

Proposition 2..4.4, plus similar arguments as before, yield

|Z5(3,T) — 9(0;4T/27)| < (14 9(0;it/2m)) > (1 + %)M Soood

neN aeSU(M+1)

and the right-hand side converges to zero. We proved the convergence for odd and even values of NV
to the same quantity, which concludes the case g = 3. O]

2.4.2 Genus g = 2

The Klein bottle is the non-orientable equivalent to the torus, as we will see, in the sense that the
dimensions of the irreducible representations do not appear in the formula of the partition function.
Hence, the proof of Theorem 2..1.3.(ii) is using almost flat highest weights as well.

The special unitary case

Proof of Theorem 2.1.3.(17) in the special unitary case. From Corollary 2.4.3 and Proposition 2.4.1 we
deduce that A € SU(2M) (resp. SU(2M + 1) has a nonzero Frobenius-Schur indicator if and
only if « = B (resp. a = f3), where &« = v and f = [, are defined as in Section 2.2.2, and

B = (B~ Bua,-- -, Bru-1— B, 0) GS/I\J(M)

Lety € (0, %), and the subsets (A} ;)1<i<a ofgﬁ(N) defined as in (2.34). We define, for 1 < ¢ <

4,
r E 2 ch(\) __ E ch(\
SN,i_ L/\q 2( ) — q2( )7
AEAT AEAR
A is symmetric

and we obtain the following decomposition:
Zzlv(la T) = SEV,l + SEV,Q + Sf\f,?, + Sf\f,4~

- It N = 2M + 1, then the symmetry condition is equivalent to the fact that o = /3 and we can
simplify equation (2.31) into

c(Anv(a, ) =2|al + %,

for any v of length r and N > 27. Let us recall the estimation

2K (a)] < |af(laf = 1),
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which leads, for A = A, @) € A}, to
[c5(A) = 2]a]| < ANTTL (2.45)
Recall that we found in the proof of Theorem 2.1.2.(ii) that, for N large enough,
={ (e, B),atFrBFs:r <N s <N}

We then get from this equality and from (2.45) the estimate

2v—1 o a2y —1 o
¢ Y P S <t YD P, (2.46)

o] <N la|<NY

and both bounds converge to the expected quantity [[~_, #.

- If N = 2M, then the symmetry condition is equivalent to the fact that « = 3 and under this
condition we have

o] < N7 ol < N7
B8] < N7 Bu < N7 —|af

Furthermore, equation (2..35) becomes
el + MBa — AN < dh(A) < 2|a| + M By + 4N~ 4 4N?2,
We obtain that

q4N2V*1+4N2V*2 2 : } : an 2|a\ /
N,1»

|a|<KNY \n<N7Y—|qf

—4N27—1 M 2
iS4 2| X )

|a|<KNY \n<NY—|qf

(2.47)

The sums between brackets in both inequalities are bounded between 1 and >, _, ¢™". The
latter converges to 1 as M tends to infinity, by dominated convergence (it is clearly bounded by
the geometric series ) |, . ¢"). It finally appears that both bounds of S ; in (2.47) converge

00 1
to Hm:l 1_q2m .

By similar arguments as the ones used in the case of the torus, we can prove that Sy ,, Sy 5 and Sy 4
all converge to 0 as the remainders of convergent series. This concludes the proof. U]

The unitary case

Proof of Theorem 2.1.3.(17) in the unitary case. Let X be an element of S/I\J(N ). Recall that we found in
the proof of Theorem 2.1.2.(ii) in the unitary case that, foralln € Z,

st =+ (4 BY <oy o (s AT g, )
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so that we can write, modulo a change of index n <— 1 — ()1,

Z;,(Q,T) _ Z (Zq<n+|a,\NB>\)2L§+n) qcé(/\)' (2.48)

AeSU(N) \n€Z

Lety € (0, %), and the subsets (A}yv’i)lgi<4 of S/[\J(N ) as in the special unitary case. We define, for

1<i<4,
SN = Z (Zq(MMINBA)ZL?\w) g™,

AEAY,, \n€Z

and we obtain the following decomposition:
Zn(L,T)=Sy1+ Sn2+ Sns+ Sna.

Let A be an element of A}y ;. From corollary 2.4.3 we deduce that ¢y, 7 0if and only if o # 3
if Nisodd or & # B if N is even, where @ = ay and 8 = 3, satisfy A = An(a, () and B =
(81— By Bu—1 — B, 0) € g[\J(M) In the following, we will assume that this condition is
satisfied by A + 7 so that it contributes to the partition function.

- IfN:2M+1,thenn+W =nand

Sy = (Z q”2> > W (2.49)
A=(

nez oa,a)EAXM
We get then back to the SU(V) case which was previously proved.

~IfN = 2M,let 8 = (B1y. .., Bm-1,0)asin the g > 3 case, thenn + W =n-— %
and 8y = 0if N is large enough because A is almost flat. Hence,

Sya = (z qn2> S (o50)

nez A=A, B)EAY, ;

a=p3
Once again, we get back to the SU(V) case which was previously proved.

With similar arguments as in the previous proofs, we can prove that Sy 2, Sn,3 and Sy 4 all converge
to 0 as they are remainders of convergent series. Finally, using the convergence results from the SU(XV)
case, we see that the limit of Sop7 1 and Sapr41,1 is the same, which is the one stated in Theorem
2.1.3.(ii), and it is therefore the limit of Z (2, T'). [



CHAPTER 3

THE MASTER FIELD ON COMPACT
ORIENTABLE SURFACES

In this chapter, we first describe the master field and recall its construction for the plane and the
sphere, before presenting results about higher genus surfaces. In particular, we compute in Thm. 3.2.5
(resp. 3.2.6) the limit of Wilson loop expectation (resp. variance) for contractible simple loops, and
we explain how it can be extended to a broader class of loops, including those with self-intersections.
We also discuss in Thm. 3.2.16 and Prop. 3.2.17 the case of loops which have nonzero homology.

3.1 THE MASTER FIELD, FROM WILSON TO MAKEENKO-MIGDAL

It seems that the first definition of the master field was given in [Wit80], at least informally, based
on the work of ’t Hooft [tH74] that is considered by many to be the starting point of the study of
large N limit. However, it has become an intense subject of research in the early 9os, with the seminal
papers [Sings, GGos]. It was initially considered as the limiting object of Yang—Mills measure on the
plane, and treated as such in the first place, but physicists began quickly to generalize it to the sphere,
because some limiting aspects of Yang—Mills on the sphere were already investigated by Douglas and
Kazakov [DK93] or also Boulatov [Boug4].

From a mathematical perspective, it became a subject of interest in the beginning of 21st century
[Seno8b, AS12, Lévry, Dahi6, CDGry] for the plane, then for the sphere [FMSi1, LM1s, DN17, Hali8].
The articles [Lévi7] and [DN17] can be used as references for the construction of the master field,
respectively on the plane and on the sphere. In our definition, it can be defined as the limit of the
Yang—Mills holonomy field defined in Thm. 1.4.3. Recall that for a surface ¥ and m € X a base point,
we denote .2, (2) (resp. & (X)) the monoid of loops on ¥ starting from and ending to m. (resp. the
set of paths in X)'. Our definition of the master field is then the following, which is a reminder of Def.

1.4.5.

Definition 3.r.1. Let X be a surface and m € X a base point. A master field on X is the datum of a
*-probability space (7, 7) and a noncommutative stochastic process (hy) e #,,(s) on &7 that satisfies
the following properties:

'Cf. p. 70-71.

III
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(i) Forall (¢1,05) € Zn(2)?,
hg—l = hz = he_l and hgng = h£2h£1 ) (3'1)

(ii) If (€)nen is a sequence of loops that converges uniformly to a loop ¢ and if the sequence of
their lengths converges to the length of ¢, then (hy,, ) converges to hy in L* (o, 7).

(iii) Let (H,)cez(s) be the Yang—Mills holonomy field on X with structure group U(N) or SU(N).
Forany ( € .Z,,,(M) we have
lim E[tr(Hy)] = 7(he). (3.2)
N—o0

The quantity tr(Hy) given in Equation (3.2) is called Wilson loop functional, and its expectation
with respect to Yang—Mills measure is called Wilson loop expectation. It was first defined by Wilson
[Wil74], as a gauge-invariant observable derived from the holonomy of a principal connection around
a loop; one can find in [Sen94] how this definition of Wilson loop is related to the one we use. The
reason why these functionals are studied in the setting of large NV Yang—Mills is the following theorem,

proved by Sengupta [Seng4] for a smaller class of groups and then extended by Lévy [Lévo4].

Theorem 3.1.1. Let G be a finite product of groups among U(N), SU(N), O(N), SO(N), Sp(N),
and G be an oriented graph. Then the algebra generated by the Wilson loops is dense in the space of
continuous functions on the configuration space 6 .

We will not detail the proof of this result, but highlight the fact that it relies on the following prop-
erty, that all groups given in Theorem 3.1.1 share: for all n-tuples (21, ...,2,) and (y1,...,yy) of
elements of G, we have the equivalence between

dge Gy =g119™" - Yn = gTng
and
Vw word in n letters and their inverses, w(yy, . . . , Yy, is conjugated to w(xy, . . ., ).

Wilson loop expectations are well established in the case of two-dimensional Yang—Mills theory,
as we will see later, but in higher dimensions they remain under investigation even for lattice gauge
theory, as shown by the recent results from Chatterjee [Chai8], Cao [Cao20] and Forsstrom ez /.
[FLV2o0].

The main use of Wilson loops in this chapter will be the following: as stated by Definition 3.1.1,
the moments of the master field applied to a loop £ are the limits of the expectations of Wilson loop
functionals applied to the same loop.

In this section we will explain, in a somehow unified procedure, how to prove the existence of the
master field in the cases of the plane and the sphere, which are the only known cases yet. Indeed,
despite the fact that the Yang—Mills holonomy process has two distinct structures for each of these
surfaces, the way of constructing the master field is similar. The first step is to prove the convergence
of Wilson loop expectations and variances for simple loops, z.e. loops without crossings, and then to
compute these expectations and variances for a broader class of loops using the so-called Makeenko—
Migdal equations. We will develop these two steps separately, as they are rather independent in the
sense that they do not rely on the same tools.
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3.1 Wilson loop expectations for simple loops

Rz SZ
// \\
N

l L, l N
/ \

, \
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\ 1
\ /

\ /

\ T—1t /

Figure 3.1: A simple loop enclosing a domain of area ¢, embedded in the plane (on the left) or in the sphere S?
(on the right).

The first building brick of the master field is the Wilson loop functional for a loop with no self-
intersection, which we will call a simple loop. If it is embedded in the plane, it is the boundary of a
domain with area ¢, and if it is embedded in the sphere it separates it into two domains of respective
areas t and T' — t, as illustrated in Fig. 3.1. If we complete this into an admissible graph, it enables
us to apply Driver—Sengupta formula (1.87) in order to compute the Wilson loop expectation W, =
E[tr(Hy)]. Recall that we denote by (p;)¢=0 the heat kernel on the structure group G.

Proposition 3.1.2. Let 3 be either the plane R? or the sphere S* with area T, € be a simple loop on Y,
oriented counterclockwise. The Wilson loop expectation W is equal to

W, :/ tr(x)py(x)de, if X is the plane, (3.3)
G

W, :ZL / tr(z)py(x)pr—o(x™")d, if X is the sphere. (3-4)
T Ja

In (3.4), the density p;(@)pr—¢(2~1) /Zr is nothing but the density at time ¢ of 2 Brownian bridge
(Bt)tejo,r) on G such that By = By = e. It follows from the convolution property of the heat semi-

group that Zp = fG pt(:v)pT_t(ifl)di = pT(e)-

There are various ways of computing Wilson loop expectations, which are closely related to the
computation of moments of the Brownian motion (or Brownian bridge, depending wether the un-
derlying surface is the plane or the sphere) on U(N). We will present one of them, that we will be
using later: (noncommutative) harmonic analysis on U(/V). Let us mention some of the other exist-
ing tools, that we decided not to develop in this chapter:

— Matrix stochastic calculus, which is treated in [Guio4];

— Schur—Weyl duality, which is used in [Lévo8, CDKi18] to compute the limit of moments of
unitary Brownian motion;

— Free stochastic calculus, which is used in [BSo1] to compute the limit of matrix integrals similar
to the Wilson loops expectations (but with respect to Hermitian Brownian motion instead of
the unitary one);
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— Determinantal processes, which are used in [LW16] to compute the asymptotic distribution of
a unitary Brownian bridge;

— Large deviations, which are depicted in [Guio4] and used in [LMis] to compute the same limit
asin [LWi16].

The use of noncommutative harmonic analysis in order to compute integrals such as (3.3) or (3.4)
is based to the heat kernel decomposition. In our preferred setting, which is G = U(XV), this decom-
position is derived in Section 1.3.5: let us recall it.

The irreducible representations of U(/V) are labelled by nonincreasing N-tuples of integers A =
(A1 = -+ = An) called bighest weights, and we denote respectively by dy and c2() their dimension
and Casimir number, given by

Ai—Aj+g—1i
=[] ERe (3)

1<i<j<N J—t
and
<Z N4 ) (- Aj)) . (3.6)
1<i<j<N

The set of irreducible representations is denoted by U(N ) and is in bijection with the set of high-
est weights. The character of a representation of highest weight A is given by the Schur function s,
which is defined in Prop. 1.3.12; however, we will not need its explicit formula for our computations.
Theorem 1.3.2.4 states that the heat kernel on U(V) admits the decomposision

pr(U) = Y e N3dys,(U), VT > 0, VU € U(N). (37)
AeU(V)

We can make a similar statement for the group SU(V): its irreducible representations are labelled
by nonincreasing N-tuples of integers u = (pq = --- = puny = 0) also called bighest weights, and
their dimension and Casimir number are respectively given by

- 11 i — i+ J — -1 (1+m /~LJ> (8)

—1 —1
1<i<j<N ‘7 1<i<gj<N J

and
N 1 N 2
ZM? N (Z Mz‘) + Z (Ni - ,uj) . (3.9)
i=1 i=1 1<i<j<N

The Equation (3.7) still holds for SU (V) when one replaces accordingly the highest weights and their
related quantities d) and c2(\).

Let us get back to the Wilson loop expectations for the plane and the sphere: for G = U(N), Eq.
(3.3) becomes

Z e ’\)éd,\/ tr(z)sy(z)dx, (3.10)

AeU(N o)



CHAPTER 3. THE MASTER FIELD ON COMPACT ORIENTABLE SURFACES 115

and (3.4) becomes

Wo= e 3 e, [ @@ G

AueU(N) U)

We can notice that in both equations the integrals do not depend anymore on ¢ or 7". In order to
compute them, we must be able to compute the product tr(-)sy(-). It appears that this can be done
thanks to the Murnaghan—Nakayama rule, which is given below. Let us first introduce two notations
that will help us simplify the formule: if A and 1 are two highest weights, both of U(V) or both of
SU(N), we will write 1, X (or A N\, 1) if A can be obtained from p by adding 1 to one of its parts?,
and p ~ N if A can be obtained from £ by adding 1 to one of its parts and —1 to one of its parts’, ze.
if there exists a highest weight v such that A * v and u * v. These branching rules are illustrated
in Fig. 3.2.

Figure 3.2: On the first row: we have A 1, with the diagram of A on the left and the one of 1 on the right.
On th second row: we have A ~ p1, with the diagram of A on the left and the one of 1 on the right.

We will also use the following notation: A < 1 or jt = A when A C prand pt — A is a border strip,
Z.e. itis connected and contains no 2 x 2 block of squares. The height of a border strip is defined as

bt — ) = #40 A £ 0} — 1,
and its length |y — Al is simply the number of boxes it contains, and is equal to
= Al = [l = [A]
We note A <, pu (resp. pt =, A)if A < pu(resp. o >= A)and [ — A| = n, forn € N.

We can now state the Murnaghan—Nakayama rule, whose proof can be found for instance in [Macrs,
L7, example s] .

*In the language of diagrams, it means that we add a box to a positive part or remove one to a negative part.
3it can be the same one!
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Lemma 3.1.3 (Murnaghan—Nakayama rule). Ler A € [AJ(N ) be a highest weight, r a positive integer.
Then we have

Tr(z)sa(x) = Y (=) Vs,(x), Vo € SU(N). (3.12)

peU(N)
/Jz>'rA

In particular, forr = 1, we have*

Tr(z)si(z) = Y su(x), Vo € U(N). (3.13)
neU(N)
ENA

Using (3.13), we have in the plane

1 e (ML
WE:N Z ez, Z /UN su(z)dz. (3.14)
AeU(NV) “62@ (N)
o

As the integral fU( ) Su(®)dzisequal to 1if yu = (0, ..., 0) and 0 otherwise, it appears that

W, = 6_02((0""’0’_1))%d(o,...,o,fl)- (3.15)

A direct computation of the Casimir number and the dimension of the representation yields

ol

Wy=¢e"2, (3.16)
¢
which trivially converges to e~ 2 when N — oo.

In the case of the sphere, with similar arguments we obtain

1 ¢ Tt

- —c2(N)g—c2(pn) 5+
W, = N7 Z e W eW T d,\d,. (3.17)

AueU(N)
A

It is much more complicated to compute the limit of such a quantity, because it is a sum over a set of
indices whose size depends on IV, and thus it cannot be treated as a simple series. Dahlqvist and Norris
[DN17] found a way to pass through this obstacle, using the empirical distribution of the highest

weights
1 & .
= > on, YA€ U(N).
=1

Indeed, they applied a large deviation principle found by Guionnet and Maida in [GMos], and they
used some concentration results as well as contour integrals making rigorous the arguments already
present in [Boug4], to show that

N—oo nm

lim W, = 2 /OO cosh((2t — T)5) sin(mpr(z))dz. (3.18)
0

#Thisn = 1 case is also a particular case of another (simpler) rule, which is Pieri’s rule, given in Prop.1.3.14.
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In the equation above, pr denotes the density, with respect to Lebesgue measure, of the minimizer of
the functional .#1 on the set M; (R) of probability measures on R having a density with respect to
Lebesgue measure such that this density takes values in [0, 1], as

Joo (2% +y7) 5 = 2log [z — yldu(z)duly) if u([a,b]) <b—aVa,b] CR,
+00 otherwise.

Ir(p) = {

It appears that this minimizer actually is the semicircle distribution with variance % when T < 72,

and a much more complicated distribution otherwise. The fact that this distribution changes at the
critical value 72 is called the Douglas-Kazakov transition phase,, named after the physicists who con-
jectured it in [DKo93]. This conjecture was proved independently by Liechty and Wang [LW16] and
Lévy and Maida [LMis].

The Wilson loop expectation Wy and its limit admit a generalization, in the sense that there is a
closed formula for E[tr(H})] for any n € N and an explicit expression of its limit, for both the plane
and the sphere; they are given respectively by the moments of the unitary Brownian motion and the
unitary Brownian bridge, and their limits are respectively computed in [Biag7] and [DN17], based on
formula (3.12). However, as we will see in the next section, these formule are superfluous to know the
existence and the expression of the master field.

3.1.2 Makeenko—Migdal equations

The Makeenko-Migdal equations are named after the authors of [MM79] who derived them using
an informal integration by parts. Nevertheless, they could also be named after Kazakov and Kostov
who gave them in [KK8o0, §4] the form we will use. Given a loop in a surface with a self-intersection
point’, these equations give an expression of the partial derivatives of its Wilson loop average with
respect to the areas of the faces that are adjacent to the self-intersection point. Let us be more explicit

about this expression. Let ¥ is either the plane or a compact surface and G = (E, V,F) a graph
embedded in ¥. If

is aloop on X obtained as a path in G with a simple crossing on a vertex v € V,

{1 and {5 are subloops of ¢ with basepoint v such that £ = ¢, /s,

— (e1,e9,€3,e4) € Etare edges that start or end with v, and such that ¢; = e;w;e; and €y =
eqwyes with wy and wy some words in edges of E \ {eq, 2, €3, €4},

— t1, 12, t3 and ¢, are the areas of the faces bordered by ¢ that share the common vertex v, labelled
counterclockwise and starting from the face between e; and ey,

then the Makeenko—Migdal equation reads

(8 0 0 0

5 7L + Fr 8_t4> Wy = Eltr(Hy, )tr(Hy,)]. (3.19)

SFrom now on, we will only consider such points to be simple crossings, z.e. vertices that only have 2 incoming edges
and 2 outgoing edges.
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The splitting of £ into ¢, and {5 is illustrated in Fig. 3.3. The dashed parts of the loops are here
to highlight the fact that the rest of the loops can be arbitrary, as complex and with as many self-
intersection points as needed, without changing the equation. In that sense, the Makeenko—Migdal
equation can be seen as local. In fact, it s this point of view that made Driver, Gabriel, Hall and Kemp
[DGHKi7] able to prove Eq. (3.19) for compact surfaces after Lévy [Lévi7] and Dahlqvist [Dahi6]
proved them for the plane. Three of them also found in [DHKi3] several new and simpler proofs of
the Makeenko—Migdal equations in the plane. All these proofs are mainly based on the heat equation
and an integration by parts on the structure group G.

Figure 3.3: The loop £ (on the left) can be split into two subloops £1 and £2 (on the right).

Now, let us explain how to use Makeenko—Migdal equations to extend the master field from simple
loops to more general loops. This analysis was done in [Lévi7] for the plane and in [DN17, Hal18] for
the sphere, with little variations. The common steps of this analysis are the following:

— Given a general loop L on a graph G, we use Makeenko—Migdal equations to simultaneously
vary areas of the faces delimited by L such that all areas but 2 tend to 0.

— The new loop produced with the previous step becomes a loop that winds n times around a
simple loop ¢, with n being an integer depending on L.

Instead of paraphrasing the original articles, let us explain how it works on a simple example that
can also be found in [DK94] and [Hali8]: the eight-shaped loop. We consider a loop as in Fig. 3.4, on
the left, embedded on the sphere with area 7', and that produces a graph with 3 faces with respective
areas a, band csuch thata 4+ b + ¢ = 7. If one wants to understand the case of the plane, it suffices
to let ¢ — o0°.

If we apply the Makeenko—Migdal equation to the self-intersection point of the loop, we may
shrink the faces with areas @ and b such that the smaller one becomes a point: if we assume a < b
it leads to the new loop on the right of Fig. 3.4. More precisely, if we denote ®,(a, b, ¢) the large N
limit of the Wilson loop expectation of the loop on the left, the Makeenko—Migdal equation yields

d .
%CDL(G —t, b— t,c+ Zt) = J\}l_rgoE[tr(Hﬁ(t))tr(Hfz(t))]? (3'20)

where /1 (t) and £5(t) are subloops of the initial loops obtained by an identical splitting as the one in
Fig. 3.3. We are able to compute the limit of the right-hand side of (3.20), although it might not be

This choice is actually arbitrary: because of the topology of the sphere, the ‘external’ face of the loop could be any
other face, but we chose this one because it justifies the name ‘eight-shaped’.
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Figure 3.4: The loop on the left can be continuously deformed into the loop on the right, provided thata > b,
and the Makeenko—Migdal equations link their Wilson loop expectations.

obvious at this point: it is possible to show” that

lim_E[tr(Hy, )JEfix(H,)] = lim Eftx(H,,)] lm Eltr(H,)]

N—oo

Once we have this result, if we note @, = limy_,o, Wp for any simple loop, we obtain

d
E(I)L(G, —t,b—t,c+ 2t) = q)fl(t)q)fz(t)- (3.21)

If we integrate this equation we can finally link the value @/ (a, b, ¢) (which we want to know) to
O (a—b,0, c+ 2b) which we can compute with the help of (3.18).

The general results for arbitrary loops is based on similar arguments, which also make use of the
winding number of aloop with respect to a face of the graph. This number is defined by how many
times the loop winds around the considered face, and can be canonically defined, up to an additive
constant, for any compact surface. This was proved in [Lévry] for the plane, [DN17] for the sphere,
and [Hali8] for any compact surface. Let us finish this section with the general theorem that follows
from the previous discussion.

+t

Figure 3.5: A zoom on the checkerboard pattern around the crossing at v.

Theorem 3.1.4. Let X be the R? or a sphere, and L be a loop on in 3 with a finite number of simple
self-interesection points, eventually completed into a graph.

(i) The limit of its Wilson loop expectation

¢, = lim W, (3.22)
N—oo

exists and is a continuous function of the areas of the faces bordered by L.

7We will not give the proof of this statement, but it comes from the fact that Var(tr(H,)) tends to 0 for any simple
loop £ as N — 00, and it is proved in [DN17] using similar arguments as for the Wilson loop expectations.
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(17) The limit of its Wilson loop variance is zero:

A}l_r}r(lx) Var(tr(Hp)) = 0. (3.23)

(111) The limit @y, satisfy a large-N Makeenko-Migdal equation as follows: if v is a self-intersection
point of L and if we vary the areas of the faces in a checkerboard pattern as in Fig. 3.5, resulting
in a_family of curves L(t), then

d
5210 = PLoPr), (3.24)

where Ly and Ly are the subloops of L obtained by the usual splitting of Makeenko-Migdal.

Note that it defines a function @ over (%) as in Def. 1.4.6, which we can also call master freld.
Thanks to Eq. (3.23), we obtain that

tI‘(Hg) i> (I)L

when NN tends to infinity; in other terms, Wilson loops converge in probability to the master field (or
to its trace, depending on the definition we take), not only in expectation. Note that Lévy [Léviy]
proved that this convergence even holds a/most surely. With Theorem 3.1.4 and Equations (3.16) and
(3.17), we have all the needed tools to construct the master field on the plane and on the sphere, and to
compute its value on loops with a finite number of self-intersections.

3.2 COMPACT SURFACES OF HIGHER GENUS

After the master field was constructed in the plane and in the sphere, one could expect it to be
constructed on other compact surfaces than the sphere, possibly depending on their genus. This con-
struction still remains unsolved, although Hall [Halis] did a first step towards it, and the purpose of
this section is to make another step.

We start by giving an expression of Wilson loop expectation and variance for a contractible simple
loop in surfaces with genus 1 and higher and with structure group U(N) or SU(V), then we com-
pute their limit using the theory of almost flat bighest weights developed in Chapter 2. We also prove
that the fluctuations are of order ﬁ for e > 0 arbitrarily small, and we give a simpler proof of the
convergence of Wilson loop expectation and variance for g > 2 with structure group U(N).

Then, we discuss the case of loops with nontrivial homology, which is a case that does not appear
in the plane or the sphere, as well as the joint distribution of the holonomy of the generators of the
group of reduced loops on a graph embedded in the surface.

Finally, we discuss what is still missing in order to obtain the master field.

3.2.1 Contractible simple loops

Let us start with simple loops that are contractible, that is, homotopy equivalent to a point. We will
show in this section that their associated Wilson loop expectation and variance behave exactly asin the
plane when N tends to infinity. In other words, the global structure of the surface has no influence
on such loops — provided the surface is not the sphere.
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Formul for the expectation and variance

Before we give the formul of the Wilson loop expectation and variance, we start by giving a more
precise idea of the loops we consider.

Definition 3.2.1. Let X 7 be an orientable compact connected surface of genus g > 1 and of area
T. Aloop lin X, 7 is simple if there exists an injective continuous map

¢ . Sl — Eg,T
such that ¢(S1) = .

Given a simple loop ¢ on ¥, 7, there are two possibilities: either X, 7 \ £ is connected, and £ is said
to be nonseparating, or Xy 1\ £ contains at least two connected components and ¢ is said to be separat-
ing. It can be proved (cf. [Stig3, §6.3]) that any nonseparating loop is canonically homeomorphic to
an edge of the fundamental domain of ¥, 7" and that any separating loop splits 2, 7 into two compo-
nents, which are homeomorphic to compact connected orientable surfaces with boundary, and these
surfaces have respectively genus g1 and g, such that g; + go = g. Furthermore, ¢ is contractible if and
onlyif gy = 0or g, = 0.

If ¢ is a contractible simple loop on a surface 3 7, then itis the boundary of a topological disk” D of
areat € (0,7"); t will be called the znterior area of €. If we remark that 3¢ 7\ D is homeomorphic to
asurface ¥’ with boundary, then we can choose a set of generators {ay, b1, . . ., ay, by} of w1 (X'), and
we can pull them back by homeomorphism into generators of 71 (X, 7). By taking the base point v;
of these generators and the base point v, of ¢, and considering a simple curve e from v; to v,, we have
that {ay,b1,...,a,,b,, €, } is the set of edges of an admissible graph G with two faces of respective
areas t and 1" — t. Such a graph is illustrated in Fig. 3.6 for a surface o 1 of genus 2.

az

Yor

ai

Figure 3.6: An contractible simple loop £ (on the left) and the oriented admissible graph associated to it (on
the right).

If ¢ is an admissible simple loop of interior area ¢, then we can compute its Wilson loops expecta-
tion W, = E[tr(H,)], using either the Driver—Sengupta formula (1.87) or directly Eq. (1.90) from
Proposition 1.4.5":

$1t means in particular that such a loop can be completed into a set of generators of 71 (X, 7).
°A topological disk is a two-dimensional topological manifold with boundary homeomorphic to a closed disk.
'©This formula depends on the orientation of the graph, but the orientation of  is the only one that actually matters.
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1

W)= ——
¢ ZN(QaT)

/G2 B tr(x)pt(x_l)pT_t(x[yl, 21 g, 2g])da H dy;dz;, (3.25)

i=1
where (p;)ser, is the heat kernel on G.
We can also define the Wilson loop variance as the variance of Wilson loop functional — as tauto-

logical as it seems. It leads to the following formula, because the Wilson loop is a complex random
variable:

Var[tr(Hy)] = E|tr(H)[*] — [E[tr(H)]|*.
It appears that
Var[tr(Hy)] = E[tr(H,)tr(H,)] — |E[tr(H,)]|* = Eltr(H,)tr(H;)] — [E[tr(H,)][?,  (3.26)
so that the variance can be explicitly computed as long as we know the expectations E[tr(H,)] and

E[tr(H,)tr(H;)).

In order to push further the computation of Wilson loop expectations when the gauge group is
U(N) or SU(V), we will use the harmonic analysis tools that we described in Section 3.1.1, based on
irreducible representations. Our goal will be to prove the following Proposition.

Proposition 3.2.1 (Wilson loop expectation and variance). Let ¥y 1 be an orientable compact con-
nected surface of genus g > 1 and of area T,  be a contractible loop of interior areat, and G = SU(N)
or U(N) be the structure group. If we set ¢ = e~ /2, then we have the following formule:

(z) If G = SU(N), then

(1)

q d)\ t c —c! )\))
E[U‘(Hg)] = E Z2 ealea(p)—co( (3.27)
NZy(g,T d,)?9-2d ’
w9, T) AueSU(N) (d) ”
A
E[t (H )t (H*)] 1 qclz(ﬂ) d)\ %(c/ (1)—ch(\) ( 8)
L)Wy )| =557 7 7y E 5 55 €27 2 . 3.2
N2Z% (g, T d )29-2
N(g7 ) A,;,LES/[\J(N) ( H) 1z
A~op
(iz) If G = U(N), then
1 qCQ(N) d/\ ¢
E[tr(Hy)] =——— E —_Aesle)-e) (3.29)
NZ T d 29-2
N(g7 )A,HEG(N)( ;Uf) 14
B/
E[tr(H,)tr(H;)] ! 3 0y temeat) (a0
LI L1y )| =755 7 7 — €2 . 3.30
N2Z T d, )29-2d
~ (9, )’\’“SEEN) ( u) w

Before we prove Prop. 3.2.1, let us introduce the following lemma, which enables to integrate Schur
functions involving commutators.
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Lemma 3.2.2. Let G be a compact group and dg its normalized Haar measure. If (p, V') is an irre-
ducible representation of G, we have

| xolaly. gz = X @) veea. 5:30)

2
p
In order to prove Lemma 3.2.2, we need two intermediary propositions, which we will not prove
because they are quite standard.

Proposition 3.2.3 ([Faro8], Prop.s.2). Let G bea compact group, and dg its normalized Haar measure.
For any irreducible representation (p, V') of G, we have

1

/ Xp(zgyg~")dg = d—xp(a:)xp(y), Y(z,y) € G2
G p

Proposition 3.2.4. Let G be a compact group and (p, V'), (7, W) two irreducible representations of G.
Then

poAT 0 otherwise.

Proof of Lemma 3.2.2. First, according to Proposition 3.2.3, we have for any (z,y) € G*:

1
/ Xo(zyzy 'z dz = d—xp(xwxp(y‘l)
G P

If we integrate out y € G it appears that

/GQ Xp(ly, z])dydz = M7

which yields (3.31) using Proposition 3.2..4. ]
We now have all the tools to prove Prop. 3.2.1.

Proof of Prop. 3.2.1. We will prove itin the case G = U(N), the case G = SU(N) being the same. Let
us start from Eq. (3.25). We can decompose the heat kernels following (3.7):

1 oWVt _ co(u)(T—t)
Wy =—— did . e "2 — 7 =2
¢ ZN<g>T> Z A

A\u€U(N)

g
/ tr(z)sa(z™ s, (@[yr, 21) - [Ygs 24) ) H dy,;dz;.
U(N)20+1

i=1
We can then apply Lemma 3.2.2 ¢ times, which transforms the commutators into dimensions:

ca( ca(p)(
W, = Z dy(d,)' e B I t)/ tr(z)sy(z™")s,(x)d.
U(N)

)\ ueU(N)
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Then, using Pieri’s rule and the fact that tr = %Tr gives

1 dr(dy)' ™ _eaon_awe-n _
W) =———— RS e / Ys, (x)d.
Zn(g,T) 2 N 2 - )

AueU(N) VE[{;
AT

T/2

If we set ¢ = e/ and use the orthogonality relations of characters, it yields Eq. (3.29).

In the same manner as in Eq. (3.25), we can compute E[tr(Hy)tr(H;)] as

Eltr(H,)tr(H})] =
1 ) » 9
Zn(g,T) /U(N)29+1 tr(x)tr(z™ )p(x ™ ) pr—e(zfyr, 21] - - - [Yg, 24))dx g dysdz,

which can be rewritten, using the heat kernel decomposition, Lemma 3.2.2 and Pieri’s rule:

" )i 2Ot epG)(T=t)
Eltr(H)tr(H])] =577 ZN 0T Z dx( 9e~
)\ u€U(N)
X Z / sy(z71)s, (z)d.
I/,TEG(N) (N)
N, T NA
Setting ¢ = e~ T/2 as before and using the orthogonality of Schur functions, we obtain Eq. (3.30)

as expected. O]

It is now time to state the main results of this section, which give the limits of the Wilson loop
expectation and variance for a simple loop in a closed topological disk.

Theorem 3.2.5. Let ¥ 1 be an orientable compact connected surface of genus g > 1 and of area T, {
be a contractible simple loop of interior area t, and G = SU(N) or U(N) be the structure group. The
associated Wilson loop expectation converges, as N — 00, and its limit is

limE[tr(H,)] = 2. (332)

Note that the limit does actually not depend on the genus of the surface, as long as it is greater or
equal to 1. The value of the limit is the same as in the plane. The result about the variance is the
following.

Theorem 3.2.6. Let X, 1 be an orientable compact connected surface of genus g > 1 and of area T', U
be a contractible simple loop of interior area t, and G = SU(N) or U(N) be the structure group. The
associated Wilson loop variance satisfies the following limit:

lim Var[tr(H,)] = 0. (3.33)

N—oo
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Tools for asymptotic study

In order to compute the limits of Equations (3.27) to (3.30), we will need the theory of almost flat
highest weights developed in [Lemig] and introduced in Chapter 2. Let us recall a few results about it,
sometimes without proof.

From two integer partitions @ = (o > -+ > o, > 0)and f = (B = -+ = S5 > 0) of
respective lengths 7 and s, and an integer n € Z, we can form, for all N > r 4 s + 1, the highest
weight

)\N(aaﬁ7n> = (al+n7---aar+n7n7'"777'7”_587-'-777’_51) EG(N) (334)
N—r—

We extend this definition in the obvious way to the cases where one or both of the partitions o and 3
are the empty partition.

We can also form the highest weight

A 8) = Awl(e, B, 1) € SUN),
with the convention that Ay (o, @) = An (o, @,0) = (o, ..., ., 0).

We have seen in Section 2..2..2 that these constructions can be reversed, in the sense that given a high-
est weight A € U(NV), then we can define unambiguously «, 8 and n such that A = Ay (o, B, n)".
In this case, we will denote them by vy, 3 and 1 to emphasize the fact that they are determined by
A. As we will see, this decomposition will be of great help to control the Casimir numbers of highest
weights, as well as their dimensions. Let us start with estimations about Casimir numbers.

Lemma 3.2.7. Let \ € g[\J(N ). Set k = |au\| + | Br|. Then the following inequalities hold:

k? k> k?

k—N<C'z(/\)<k+N+m, (3.35)

< A(A). (3:36)

This result was already proved in Chapter 2: it is actually Lemma 2.2.6. We can complete it with
the following proposition.

Proposition 3.2.8. Ler (\, 1) € S/[\J(N )2 be two highest weights and set o = v, and 3 = B, If
AN porif X ~ p, then we bave for N large enough

T t

— bl + 5(chl) — V) < -

"More precisely, it comes from the mappings given in (2.28) and (2.29

|~

(laf +18]) + 1. (3.37)

~
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Proof. Let us start with The case when A ™\ 1. Let i be the index such that \;; = p;, + 1. From
the definitions of ¢ (1) and ¢, () (see (3.9)) and the fact that ig < N, we have the estimation

2(pip +1—do)  2p[+1 20y
N N2 N2~
From (3.36) and the fact that || = |a| — || + N1 < |a| + N| S|, we then get

c5(A) = &y(n) =1+ > =2

T t

) + (00 — ) < — (ol +18]) + gy (lal + NIB)) +¢

2N?

T
<(lal +19) (55~ 7 )

and the inequality (3.37) is satisfied for IV such that # < %.

Now let us prove the case when A ~ 1. If A = p then the result directly follows from Lemma 3.2.7.
Otherwise, there are ig # jo such that A\j; = p;, + 1, Aj, = pj, — Land \; = iy, Vi & {io, jo}-
Using the definition of Casimir number, we have

2ty — iy + o — jo — 1
i)~ cy(n) = M Hu T o 2 1)

Aspy = -+ = pn,wehave g —1 > -+ > py — N and in particular
0</Li—ﬂj+j—i<M1+N—1,Vi<j.

If iy < jo then we have ¢5(p1) — ¢4(A) < 0 and the bound given by the case A = still holds.

Otherwise, we have

ca(p) — &3(A) < N S22+

Since p; = a1 + f1 < || + |8| and using Lemma 3.2.7 we obtain

T t t T
~ 340+ 500 — ) <llal + 13 (5 - )+
The inequality follows, when [V satisfies % < %. O

We can also mention a similar result, that will be used to prove Thm. 3.2.5 in the unitary case, and
which is a direct consequence of Prop. 2.2.5.

Lemma 3.2.9. Leta = (oq = -+ 2 op)and f = (b1 = -+ = Bs) be integer partitions,
(n, N) € Z? be two integers, suchthat N > r + s + 1.

(i) If & is a partition such that o\ o and i is the index such that o, = o, + 1, then

(O (@, B1)) — (O (e Bom)) = —1 — %(% Fndl—io) (339

(i7) If 3" is a partition such that 3 /7 8 and iy is the index such that 3;, = i, + 1, then

2

co(An(a, B,m)) — co(An(a, B n)) =1+ N(ﬁzo —n — ). (3-39)
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From now on, let us fixareal 7 € (0, 3), that we can consider as a control parameter'*. We split the

set of highest weights of SU(N) in four disjoint subsets:
Ad, = {reSuW

Ay, =1{) € SU(N
A7V3 ={\ € SU(
Aya={re€ SU(N

N)tlaa] < N7, By < N7},
)t lan| > N7, By < N7}, (3.40)
)t lan| < N7, [By| > N7},
) o lan| > N, |8y > N}

We can do the same for highest weights of U(IV), but the subsets will be denoted by €2, ; instead of
A?VZ In this framework, (3.35) can be refined as the following for any highest weight A € A?v,p called
almost flat:

lax] + [Br] — AN?H < () < an] + [Ba] + AN AND 2, (3.41)
We can rewrite this as

|5(A) = (lan] + [Ba])] < 8N*L (3.42)

Another crucial point is the following: for IV large enough, any partition of an integer not greater
than N7 has less than & 5 positive parts. Thus, if vand /3 are any two such partitions, the highest weight
An(a, ) is well deﬁned and belongs to A} ;. As a consequence, for N large enough,

Ay =, B),akrBlEs:r <NV, s <N} (3.43)

Using the bijection ® given in (2.29), we get as well for almost flat highest weights of U(N) with N
large enough,

L ={\(a,8,n),abFr,fEs:r <N s < N',neZ} (3.44)

The dimension of almost flat highest weights can also be related to the dimension of irreducible
representations of the symmetric group.

Proposition 3.2.00. Letov = (g = -+ > o) and = (/1 = -+ = [35) be two integer partitions,
N > r+s+lanintegerand~y € (0,3)a rmlnumber Letmasmmetlmt la] < NVand || < N7,
The partitions o and [ induce two /ozghm‘ weights of SUN), & = Ay (a, @) and B = Ay (83, @). We
have the following facts.

(z) If we set A as the dimension of the irreducible representation of &, associated with o, then,
assuming that N is large enough,

o e o Nl
N (1—2N2V‘)\d&<dN

Tl (1+2N7), (3.45)

and the same result bolds for B.

(i) Foranyn € Z, the dimension of Ay (o, B, n) satisfies the following estimation, assuming that N

is large enough:
dedB Nlel+18l B dedB Nel+18] )
EEL L= 24N < daytap S TTamEr U 24N (3.46)

“Intuitively, as we will discuss it later, we want it to be as small as possible, while remaining positive.
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Note that this proposition generalizes a result by Gross and Taylor: in [GT 93], they derived sim-
ilar asymptotic expansions but in the case where || and || were finite and not depending on N.
However, we really need the stronger assumption |, | 5] < N7 as we will see later.

Proof of Proposition 3.2.10. (i) let us first recall that (cf. [GT93, VOo4])

d* Nl j—i
dy = ———— 1 ) .
all H ( + ) (3.47)
1<i<r
1<y<ay
Butforanyl <i<rand1 < j < oy, wehavel —7r < j — 4 < o — 1, and under the assumption

la] < N7 itimphes that|j — 2] < NV. Thus,

(1- Nl < T (1+—)<(1+N7‘1)'“~
11<<Jl<<f§i

From the convexity inequality of the exponential function, we have
(14 N-Ljlal < elalv
We can use the following reverse inequalities, that hold for any « € (0, %)
e’ <142z, log(l —z) > —2x.

It implies that, for NV such that [V 1< % (which is true for /V large enough),

1 — 2N2L e 2oV (1 Nylal ¢ H ( ) el < 1 oNT L

1<ir
1<j<a;

This estimation, applied to (3.47), gives the expected result.

(47) Let us first remark that, from the Weyl dimension formula, we have for any n € Z

d)\N(oz,ﬁ,n) = ddd/}@(aa 5)7 (348)

with

o (N 1—i— )+ B+ N+1—i—j)
Qla, p) = 11 (ai+N+1_Z’—j)(ﬁj+N+1—i—j).

'\
J<s

—_
//\/é\

1

Asr < |a]and s < |3, the assumption |, | 5] < N7 implies that we also have -, s < N7. For any
1 <7< rand1 < j < s, we have therefore

2N <3 -2N" <o+ 6 —i—7+1<2N" =1 < 2N,

It implies that
1 —I— a; —f- Bj — 1

< 2N
N )]
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148 —i—j j
N

esii
} +°‘NZ J , so that

1—i—j
and | ~

and we have the same bound for

b

(1+ Ax(i,5))(1 + By (i, 5))
(1+ Cn(i, 7))+ Dn(i, 4))’

Q. 8) = ]

1<igr
1<j<s

with |AN(27])|7 |BN(Z7]>|7 |ON(27J)|7 |DN(27J)| < 2N’Y—1_
For any (i, j) we have

1 1+CN(i,j) ;o
— =1—- —— L =14 C\(i,7),
o) LT TH Oty w(i.J)

with |Cy (4, j)| < 2|Cn (4, j)|, and the same result holds for D (4, 7). It implies that

Qa, ) = [ 1+ An(i, 7)1+ Bx(i, ) (1 + Cyy (i, ))(1 + Dy (i, 5)),

1<ir
1<5<s

with |An (i, )], |Bn (2, 7)|, 1CN (3, 7)), | D (4, 7)| < 4N7~1. Hence, using the same inequalities as
in (7) we get the estimation

€—8N3"f*1 < (1 _ 4]\/'*y—1)N2”Y < Q(Oé,ﬁ) < (1 _‘_4N’Y—1)N27 < 64N3“f*1’

which implies
1 -8N* 1 <Qa,B) <1+8N L

We can apply this, as well as the point (i), to get for N**~! < 1 (which is in particular true for N
large enough)

g dedP Nlal+18l
An (a,B8,n < T
A PTITETT

(14 2N?"H2(1 + 8N 1),
which can be simplified considering that for (z, y, 2) € (0, %1)3 suchthatz +y + 2 < i,
A+2)(14+y)(1+2) <V <1+ 2 +y + 2).

Indeed, for N such that N3t + 2N~ < i we obtain

deds Nlel+18l ) ded? Nlel+8l
_— v—1 3y—1 3y—1
Dy (o) S Il (1+8N 4+ 16N"7) < el (14 24N>,
and
dedB N1el+15] )
Dy (@,6,n) 2 W(l — 24NP),

which proves the result. O
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Branching rules

Before proving Theorem 3.2.5, we still have to discuss a bit about branching rules. Indeed, in (3.27)
(resp. (3.29)), asum over A N\, /1 appears, with X and y being highest weights of SU (V) (resp. U(V)).
We will show how this branching is transformed in the decomposition A = An(a, 5, n) that we
introduced in the previous section.

Proposition 3.2.11. Lerav = (o = - 2 ), f= (01 =2 - =2 fs),d = (o) = -+ = )
and 3 = (By = -+ = B.) be integer partitions, and (n,n', N) € Z? three integers such that
N > max(r + s,r" + §'). Then the following assertions are equivalent:

(7)) An(a/,B',n") N An (e, B, ),
(ii) (@ N\ o, ' = Bandn' =n) or (3 /B, = candn’ =n)
Proof. In order to see the equivalence, recall the construction of Ay (¢, 3, n) given in (3.34):
An(a, B,n) = (a1+n,...,ozr—I—n,u,n—ﬁs,...,n—ﬂl) = (A, AN).
N—r—s

The only way of having Ay (o', 5/, n) \, An(av, 5, 1) is to increment a coefficient \; such that A; >
Ait1. It clearly excludes the coefficients A, 41, . . ., Arjs. Two only ways remain: either we increment
one of the coefficients Ay, . .., A, or we increment one of the coefficients A\, 1 511, ..., Ay. The first
case corresponds to &’ N\, « and the second one to ', [ (while leaving the other parameters
unchanged), according to the description of the coefficients in terms of cv, 3 and n. The equivalence
follows immediately. [

The main consequence of this proposition, combined with (3.43) and (3.44), is that for N large
enough,

{(\ 1) € SUN) x Aly: AN i}
splits into two disjoint sets
{<)‘N(a/>5)7)\N<a76)) ’Oé, N’Y |B’ < N’y Oé \105}
and
{(Av(a, 8), An(e, B) : |af < N7, B[ < N, 8" 7 B}

From (3.44) we also have that, for N large enough,

{\ 1) € UIN) x Q0 ANop}

splits into
{()\N(O!/,ﬂ,n),)\]v((l,ﬁﬂl)) |a| N’Y |B| NW O./ \(O{ n e Z}

and

{(Av(a, 8. n), An(a, B,n)) « el < N7 Bl < N7, 3" 7 B,n € L}
The main advantage of these decompositions is that we make fully use of Lemma 3.2.9 that uses
branching over partitions rather than highest weights. However, using Prop. 3.2.10 will somehow

convert dimensions of representations of U(/N') or SU(N) into dimensions of representations of &,,
with some integer n. We will therefore need the following branching rules.
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Proposition 3.2.12. Let \ = n for any positive integer n. We have

Y ot (49
T = b 3.49
pH(n+1) (TL + 1)d
SN

and "

> b (3:50)

pu-(n—1)
w/ A

Proof. Let us recall the so-called branching rules on &,,, cf. [Sagor] for example:

XM= Yy

and

e= D X"
puE(n—1)
B/
As the character of a restricted representation is equal to the restriction of the character, the second
branching rule directly implies (3.50). For the character of an induced representation we have the
following result [FHo1, Eq.(3.18)]: if G is a finite group and H asubgroup of G, then for any character
X of a representation of H we have

1 .
X 19 (9) = ] > x(zgr'), Vg€ G.
zgafglGEH

If we apply this formulato G = 6,11, H = &,,, x = x*and g = 1 we get (3.49) as expected. [

Asymptotics of the expectation

We can now turn to the proof of Theorem 3.2.5. We will split it into one dedicated to SU(N) and
one dedicated to U(V), as the proofs are slightly different.

Proof of Theorem 3.2.5 in the special unitary case. Lety € (0, %) be a fixed real number. Forany ¢ €
{1,2, 3,4} we define E [tr(Hy)] as follows:

1 qCIQ(,u) d>\ ., ,
E’y tr( H, = - 5(02(1‘)*02()‘))
z[ Y( 2)] NZ}V(g,T) E : (du>2g—2 Z due )
HEAR ; AeSg(N)
AN

with the sets Ay ; being as in (3.40).

From Equation (3.27) and the definition of each A ; we have Eftr(H,)] = Z?Zl E[tr(Hy)]. We
will show first that
lim E][tr(H,)] = e ¥/,

N—oo
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and then that for 2 < 7 < 4,
lim E][tr(H,)] =0,

N—oo

which will imply Equation (3.32).

From Equation (3.43) we have, for IV large enough,

qC'g(/\N(a,B))

NZ\.(q.T 2 dyn (o)) 292
noT) | fany (Des) AeST(N)
A\)‘N(avﬁ)

3 D e On(@s)-0)

E][tr(H,)] =
d)\N(C“vB)

Furthermore, we can notice thataddingabox to Ay (v, ) is equivalent to adding a box to the partition
a to get & N\ o or removing one from the partition /3 to get ' /3 such that o or 3’ is another
partition. It means that

> AON (@8)
- NZy(9,T) (dry (@)

laf,|Bl<NY

x (Z D (! 8) 1 (ch (an(@,8) 5 (o (@) (3.51)
N

E{ [tr(H)]

d)\N(a’ﬂ)

+ N D)t -gon@s) |
B8 B dAN(a B)

We will first control the differences of Casimir numbers, then the ratios of dimensions, and show

that only the sum over &’ ™\, a contributes to the large N limit. From (3.42) we obtain that for any o
and f3 such that |o], || < N7

—1 - 16Nt < d,(An(a, B)) — ch,(An (e, B)) < =1+ 16N> Vo' \, «

and

1 — 16N < (An(a, B)) — h(An(a, B) < 1+ 16N271 v3 7B,

We obtain the following estimation for EJ [tr(H,)]:

ec(N) g8l e~ 3 Ay (o es Ay (.57)
Y N a’, N (o,
Eltr(Ho)] =7 > PN v tv

ol |Bl<NT AN (e 5) o \a dAN (e.B) B8 8 Dry (@)
(3.52)

with
e(N, )| < (4T + 8t)N*~1,

Using Prop. 3.2.10 and the fact that forany = € (0, 1)

1
<144z and

X 21-4&3,
1—2z 14+ 2z
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we have for any o'\, cvand N large enough

!

Nd*

dryorp) _ _ Nd¥
(laf + 1)de

dayap  (la] + 1)de

(14 24N*1)(1 + 48N 1) < (1+ 144N>71)

and

/

Aiy(p) o Nd*
=
ryap ~ (laf +1)d*

Combined with Prop. 3.2.12 these equations yield

(1 —144N>71),

d
1 — 144N¥~1 < Z Aw(ehB) 1 4 144NBL (3.53)
/\,oz d)\N 04/3

With similar arguments we also have, because | 5| < N7:

i dAN(a B’) |B|

N B B dAN(O‘ B) N2

0< (14 144N 1) < 3TN 2, (3-54)

Combining this with (3.52) we find

y ef(NY) q\a|+|,8\
E{[tr(Hy)] = e 2n(N, ’Y)T L (3-55)

)Z(

9T) o foen Dy (a,8))

with
1 — 144N < n(N,y) <1+ 144N 4 37! N2

If welet N — 00, the remaining sum has the same limit as Z} (g, ) as we have seen in the proof of
Thm. 2.1.2 (see page 98 for g > 2 and page 101 for g = 1). Moreover, (N, ) tends to 0 and (N, )
to 1. From all of this we can deduce that limy_, E] [tr(H;)] = e 2.

Now we have to show that the other ]E;’ all tend to 0 when N — 00. We have

1 qCIZ(N) d)\ ¢
E) [tr(H})] = ——— Z 22 e () =4 (V)
NZ\ (g, T d,)?9—2 d
n(oT) HEAY (d,) AeSU(N)
AN

Using Proposition 3.2.8, if we set = oy, and 3 = [3,,, we have the following inequality for IV large
enough:

i) < L e~ Lllal 8+t d
tr( Ly —_— .
NZ\ (g, T d, )92 d
vig.T) HEAR; () AeSU(N)
AN
Furthermore, using (3.13) we have
d
f = Tr(Iy) = N,
reSU(N)
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therefore

]E’y[tr(Hﬁ)] 7! (1 T) Z

=
peAy ;

e & (lal+B)+t 1

T
< — 5 (la]+18D)+t
()22 > Zi(g,T) 2 e

HEAR

where in the second inequality we used the fact that for any ;1 € A?\,’i, d, > 1.

From now on, we will set ¢ = 2, but the arguments will be similar for 7 = 3 and ¢ = 4. For N large
enough, we have

t

(& T
=g (I8N +t
EJ[tr(Hy)] < 70T ,T) Z (™
o> N7, |B|<N7
Z el 3 o E
20 | [>N7 |BI<NY
The fraction 7 ( 77 (g7 is bounded because (Z5(g9,T))N>1isaconvergent sequence, according to Thm.

2.1.2; the first sum converges to 0 as the remainder of the convergent series defining the generating
function of partitions. The second sum is bounded as the partial sum of a similar generating function.
We obtain that EJ [tr(H()] — 0as N — co. We have the same convergence fori = 3and i = 4 and
the result follows. O

Proof of Theorem 3.2.5 in the unitary case. Lety € (0, 3) be a fixed real number. As in the special
unitary case, we define for 1 < i < 4 the quantity E] [tr(H))] as

1 g dy ¢
B [tr(H - 4 (c2(p)=c2(N) <6
w0 = 7o) 2 T R (356)
12 i AeU(N

. A\

As we have seen right after Prop. 3.2.11, we have for N large enough

qCQ ()‘N (aaﬁvn))

)29—2

Bl (H)) =5 o >

v(g,T) al{Ten ez (v

% 1 dAN(oc’ﬁ,n)eg(CQ(AN(a,ﬁ,n))—CQ(AN(a',ﬁ,n)))
/\Oé AN (azﬂvn)

L5 Dt teatutesm e |
B8 B dAN(O‘Bn)

Let us introduce two intermediary quantities, depending on «, 3 and n:

An(a, = Z D (e pm) Y eleOnlepm)—esn(@ Bm),
/\‘Oz d)‘N 757 ) nez

By(a, B,n) Z d*N(W L™ ealeaOn(pm) (o m),
N i Dtasm) 17
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We will show that Ay (a, 3, n) produces the limit we are trying to get, and that By/(a, 5, 1) do not
contribute to this limit. Let us first consider Ay (v, 3,1) and use Lemma 3.2.9: from (3.38) and the
fact thatforany 1 < ¢ < NV

_ Oéi—i—ﬁl—{—l—l' _ 1 _
N7 <N — goNT!
N + N ’
we deduce )
n
C2()‘N(Oéaﬁan)> - C2(AN(O/>B>77’)) =—-1- N +€1(N7 ’7)

with |1 (N, )| < 2N7~!. Combining this estimation with Equation (3.53) yields

tn

An(a, Byn) = e 2+ N (1 4 (N, 7))e ¥,

with |71 (N, 7)| < 144N?~1. Analogously, we have from (3.39) and (3.54)

in

By (a, 8,n) = e2t2™0p, (N y)e™ %,

with |e2(V,7)| < 0and |172(NV, )| < 36 N772. In particular, we have

C
E][tx(Hy) = e (7510 (14 (N,9)) + €520, 9)) . Gs)
ZN(g7 T)
with
tn qCQ()‘N(avﬁvn))
Co-Yet Y .
T alaen (D)
We would like to show that limy_,oc Cny = limy_00 Zn (g, T'). According to Lemma 2.3.2 we
have
5 (AN (aB))
B oy lellgl)
- ¥ (T )d
lal,|B]<NT \n€Z An(@6)
and from Eq. (2.41) we get for any v and 3 such that |, || < N

2 la| — |81\>  2tn 2 -
- ANTE - ) L —_ ——<n? AN 4 AN?T72,
n n( TN) (n—l— N +TN n-+n +TN +

It leads to the following estimates:

e (An (e,8))
2+n ANY— 1+ 2t +4N2'y 2 q2
() 57 B e

" o], | B|<NY (dAN(a,ﬁ))

and
qC'z(AN(aﬁ))

<(an2n(4m_1%)> Z ( )22

d
nez | Bl<N AN (@)
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/
, b ON (@)
The quantity ) lal,|BI<N7 Tdy (

))2g 2

of Thm. 2.1.2 (see page 98 for ¢ > 2 and page 101 for g = 1). Moreover we have, by dominated

has the same limit as Z (g, T") as we have seen in the proof

convergence,
. — N’Y 1,7 N” 1 2t AN27—2
lim E q” n( = lim g q" #n( 7N )+ E q
N—oo N%oo
nez ne”L neL
therefore

: n2 1
lim Oy = %q Aim Zy(9,T) = Zn(9,7T).
ne
Plugging this limit into (3.57) and using the estimates of €1 (N, 7), €2(IV, ¥), 71 (NN, v) and n2(N, ),
we finally get
lim E][tr(H,)] = e 2.

N—oo

Now we have to show that the other E all tend to 0 when N — co0. We will need the following
estimations, which are direct consequences of (3.38): if v, 8, &', ' are partitions such that o’ \, a

and 8 7 3, then for any n € Z we have

c(An (e, B,n)) — (A (d, B,n)) < 1— %n

and
2n

02<)‘N<05767n)> - 02<)‘N<0576/7n)) <l- N

In particular, combined with Prop. 3.2.11, these estimations imply that for any (\, 1) € U(N)?

such that A \ 1,
2n

ca(p) —e2(A) <1 -, (3.58)
with n = n,,. Recall that from (3.13) we have
bW
aeOvy H
AN

If we combine these results with (3.56), we get the following estimation:

t 2tnM
e2 qCQ(“ +TN
0 < E/[tr(He)] < Z AR (3.59)
ueﬂ

Now let us specialize our computation to a given ¢. We will do it for i = 2, the other cases being
similar. We have

Cno
0 < EJtr(H, i a—
[ ( Z>] ZN(g7T)
with
ch<AN(a,ﬂ))+(n+W) +2

(dry(a,8))?972

la|>N7,|8|<N7 neZ
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Recall that for any o and 3 we have dy (a,3) = 1. Besides, from (3.36) we have ¢4 (An (e, §)) >
|| 4 |B], and we also have the following estimation:

T | = B1\*  2tn) T of = 181+ £\ (la| =18t #
§(<n+ N 0 A A OTN? | 2TN?

. g (n+ jof — |ﬁ|+%)2+ £ (al+18)t

N 2T N? i 2T N?

It means that

CN2 < €% Z (Z q(n+aNBI+NtT>2> q(|a‘+|6|)(%_ﬁ)_m.

|a|>N7,|B|<NY \n€eZ

The sum between parentheses is bounded independently from N, |a| and | 3| by C' = 1 + 9(0; 45 ),

and we have for IV large enough the inequality % — # > }1, therefore

ty o2t el 181
Cna < Ce2 T2 E q* E q*,
loo| >N |BI<N7

[2]]

and it is clear that this quantity converges to zero when N' — oo, because Z‘ a/>Nv @ * converges to
zero and the other terms are uniformly bounded in V. We obtain that limy_,o EJ [tr(H,)] = 0, and
we have the same limit for ¢ = 3 and ¢ = 4. This concludes the proof. ]

Asymptotics of the variance

We would like to prove Thm. 3.2.6 in this section. Before that, let us remark that Equation (3.26)
implies that Equation (3.33) is equivalent to

lim Eftr(H)tr(H;)] = lim [E[or(H,)]P,

N—oo

which can be rewritten, thanks to Thm. 3.2.5:

lim E[tr(H)tr(H;)] =e". (3.60)

N—o0

We will prove Thm. 3.2.6 by proving this limit, using similar arguments as in the proof of Thm. 3.2.5.
Proof of Theorem 3.2.6 in the special unitary case. First, using Equation (3.28), we have

1 qCIZ(u) d)\ t(at / 1
]E[tr(He)tr(H;)] = Z 1 TApa(e(n)=ea(N) + .
N2Zy(9,T) = (d,)**d, N?
A?
uii‘i(N)
AFp

We deduce from this the fact that

1 qCIQ(N) d/\ ts /

lim Ejtr(H)tr(H))] = lim —— 1 A pa(ea(w)=ea ()

Jim Bltr(H(H)] = Jim s S

A,peSU(N)
A~p
AFp
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Let us define, fory € (0, 3) and i € {1,2,3,4}:

1 q2(/‘) d>\ . ,
E’yt H))t H* = — e — 2( 5 (1) — 62()‘)).
HEAT
)\NMN’
AFp

Using similar arguments as in the proof of Theorem 3.2..5, we have for IV large enough

1 2O (@) dye3 (@O (@8) =, ()
Eltr(Ho)tr(H))] = 55— —_—
N2Zy(9,T) Ial,%;m (drn(a,3)? 7 AGSZU%N) Arn(a,8)
A#EAN (a,8)

We can notice that adding a box and removing another box” to Ay (v, () is equivalent to one of
these 4 cases:

Adding a box to o and 3;

Adding a box and removing another one to a;

removing a box and adding another one to f3;

Removing a box to o and 3.

Remark that the third case is equivalent to “adding a box and removing another one to 3” because the
operations “adding a box” and “removing a box” commute. Remark also that all these operations are
under the implicit condition that they are mappings from the set of integer partitions to itself. Hence,
if we define

St b $7 Bl g (ailsi-lof 1151 (V)
N2 gl d/\N(a,ﬁ)
B\
d)‘N( / ’ ’ /
B o5 (lal+Bl-lo/| =8 |+e2(N7))
N72 N2 Z d/\N a,f) ’
8’ /ﬂ
Cl)\ t( /
S e = N ( es(lal=le \+53(N7’Y))7
N3 = N2 Z dAN o.5)
/;ﬁa
1 dy(ap ,
Swa = 3 MBS sl

5 D)
B8

with |g;(N,~)| < 16 N*""! fori € {1,2, 3,4}, we have

1 ¢S Ow(@9)
El[tr(Ho)tr(H))] = 5—— —_—
1[ ( Z) ( Z)] va(g,T) Z ( g—2

5 (Sni+ Snz2+ Sns+ Sna) .
sy (Do)

BA different one, this time, because we assume that the new highest weight is different from the initial one.
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We will prove that only Sy 1 contributes to the limit. Using Prop. 3.2.10, we have for N large
enough

e'dr
S 2@+t (N)) (N
i 2\) @ ([5]ddP )
B'\B

with |71 (N, ) — 1] < 144N*~! (following the same arguments as in the proof of Thm. 3.2.5). We
can apply Prop. 3.2.12 and get

SN = et 5™y (N 5).
Similarly, we have

(8%
SN,2 _ |]\|/v|4ﬁ| t+L EQ(N"y 2(N77)’

with |172(N,v) — 1] < 144N*7~1. Now, in order to compute Sy 3 and Sy 4, let us notice that

DT S D D )

Oc,NOt a//\a //‘a// /l\‘a
o' #a

We can apply this equality and use the same arguments as above to get

(0%
SN,3 :uefza(Nf‘/)n‘g(N’ r-)/)7

with [n3(N,7) — 1] < 144N3 "1 and |y (N, ) — 1] < 144N3771, As we have |al, |5 < N7, it
appears that

SNQ 145et+ 62(N’y)N2'y 1

and Sy 2 tends to 0 when N tends to infinity. We come to the same conclusion for Sy 3 and S 4,
and we also find that Sy 1 tends to €’ when N tends to infinity. It follows that

eft _I__ 0(1) qclz()‘N(Oévﬁ))

B [tr(He)tr(H;)] = 7 (9. T) 52

|C¥|,‘,8‘<N’Y (d)\N(a7ﬁ))
and the right-hand side converges to e tas N = oo.

Now let us prove that E] [tr(Hy)tr(H; )] tends to 0 fori € {2,3,4}. Recall that

SENE TN Dy -
V7T, 2 (@),
) N,i

A~
AFp

B [tr(He)tr(Hp)] =
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Using Lemma 3.2.8 and setting & = «, and 8 = [3,,, we have

t

) < “ _ LA e
B (H)w(H)] S ey 2 e,

PN
A~ 7
AFp
et Z 6_%(|a|+‘ﬁ|) Z d)\
N2 29—2 g
VT A G 2,
: X
AZp
Let us turn to the sum of 3—2: we can write
dx
2. o= Z d
XA, dy VDY u\,A
/\~#
and it is not hard to find out that for any v € S/[\J(N )
Y Py s
AN dy AN\
so that
by,
XA d AT
Arop
Lemma 3.1.3 then gives us
dy N
Y A< —Nd,, = N2, (3.61)
xeAy, K
)\N/L’
Finally, we have
’ o—Z(al+18) 1
v ¢ ° -
Bl H)u(H)) < 5 3 “ymr (- )
HEAY ;
1 1
BRCH Chl c) J o R JON WP
~X / .
ZN(97T) “GAXM

Now it is clear that, following the same arguments as in the proof of Theorem 3.2.5, that the quantity
E][tr(H,)tr(H;)] tends to 0 as N tends to infinity, for i € {2, 3, 4}. This proves Equation (3.60),
and therefore Theorem 3.2.6. O

Proof of Thm. 3.2.6 in the unitary case. According to Equation (3.30), we have

1 ch(“) d)\ t 1
Eltr(H)tr(H))] = ————— (c2(w)—c2(N) & _—_
[ r( 5) r( Z)] N2ZN<g T) Z:( ) (du)Qg 5 d —e2 =+ NQ’
pneU(N
A~p

AFp
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and as in the special unitary case, we see that
. , 1 =" dy 1 (ea0-ern)
Jim Ela(H)uw(H) = lim s ) g © '
AueU(N)
Arvp
AF
We set, fory € (0,3)andi € {1,2,3,4}:
1 qCQ(u) d)\ t
B[t (H)tr(Hp)] = g 3 e Al =ea),
i 2 29—2
N ZN(ga T) e, (du) du
A~ ,
AFEp
Let us define, for o and 3 two partitions and n € Z an integer,
d)\N( ﬁ/ t -y
of ez (2N (afn))—c2(An (a5 ,n)))
SN = N2 Z Ay p (o) ’
5 \5
d)\N( B/ t -y
@B o5 (e2(An(@,fm)) —c2(An (o, m)))
SN2 = N2 Za Ay p (o) ’
8’ /‘5
d)\N(CY/:B CQ()\N((X Bn))—ca(An(a/,8,m)))
N73 N2 Z d)\N 7B) ’
/7£O‘
]_ d)\ (a ﬁ/) t /
Sng=— NP o5 (e2(An (@f,n))—ca(An (a.f',n)))
’ N2 B/ZNB dAN(aﬁ)
B'#8
We have, for NV large enough,
2 (AN (o, B,n)
B3 [er (He)tr(H})] =~ Z Z Z N (Sni+ Sya+ Sys+ Sva) -
w | LIBI<N7 neZ (,5,m)

We can compute the differences of Casimir numbers in each S ; using Prop. 2.2..5, in the same way as
we did in Lemma 3.2.9. For instance, if @’ \, avand 3" \, # and g and jj are such that o} = a;, +1

and 3] = S, + 1, then

2 . .
— —(iy + Biy — i — Jo)-

co(An(a, B,n)) — ca(An(, 8',n)) = =2 N

In particular, if |a, | 3] < N7, we have
—2 — 4Nt < eo(An(a, B, n)) — ca(An(, B, n)) < =24+ 4N77H
Following the same argument, if ' ,* cvand 8’ 7 3 then

2 — 4Nt < eo(An(a, By n)) — ca(An(d, B, n)) < 2+4NT1
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If o/ ~ «then

lco(An (e, B,m)) — CQ(AN(aluﬁan))l < 4N7_1»

and it is the same if we consider 5 ~ (. Now Sy ; can be estimated the same way as in the special
unitary case: we have

Sy =~y (N, ),

SN,Q t+62 Nq/‘ Hﬁ' Q(N;’Y)a

with |g;(N,7)| < 8N"'and [n;(N, ) — 1| < 144N*""! for 1 < i < 4. Then, still using similar
arguments, we find that

02(/\1\7(04 B,n)

UL R D DD D

||| B|[SN7Y n€EZ

2 27
>\N045) 9

t

which tendstoe " as N — oo.

It remains to prove that E] [tr(Hy)tr(H;)] converges to 0 fori € {2,3,4}. Recall that we have

% 1 qCQ(M) d)\ + ea (i) —ca (M)
B (HOw (D) = gy 22 agmeg, o
A\peQ); .
SV
AFp

Forany A ~ p,ifwesetaw = ay, ¢’ = ay, = B, 8 = By, n = nyandn’ = ny, we getin
particular that n = n’ and || — |B] = |&/| — | |- In particular, if we use the fact that

esi = st )+ (LY sn ey = st gy (Y

then it follows that

ca(p) = c2(A) = (An(a, B)) — ey (An(d, ).
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If we define
Syi= Z dAN(O‘ B AN o gC’Q(AN(aﬁ))Jr%(C’Q(AN(a,ﬂ))*C’z(AN(a’ﬂ’)))’
s N2 ,\(a d}\N
B'\B
Syo = Z Dry (o, 6—%0’2(>\N(a75))+%(CQ(AN(a,ﬁ))—C’g(AN(a’ﬂ’)))’
s N2 //‘Oé d}\N
6’ /B
d/\N T t.7 / /
—5 AN (@B)+5 (5 (AN (.B)—ch (AN (a/,8)))
SNz = 6 2C2 PAG) 2
cON? Z Ay (a,8) ’
Oé,;g
SN4 :LQ —dAN(a’ﬁl) 67%6/2()‘1\](avﬁ))+%(CIQ(AN(C“vB))70/2()‘N(a718l)))
N d ’
B'~B >‘N(O‘w3)
B'#8
then we get
) o~ (rr lol5laL)?
Esltr(Ho)tr(H)] < ———— Z Z 1292 (Sna+ Sna2+ Sns+ Sna) -
ZN( T) )\ (e,B,n)
|a|>N7,|B|I<NY neZ N

From Prop. 3.2.8 we have then

~Z(jal+18]) d
e s An (e,8)
Sni < ) o e
m N2 a/\a d/\N(ayﬁ)
BN\B

and from Prop. 3.2.10 and 3.2.12 we have for IV large enough
SN,I < 6_%(|C¥|+|5‘)(1 + 144N37_1)_

Similarly, we have
T

Sy < e—§(|a|+|5\)(1 + 144]\[?w—1)7
Sys<e s<a|+|5>lv| (1+ 144N>71),
T B N
Sns <e sl '+|5>|N—2|(1 + 144N371),

al—18112
Asy oo e~z (mHE) uniformly bounded for every o, 5 and N by C' = 1 + 9(0;4T"/27), we
get

s [tr(He)tr(Hp)] <

C(1+4 144N>71) T A(|| + | 8])e & Uo+18D
Zn(g,T) N2(dyy (o))

Let us also recall that for any av and 3 we have d)  (o,3) = 1, therefore the sum of the right-hand side

is bounded by
T
§ : 4(|a| + lﬁy)ew(\alﬂﬁ\)_

o[ >N7,| B|<NY

la|>N7,|B|I<NY

This sum converges to 0 when N — 00, thus so does E] [tr( H,)tr(H; )]. We can apply the same trick
fori € {3, 4}, the Thm. 3.2.6 follows. O]
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Fluctuations of the variance

Let us discuss the convergence rate of Var[tr(H,)], because the proofs involved many different
estimations. Among them, the most restrictive ones are Prop. 3.2.10 and (3.42). Their common feature
is the use of the control parameter v which is assumed to be eitherin (0, ) or (0, 3) depending on the
estimation; the convergence does not depend on the specific value of 7. Indeed, the whole point of this

parameter is to control || and | 3| by a sequence (2 ) v>1 that satisfies the following assumptions:

lim zy = oo,
N—oo

1
lim N 3xy =0.
N—o0

These assumptions were already implicit in Chapter 2, in the informal reasoning made in p. 101. The
first one is here to ensure that the weights that are not almost flat have a contribution which is bounded
by the remainder of a convergent series, whereas the second one is here to ensure that the contribution
of almost flat highest weights converges to the right limit. We took 2y = N7, but we could have taken
zy = log(NN) as well. The outline of our proofs would probably have remained unchanged, but
without giving any better information on the convergence. Indeed, we can take «y as small as needed,
thus the rate of convergence can be as close to % as we want: it is precisely ﬁ with e > 0 arbitrarily
small. It can be summarized in the following proposition.

Proposition 3.2.13. Let Xy 1 be a surface and { be a simple loop satisfying the same assumptions as in
Thm. 3.2.0. Then for any € > 0, there exists a constant Ce > 0 such that, for N large enough,

Var(tr(H,)) < C.N 1. (3.62)

Simpler proofs for g > 2

Although we directly proved Thm. 3.2.5 and 3.2.6 for any g > 1 using almost flat highest weights,
it appears to be an interesting to see if the proof can be simplified for g > 2. Indeed, as we saw in
Chapter 2 for the limit of partition function, the case g > 2 did not require the use of almost flat
highest weights, but rather ‘flat’ weights (z.e. constant weights). We will show here that it is still true
for the Wilson loop expectation and variance, and that the proofs of Thm. 3.2.5 and 3.2.6 can be
simplified for g > 2.

Proof of Thm. 3.2.5 in the unitay case with g > 2. Let us start with (3.27). The sum over p € G(N )
can be split into two terms, the one associated with 1 = (n,...,n) forn € Z (we will call ;1 a
flat highest weight and denote by Ay the set of such weights) and the sum of the remaining terms.
The main point is that forany y = (n,...,n) € Ay, theonly A € U(NV) such that A N\, s is
A= (n+1,n,...,n), which has dimension N and Casimir number

2
CQ<<n+1,n,...,n)):n2+1+ﬁn.
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Furthermore, it is straightforward that (n, . .., n) has dimension 1 and Casimir number n?. It yields
1 r,2_t 2n
()] 3 B 0)
1 qcé(l‘) d>\ (e (u)—c!
o A L (eh(w)-ch (V)
FNAGT S B 20
peSU(N)\A A€T(N)
AN\t

The first sum is equal to

+2

¢ T 2t _t Z T (et )2
6_5 E 6_571 _ﬁn:e 2+2TN2 e 2(’”’+TN)7

nez neL

and the right-hand side converges to 6_%19(0; %) as N — 0o by dominated convergence. Recall that
we also have Zy (g, T) — 9(0; ;l), therefore we get

T 2 L 2n t
lim —— e 2" T2 HN) —=e 2.
N—oo ZN g,

The rest of the proof will be dedicated to bound the remainder by a term that tends to 0 when

N — oo: (
1 02 M d)\ t /
AN) = ——— E E : 5 (o (1) =ca (V)
() NZn(9,T) _“ a9
weSU(NN\An AeU(v
/\\u

From Lemma 2.2.4 and the fact that adding 1 to all parts of a highest weight does not change the
dimension, we get that

d, >N, Ve U(N)\ Ay.

Furthermore, it is clear that ¢}, (1) > 0 for any i, from the definition of Casimir element. Thus,

1 d)\ T/ t / /
0<AN) < o~ T+ () ~ch (V)
N <SizeD 2= v 3 g e

peU(N)\Ay AGU(N)
AN

Eq. (3.58) implies that, for N large enough,

e~ Feath(eam)—e2(V) ¢ o~ Feali)+4—%

Y

with n = n,, in the sense that there exist unique partitions & and 3 with less than & parts such that
= An(a, 5,n). From (3.13) we have for any p € U(N)

Z%:N.

ANy P

These equations yield

6% ]_ T tn

0<A(N) L —gea(n) -5

( ) ZN( T) N2g—2 AZ € ’
peU(N)\An
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and the right-hand side tends to 0 as NV tends to infinity because 2g — 2 > 0 and the sum on the right
is bounded independently from N. Finally, as Zy (g, T") — 9(0; 4L ), we get that

|+

lim E[tr(H,)| =e 2,
N—o0
as expected. O

Proof of Thm. 3.2.0 in the unitary case with g > 2. We will prove (3.60) as previously, and this will im-
ply that the Wilson loop variance tends to 0. Let us set

Ay ={(n,...,n) € UN),n € Z}

as in the previous proof. We have from Equation (3.30)

2 d, () e
Eltr(H,)tr(Hy)] = N?ZN Z Z CACETN s (e2(m) =2 (V)
,LLEA \E
N )\{iu

1
- - ez (c2(p)=c2(N))
e 2 T e

peT(NN\AN AeT(N
)\N,u,

If f = (n,...,n) € Ay is a flat highest weight, then there are only two highest weigths equivalent
top: A= (n+1,n,...,n,n—1)and pitself. We have c3(\) = n?+2and dy = N? — 1, therefore

c( —t 2 _
om0 ren (e )
NZN T) & 5 -2, Zn(9,T) < \N N
/\~#

Itis clear that the right-hand side converges to e 'when N — oo.

Now, let us prove that the following remainder converges to 0:

1 2(#
AN)= ——— o b(ea(m)—ca(N).
W= xzen XX
N
)\NM

Recall that for any p1 € 6(]\7 ) \ An, we have d,, > Nj; using similar arguments as in Prop. 3.2.8, we
can prove that for any A ~ p1

2
ea(pr) — (V) <2+ 2.
We can also reproduce the proof of (3.61) to get
4 < N2
— d,
AT(N)

AN\
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It yields

t

—Fo(+ R
OSAMN S g 2 T

peU(N)\Ay

From the definition of co (1) it is straightforward to check that

1
2_

cop) = lj\,

==,

hence - T
t t
—502(/0 + % < (N - 5) ca(p),

and for N > 4t /T we have

t Zv(1. L
A(N) < ¢ el < 1 (1, 2>‘
N29-27x(g,T) N29-2 Zn(g,T)

nEU(N\AN

The right-hand side converges to 0 when N — o0, therefore it is also the case for A(N). This con-
cludes the proof. O

3.2.2 Loops with self-intersections

From our asymptotic analysis of simple loops and Makeenko—Migdal equations we can deduce the
limit of Wilson loops for a broader class of loops, still included in a topological disk: it was proved by
Hall in [Hal18], using the same kind of arguments as in the plane or the sphere. Before we state this
theorem, let us give a few definitions that it will rely on.

Definition 3.2.2. Let X be a closed compact connected surface of total area 7', and L a loop on X
with a finite number of simple self-intersections included in a topological disk U C 3. Suppose that
there is an admissible graph G = (E, V, IF) such that L is traced out on G, and that there exists a face
Fy € T such that OFj is contained in L.

(i) Ifx isa point of U \ L([0, 1]), we define the winding number w(L, x) of L around x as the
homotopy classof Lin U \ {z}.

(ii) Forany face F' € IF we define the winding number of L around F' as the quantity w(L, F') =
w(L,z) foragivenx € F'.

(iii) We call admissible subloop of L any subloop obtained by splitting of L according to Makeenko-
Migdal equations. By convention we also consider L to be an admissible subloop of itself.

(iv) The maximal winding number of L is defined as

= L. F .
| Winax] rﬁ%}f‘w( , ), (3.63)

where the maximum is taken among the indices /' € [F and the admissible subloops L' of L.

'#This face can be seen as the ‘external face’ of the loop.
It is not hard to see that this definition does not depend on the x € F' we choose.
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(v) Theloop L is said to be small it
A|wmaX| < T) (364)

where A = T — area(Fy) is the difference between the total area of ¥ and the area of the
external face Fy,.

Under the ‘smallness’ assumption described in the previous definition, we have the following result.

Theorem 3.2.14 ([Hali8], Thm.18). Let X be a closed compact connected surface of total area T If for
any simple loop ¢ contained in a topological disk of ¥ the Wilson loop expectation Eltr(H.)| admits a
[finite limit (as N — oo) which is continuous with respect to the area of the domain enclosed by ¢, and
if for any such curve c the variance of the Wilson loop Var(tr(H.)) tends to 0, then for any small loop L
with a finite number of simple self-intersections included in a topological disk:

(z) Thelimit @y, .= limy_,oo Eltr(H} )| exists and depends continnously on the areas of the faces of
L.

(1) The associated variance vanishes in the large N limit:

lim Var(tr(H)) = 0.
N—o0

(17) The limiting expectation values satisfy the following large-N Makeenko-Migdal equations. Let
us vary the areas of the faces survounding a crossing v in a checkerboard pattern as in Fig. 3.5,
resulting in a family of curves L(t). Then

d

ECI)L(t) = @1, )Pro), (3.65)

where Ly and Ly are derived from L in the ususal way.

What we proved in Section 3.2.1 imply that, for G = U(N) or SU(XN), the assumptions of Thm.
3.2.14 are satisfied. In particular, we are able to compute the values of the master field (assuming that
it exists) for any small loop contained in a topological disk, with a finite number of self-intersections.
This is a good start but obviously not satisfactory. It would be at least interesting to get rid of the small-
ness assumption. Let us illustrate the limits of this Theorem with Fig. 3.7. The loop considered here
can be deformed into a simple loop only if the external face has a sufficient area. If its area z is less than
Yy, where  is the area of the smallest internal face, then we are not able to get rid of the self-intersection.

There is still hope, because Hall also proved in [Hali8] the following theorem, based on stronger
assumptions.

Theorem 3.2.x5 ([Halss], Thm.xg). Let ¥ be a closed compact connected surface of total area T. If
for any closed curve c contained in a topological disk of > and any n € Z the Wilson loop expectation
Eltr(H)| admits a finite limit (as N — 00) which is continuons with respect to the area of the domain
enclosed by ¢, and if for any such curve c the variance of the Wilson loop Var(tr(H}")) tends to 0, then
for any loop L with a finite number of simple self-intersections included in a topological disk:

(z) Thelimit @y, .= limy_,o. E[tr(H})| exists and depends continuously on the areas of the faces of
L.
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\/
\/

v - z—vy

» >
> >

a a

Figure 3.7: On the left: aloop in the torus with maximal winding number 2 and simple crossing at v. It can be
deformed to become the simple loop on the right if 2 > y, otherwise the face with area y cannot be completely
shrunk and the crossing at v remains.

(77) The associated variance goes to zero:

lim Var(tr(H.)) = 0.

N—oo

(111) The limiting expectations satisfy the following large-N Makeenko—Migdal equations. Let us vary
the areas of the faces surrounding a crossing v in a checkerboard pattern as in Fig. 3.5, resulting in

a family of curves L(t). Then

d
Eq)L(t) =P, 1)PrLy) (3.66)

where Ly and Ly are derived from L in the ususal way.

It might be possible, although quite gruesome, to generalize Theorem 3.2.5 and Theorem 3.2.6 to
the traces of higher moments of the holonomy process. It seems, fortunately, that using the meth-
ods from [DNi17] actually give these limits, according to a private communication from Antoine
Dahlqvist. This would enable to treat all (reasonable) loops contained in a topological disk, according
to Thm. 3.2.15.

Even if we consider this, the construction of the master field is far from being complete yet, because
for all surfaces with genus 1 and higher there are alot of loops that cannot be contained in a topological
disk: for instance, nonseparating loops have no chances to be in a topological disk, as they are not even
homotopically equivalent to a point. The next sections will be devoted to describe the Wilson loops
for loops that do not fit to the assumptions of Theorems 3.2.5, 3.2.6, 3.2.14 or 3.2.15.

3.2.3 Loops with nontrivial homology

In this section, we will prove that the Wilson loop expectation of a loop with nontrivial homology
is a Haar unitary, and then we will study the convergence of its variance.

Theorem 3.2.36. Let X be a closed compact connected surface of genus g = 1 and G an admissible
graph on X with £ faces, and v a vertex in G. For any { € L°YG) with nontrivial homology and for

anyn # 0 we bave
E [tr(H})] = 0. (3.67)
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Proof. Letay, by, ..., a,, by, {1, ..., s the tame generators of £74(G) (cf. Prop. 1.4.5). Without aloss

of generality we can set the loop ¢ = H?:1 7 (am” bn” w;; (41, ...ff,l)) and its homology class

(P1,q1s -y Dgs @g) in H1(X) = Z29. If the latter is nontrivial, it implies that at least one of the p; or
¢; is nonzero. Recall that H; () is abelian, therefore the roles of p; and ¢; are symmetric and we can
assume without a loss of generality that p;, # 0 for a fixed 7y. Given the definition we choose for ¢,
itis clear that p; = 3, my;and ¢; = >, ny; foralli. Let us now compute E [tr(H}')]. From the
Driver—Sengupta formula we have

k

E [tr(H}')] :% /GQg+f1 tr [(HH (&7 y " wi (21, Zfl))) ] ﬁpm‘(zt)

=t (3.68)

X D|Fy| ([xlayl] [xgayg 2f—1) dezdyz Hdzg

Let uy, vy, ..., Uy, vy € Z(G) some elements of the center of U(N). As Z(U(N)) is the set of scalar
matrices we can set u; = W; [y and v; = v;Iy with |u;| = |v;| = 1. Let us consider now H, the
random variable obtained from H, by multiplying the generators of 71 (X) by w; and v; respectively.
In other terms, it is characterized by

k

E [tr(f{;)} :% /023”1 tr [(Hﬁ (wi)™ (viyi)™ wu(zlv' Rf-1 ) ]ﬁth<Zt>

j=11:=1

X P\ F| ([ulxl, V1Y) [UgZ g, Vgyel (21...26-1) dezdyl Hdz]

We will compute E [tr(ﬁ 7 )} in two different ways.

(i) Using the fact that [u;x;, v;y;] = [24, yi], we get by linearity

E [tr(ﬁ?)} :# /G2g+f1 tr [(ﬁﬁ D)7 (y) T wig (2, e 1))) ]

j=111=1

£-1
X <Hp|Ft|(Zt)> D\ Fy| ([3717311] Jzg, ygl(21--26-1) deldylHdzj

t=1
g
= (H uypivy%) E [tr(H})] .
=1

(ii) With the change of variables 2} = w;x;, v, = v;y; in Equation (3.68) we directly get E [tr( H}')].

These computations lead to

(H U?in?‘”> E [tr(H)] =E [tr(H7)],

=1
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(1 — (ﬁ u?piqui>) E [tr(H}")] = 0.

As we assumed . # 0 and p;, # 0, by taking u;, such that (u;.°)" # 1 and fixing the other u; and
v; to 1, we finally get

hence

(1 —u; ) E[tr(H}')] =0,

K

which concludes the proof. O

Now let us turn to the computation of the variance. It is more complicated because we cannot use
the same trick as in the expectation: indeed, the multiplication of edge variables by scalar matrices will
not produce a nontrivial factor, as the coefficient from the word will cancel out with the one from its
inverse. However, it is still possible to prove a concentration result for simple nonseparating loops.

Proposition 3.2.x7. Let X, 1 be a closed compact connected surface of genus g > 1 and total area
T > 0, and { be a nonseparating simple loop. We have

lim Var[tr(H,)] = 0.

N—oo
Proof. We can complete ¢ into aset of generators {ay, by, . . ., ay, by} of m1 (£, 1), with ¢ = a;. From
Driver—Sengupta formula we have
1
Eltr(Ho)tr(Hy)] = ———= / tr(zy)tr(z1)pr([ze, 1] - - - [, yg])d21dys - - - dendyw,
ZN (g, T) (N)29

and we can use, as always, the Fourier decomposition of the heat kernel, which yields

c2 ()\)T

E[tr(H,)tr(H,)] = ZN 07 Z e

X / , tf(-ﬂﬁl)tr(wl)sx([ﬂ?l» ?Jl] T [%» yg])dﬂfldyl - doydyn.
U(N)29

Then, using g — 1 times Lemma 3.2.2 and once Prop. 3.2..3, we find

Z e TMT 2= 29/ tr(21)tr(z1)sa(z1)sa(2])dey .
U(N)

)\ cU(N)

E[tr(Hg)tr(Hg)] ZN (.7

Let us notice that the summand is exactly the one from the partition function, multiplied by the

remaining integral. The latter can be reinterpreted as follows: because tr(z1) = tr(z}) we have

/U(N) tr(zy)tr(z)sa(@1)sa(@])dar = [[r()sa () L2y
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and we will prove that this norm tends to 0 as [V tends to infinity. Indeed, using formula (3.13) and
the character orthogonality relations, we have

I OsOlaon =z 2 / )da

BN
N\ A

1 ~
=zl € UN) s p N\ AL

Besides, as there are at rnost N ways of adding a box to the diagram of A, we indeed find out that
l|ltr(.)sa(. )||L2(U(N) <+, and therefore E[tr(H,)tr(H,)] — 0as N — oo. From Theorem 3.2.16
we deduce that the variance also converges to 0. l

We deduce from Theorem 3.2.16 and Proposition 3.2.17 that simple nonseparating loops are Haar
unitaries such that the variance of their trace vanishes in the large NV limit. However, that does not
give us any information about the variance of more general loops with nonzero homology.

The conclusion to this section is that the master field, assuming its existence, is equal to zero when
applied to the generators of the fundamental group; the moments of the limit of Yang—Mills holon-
omy process also converge to 0 for all other loops that are homologically nontrivial, but we don’tknow
yet if the limit of the process itself is 0, nor if the convergence holds in probability.

3.2.4 Joint distribution for several loops

Till now, we only considered the noncommutative distribution of a single loop. However it might
be also interesting to study the joint distribution of several loops, as in the case of the plane. Indeed,
Lévy [Lévi7] proved — among other things — that the variables (H,) e associated to the lasso basis of
a graph on the plane are independent and asymptotically free. We will see how this result is modified
in our setup, for a compact surface.

Proposition 3.2.18. Ler X be a closed compact connected surface of genus g = 1 and G an admissible
graph on ¥ with £ faces, and v a vertex in G. Let B = {a1,by, ..., a4,by, 01, ..., ls} the set of tame
generators of LG, then all these generators are asymptotically uncorreldted, that is,

A}im Cov(tr(H,,),tr(H.,)) =0, ¥(cy, o) € B (3.69)
—00

Proof. From Cauchy-Schwarz inequality, we have

|Cov(tr(H,,),tr(H.,))| < \/Var(tr(Hc1 ) \/Var(tr(HCQ)).

Then, to conclude the proof, we only need to check that for any couple of (¢1, ¢2) both Wilson loops
have finite variance and at least one has a variance that vanishes in the large N limit ; but this is a direct
consequence of Theorem 3.2.6 for the lasso generators and Prop. 3.2.17 for the generators of 71 (%),
which are indeed simple nonseparating loops. O

This Proposition implies in particular that for all (¢, ¢2) € B2,

i Eftr(H,, )tr(H,,)] = Jim Efor(H,,)E[ir(H,,)].

By induction, we can prove the following result.
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Corollary 3.2.19. Let 3 be a closed compact connected surface of genus g = 1 and G an admissible
graph on ¥ with f faces, and v a vertex in G. Let B = {a1,by, ..., a4,by, 01, ..., lg} the set of tame
generators of LX°NG), then we have forall 1 < k < £+ 2gand (cy, ..., c,) € Bt

lim E[tr(H,,) - tr(H. )] = lim E[tr(H,.,)]---E[tr(H,,)]. (3.70)
N—o00 N—o00
This guarantees that the large-N Makeenko—Migdal equations (3.65) remain satisfied for all the
tame generators of .2 °4(G). However, this is not enough yet to prove that these generators are
asymptotically free, and we do not even know if it could be the case.

3.2.5 Remaining loops: the ‘missing link’

The purpose of this section is to ofter an informal overview of what is left to prove in order to get
a robust construction of the master field for general compact surfaces. We will give examples of situa-
tions where the values of the master field remain unknown, or even where it is not clear whether the
Wilson loops converge.

Theorems 3.2.5, 3.2.6 and 3.2.14 enabled us to know the existence and the value of the master field
for small loops contained in a topological disk, and Theorem 3.2.15 made us able to extend it to more
general loops, still contained in a disk, assuming that we could compute all moments of the Yang—Mills
field and not only its Wilson loop expectations. For a compact surface of genus 1 or higher, there are
unfortunately loops that are homotopically trivial but cannot be contained into a topological disk.
Let us illustrate it with Fig. 3.8.

Ifzx<z Ifx >z

Figure 3.8: In the middle: a self-overlapping loop on the torus. It can be transformed into the one on the left
if the area z is large enough to ‘absorb’ the area x, otherwise it will be stuck in the configuration in the right.

The loop considered here in a torus can be deformed into a simple loop only if the external face has
a sufficient area (and in this case, it is possible to make it fit into a topological disk). If its area z is less
than x, where z is the area of the smallest internal face. Otherwise, we are stuck in a configuration like
the one in the bottom right of Fig. 3.8, which still has self-intersection points. It appears that even if
we know all moments of the Yang—Mills field on a simple loop, it will not be enough to compute its
value in the remaining loop, nor its limit. For this kind of situation, the key could be to use analytic
properties of the limit of Wilson loop expectations. It might be possible to extend them to negative
values of the variable areas, although it would not correspond to a physical situation anymore; an-
other (maybe more promising) possibility would be to use the fact that the large IV limit of Wilson
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loop expectations and variance do not depend on the total area of the surface, or even on the area of
the ‘external face’, and perhaps one could deform this face so that the smallness condition on the loop
is satisfied. To this day, we are still investigating such theories.

ay

Figure 3.9: The loop in red, traced out on a surface of genus 2, is homologically trivial but not homotopically
trivial.

In the case of genus 2 and higher, another kind of loop is also of interest: as the homology group
and the fundamental group are only isomorphic for surfaces with genus 1, it appears that for higher
genus there exist loops which are separating but not contractible (in other terms, they have zero ho-
mology but nonzero homotopy). For instance, the loop £ illustrated in Fig. 3.9 has zero homology
but cannot be continuously deformed into a single point; it splits the surface into two faces with areas
T1 and T5. Such aloop is kind of critical and it is not clear how to compute the limit of its Wilson loop.

Finally, the last class of loops which must be investigated is the class of loops which have nonzero
homology. Indeed, although we proved that they have the distribution of Haar unitaries, we only
proved the convergence of the Wilson loop variance for a particular subset. The case of more general
loops with nonzero homology remains open.
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