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摘要: 高能重离子碰撞产生的带电粒子由两部分组成：一部分来源于碰撞产生的高温高密度物质，另

一部分是带头粒子。假设高温高密度物质按照由演化过程主导的流体力学的规律膨胀并冻析为带电粒

子，带头粒子来源于参与者且具有大致相同的能量。基于该假设，得到了高能重离子碰撞带电粒子的

赝快度分布，并与BNL-RHIC上的PHOBOS合作组在
√
sNN = 62.4与 200 GeV的Cu-Cu碰撞中给出

的实验结果相比较，理论与实验测量符合得很好。
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1 引言

随着对高能重离子碰撞中所观察到的椭圆流与多

重数产生的成功描述[1−3]，相对论流体力学模型已被

广泛地认为是描述碰撞中产生的高温高密度物质时空

演化的最重要的理论工具之一[4−21]。

虽然现在可以借助于强大的数字计算来处理一些

流体力学问题，但这需要非常大的计算量与娴熟的规

避不稳定性的技巧。相反，解析结果，由于其简单与

明晰的特点，通常能为人们了解碰撞产物的性质提供

非常宝贵的信息，一直是人们不懈追求的目标之一。

在给定初始条件与状态方程的条件下，流体的时

空演化过程只取决于局域能量-动量守恒与局域热平

衡假设，从这一点来说，流体力学是简单而有效的。

但另一方面，目前我们对初始条件与状态方程的了解

还很少，更糟糕的是，相对论流体力学的偏微分方程

组是高度非线性的，这样的方程组在求解方法上面临

着巨大的挑战，所以从这一角度而言，流体力学是非

常复杂的。这就是为什么到目前为止该理论的解析研

究一般仅限于 1+1维膨胀过程，1+3维膨胀过程的

研究还很少，这方面的一般解析解还远远没有得到。

1+1维流体力学模型的一个重要应用是讨论高能

重离子碰撞中产生的带电粒子的赝快度分布。本文我

们将在考虑带头粒子效应的基础上，采用由演化过程

所主导的流体力学模型来讨论这一分布[4−5]。该模型

的主要内容将在第 2节中介绍；所得解析解将在第 3

节中用于构造由流体冻析产生的带电粒子的快度分

布，同时给出带头粒子的快度分布，并用所得结果讨

论BNL-RHIC上的PHOBOS合作组在
√
sNN = 62.4

与 200 GeV的Cu-Cu碰撞中所做的实验测量[22]。

2 演化过程主导的流体力学模型

理想流体的 1+1维运动满足方程

∂T 00

∂ t
+

∂T 10

∂z
=0 ，

∂T 01

∂ t
+

∂T 11

∂z
=0 ， (1)

其中：t为时间；z为沿束流方向的纵向坐标。

Tµν =(ε+p)uµuν−pgµν (2)

为能量-动量张量，gµν = diag(1,−1,−1,−1)，uµ，

ε与 p分别为度规张量、流元的 4维速度、能量密度与

压强。由式 (2)与uµ的光锥变量表示

u± =u0±u1 =ut±uz =e±y ，
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其中：y为普通快度，式 (1)变为
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其中：z± = t± z = x0 ± x1 = τe±η为光锥变量；

τ =
√
z+z−为固有时；η = 1/ 2ln

(
z+/z−

)
为时空快

度。

上式是复杂的非线性偏微分方程组，为求解它，

人们引入了Khalatnikov势χ[4−5,18], 它与 z±, τ 及 η

间的关系为
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其中

θ= ln

(
T0

T

)
， (7)

T 为流元的温度；T0为其初始值。采用Khalatnikov

势χ，方程 (3)可简化为[4−5]

∂2χ(θ,y)
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−
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其中：1
/√

g (θ) = cs (θ)是声速。上式是二阶线性偏

微分方程，适用于任意形式的 g (θ)。

现有研究表明，g (θ)随能量与对心度的变化很

慢，对于一定的入射能量，它可以很好地取作常

数[23−25]，对于BNL-RHIC能量的核-核碰撞，该常

数可以近似地取做 g = 8.16[23]。在该情况下，式 (8)

有解[4−5]
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其中F
(
θ′,y′

)
为流体源的初始分布函数。

在高能重离子碰撞中，由于碰撞过程在束流方向

上所产生的剧烈压缩与洛伦兹收缩效应，碰撞产物的

初始压力梯度在该方向上非常巨大，与之相比，初始

速度对膨胀过程的影响可忽略不计。即与压力梯度效

应相比，流体的初始速度可假设为零，流体的运动规

律主要受制于压力梯度所致的膨胀或时空演化过程，

也就是说，时空演化过程主导了流体的运动规律。这

时，流体的初始分布函数可取形式[4−5,19]

F
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其中C′ 为任一常数。将其代入式 (9)得
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上式即为由演化过程所主导的流体力学的解析解，其

中 I0为 0阶第一类变形贝塞尔函数。

3 带电粒子的赝快度分布

高能重离子碰撞产生的带电粒子来源于两部分：

一部分由碰撞产生的高温高密度物质冻析 (Freeze-

out)而成的，我们假设这部分物质的膨胀规律由演化

过程主导的流体力学来描述。另一部分来源于带头粒

子，这部分粒子是指那些携带有碰撞核子量子数与大

部分入射能量的粒子，所以它们应来源于两核碰撞中

的参与者。

3.1 由流体冻析产生的带电粒子的快度分布

利用式 (11)，可以求得该分布。为此，首先考察

温度为TFO的一类时超曲面上流体熵的快度分布，该

分布定义为

dS

dy
= suµ dλµ

dy

∣∣∣∣
TFO

= suµnµ
dλ

dy
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TFO

， (12)
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其中nµ为超曲面法线方向4维单位矢量，满足条件

nµnµ =n+n− =1 ， (13)

dλµ =dλnµ，dλ为沿nµ方向的无穷小类时线元

dλ=
√
dλµdλµ =

√
−dz+dz− 。 (14)

采用(θ,y)变量，温度一定的超曲面可方便地定义为

τFO (y)= τ (θFO,y) ， ηFO (y)= η (θFO,y) 。

其切向矢量为
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e−ηFO ， (15)

其中的撇号代表对 y的微分，则由定义有
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上式与式(13)给出
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由该式得
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由式(15)，式(14)变为
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由以上两式，式(12)变为
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进一步，由式(4)知
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由式 (5)与 (6)得
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将以上两式代入式 (18)得
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=
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上式即为由Khalatnikov势χ表示的流体的熵在温度

为TFO或 θFO = ln(T0/TFO)的类时超曲面上的快度

分布，由该超曲面，流体将冻析为实验上测得的带电

粒子。

将式 (11)代入上式得
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其中 I1为 1阶第一类变形贝塞尔函数。由于 θFO =

ln(T0/TFO)与流体的初始温度有关，所以它应是入射

能量与对心度的函数。注意熵与带电粒子数之间的正

比关系，则由流体冻析产生的带电粒子的快度分布为

dNFluid

(
b,
√
sNN,y

)
dy

=

C (b,
√
sNN)

[
I0

 g−1

2

√
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g
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θFO√
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g
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 g−1

2

√
θ2FO− y2

g

]
， (23)

其中，C
(
b,
√
sNN

)
是一与快度无关的正规化常数；

b是碰撞参数；
√
sNN是核子对的质心能量。

3.2 带头粒子的快度分布

在我们的前期工作中[5−7]，我们曾假设带头粒子

的快度分布具有高斯形式

dNLead

(
b,
√
sNN,y

)
dy

=
NLead

(
b,
√
sNN

)
√
2πσ

×

exp

{
−

[
|y|−y0

(
b,
√
sNN

)]2
2σ2

}
， (24)

其中NLead

(
b,
√
sNN

)
，y0

(
b,
√
sNN

)
与σ分别是带头

粒子数、高斯分布的中心位置与宽度。这一结论源自

于如下考虑：对于一定的入射能量，每次核-核碰撞中

的各带头粒子具有大致相同的能量或快度，这样由中

心定理知[26]，带头粒子的快度应具有如上所述的高

斯分布。实际上，实验研究表明，由流体冻析产生的

各种不同带电粒子，其快度分布都很好地服从高斯分

布[27−28]。

式 (24)中的 y0
(
b,
√
sNN

)
是带头粒子的平均快

度，显然它应随入射能量与对心度的增加而增加。

σ的取值依赖于各带头粒子间能量或快度的相对差，

与入射能量、对心度甚至对撞系统的关系不大，至少

不应明显地依赖于它们，二者的具体取值将通过与实

验数据相比较来确定。

按定义，式(24)中的带头粒子数NLead

(
b,
√
sNN

)
应等于参与者数。如：对于p-p碰撞，总带头粒子数

为 2个。对于等核碰撞，每核贡献的带头粒子数为

NLead

(
b,
√
sNN

)
=

NPart

(
b,
√
sNN

)
2

， (25)

其中

NPart (b,
√
sNN)=

∫
nPart (b,

√
sNN,s)d

2s (26)

是总的参与者数[29]，式中的积分变量 s是碰撞区域

内任意一点相对于弹核中心的横向坐标，被积函

数nPart

(
b,
√
sNN,s

)
是 s处、沿束流方向、底面积为

一个单位的流管内的参与者数，它取形式

nPart

(
b,
√
sNN,s

)
=TA (s)×{

1−exp
[
−σin

NN

(√
sNN

)
TB (s−b)

]}
+

TB (s−b)
{
1−exp

[
−σin

NN

(√
sNN

)
TA (s)

]}
，

其中σin
NN

(√
sNN

)
是核子-核子非弹性碰撞截面，

它随能量的增加而缓慢增加。如：对于
√
sNN =

62.4 与 200 GeV 的碰撞， σin
NN依次取值 36 与 42

mb[30]。上式中的下脚标A与B分别代表弹与靶核，

TA(s)或TB(s−b)是核厚度，其值等于处在弹或靶核

内的上述流管内的核子数，取形式

T (s)=

∫
ρ(s,z)dz ，

其中

ρ(r)=
ρ0

1+exp[(r−r0)/a]

是核密度的Wood-Saxon分布，a和 r0 分别为趋肤

深度与核半径，不同文献二者取值稍有不同。本

文二者分别取值 a = 0.54 fm， r0 = 1.12A1/3 −
0.86A−1/3fm[29]，其中A为核质量数。

由 文 献 [5] 的 讨 论 知， 对 于 由BNL-RHIC

到CERN-LHC能量的核-核碰撞，式 (26)给出的结

果与各合作组给出的结果符合得很好。

3.3 带电粒子的赝快度分布及与实验测量的比较

由快度分布，利用关系

dN
(
b,
√
sNN,η

)
dη

=

√
1− m2

m2
T cosh2 y

dN
(
b,
√
sNN,y

)
dy

(27)

就 可 以 得 到 赝 快 度 分 布[31]， 其 中： mT =√
m2+p2T为横质量；pT为横动量。上式右边第一

项实际上即为变量变换的雅克比行列式，要完成上述

变换，还需关系

y=
1

2
ln


√
p2T cosh2 η+m2+pT sinhη√
p2T cosh2 η+m2−pT sinhη

 。 (28)
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考虑到流体冻析与带头粒子两者的贡献，式 (27)中的快度分布为

dN
(
b,
√
sNN,y

)
dy

=
dNFluid

(
b,
√
sNN,y

)
dy

+
dNLead

(
b,
√
sNN,y

)
dy

。 (29)

将上式，即式 (23)与 (24)两式之和代入式 (27)，

就可以得到带电粒子的赝快度分布。图 1和 2给出

了
√
sNN = 62.4与 200 GeV的Cu-Cu碰撞中的相应

分布，由该图可以看出，理论结果与实验测量间吻合

得很好。

在计算中，对于
√
sNN =62.4与 200 GeV的碰撞，

图 1
√
sNN =62.4 GeV的Cu-Cu碰撞中带电粒子的赝快度分布

实点为实验数据[22]，虚线是流体力学式 (23)的结果，点线是带头粒子式 (24)的结果，实线是虚线与点线之和。
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图 2
√
sNN =200 GeV 的Cu-Cu碰撞中带电粒子的赝快度分布

实点为实验数据[22]，虚线是流体力学式 (23)的结果，点线是带头粒子式 (24)的结果，实线是虚线与点线之和，即流体力学与带

头粒子的贡献之和。

按对心度由小到大，式 (23)中的 θFO依次取值 [1.68，

1.86]与 [2.95，3.53]。即对于一定的入射能量，θFO随

对心度的增加而增加，而对于一定的对心度，θFO随

入射能量的增加而增加。 θFO的这种变化特点是很

好理解的，因为由式 (23)知，θFO的大小决定着带

电粒子快度分布的范围，由图 1和 2可知，该分布范

围随能量与对心度的增加是增加的。按能量与对心

度由小到大，式 (24)中的中心位置 y0 依次取 [2.62，

2.75]与 [2.75，3.15]。可见，y0随能量与对心度的变

化关系与 θFO的一样，即对于一定的入射能量，y0随

对心度的增加而增加，而对于一定的对心度，y0随入

射能量的增加而增加。考虑到带头粒子是那些携带
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有参与碰撞核子的量子数与大部分入射能量的粒子，

y0的这种变化特点也是很好理解的。入射能量越大，

带头粒子分得的能量或快度 y0越大，核的穿透性越

好。这与文献[32]的实验测量是一致的，该实验研究

表明，核的穿透性随入射能量的增加而增加。而对于

一定的入射能量，对心度越大，参与者碰撞的次数越

少，损失的能量越少，则带头粒子的能量或快度 y0越

大。而对于不同能量与不同对心度的碰撞，式 (24)中

的σ取常数σ = 0.85，如上所述，σ与入射能量及对

心度无关。

4 讨论

与束流方向巨大的压力梯度相比，流体在该方

向上的初始速度对流体膨胀过程的影响可忽略不

计，流体的运动主要由后续的演化过程所支配，从而

保证了由演化过程所主导的流体力学的合理性。采

用Khalatnikov势方法，该理论模型可解析求解，所

得解的重要应用之一是可用其构造由流体演化产生

的带电粒子的快度分布，若假设这些带电粒子是由

流体经由温度一定的类时超曲面冻析产生，则它们

的快度分布可用 0阶与 1阶第一类变形贝塞尔函数简

单地表示出来，在该表达式中，仅引入了两个参数：

g与 θFO = ln(T0/TFO)。g取值于实验研究，θFO由理

论与实验结果相比较来确定。

与Hwa-Bjorken流体力学相比，演化过程主导

的流体力学存有三方面的优势：(1)前者假设普通快

度 y与时空快度 η相等，后者没有做这样的假设[参

见式(6)]。所以，前者的假设只是后者的特殊情况。

(2)前者假设流体满足状态方程 ε = 3 p。由文献 [25]

的研究可知，该状态方程只近似适用于T > 240 MeV

的高温情况。而后者适用于状态方程 ε = gp，其

中 g为任一常数，计算中，我们将其取做实验研究结

果 g = 8.16。所以，后者处理的流体较前者更接近于

实际情况。 (3)前者得到的带电粒子的快度分布是一

平台结构，只是在很窄的中心快度区与实验测量相

符合，在大部分、特别是高快度区与实验测量完全不

一样。而后者在整个快度区与实验结果符合得都很

好[5]。

碰撞中产生的带电粒子除了来自于高温高密度物

质或流体的冻析外，还包含有带头粒子。与前期工作

一样，这里我们假设带头粒子的快度分布具有高斯形

式。值得一提的是，本文的研究再一次表明，高斯分

布的中心位置 y0随入射能量和对心度的增加而增加，

而分布的宽度σ与二者无关，这些与前期工作所得的

结论是相一致的。

与BNL-RHIC上的PHOBOS合作组在
√
sNN =

62.4与 200 GeV的Cu-Cu碰撞中所做的实验测量相

比较知，演化过程主导的流体力学模型与带头粒子效

应一起可以很好地描述实验测量。
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Evolution-dominated Hydrodynamic Model and the

Pseudorapidity Distributions of the Charged

Particles Produced in Cu-Cu Collisions

at BNL-RHIC Energies

JIANG Zhijin1)，WANG Jie，ZHANG Haili，MA Ke

(College of Science, University of Shanghai for Science and Technology, Shanghai 200093, China )

Abstract: The charged particles resulting in high energy heavy ion collisions consist of two parts: One is

from the hot and dense matter produced in collisions. The other is the leading particles. We suppose that the

hot and dense matter expands and freezes out into the charged particles according to the evolution-dominated

hydrodynamics, and the leading particles are from participants with approximately the same energy. On the

basis of this assumption, we get the pseudorapidity distributions of the charged particles produced in high energy

heavy ion collisions, and make a comparison with the experimental data presented by PHOBOS Collaboration at

BNL-RHIC in Cu-Cu collisions at
√
sNN= 62.4 and 200 GeV. The theoretical predictions are in good accordance

with experimental measurements.
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