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霍尔管是模拟量子霍尔效应的重要模型, 却至今没有在超导量子电路中实现过. 超导量子电路是宏观调

控量子效应的优秀平台. 本文利用超导量子电路系统的高度可调性, 在超导量子电路系统中设计出了具有周

期性边界条件的三条超导比特链. 之后利用交流微波对每个比特分别进行驱动, 构造出人造霍尔管. 人造霍

尔管中的人造规范场可以通过选择合适的微波相位来进行独立调控. 发现了人造霍尔管中存在不同特征的

手性流, 分别为Meissner流和不同面上的涡旋流. 为了判别这些流的存在, 定义了四个序参量, 并在参数空间

中画出了不同流之间量子相变的完整相图. 最后, 提出了制备人造霍尔管基态以及探测基态手性流的可行性

实验方案. 这一研究丰富了霍尔管的量子流, 并且在已有的实验系统中能够很快实现, 为探索新的量子相提

供了新的途径.
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1   引　言

系统的不同几何结构总是会诱导出不同的物

理特征. 例如对于有磁场的两链晶格系统, 如果粒

子按照正方形两两正对耦合, 晶格链上会出现手性

流 [1,2], 当改变耦合形式, 使粒子之间交错耦合形

成 Creutz ladder时, 除了手性流, 在晶格链的边

缘还会诱导出孤立的电子态 [3,4]. 对于有磁场的三

链晶格系统, 如果粒子按照正方形两两正对耦合,

晶格链上会出现局域在链边界的手性流 [5,6], 而粒

子按照菱形结构耦合时, 系统的能量会局域在两条

边界链的菱形顶点, 形成著名的平带结构 [7]. 值得

强调的是, 周期性边界条件是链状晶格的一个重要

几何结构, 能够诱导出丰富的物理现象, 如周期性

边界条件会诱导霍尔晶格出现单粒子分数能谱, 也

就是著名的 Hofstadter蝴蝶能谱 [8]、环面几何结构

的晶格中能够实现 Laughlin泵浦, 用来刻画量子

化的霍尔电导 [9−11]. 最近的冷原子实验在周期性边

界条件下, 利用中性费米子的三个自旋态实现了人

造霍尔管, 并通过淬火动力学测量了该系统的能

带, 发现了能够预测拓扑相变的能带闭合点 [12]. 作为

模拟二维量子霍尔效应的重要模型, 霍尔管的实现

引起了广泛关注, 如在霍尔管中实现可调磁通并利

用这一磁通实现拓扑电荷泵浦 [13]、刻画出费米子

霍尔管的多体相图并发现了拓扑非平庸的磁性相 [14].
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然而手性作为霍尔效应中的重要物理特征, 在霍尔

管中并没有进行研究. 本文就来探索这一问题.

另一方面, 相比于光晶格和冷原子系统, 超导

量子电路作为全固态器件, 在扩展性、集成性、调

控性上都有更大的优势 [15−18]. 近年来, 基于超导量

子电路系统进行量子模拟在很多领域都受到了广

泛关注, 如动力学量子相变 [19]、多体局域化 [20]、磁

性 [21,22]、拓扑磁子绝缘体 [23]、拓扑半金属材料 [24]、

强关联量子行走 [25] 以及耗散稳定的Mott绝缘体 [26]

等. 最近, 中国科技大学的朱晓波团队 [27] 成功研制

出了二维链状的 62 比特可编程超导量子计算处理

器, 并完成了可编码的量子行走. 这一突破性的实

验实现了大尺寸耦合的超导量子比特, 降低了尺寸

效应对观测多体量子效应的影响, 为探索多体物理

提供了新的途径. 另外, 我们注意到, 实验上已经

实现了超导比特的次近邻耦合 [28,29], 因此对于一个

三链的超导比特系统, 链间比特两两耦合就会实现

一个具有周期性边界条件的管状结构. 相比于光晶

格冷原子实验中的人造维度, 在真实空间中实现霍

尔管更加容易调控和观测.

本文提出了利用超导量子电路实现人造霍尔

管的可行性实验方案, 首先设计出具有周期性边界

条件的三链比特模型, 然后用交流微波驱动每一个

超导比特实现霍尔管所需要的人造规范场, 值得强

调的是, 相比于光晶格冷原子, 本文所设计的人造

霍尔管具有独立可调的人造规范场. 接下来探索了

人造霍尔管的基态手性流, 发现了 Meissner流和

不同面上的涡旋流及其量子相变, 并且定义了四个

序参量来判别这些流的存在及相变的发生. 最后在

参数空间中画出了不同手性流之间量子相变的完

整相图. 另外, 提出了制备系统基态以及探测这些

基态手性流的实验方案. 本文的工作为在超导量子

电路中探索量子霍尔效应、量子流以及量子相变提

供了新的途径. 

2   理论模型

如图 1所示, 本文用 transmon比特 [30] 设计了

一个三链结构的超导量子电路来实现人造霍尔管.

沿着每条链, transmon比特都与其最近邻比特耦

合. 在每个元胞中, 三条链上的比特之间两两耦合.

这里, 比特之间均通过电容进行耦合. 能够看到,

这个系统中不仅存在比特间的最近邻耦合, 还存在

次近邻耦合. 超导比特系统中这种次近邻的比特耦

合在实验上已经实现 [28,29]. 基于图 1(a)的超导电

路, 能够写出相应的拉氏量: 

L =
∑
ν,j

[
Cνj

2
ϕ̇2νj + EJ

νj cos
(
ϕνj
ϕ0

)]

+
∑

ν,⟨i,j⟩

[
Cνij

2

(
ϕ̇νi − ϕ̇νj

)2]

+
∑
j

[
CABj

2

(
ϕ̇Aj − ϕ̇Bj

)2
+
CBCj

2

(
ϕ̇Bj − ϕ̇Aj

)2
+
CCAj

2

(
ϕ̇Cj − ϕ̇Aj

)2 ]
, (1)

Cνj

EJ
νj

Cνij

{CABj , CBCj , CCAj}
ϕνj

ϕ0 = 1/ (2e)

⟨i, j⟩
ϕ̂νj q̂νj =

∂L/∂
˙̂
ϕνj

式中,    是第 n 条链上, 第 j 个比特的有效电容;

 是第 n 条链上, 第 j 个比特的有效约瑟夫森能;

 是耦合第 n 条链上, 第 i 和第 j 个比特的电容;

 是耦合第 j 个元胞中不同链

间比特的电容;    是第 n 条链上, 第 j 个比特中

约瑟夫森结的相位,    是其量子化单位;

 表示的是每条链上最近邻比特的求和. 当设

 为正则坐标时, 那么正则动量可以表示为 

 , 即
 

q̂νj = Cνj
˙̂
ϕνj +

∑
j⟨i⟩

Cνj

(
˙̂
ϕνj − ˙̂

ϕνj⟨i⟩

)

+
∑
ν ̸=ν′

Cνν′j

(
˙̂
ϕνi − ˙̂

ϕν′i

)
, (2)

j⟨i⟩
Cνj ≫ {Cν(j−1)j

Cνj(j+1) CABj , CBCj , CCAj} ˙̂
ϕνj≈ q̂νj/Cνj

其中  表示的是对第 j 个元胞的 transmon比特周

围比特的求和. 考虑到实验条件   ,

 ,   
[30], 得到  .

利用勒让德变换, 可以写出相应的哈密顿量: 

Ĥ = Ĥ0 + ĤIJ + ĤR, (3)

其中, 

Ĥ0 =
∑
ν,j

(
q̂2νj

2C̃νj

+
ϕ̂2νj
2LJ

νj

−
EJ

νj

24ϕ̂40
ϕ̂4νj

)
, (4)

 

ĤIJ =
∑

ν,⟨i,j⟩

Cνij

CνiCνj
q̂νiq̂νj , (5)

 

ĤR =
∑

ν ̸=ν′,j

Cνν′j

CνjCν′j
q̂νiq̂ν′i, (6)

1/C̃νj = (Cνj − CABj − CBCj − CCAj−

Cν(j−1)j − Cνj(j+1))/C
2
νj 1/LJ

νj = EJ
νj/ϕ

2
0

式 中  

 ,    . 之后引
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入产生湮灭算符,
 

âνj =

√
C̃νjω0

νj

2
ϕ̂νj + i

√
1

2C̃νjω0
νj

q̂νj , (7)

 

â†νj =

√
C̃νjω0

νj

2
ϕ̂νj − i

√
1

2C̃νjω0
νj

q̂νj , (8)

[âνj , â
†
ν′,j′ ] = δν,ν′δj,j′ ω0

νj =
√
8EC

νjE
J
νj

EC
νj =

e2/(2C̃νj)

算符满足   .   

是第 n 条链上 , 第 j 个比特的频率 , 其中    

 . 考虑旋波近似, 则量子化之后的哈密顿

量可写为
 

Ĥ0 =
∑
ν,j

ω0
νj â

†
νj âνj +

1

2
Vνj n̂νj(n̂νj − 1), (9)

 

ĤIJ =
∑
ν,j

gνj â
†
ν(j−1)âνj + H.c., (10)

 

ĤR =
∑

ν ̸=ν′,j

g̃νν′j â
†
νj âν′j + H.c., (11)

n̂νj = â†νj âνj其中 H.c.表示厄米共轭.    是粒子数算

符. 参数为
 

Vνj = −EC
νj , (12)

 

gνj =
Cν(j−1)j

√
ω0
ν(j−1)ω

0
νj

2
√
Cν(j−1)Cνj

, (13)
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EJ0
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QA(j−1)QAjQBjQB(j−1) QC(j−1)QCjQBjQB(j−1) φ0 QA(j−1)QAjQCjQC(j−1) 2φ0

图 1    人造霍尔管模型　(a) 三条 transmon比特链分别标记为 A, B, C. 沿着每条链, 最近邻比特之间耦合. 三条链之间, 同一个

元胞中的比特两两耦合. 这里所有的耦合器均为电容.   表示的是第 n 条链上的第 j 个比特.   和   分别是第 n 条链上、第

j 个比特的有效电容和约瑟夫森能.   是耦合第 n 条链上、第 i 和第 j 个元比特的电容.   是耦合第 j 个元

胞中不同链间比特的电容.   是第 n 条链上、第 j 个比特的约瑟夫森结的相位. transmon比特的约瑟夫森结由超导量子干涉仪

(SQUID)形成,   是 SQUID中每个约瑟夫森结的能量. 每个比特都受到外加磁通   的调制. (b) 人造霍尔管示意图, 在面

 和   上积累   的相位, 在面   上积累   的相位. 图

中, 红色、黑色和蓝色的实心球分别表示 A, B 和 C 链上的比特

Cνj EJ
νj

Cνij {CABj , CBCj , CCAj}
ϕνj

EJ0
νj Φνj(t)

φ0 QA(j−1)QAjQBjQB(j−1) QC(j−1)QCjQBj

QB(j−1) 2φ0 QA(j−1)QAjQCjQC(j−1)

Fig. 1. Model  of  the  synthetic  Hall  tube:  (a)  Three-leg  (labeled  respectively  by A, B, C)  superconducting  circuits  with  transmon

qubits. Along each leg, the qubits are coupled with their nearestneighbor sites, while they interact with each other between legs at

the same unit cell. All couplers are capacitors.    and    are the effective capacitance and the Josephson energy of the qubit at

the j th site on the n th leg.     and     are the capacitors to couple the qubits at the jth site on the nth leg

with its nearest-neighbor sites along each leg and between the legs, respectively.     is the phase of the Josephson junction of the

qubit at the jth site on the nth leg. The Josephson junction of the transmon qubit is a superconducting quantum interference device
(SQUID).    is the Josephson energy of SQUID. Each qubit is modulate by an external magnetic flux   . (b) Schematics of

the  synthetic  Hall  tube  with  an  effective  phase      in  the  plaquette      and   

  and    in the plaquette   . The red, black, and blue filled circles indicate the qubits in the A,

B and C legs, respectively. 
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g̃νν′j =
Cνν′j

√
ω0
νjω

0
ν′j

2
√
CνjCν′j

, (14)

Vνj gνj

(j − 1)

g̃νν′j

ν′

gνj = g̃νν′j = g0

EC
νj ≪ EJ

νj EJ
νj/E

C
νj = 50

{Cν(j−1)j , Cνj(j+1), CABj ,

CBCj , CCAj} ≈ 0.5 Cνj ≈ 100

Vνj/ (2π) ≈ 200 g0/ (2π) ≈
10 Vνj ≫ g0

â†νj |0⟩νj = |1⟩νj â†νj |1⟩νj = 0 âνj |0⟩νj =

0 âνj |1⟩νj = |0⟩νj
Vνj n̂νj(n̂νj − 1)/2 ≡ 0

其中   是第 n 条链、第 j 个比特非谐性强度.   

表示第 n 条链上第 j 和第   个比特之间的耦

合强度.   表示的是第 n 条链上第 j 个比特和第

 条链上第 j 个比特之间的耦合强度. 本文中, 为

了方便讨论, 考虑  . 因为 transmon

比特要求   , 所以选择   , 并

且设置相应的电容值 ,   

  fF 及    fF. 基于以上

参数条件, 计算出   MHz,  

  MHz, 从这里能够看出  
[31]. 在此参数条

件下, 比特具有很强的非谐性, 因此每一个 trans-

mon比特只能激发一个玻色子, 也就是说, 玻色算

符 满 足   ,    ,   

 以及  . 这时哈密顿量 (9)中的第二

项满足   . 故哈密顿量可以表

示为 

Ĥ =
∑
ν,j

ω0
νj â

†
νj âνj +

∑
ν,j

(
g0â

†
ν(j−1)âνj + H.c.

)
+
∑

ν ̸=ν′,j

(
g0â

†
νj âν′j + H.c.

)
. (15)

EJ0
νj EJ

νj = 2EJ0
νj

Φνj(t)

为了实现图 1(b)所示的人造霍尔管, 我们利用交

流微波对每个 transmon比特进行驱动. 实验上 [32],

每个微波驱动都可以通过磁通偏置线来实现. 如

图 1(a)所示, transmon比特的约瑟夫森结是由超

导量子干涉仪 (SQUID)形成的等效约瑟夫森结.

考虑 SQUID的两个约瑟夫森结具有相同的能量

 , 则等效约瑟夫森能   . 之后给每个

比 特 外 加 一 个 磁 通 偏 置   , 这 时 同 一 个

Φνj(t)/ϕ0SQUID的两个约瑟夫森结之间会产生  的

相位差, 每个比特的势能变为 

EJ0
νj

[
cos
(
ϕνj
ϕ0

+
Φνj(t)

2ϕ0

)
+ cos

(
ϕνj
ϕ0

− Φνj(t)

2ϕ0

)]

= EJ
νj(t) cos

(
ϕνj
ϕ0

)
, (16)

EJ
νj(t) = EJ

νj cos[Φνj(t)/2ϕ0]

EJ
νj(t) ω0

νj

ωνj(t) = ω0
νj

√
cos[Φνj(t)/2ϕ0]

其中   . 将约瑟夫森能

 代入到比特频率   中, 就得到了驱动之后

的比特频率   . 进一步

将偏置磁通具体地选择为 

Φνj(t) = δνj cos
(
u0νjt+ φ0

νj

)
, (17)

δνj ≪ ω0
νj u0νj φ0

νj

Φνj(t) = 0

ωνj(t)

其中   是偏置磁通的振幅.    和   分别

是偏置磁通的频率和相位 . 之后 , 在  

处对  进行泰勒展开 (保留到二阶), 得到: 

ωνj(t) ≈ ω0
νj + ενj sin (uνjt+ φνj) , (18)

ενj = ω0
νjδ

2
νj/4ϕ

2
0 uνj = 2u0νj φνj = 2φ0

νj+

3π/2 Û = Û1 × Û2

其 中   ,    ,   

 . 利用幺正算符   对受到微波驱动

的哈密顿量进行旋转操作, 其中, 

Û1 = exp

−i
N∑
j=1

∑
ν

ω0
νj â

†
νj âνjt

 , (19)

 

Û2 = exp

i N∑
j=1

∑
ν

ανj â
†
νj âνj cos (uνjt+ φνj)

 ,
(20)

ανj = ενj/uνj(20)式中  . 旋转之后的哈密顿量可以

表示为 

Ĥ = Û †ĤÛ + i
dÛ †

dt
Û = ĤE + ĤI, (21)

其中,
 

 

ĤE =
∑
ν

g0

{
â†ν1âν2e

−i∆ν2t exp [−iαν1 cos (uν1t+ φν1)] exp [iαν2 cos (uν2t+ φν2)] + H.c.
}

+ g0

{
â†ν2âν3e

−i∆ν3t exp [−iαν2 cos (uν2t+ φν2)] exp [iαν3 cos (uν3t+ φν3)] + H.c.
}
+ · · · , (22)

 

ĤI =
∑
ν ̸=ν′

g0

{
â†ν1âν′2e−i∆νν′1t exp [−iαν1 cos (uν1t+ φν1)] exp [iαν′1 cos (uν′1t+ φν′1)] + H.c.

}
+ g0

{
â†ν2âν′2e−i∆νν′2t exp [−iαν2 cos (uν2t+ φν2)] exp [iαν′2 cos (uν′2t+ φν′2)] + H.c.

}
+ · · · , (23)

∆νj = ω0
νj − ω0

ν(j−1) ∆νν′j = ω0
ν′j − ω0

νj . exp [iα cos (ut+ φ)] =∑∞

−∞
imJm(α) exp [im (ut+ φ)] Jm(·)

其中, 参数  ,    进一步利用 Jacobi-Anger恒等式,  

 [  是 m 阶第一类贝塞尔函数 ], 得到,
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ĤE =
∑
ν,j

g0â
†
ν(j−1)âνj

∞∑
m1=−∞

(−i)m1Jm1
(αν(j−1)) exp

[
−im1

(
uν(j−1)t+ φν(j−1)

)]

×
∞∑

m2=−∞
im2Jm2

(ανj) exp [i (m2uνj −∆νj) t+m2φνj ] + H.c., (24)
 

ĤI =
∑

ν ̸=ν′,j

g0â
†
νj âν′j

∞∑
m1=−∞

(−i)m1Jm1
(ανj) exp [−im1 (uνjt+ φνj)]

×
∞∑

m2=−∞
im2Jm2

(αν′j) exp [i (m2uν′j −∆νν′j) t+m2φν′j ] + H.c.. (25)

∆νj =

uνj −uνj ∆ABj = uBj ∆BCj = uCj ∆CAj =

uAj

uνj ≫ g0

当 j 为奇数（偶数）时 , 将参数设置为  

   (  ),    ,    及  

 . 考虑到实验中 [32] 驱动频率远大于比特间的耦

合强度, 即  , 利用旋波近似忽略掉哈密顿

量 (24)式和 (25)式中的振荡项, 得到最终的哈密

顿量为 

Ĥ =
∑
ν,j

(
tνjeiφ̃νj â†ν(j−1)âνj + H.c.

)
+
∑

ν ̸=ν′,j

t̃νν′jeiφ̃νν′j â†νj âν′j , (26)

其中有效耦合强度为 

tνj=g0J0(αν(j−1))J1(ανj), (27)
 

t̃νν′j = g0J0(ανj)J1(αν′j), (28)

相位为 

φ̃νj = (−1)
j+1

φνj + π/2, (29)
 

φ̃ABj = −φ̃BAj = φBj + π/2, (30)
 

φ̃BCj = −φ̃CBj = φCj + π/2, (31)
 

φ̃CAj = −φ̃ACj = φAj + π/2. (32)

φBj = 0 φAj = (−1)
j+1

φ0 φCj =

(−1)
j
φ0 QA(j−1)QAjQBjQB(j−1)

QC(j−1)QCjQBjQB(j−1) φ0

QA(j−1)QAjQCj QC(j−1) 2φ0

b̂νj = exp{−i[φ0j(s+ 1)]}âνj

tνj = t0 t̃ABj =

t̃BCj = t̃ t̃CAj = tCA

当选择   ,    以及  

 时, 在平面  和平面

 内会积累   的相位, 在平

面       内会积累   的相位 .

至此, 哈密顿量 (26)就刻画了图 1(b)中规范场独

立可调的人造霍尔管. 为了方便讨论, 下文对玻色

算符进行规范变换 ,   

(s = –1, 0, 1 分别对应 A, B, C 三条链), 并选择

正参数. 进一步将耦合强度设置为  ,  

 以及     . 在接下来的讨论中只考

虑单比特激发的情况. 

3   基态手性流

j + 1

手性是霍尔效应中十分重要的物理特征. 基于

手性, Meissner到涡旋流的相变 [33−35]、相互作用诱

导的动力学手性流 [36]、手性自旋束 [37]、光子分数拓

扑绝缘体 [38]、拓扑超流 [39] 以及拓扑超导体 [40] 等物

理现象都被观测到. 作为一个模拟整数量子霍尔效

应的最小模型, 霍尔管的手性是一个值得关注的问

题. 为了研究本文中人造霍尔管的手性, 需要先给

出流的概念和定义 . 首先 , 沿着 A 链、B 链以及

C 链, 第 j 和第  个比特之间的流可以定义为 

ĴAj = it0eiφ0 b̂†Aj b̂A(j+1) + H.c.,

ĴBj = it0b̂†Bj b̂B(j+1) + H.c.,

ĴCj = it0e−iφ0 b̂†Cj b̂C(j+1) + H.c.. (33)

另外 , 还需要考虑沿着链之间的的流 , A 链和

B 链、B 链和 C 链以及 C 链和 A 链上第 j 个比特

之间的流可以定义为 

ĴABj = it̃b̂†Aj b̂Bj + H.c.,

ĴBCj = it̃b̂†Bj b̂Cj + H.c.,

ĴCAj = itCAb̂
†
Cj b̂Aj + H.c.. (34)

xy

xy xy

xy xy

xy xz

xz xy

基于以上流的定义, 图 2给出了在不同的参数下比

特链上局域的基态手性流以及比特的基态态密度

分布. 从图 2可以看到, 这里一共有四种流, 图 2(a)

和图 2(b)中的流只在  平面中, 并且图 2(a)中为

 平面上的Meissner流 (下文简称  -M), 图 2(b)

中为  平面上的涡旋流 (下文简称  -V). 图 2(c)

中的流不仅在  面上有涡旋流在  面上也有涡旋

流, 本文称其为双面涡旋流 (下文简称 DV), 图 2(d)

中只有   面上有涡旋流,    面上没有流 (下文简
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xz称  -V). 由此可以看到, 不同参数下, 系统会出现

不同的手性流, 也就是说这里存在不同流之间的量

子相变. 接下来在参数空间中讨论这一量子相变.

 
 

(a) (b)

(c) (d)
















t̃ = 1.1 tCA = 4.5 t̃ = 0.4 tCA = 1.8

t̃ = 4 tCA = 4.4 t̃ = 2 tCA = 2

φ0 = 2π/3 t0

图 2    霍尔管上的流以及比特的态密度分布. 箭头的粗细

表示流的强弱 , 红色、蓝色和黑色实心小球的大小分别表

示 A 链、B 链和 C 链上比特态密度分布的多少 . 参数选择

分别为　(a)   和  ; (b)   和  ;

(c)   和   ; (d)   和   . 这四个图共

同的参数是   , 并且所有参数均以   为单位

t̃ = 1.1 tCA = 4.5 t̃ = 0.4

tCA = 1.8 t̃ = 4 tCA = 4.4 t̃ = 2

tCA = 2

t0

φ0 = 2π/3

Fig. 2. Currents and densities distributions on the Hall tube

with  (a)      and    ;  (b)      and

 ;  (c)      and    ;  (d)      and

 . The thicknesses of the arrow denote the currents

strength.  The  size  of  the  red,  black,  and  blue  filled  circles

indicate the densities on the A, B, and C legs respectively.

Here      is  used  as  the  unit.  The  common  parameter  is

 .
 

首先, 通过计算发现, B 链上的流总是 0, 因此

不再对 B 链上的流进行讨论. 那么, 为了进一步分

析流在参数空间中的变化, 需定义几个物理量, 分

别为 

JC// =
∑
j

(
⟨ĴAj⟩G − ⟨ĴCj⟩G

)
,

JAB =
∑
j

∣∣∣⟨ĴABj⟩G
∣∣∣ ,

JBC =
∑
j

∣∣∣⟨ĴBCj⟩G
∣∣∣ ,

JCA =
∑
j

∣∣∣⟨ĴCAj⟩G
∣∣∣ , (35)

⟨·⟩G JC//

JC// xy

JC// = 0 xy JC// ̸= 0

xy JAB JBC JCA

xz JAB JBC

JCA xz

其中  表示的是物理量的基态值.   表示的是

系统处于基态时, A 链和 C 链上流的差值, 因此

 的值可以用来判断   平面中手性流的存在,

当  时,   平面没有手性流, 反之 

时,   平面内有手性流.   ,   ,   分别表示

系统处于基态时, 所有元胞中 A 链和 B 链间、B 链

和 C 链间、C 链和 A 链间流的总和. 它们的值可以

用来判断  平面内涡旋流的存在, 即当  ,   ,

 不等于 0且具有相同的正负号时,    平面存

xz

JC// ̸= 0 JCA = 0 xy

JCA ̸= 0 xy

JAB JBC JAB JBC

JCA

在涡旋流 , 否则   平面不存在涡旋流 . 另外 , 在

 的情况中, 如果   ,    平面的手性

流是Meissner流, 如果  ,   平面的手性流

是涡旋流. 另外, 通过计算发现, 在整个参数空间

中 ,    和   的值始终相等 , 并且   和  

以及  的正负号始终相同. 综上, 把系统中四种

流的判别条件总结在表 1中.
  

表 1    不同手性流的判别
Table 1.    Discriminant of the chiral currents.

手性流的类别 xy  -M xy  -V xz  -V DV

JC∥ 非0 非0 0 非0

JAB JBC  (  ) 0 0 非0 非0

JCA 0 非0 1非0 非0
 
 

t̃-tCA

t̃ tCA

JC//

tCA JC// tCA

JC// tCA

JC// tCA

JC//

t̃

JC//

JCA JC//

JCA

JCA

JAB JBC t̃ = tCA

t̃

tCA xz tCA

xz xy xy

t̃ tCA xy

tCA xy

t̃

xy xy t̃

xy

图 3给出了参数空间   中的完整相图. 从

图 3(a)可以看出 , 当   不变时 , 随着   的增加 ,

 在一段区域内会保持最大的正值不变, 之后随

着  的继续增加,   逐渐减小变为 0, 当  增

加到更大的值时,   减小到负值, 在  足够大

时,    减小到它的最小负值, 并且不再随着  

的增加而减小. 另一方面, 可以发现,    的正值

区域会随着   的增加而增加. 从图 3(b)可以看出,

在  达到最大正值和最小负值且不随参数变化

的区域内,    的值始终为 0, 只有   从最大正

值向最小负值变化的过渡区域中,    才会出现

非 0的值, 且   始终大于 0. 这种现象符合之前

实验 [33] 及理论 [34,35] 中对 Meissner流到涡旋流相

变的研究结果 , 即手性流的绝对值在 Meissner

流的区域达到最大, 随着 Meissner流变为涡旋流,

手性流的绝对值会从最大值逐渐减小. 另外, 在图

3(c)中发现,    和   只有在   的附近区

域才会出现非 0的值, 且始终大于 0. 通过以上分

析, 根据表 1中对流的判别条件, 图 3(d)给出了完

整的相图. 从相图可以看到, 在   很小时, 系统在

 很小时处在  -V相, 随着  的增加, 系统先

进入   -V相, 之后进入   -V相, 最后进入到   -

M相. 在   增加之后, 系统在   较小时处在   -

M相, 随着  的增加, 系统会进入  -V相, 之后

进入 DV相, 接着在   较小的区域, 系统先进入到

 -V相, 然后再回到   -M相, 在   较大的区域,

系统会直接回到  -M相.

xy

xy xz

综上, 本文在人造霍尔管中发现了   -M相、

 - V相、  -V相和 DV相以及它们之间的相变.
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在真实的实验中, 往往无法将耦合强度的值调

节到非常精确, 考虑到这种情况的随机影响, 首先

给出系统受到随机影响的哈密顿量: 

δĤ =
∑
j

δtAjeiφ0 b̂†Aj b̂A(j+1) + δtBj b̂
†
Bj b̂B(j+1)

+ δtCje−iφ0 b̂†Cj b̂C(j+1) + δtABj b̂
†
Aj b̂Bj

+ δtBCj b̂
†
Bj b̂Cj + δtCAj b̂

†
Cj b̂Aj + H.c., (36)

δˆtνj δˆtνν′j Wδ δ ∈
[−0.5, 0.5]

xy-M xy-V DV

xz-V JC// JAB

JBC JCA lgW

lgW > −1

其中,    和   等于   . W 是随机强度,   

 是随机数. 图 4给出了考虑随机影响后,

 相 (图 4(a))、   相 (图 4(b))、   相 (图

4(c))和   相 (图 4(d))中序参量   ,    ,

 和   的值. 从图 4可以发现, 随着   的增

加, 这些序参量一开始变化很小, 直到  

时, 这些序参量才会发生大幅的增加或减小. 这说

明, 在一定程度的随机误差下, 序参量的值几乎不

会受到影响, 图 3中所展示的结果依然存在. 

4   实验观测方案

|ψ⟩νj = cos(θνj/2)|0⟩νj+

本节给出对于以上理论结果的实验探测方案.

首先需要制备基态. 如图 5所示, 每一个比特态都

可以表示成布洛赫球上的一个点, 因此第 n 条链的

第 j 个比特态可以表示为  

eiχνj sin(θνj/2)|1⟩νj θνj χνj

|P ⟩G =
∏

νj
|ψ⟩νj

λG
νj

θGνj=2 arccos
(√

1−|λG
νj |
)

χG
νj = i ln[λG

νj/ sin(θGνj/2)]

ÛR
νj = eiθ

G
νj σ̂z+iχG

νj σ̂x

 , 其 中   和   分 别 表 示 第

n 条链的第 j 个比特态在布洛赫球上与 z 轴和 x 轴

的夹角. 由于本文只考虑单比特激发的情况, 因此

基态可以表示为   . 首先可以通过

数值计算得到系统处在基态时每一个比特的激发

振幅分量   , 其对应的比特态在布洛赫球上与

z 轴的夹角为   , 与 x 轴的

夹角为   . 之后可以对第 n

条链第 j 个比特态进行     的旋转

操作, 这种旋转可以通过微波脉冲实现 [41].

JAB JBC

JCA JC//

ρ̂

tr(ρ̂Ĵνj)

tr(ρ̂Ĵνν′j)
∑

j
[tr(ρ̂ĴAj)−tr(ρ̂JCj)]

∑
j
|tr(ρ̂ĴABj)|∑

j
|tr(ρ̂ĴBCj)|

∑
j
|tr(ρ̂ĴCAj)|

建立好基态之后, 需要观测基态的比特态密度

分布、比特间的流 (图 2) 以及序参量   (  ),

 和  (图 3). 实验上, 比特的态密度分布可以直

接测量. 每一个比特态的读出信号都会经过约瑟夫

森参数的高电子迁移率晶体管以及微波放大器进

行放大, 之后由模拟数字转换器进行提取 [31]. 而比

特之间的流以及序参量, 实验上需要先通过量子态

层析技术得到系统的密度算符  
[42], 然后根据流以

及序参量的定义 ((33)式—(35)式)通过求迹  ,

 ,   ,   ,

 以及  来得到 [43].
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(d)

DV

-V

-V

-M

-M

JC// JCA JAB JBC t̃ tCA

φ0 = 2π/3 t0

图  3    参数空间中的相图　 (a)    ; (b)    ; (c)    和   ; (d)参数空间中   -  不同的相 . 这四个图共同的参数是

 , 并且所有参数均以   为单位

JC// JCA JAB JBC t̃ tCA

t0 φ0 = 2π/3
Fig. 3. Phase diagram of (a)  , (b)  , (c)   and     as functions of     and    . Different phases are indicated in (d).

Here    is used as the unit. The common parameter is   .
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5   结　论

xy xy xz

JC// JAB JBC

本文提出了在超导量子电路系统中实现人造

霍尔管的可行性实验方案, 发现了人造霍尔管的基

态存在不同的手性流 , 分别为   -M,    -V,    -

V以及 DV. 定义了四个序参量   ,    (  )

JCA t̃

tCA

t̃ tCA

以及  来判别这些流的存在. 之后在参数空间  -

 中给出了不同流之间发生量子相变的完整相

图, 并阐述了由于耦合强度  和  竞争诱导的不

同量子手性流之间的相变. 人造霍尔管的基态中存

在的Meissner流和涡旋流都存在于第二类超导体

中, 能够抵抗外磁场, 因此Meissner流和涡旋流的

出现使人造霍尔管能够成为很好的抗磁体. 最后,

提出了实验探测基态手性流的可行性方案, 具体

为, 利用微波脉冲对比特进行旋转首先制备出基

态, 之后可以直接探测比特的态密度并利用量子态

层析技术得到系统密度算符, 进一步通过求迹得到

比特之间的基态流以及序参量的值. 本文的结果给

出了霍尔管的基态手性行为, 填补了霍尔管研究中

手性物理的空白, 同时为实验实现霍尔管提供了新

的方案, 为量子相的探索提供了新的途径.
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Hall  tube is  an important model  to simulate the quantum Hall  effect.  However it  hasn't  been realized in

superconducting  circuits  which  have  emerged  as  a  promising  platform  for  macro-controlling  quantum  effect.

Taking advantage of the fine tunability of superconducting circuits, the three-chain superconducting transmon

qubits with periodic boundary condition are designed in this paper. For constructing a synthetic Hall tube, ac

magnetic  fluxes  are  introduced  to  drive  each  transmon qubit.  The  gauge  field  emerged  in  this  synthetic  Hall

tube can be tuned independently by properly choosing the driving phases. Then the ground-state chiral currents

are discovered in this synthetic Hall tube, which are Meissner current on     plane (  -M), vortex current on

  plane (  -V), vortex current on    plane (  -V), and vortex current on both    and    planes (DV). For

distinguishing these  chiral  currents,  four  order  parameters    ,      (  ),  and     are  defined.  Then the

ground-state quantum phase diagrams are mapped out. The emergence of the different quantum phases is due

to the competition between the coupling strengths     and    . The Meissner and vortex currents emerging in

this synthetic Hall tube also emerge in type II superconductor, which can generate an opposite field to weaken

the influence of the applied field. Thus this synthetic Hall tube can be used as a diamagnet. At last we consider

the influence of the imperfections in device fabrication. We proof when the strength of the imperfection is not

large  enough,  the  quantum  phase  diagrams  shown  in  this  paper  remain  valid.  Moreover,  the  possible

experimental observations of the ground-state chiral currents are addressed. The ground state of this synthetic

Hall  tube  can  be  generated  by  applying  microwave  pulses.  Then  the  corresponding  density  matrix  can  be

constructed by the quantum state tomography. After constructing the density matrix, the order parameters can

be obtained by calculating the trace. These results enrich the quantum currents in Hall tube and provide a new

route to explore novel quantum phases.

Keywords: synthetic Hall tube, superconducting circuits, chiral currents
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