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量子非局域性作为一种极具价值的量子资源, 在诸多量子信息处理任务中扮演着不可或缺的关键角色.

对非局域性进行精准表征与有效探测, 始终是量子信息理论研究与实验探索中非常有挑战性的重要课题. 如

何在结构复杂的多体量子系统里准确识别并验证量子非局域性现象, 如何设计出更为高效的非局域性探测

方法, 已成为亟待解决的重要科学问题 . 本文致力于多体量子非局域性的探测问题 , 着重探究如何借助

Svetlichny不等式来实现多体量子非局域性的探测. 首先探讨了 Svetlichny不等式的最大量子违背, 构造了达

到 Svetlichny不等式的最大量子违背的量子态与可观测量集, 展示了如何构造其他的量子态与可观测量集来

实现其最大量子违背, 以此阐明了实现 Svetlichny不等式最大量子违背的量子态和可观测量集是不唯一的.

其次, 为了寻找更多违背 Svetlichny不等式的量子态和可观测量集, 借助量子态的神经网络表示构建了神经

网络量子态, 通过优化算法对网络参数进行优化来实现 Svetlichny不等式的违背, 进而探测到非局域态. 通过

与经典的 Nelder-Mead单纯形法对比, 发现量子变分蒙特卡罗 (variational Monte Carlo, VMC)方法在效率与

精度上更适配基于神经网络量子态的非局域性探测, 并在不同哈密顿量下成功实现了借助神经网络量子态

与 VMC方法对多体量子纯态非局域性的探测. 本研究不仅证实了基于神经网络量子态与 VMC方法的多体

量子非局域性探测在理论上与技术上的可行性, 同时也为非局域性探测领域提供了颇具价值的研究新见解,

更为借助神经网络解决复杂的量子多体问题开拓了全新的研究思路.
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 1   引　言

量子非局域性是量子力学最迷人、最神秘的特

征之一, 其否定了任何局域现实描述, 代表了量子

物理与经典物理最深刻的背离, 是量子力学区别于

经典力学的本质特征, 也是量子信息和量子计算的

基础, 具有非常深刻的物理意义, 并被广泛应用于

量子信息学的各个领域, 如量子密码 [1]、量子隐形

传态 [2]、量子超密编码 [3]、量子秘密共享 [4]、分布式

量子机器学习 [5] 和量子安全直接通信 [6] 等. 对量

子非局域性进行精准刻画与有效探测, 始终是量子

信息理论研究与实验探索中极具挑战性的重要课

题. 对于两体量子系统, Bell不等式的提出首次为

两体量子态非局域性的物理实验验证提供了量化

判据 [7]. 此后, Bell不等式不断得到完善与改进, 更

易于实验操作的 CHSH不等式 [8] 应运而生, 这一

突破直接激发了大量设计精巧的实验探索, 一系列

旨在检验量子非局域性的贝尔实验相继开展 [9–13].

这些实验表明, 利用 Bell不等式与 CHSH不等式
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这些强而有力的工具能够无可争辩地揭示出量子

态的非局域性. 对于多体量子系统, 一方面多体非

局域关联结构更加复杂, 可能涉及多粒子间的交叉

关联, 另一方面非局域性的表征维度、实验验证与

理论验证难度随粒子数呈指数增长, 这些因素共同

导致了多体量子非局域性的研究比两体量子非局

域性更为复杂. 同时, 多体量子系统也可能展现出

一些独特的量子非局域效应, 这些效应在两体量子

系统中可能不太显著. 因此, 对于多体量子非局域

性的研究是一项非常有挑战性的课题. 其中多体量

子非局域性的探测问题起着举足轻重的作用, 其不

仅是验证多体量子非局域性存在的关键手段, 而且

是推动该领域研究深入发展的重要驱动力. 实验

上, 系统的高维度和多体特性导致复杂度剧增, 相

关研究进展缓慢; 理论上, 完全表征多体系统经典

关联已被证明是 NP-hard问题 [14]. 这使得传统理

论和实验方法在精确刻画和有效探测多体非局域

性时面临着严峻挑战. 目前已发现的含高阶关联的

多体贝尔不等式仍不完整 [15], 研究者仅成功构造

出基于两体关联的贝尔不等式 [16–19]; 通过违背其

中一个不等式, 多体非局域性已在玻色-爱因斯坦

凝聚体中得到实验验证 [20], 这一突破重新激发了

学界对多体非局域性研究的关注. 如何在复杂的多

体量子系统中识别和验证量子非局域性现象, 如何

使用含有高阶关联的多体不等式来探测多体非局

域性, 并设计出更为高效的探测方法, 已成为亟待

解决的重要科学问题. 近年来, 机器学习技术, 尤

其是神经网络的飞速发展, 为解决复杂科学问题提

供了全新的思路和强大的工具. 神经网络凭借其强

大的函数逼近能力和数据处理能力, 已在众多领域

取得显著成果, 如引力透镜 [21]、波分析 [22] 和材料

分析 [23] 等. 在量子领域, 神经网络已初显锋芒, 展

现出处理量子多体问题的巨大潜力 [24–38]. 将神经

网络引入多体量子非局域性探测, 有望突破传统方

法的局限. 神经网络一方面能够以多项式复杂度对

量子态进行刻画, 有效避免传统方法中随粒子数增

加而出现的“指数墙”; 另一方面通过与量子力学原

理相结合, 有可能构建全新的非局域性探测框架,

实现对多体量子非局域性的高效、准确探测.

尽管已有部分研究尝试将神经网络应用于量

子非局域性相关问题, 但在多体量子系统这一复杂

场景下, 仍存在诸多关键问题亟待解决. 例如, 设

计更有效的神经网络架构以适配多体量子态的复

杂特性, 优化算法以提高非局域性探测的精度和效

率等. 本研究旨在深入探索神经网络在多体量子非

局域性探测中的应用, 通过创新方法和技术手段,

构建一套高效、准确的多体量子非局域性探测方

案, 为该领域的发展提供新的理论和技术支持.

 2   Svetlichny不等式

在量子多体系统中, 粒子间的关联呈现出复杂

多样的特性, 涵盖局域关联、非局域关联以及真正

多体非局域关联等不同类型. Svetlichny不等式为

判定量子多体系统的独特关联特性提供了关键依

据, 当该不等式被违背时, 就标志着该系统展现出

多体非局域特性.

Alice1,Alice2, · · · ,Alicen
Alicel ±1

{Axl

l }xl=0,1 A = {{Axl

l }xl=0,1 : l ∈
[n]} H (n) := H1 ⊗ H2 ⊗ · · · ⊗ Hn

[n] = {1, 2, · · · , n} H (n)

先回顾 Svetlichny不等式 [39]. 假设有 n 个空

间分离的观测者  共享一

个 n 比特量子态, 第 l 个观测者  拥有两个 

值可观测量  , 令  

 为  上的可观测量

集,  其中   .  复合系统   上的

n 体 Svetlichny算子定义为 

Sn(A ) =


Mn, n为偶数,

1

2
(Mn +M ′

n), n为奇数,

Mn,M
′
n M1 = A0

1,M
′
1 = A1

1其中, 算子  是由  和递推

公式确定: 

Mm =
1

2

[
Mm−1 ⊗ (A0

m +A1
m)

+M ′
m−1 ⊗ (A0

m −A1
m)
]
,

M ′
m =

1

2

[
M ′

m−1 ⊗ (A1
m +A0

m)

+Mm−1 ⊗ (A1
m −A0

m)
]
.

n 体 Svetlichny算子也可以表示为 

 

Sn(A ) =
∑

x1,··· ,xn=0,1

µn(x1, x2, · · · , xn)Ax1
1 ⊗Ax2

2 ⊗ · · · ⊗Axn
n ,

µn(x1, x2, · · · , xn) =
1

2q
(−1)

n∑
i<j

xixj + (q + 1)
n∑

i=1

xi +
q2−q
2

, (1)
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q =
⌈n
2

⌉
⌈ ⌉其中,    (  表示向上取整).

H (n) D(H (n))

H (n)

L(H (n)) H (n)

NL(H (n))

本文将  上所有量子态之集记为  ,

 上满足局域隐变量模型 [39] 的所有局域态之

集记为  ,   上所有非局域态之集记为

 .

文献 [39]指出, 局域态满足 Svetlichny不等

式, 同时还给出了 Svetlichny算子在量子力学中所

能达到的最大值, 这些结论可表述为下列两个引理.

ρ ∈ L(H (n))

A

引理 1[39]　若   , 则对于任意可观

测量集  , 都有 

|⟨Sn(A )⟩ρ| ⩽ 2n−⌈
n
2 ⌉−1 := Bloc(n). (2)

ρ ∈ D(H (n))

A |⟨Sn(A )⟩ρ| >
Bloc(n)

不等式 (2)称为 Svetlichny不等式. 由引理 1

可知: 对于量子态   , 若存在可观测量

集  违背 Svetlichny不等式 (2), 即  

 , 则该量子态 r 必定具有非局域性. 因此,

Svetlichny不等式不仅可作为检测量子态非局域

性的有效工具, 更为判定多体量子系统的非局域性

提供了理论依据.

ρ ∈ D(H (n))

A

引理 2[39]　若   , 则对于任意可观

测量集  , 都有 

|⟨Sn(A )⟩ρ| ⩽ 2n−⌈
n
2 ⌉−

1
2 := Bquan(n) =

√
2Bloc(n).

Bquan(n) > Bloc(n) |⟨Sn(A )⟩ρ| =
Bquan(n)

因为  , 所以当  

  时, r 必定是非局域的.

ρ ∈ D(H (n)) A

ρ ∈ D(H (n)) A

|⟨Sn(A )⟩ρ| = Bquan(n)

一个兼具理论与实验双重意义、且值得深入探

讨的问题是: 如何找到能违背 Svetlichny不等式

(2)的量子态  和可观测量集  ? 又该

如何找到量子态  与可观测量集   使

得  ,  进而实现 Svetlichny不

等式的最大量子违背?

ρ0

A0

解决这些问题是非常有挑战性的, 由于在 Svet-

lichny不等式中, 每个观测者的测量选择具有任意

性, 这无疑增加了问题的复杂程度; 又由于量子多

体系统的希尔伯特空间会随系统规模扩大呈指数

级增长, 相关量子期望值的计算成为一项极具难度

的计算任务. 为此我们聚焦于识别特殊量子态  及

与之相匹配的可观测量集  , 以实现 Svetlichny

不等式的最大量子违背.

ρ0 ρ0 =

|ψ0⟩⟨ψ0| |ψ0⟩=
1√
2

(
| 00 · · · 0︸ ︷︷ ︸

n−1

1⟩+| 11 · · · 1︸ ︷︷ ︸
n−1

0⟩

)
A0

不失一般性, 我们首先固定量子态   为  

 , 其中   ,

然后寻找与之对应的可观测量集  ,  以实现

Svetlichny不等式的最大量子违背. 通过构造, 得

到了下列定理.

定理 1　对于不同情形的 n, 按照以下方法选

取可观测量集:

n = 4s− 1

(
s = 1, 2, · · · , n+ 1

4

)
n =

4s
(
s = 1, 2, · · · , n

4

)1)当   , 或  

 时,
 

 

A0 :


A0

1 =
σx − σy√

2
,

A1
1 =

σx + σy√
2

,

A
0
n = σy,

A1
n = σx,

A
0
j = σx,

A1
j = σy,

(j = 2, 3, · · · , n− 1);

n = 4s+ 1

(
s = 1, 2, · · · , n− 1

4

)
n = 4s+ 2

(
s = 0, 1, 2, · · · , n− 2

4

)
2)当  , 或  时,

 

A0 :


A0

1 =
σx + σy√

2
,

A1
1 =

−σx + σy√
2

,

A
0
n = σy,

A1
n = σx,

A
0
j = σx,

A1
j = σy,

(j = 2, 3, · · · , n− 1),

|⟨Sn(A0)⟩ρ0
| Bquan(n)则  达到了最大值  , 即: 

max
ρ∈D(H (n)), A

|⟨Sn(A )⟩ρ| = |⟨Sn(A0)⟩ρ0
| = Bquan(n).

ai = (aix, a
i
y, a

i
z), i = 1, 2, · · · , n σ = (σx, σy, σz)证明　对任意单位向量  和 Pauli算子向量  , 有:

 

a1 · σ ⊗ a2 · σ ⊗ · · · ⊗ an · σ =
∑

i1,··· ,in=x,y,z

a1i1a
2
i2 · · · a

n
inσi1 ⊗ σi2 ⊗ · · · ⊗ σin .

计算可得:

1) 当 n 为偶数时, 有 
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⟨
a1 · σ ⊗ a2 · σ ⊗ · · · ⊗ an · σ

⟩
ρ0

= a1xa
2
x · · · anx +

∑
ij=x,y;Ny(i1,i2,··· ,in−1)=4k

a1i1a
2
i2 · · · a

n−1
in−1

anx −
∑

ij=x,y;Ny(i1,i2,··· ,in−1)=4k+2

a1i1a
2
i2 · · · a

n−1
in−1

anx

−
∑

ij=x,y;Ny(i1,i2,··· ,in−1)=4k−1

a1i1a
2
i2 · · · a

n−1
in−1

any +
∑

ij=x,y;Ny(i1,i2,··· ,in−1)=4k+1

a1i1a
2
i2 · · · a

n−1
in−1

any − a1za
2
z · · · anz ;

(3)

2) 当 n 为奇数时, 有  ⟨
a1 · σ ⊗ a2 · σ ⊗ · · · ⊗ an · σ

⟩
ρ0

= a1xa
2
x · · · anx +

∑
ij=x,y;Ny(i1,i2,··· ,in−1)=4k

a1i1a
2
i2 · · · a

n−1
in−1

anx −
∑

ij=x,y;Ny(i1,i2,··· ,in−1)=4k+2

a1i1a
2
i2 · · · a

n−1
in−1

anx

−
∑

ij=x,y;Ny(i1,i2,··· ,in−1)=4k−1

a1i1a
2
i2 · · · a

n−1
in−1

any +
∑

ij=x,y;Ny(i1,i2,··· ,in−1)=4k+1

a1i1a
2
i2 · · · a

n−1
in−1

any . (4)

Ny(i1, i2, · · · , in−1) i1, i2, · · · , in−1其中,   表示  中 y 的个数.

由 (1)式、(3)式、(4)式可得 

⟨S4s−1(A0)⟩ρ0
=

1

22s
× (−1)s−1 × 24s−1 × 1√

2
= (−1)s−1 × 22s−3/2,

 

⟨S4s(A0)⟩ρ0
=

1

22s
× (−1)s−1 × 24s × 1√

2
= (−1)s−1 × 22s−1/2,

 

⟨S4s+1(A0)⟩ρ0
=

1

22s+1
× (−1)s × 24s+1 × 1√

2
= (−1)s × 22s−1/2,

 

⟨S4s+2(A0)⟩ρ0
=

1

22s+1
× (−1)s × 24s+2 × 1√

2
= (−1)s × 22s+1/2.

|⟨Sn(A0)⟩ρ0 | = 2n−⌈
n
2 ⌉−

1
2于是, 对于任意的 n, 有  . 因此,

 

max
ρ∈D(H (n)), A

|⟨Sn(A )⟩ρ| = |⟨Sn(A0)⟩ρ0
| = Bquan(n).

证毕.

存在性问题已得到了解决, 接下来面临的问题是: 达到最大违背的量子态及可观测量集是否具有唯一

性? 换句话说, 是否存在其他量子态及其匹配的可观测量集, 同样能达到该最大值? 下文将对此展开进一步

探讨.

U = U1 ⊗ U2 ⊗ · · · ⊗ UN H (n)若  是  上的任意一个局域酉算子, 令: 

ρ̃ = UρU†, Sn(Ã ) = USn(A )U†,⟨
Sn(Ã )

⟩
ρ̃
= ⟨Sn(A )⟩ρ ρ1 A1 = {{Axl

l }xl=0,1 : l = 1, 2, · · · , n}则  . 因此, 如果存在  和可观测量集  满足
 

max
ρ∈D(H (n)), A

|⟨Sn(A )⟩ρ| = |⟨Sn(A1)⟩ρ1
|,

ρ̃1 = Uρ1U
† Ã1 = {{UlA

xl

l U
†
l }xl=0,1 : l = 1, 2, · · · , n}那么  和可观测量集  也满足

 

max
ρ∈D(H (n)), A

|⟨Sn(A )⟩ρ| = |⟨Sn(Ã1)⟩ρ̃1
|.

由于 U 的任意性, 因此达到最大值的量子态及可观测量集并不唯一.

|ψ̃0⟩ =
1√
2
(|0⟩⊗n + |1⟩⊗n) ρ̃0 = |ψ̃0⟩⟨ψ̃0| Ã0特别地, 对于 n 比特 GHZ态   , 令   , 定义可观测量集   如下:

n = 4s− 1

(
s = 1, 2, · · · , n+ 1

4

)
n = 4s

(
s = 1, 2, · · · , n

4

)
1) 当  或  时,
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Ã0 :


Ã0

1 =
σx − σy√

2
,

Ã1
1 =

σx + σy√
2

,

Ã
0
n = −σy,

Ã1
n = σx,

Ã
0
j = σx,

Ã1
j = σy,

(j = 2, 3, · · · , n− 1);

n = 4s+ 1

(
s = 1, 2, · · · , n− 1

4

)
n = 4s+ 2

(
s = 0, 1, 2, · · · , n− 2

4

)
2) 当  或  时,

 

Ã0 :


Ã0

1 =
σx + σy√

2
,

Ã1
1 =

−σx + σy√
2

,

Ã
0
n =− σy,

Ã1
n =σx,

Ã
0
j =σx,

Ã1
j =σy,

(j = 2, 3, · · · , n− 1),

|⟨Sn(Ã0)⟩ρ̃0
| Bquan(n)则  达到了最大值  , 即

 

max
ρ∈D(H (n)), A

|⟨Sn(A )⟩ρ| = |⟨Sn(Ã0)⟩ρ̃0
| = Bquan(n).

Bquan(n)

ρ0

由此可知, 从理论层面而言存在许多量子态

及与之对应的可观测量集, 它们既能违背 Svetlichny

不等式, 又能达到最大量子值   . 这一结论

不仅间接揭示了这些量子态的非局域性, 更为非局

域态的探测提供了理论依据与方向指引. 值得进一

步探讨的是: 除与  局部酉等价的量子态外, 是否

还能识别出其他类型的非局域态? 这类态在理论

上构造是可行的, 但比较困难, 下文将借助神经网

络构建量子态来寻找更多的非局域态.

 3   量子非局域性的探测

上述讨论表明 Svetlichny不等式可作为非局

域性检测的理论依据. 基于此, 下面试图利用 Svet-

lichny算子构建哈密顿量 ,  将寻找违反 Svetlichny

不等式的量子态这一问题, 巧妙转化为求解哈密顿

量基态的问题, 为后续探测多体量子非局域性的工

作奠定前期基础.

 3.1    构造哈密顿量

D(H (n)) f : ρ 7→ tr(Hρ)

DH =minρ∈D(H (n)) ⟨H⟩ρ

一般来说, 对于给定的哈密顿量 H, 由于在紧

集  上的连续函数    是有界

的, 因此一定存在最小值  ,

从而可得 

⟨H⟩ρ ⩾ DH , ∀ρ ∈ D(H (n)).

Sn(A )利用 Svetlichny算子  , 构造哈密顿量为 

Hn(A ) =
∑

x1,x2,··· ,xn=0,1

hn(x1, x2, · · · , xn)

×Ax1
1 ⊗Ax2

2 ⊗ · · · ⊗Axn
n ,

其中: 

hn(x1, x2, · · · , xn)

=



(−1)sµ4s−1(x1, x2, · · · , x4s−1), n = 4s− 1;

(−1)sµ4s(x1, x2, · · · , x4s), n = 4s;

(−1)s+1µ4s+1(x1, x2, · · · , x4s+1), n = 4s+ 1;

(−1)s+1µ4s+2(x1, x2, · · · , x4s+2), n = 4s+ 2,

µn(x1, x2, · · · , xn)式中  由 (1)式给出. 易知: 

Hn(A ) =



(−1)sS4s−1(A ), n = 4s− 1;

(−1)sS4s(A ), n = 4s;

(−1)s+1S4s+1(A ), n = 4s+ 1;

(−1)s+1S4s+2(A ), n = 4s+ 2.

从而可得 

| ⟨Hn(A )⟩ρ | = | ⟨Sn(A )⟩ρ |, ∀ρ ∈ D(H (n)).

由引理 1和引理 2可得 

−Bloc(n) ⩽ ⟨Hn(A )⟩ρ ⩽ Bloc(n), ∀ρ ∈ L(H (n)),

−Bquan(n) ⩽ ⟨Hn(A )⟩ρ ⩽ Bquan(n), ∀ρ ∈ D(H (n)).

A因此, 如果存在量子态 r 与可观测量集  , 使得 

⟨Hn(A )⟩ρ < −Bloc(n) = −2n−⌈
n
2 ⌉−1,

或 

⟨Hn(A )⟩ρ > Bloc(n) = 2n−⌈
n
2 ⌉−1,

A | ⟨Sn(A )⟩ρ |
> 2n−⌈

n
2 ⌉−1

那么该量子态 r 与可观测量集  也满足 

 , 即它们违反了 Svetlichny不等式, 于

是可判定该量子态 r 具有非局域性, 这为非局域态

的探测奠定了理论基础.

Hn(A )

minρ∈D(H (n))⟨Hn(A )⟩ρ
Hn(A )

因此, 为了获得违反 Svetlichny不等式的量子

态, 将其转化为寻找哈密顿量   的最小期望

值    以及相应的量子态, 这

等同于求解哈密顿量  的基态能量和基态.
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 3.2    量子态的神经网络表示

由于量子多体系统的希尔伯特空间规模会随

粒子数增加呈指数级膨胀, 这直接导致刻画其波函

数所需的参数也随粒子数呈指数级增长, 很难对其

进行完整刻画, 给计算期望值工作带来了根本性障

碍. 然而, 神经网络模型具有表示或逼近任何复杂

多变量函数的能力. 一个自然的想法是利用神经网

络模型来表示量子多体波函数, 为量子多体问题提

供一种新的解决思路. 受限玻尔兹曼机 (restricted

Boltzmann machine, RBM)作为一类应用广泛的

神经网络 [24,27–29,31], 其逼近能力在数学上已得到证

明: 只要隐藏神经元数量足够多, RBM就能以任意

精度拟合所有光滑函数 [40]. 这意味着理论上任何

量子态都可通过 RBM来表示. 由于 RBM中隐藏

神经元的个数随可见神经元的个数呈多项式增长, 因

此在采用 RBM表示量子态时, 所需参数的数量会

随粒子数以多项式形式增加, 而非指数级增长. 这样

一来, 在解决一些量子多体问题时, 借助 RBM构

造的量子态就有望避开“指数墙”这一关键难题. 基

于此, 我们将采用 RBM来构建神经网络量子态.

给定一个具有 n 个可见神经元和 M 个隐藏神

经元的 RBM, 可通过以下方式定义神经网络量

子态.

H (n) = (C2)⊗n Ω =

(a, b,W ) S = σz
1 ⊗ σz

2 ⊗ · · · ⊗ σz
n

定义 1[36]　假设  , 则由参数 

 和输入可观测量  诱

导的神经网络量子态表示为 

|ΨS,Ω⟩ =∑
λj∈{−1,1}

ΨS,Ω(λ1, λ2, · · · , λn)|ψ1⟩ ⊗ · · · ⊗ |ψn⟩,

λj , |ψj⟩ σz
j = σz其中,    分别表示   的特征值与特征

态, 且 

ΨS,Ω(λ1, λ2, · · · , λn)

=
∑

hi=±1

exp

 n∑
j=1

ajλj+

M∑
i=1

bihi+

M∑
i=1

n∑
j=1

Wijhiλj

 .

ΨS,Ω(λ1, λ2, · · · , λn)其中,    称为神经网络量子波

函数.

S =

σz
1 ⊗ σz

2 ⊗ · · · ⊗ σz
n (λ1, λ2, · · · , λn)

ΨS,Ω(λ1, λ2, · · · , λn) ΨS,Ω(λ1,

由定义 1容易看出, 对于输入可观测量  

 的 每 一 个 值   ,

RBM神经网络就可以计算出神经网络量子波函数

 的值. 由文献 [36]知,  

λ2, · · · , λn)   可以简化为 

ΨS,Ω(λ1, λ2, · · · , λn)

=

n∏
j=1

eajλj ·
M∏
i=1

2 cosh

bi + n∑
j=1

Wijλj

 .

 3.3    探测非局域态

在关于非局域性探测的研究中, 测量方案的设

计是核心环节之一. 然而, 理论上测量选择具有无

限多种可能, 若直接对所有可能的测量情形展开分

析, 不仅会因参数空间的无限性陷入计算困境, 还

有可能因缺乏聚焦点而难以提炼出规律性结论. 为

此, 采用“从特殊到一般”的研究思路, 先聚焦于特

殊的测量场景, 然后逐步实现向一般测量场景的平

滑过渡.

Hn(A )

Hn(A ) minρ∈D(H (n))

⟨Hn(A )⟩ρ
Hn(A )

|ΨS,Ω⟩ Hn(A )

对于给定的哈密顿量  , 为了获得违反

Svetlichny不等式的量子态, 实际上就是寻找给定

哈密顿量  的最小期望值    

 以及相应的量子态, 这就等同于求解给

定哈密顿量  的基态能量和基态. 基于神经

网络的强大表达能力, 我们将重点聚焦于借助神经

网络量子态  寻找给定哈密顿量   的

“可能的”基态能量: 

λ(A , S) = min
Ω
Fn(A , S,Ω),

Fn(A , S,Ω) =
⟨ΨS,Ω |Hn(A )|ΨS,Ω⟩

⟨ΨS,Ω |ΨS,Ω⟩

λ(A , S) <

−Bloc(n)

及其基态的最优神经网络表示, 使得   

 , 从而获得违反 Svetlichny不等式的量子

态, 进而探测到非局域态.

|ΨS,Ω⟩

Ω=(a, b,W ) Hn(A )

λ(A , S)

−Bloc(n)

探测非局域性的具体方法为: 先初始化一个随

机的神经网络量子态  , 该量子态通常不会违

反 Svetlichny不等式, 随后通过优化算法对内部参

数  进行优化, 旨在使哈密顿量 

在该量子态下的期望值达到最小值  . 若此

期望值小于  , 则表明违反 Svetlichny不等

式, 进而可确定存在非局域态.

A0

⟨Hn(A0)⟩ρ0
= −Bquan(n).

Hn(A0)

由定理 1可知, 当可观测量集为   时, 容易

推导出   这说明违反 Svet-

lichny不等式的量子态一定是存在的, 为验证我们

方法的可行性, 先选取哈密顿量为   , 寻找

能最大程度违反 Svetlichny不等式的量子值及其

对应的量子态, 以及能违反 Svetlichny不等式的其
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他态, 进而实现非局域态的探测.

Hn(A0) |ΨS,Ω⟩
λ(A0, S) < −Bloc(n) A0

情景 1　当哈密顿量为  时, 寻找  ,

使得  , 其中可观测量集   见

定理 1.

Ω = (a, b,W )

可以选用的优化算法种类非常多, 我们先选用

无导数的数值优化算法—Nelder-Mead单纯形

法作为优化工具. 该方法通过在参数空间中构建

“单纯形”, 并迭代调整其顶点位置来逐步逼近目标

函数的最小值. 在每次迭代的过程中, 优化算法会

根据目标函数值动态调整参数  , 并借

助 callback回调函数与历史记录列表, 实时记录每

一步迭代的参数, 这样既能追踪优化动态, 又能精

准捕捉满足非局域性条件的关键参数. 这一过程通

过数值优化实现了从随机初始态到非局域态的迭

代逼近, 为我们探测 Svetlichny不等式的违反提供

了可操作的计算框架.

n = 8, 9, 10, 11

Hn(A0)

λ(A0, S)

Fn(A , S,Ω)

−Bloc(n)

−Bquan(n)

图 1和表 1分别给出了当   时基

于 Nelder-Mead单纯形法寻找哈密顿量  可

能的基态能量   的优化过程以及迭代次数

与能量误差, 其余情形类似可得. 由图 1(a)—(d)
和表 1可以看出, 随着迭代的推进, 分别在 5580次、

4510次、7220次、6720次迭代后  值低

于局域界  , 并最终无限逼近最低量子界

 . 这表明从对应迭代次数起获得的量子

态均为非局域态, 而最终得到的量子态能够实现

Svetlichny不等式的最大量子违反.
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n = 8, 9, 10, 11 Hn(A0) λ(A0, S)

−Bloc(n) −Bquan(n) Fn(A , S,Ω)

图 1    当   时 , 基于 Nelder-Mead单纯形法寻找哈密顿量   可能的基态能量   的优化过程 , 其中红

色、绿色虚线分别代表局域界   和量子界   , 纵轴上的函数值表示  

n = 8, 9, 10, 11 λ(A0, S)

Hn(A0) −Bloc(n)

−Bquan(n) Fn(A , S,Ω)

Fig. 1. When    , the optimization process for finding the possible ground state energy     of the Hamiltonian

  using the Nelder-Mead simplex method, where the red and green dashed lines represent the local bound     and

quantum bound   , respectively; the function value on the vertical axis represents   .

 

Hn(A0)表 1    基于 Nelder-Mead单纯形法寻找哈密顿量  可能的基态能量的迭代次数与能量误差
Hn(A0)Table 1.    Iterations and energy error for  finding the possible  ground state energy of  the Hamiltonian     using the

Nelder-Mead simplex method.

n 能量首次低于局域界的迭代次数 对应的能量值 最大迭代次数 能量误差

8 5580 –8.3454 10000 6.69× 10−6

9 4510 –8.0663 12000 1.32× 10−8

10 7220 –16.1006 12000 2.88× 10−3

11 6720 –16.7089 12000 3.37× 10−3
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Hn(A0)

|ψ0⟩

进一步分析可知, 实现 Svetlichny不等式最大

违反的量子值最终无限逼近于哈密顿量  的

基态能量, 所对应的量子态近似等于理论预期态

 , 这与定理 1的结论一致, 这也充分说明Nelder-

Mead单纯形法是行之有效的, 其不仅能探测到最

大程度违反 Svetlichny不等式的量子态, 也可捕捉

到其他违反 Svetlichny不等式的非局域态, 进一步

证明了该方法在非局域态探测中的可靠性, 为后续

非局域态的探测奠定了理论基础.

Nelder-Mead单纯形法虽然有效, 但对初始值

具有较强的依赖性. 为此我们尝试引入另一种优化

方法—VMC, 进行对比研究, 旨在探寻收敛更

快、性能更优的方案. 作为量子蒙特卡罗 (quantum

Monte Carlo, QMC)的重要分支, VMC是 QMC

中应用最广泛的方法之一, 该方法融合“变分原理”

与“蒙特卡罗抽样”的核心思想, 先通过含参数的试

探波函数近似描述量子系统基态, 再利用 VMC方

法计算能量期望值, 最终通过优化参数使能量达到

最低, 从而获得近似基态.

Ω = (a, b,W )

在具体实施时, 我们先以 RBM神经网络为架

构, 构建参数化神经网络量子波函数模型作为“波

函数生成器”, 实现了用神经网络参数化量子态的

波函数; 紧接着创建MetropolisLocal采样器, 整合

“神经网络量子波函数模型”“采样器”和“样本规模”,

生成 1008个可优化的量子态样本; 在此基础上,

进一步构建 VMC优化的核心驱动模块, 将随机梯

度下降 (stochastic  gradient  descent,  SGD)优化

器与随机重构 (stochastic reconfiguration, SR)预

条件器结合, 实现对量子态参数  的高

效更新, 使 VMC计算的能量期望值不断降低, 最

终得到最优近似基态. 在 SGD优化器中学习率取

为 0.01, 在 SR预条件器中对角偏移参数取为 0.01;

在每次迭代时, SGD计算的梯度将先通过 SR预

条件器进行“几何校正”, 再用于参数更新, 从而加

速收敛并提高稳定性. 特别是在非局域态探测中,

这种“SGD+SR”组合能有效处理量子态的复杂参

数空间, 有效平衡优化效率与稳定性, 帮助我们更

快地找到违反 Svetlichny不等式的量子态. 与此同

时, 我们借助 callback回调函数与日志记录, 实时

记录每一步迭代的参数, 便于后续复现结果与提取

不同迭代阶段的量子态.

n = 8, 9, 10, 11

Hn(A0)

λ(A0, S)

Fn(A , S,Ω) −Bloc(n)

−Bquan(n)

图 2和表 2分别给出了当   时基

于 VMC方法寻找哈密顿量  可能的基态能

量  的优化过程以及迭代次数与能量误差,

其余情形类似可得. 由图 2(a)—(d)和表 2可以看

出, 随着迭代的推进, 分别在 30次、50次、30次、

50次迭代后   值低于局域界   ,

并最终无限逼近最低量子界  . 这表明当

迭代次数达到这些特定阈值后, 所获得的量子态均

为非局域态,  而最终得到的量子态能够实现

Svetlichny不等式的最大量子违反.

Hn(A0)

|ψ0⟩

我们进一步分析发现, 实现 Svetlichny不等式

最大违反的量子值最终无限逼近于哈密顿量 

的基态能量, 所对应的量子态近似等于理论预期态

 , 这也与定理 1的结论吻合, 充分验证了 VMC

方法在非局域态探测中的有效性, 该方法不仅能探

测到最大程度违反 Svetlichny不等式的量子态, 还能

有效识别其他违反 Svetlichny不等式的非局域态.

从优化效率与非局域态探测能力的对比来看,

Nelder-Mead单纯形法与 VMC方法存在显著的

差异, 核心体现在迭代收敛速度上. Nelder-Mead

单纯形法需经过大量迭代才能突破局域性约束, 这

意味着该方法需要耗费较多计算步骤才能完成非

局域态的探测. 相比之下, VMC方法展现出明显的

效率优势, 在相同系统中, 其迭代次数仅为 Nelder-

Mead单纯形法的 0.5%—1.1%, 就能突破局域界.

这一结果不仅说明 VMC能以更少的计算成本快

速探测非局域态, 也印证了其在非局域探测问题中

的适配性, 它通过结合变分原理与蒙特卡罗采样,

可更直接地朝着低能量非局域态的方向收敛, 避免
 

Hn(A0)表 2    基于 VMC方法寻找哈密顿量  可能的基态能量的迭代次数与能量误差
Hn(A0)Table 2.    Iterations and energy error for  finding the possible  ground state energy of  the Hamiltonian     using the

VMC method.

n 能量首次低于局域界的迭代次数 对应的能量值 最大迭代次数 能量误差

8 30 –8.3454 500 1.45× 10−4

9 50 –11.047 500 5.01× 10−7

10 30 –16.07 500 3.05× 10−11

11 50 –22.51 500 3.05× 10−11
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了 Nelder-Mead单纯形法因依赖初始值、需在参

数空间中缓慢调整顶点而导致的迭代冗余. 进一步

而言, VMC在快速探测非局域态的同时, 最终生

成的量子态还能实现 Svetlichny不等式的最大量

子违反,  兼顾了效率与精度 ,  这正是其相较于

Nelder-Mead单纯形法在非局域性研究中的核心

优势.

基于上述分析, 接下来将针对其他哈密顿量,

统一采用 VMC方法进行非局域性探测, 并通过效

率一致性、稳定性、结果可靠性 3个维度验证其普

适性. 在效率一致性方面, 通过观察 VMC在不同

哈密顿量下突破局域界的迭代次数, 验证其“快速

探测”特性是否具有普适性; 在稳定性方面, 检查

VMC在不同哈密顿量下是否均能稳定收敛, 而非

仅在特定系统中偶然有效; 在结果可靠性方面, 验

证各种情形下 VMC最终的能量期望值是否符合

理论预期, 从而阐明探测结果的可靠性. 若 VMC

在不同哈密顿量下均能高效、稳定地完成非局域性

探测并输出可靠结果, 则可证实该方法在非局域性

研究中的普适性.

Hn(A1) |ΨS,Ω⟩
λ(A1, S) < −Bloc(n) A1

情景 2　当哈密顿量为  时, 寻找  ,

使得  , 其中可观测量集  为
 

 

A1 :


A0

1 =
σx + σy√

2
,

A1
1 =

σx − σy√
2

,


A0

n =
σx + σy√

2
,

A1
n =

σx − σy√
2

,


A0

j =
−σx + σy√

2
,

A1
j =

σx + σy√
2

,

(j = 2, 3, · · · , n− 1).

n = 8, 9, 10, 11

Hn(A1)

λ(A1, S)

图 3和表 3分别给出了当   时 ,

基于 VMC方法寻找哈密顿量  可能的基态

能量  的优化过程以及迭代次数与能量误

差, 其余情形类似可得. 由图 3和表 3可以看出,

在这种测量场景下, 借助 VMC方法也可以快速突

破局域界检测到非局域态, 最终实现 Svetlichny不

等式的最大量子违反. 这也意味着实现 Svetlichny

不等式的最大量子违反的场景是不唯一的.
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n = 8, 9, 10, 11 Hn(A0) λ(A0, S)

−Bloc(n) −Bquan(n) Fn(A , S,Ω)

图 2    当   时, 基于 VMC方法寻找哈密顿量   可能的基态能量   的优化过程, 其中红色、绿色虚线

分别代表局域界   和量子界   , 纵轴上的函数值表示  

n = 8, 9, 10, 11 λ(A0, S)

Hn(A0) −Bloc(n)

−Bquan(n) Fn(A , S,Ω)

Fig. 2. When    , the optimization process for finding the possible ground state energy     of the Hamiltonian

   using  VMC  method,  where  the  red  and  green  dashed  lines  represent  the  local  bound      and  quantum  bound

 , respectively; the function value on the vertical axis represents   .
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Hn(A2) |ΨS,Ω⟩

λ(A2, S)<−Bloc(n) A2

情景 3　当哈密顿量为  时, 寻找  ,

使得  , 其中可观测量集   为
 

　

A2 :


A0

1 =
σx +

√
2σz√

3
,

A1
1 =

σx −
√
2σz√

3
,


A0

n =
σx +

√
2σz√

3
,

A1
n =

σx −
√
2σz√

3
,

A0
j =

−σx +
√
2σz√

3
,

A1
j =

σx +
√
2σz√

3
,

(j=2, 3, · · · , n− 1).

Hn(A2)

n = 3 −1.3608

由于哈密顿量  是自伴算子 ,  利用精

确对角化 (exact diagonalization, ED)求解其特征

值得到: 当    时, 基态能量约为   ; 当

n = 9 −9.929 n = 10

−19.572 n = 11

−19.29 n = 3, 9, 10, 11

Hn(A2)

λ(A2, S)

n = 3 A2 |φ⟩ = 1√
3
(|001⟩+

|010⟩+ |100⟩) |ψ0⟩

  时, 基态能量约为   ; 当   时, 基

态能量约为  ; 当   时, 基态能量约为

 . 图 4和表 4分别给出了当  时

基于 VMC方法寻找哈密顿量  可能的基态

能量  的优化过程以及迭代次数与能量误

差, 其余情形类似可得. 由图 4和表 4观察到, 借助

VMC方法也可以快速探测到非局域态, 最终无限

逼近于基态能量, 这与理论预期是一致的. 特别地,

当  时,   可以探测到W态 

 , 这是一类与  , GHZ态不具有局

域酉等价的量子态, 也充分说明 VMC方法可以探

测到违背 Svetlichny不等式的其他类型的量子态.

Hn(A3) |ΨS,Ω⟩情景 4　当哈密顿量为  时, 寻找  ,
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图 3    当   时, 基于 VMC方法寻找哈密顿量   可能的基态能量   的优化过程, 其中红色、绿色虚线

分别代表局域界   和量子界   , 纵轴上的函数值表示  

n = 8, 9, 10, 11 λ(A1, S)

Hn(A1) −Bloc(n)

−Bquan(n) Fn(A , S,Ω)

Fig. 3. When    , the optimization process for finding the possible ground state energy     of the Hamiltonian

   using  VMC  method,  where  the  red  and  green  dashed  lines  represent  the  local  bound      and  quantum  bound

 , respectively; the function value on the vertical axis represents   .

 

Hn(A1)表 3    寻找哈密顿量  可能的基态能量的迭代次数与能量误差
Hn(A1)Table 3.    Iterations and energy error for finding the possible ground state energy of the Hamiltonian   .

n 能量首次低于局域界的迭代次数 对应的能量值 最大迭代次数 能量误差

8 30 –11.12 500 1.36× 10−5

9 30 –10.899 500 6.99× 10−4

10 30 –22.237 500 3.002× 10−6

11 30 –22.44 500 5.01× 10−3
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λ(A3, S)<−Bloc(n) A3使得  , 其中可观测量集为  为
 

 

A3 :
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Hn(A3) n = 8
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−10.8084 n = 10 −21.5074

n = 11 −21.3984

n = 8, 9, 10, 11

由 ED求解   特征值得到: 当   时,

基态能量约为  ; 当   时, 基态能量约

为  ; 当  时, 基态能量约为  ;

当   时 ,  基态能量约为   . 图 5和

表 5分别给出了当   时基于 VMC方

Hn(A3) λ(A3, S)法寻找哈密顿量  可能的基态能量 

的优化过程以及迭代次数与能量误差, 其余情形类

似可得.

Hn(A4) |ΨS,Ω⟩

λ(A4, S)<−Bloc(n) A4

情景 5　当哈密顿量为  时, 寻找  ,

使得  , 其中可观测量集为  为

 

0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

F
u
n
c
ti
o
n
 v

a
lu

e

-1.0

0

-1.4

-1.2

500400300

Iteration

200100

-1

Exact diagonalization
-




-8

Exact diagonalization
-8




-16

Exact diagonalization
-16




-16

Exact
diagonalization

-16



(a)
(b)

0

-5

-10

-15

F
u
n
c
ti
o
n
 v

a
lu

e

-20

(c)
0

-5

-10

-15

F
u
n
c
ti
o
n
 v

a
lu

e
-20

=3, loc(3)=1, 

quan(3)=



=9, loc(9)=8, 

quan(9)=8



=10, 
loc(10)=16, 

quan(10)=16



=11, 
loc(11)=16, 

quan(11)=16



(d)

0

-2

-4

-6

-8F
u
n
c
ti
o
n
 v

a
lu

e

-10

0 500400300

Iteration

200100

0 500400300

Iteration

200100

0 800700600500400300

Iteration

200100

n = 3, 9, 10, 11 Hn(A2) λ(A2, S)

−Bloc(n) −Bquan(n) Fn(A , S,Ω)

图 4    当   时, 基于 VMC方法寻找哈密顿量   可能的基态能量   的优化过程, 其中红色虚线代表局

域界   , 绿色虚线代表量子界   , 蓝色虚线代表 ED得到的基态能量, 纵轴上的函数值表示  

n = 3, 9, 10, 11 λ(A2, S)
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−Bquan(n)

Fn(A , S,Ω)

Fig. 4. When    , the optimization process for finding the possible ground state energy     of the Hamiltonian

  using VMC method, where the red dashed line represents the local bound   , the green dashed line represents the

quantum bound   , and the blue dashed line represents the ground state energy obtained by ED; the function value on the

vertical axis represents   .
 

Hn(A2)表 4    寻找哈密顿量  可能的基态能量的迭代次数与能量误差
Hn(A2)Table 4.    Iterations and energy error for finding the possible ground state energy of the Hamiltonian   .

n 能量首次低于局域界的迭代次数 对应的能量值 最大迭代次数 能量误差

3 40 –1.075 500 8.35× 10−7

9 160 –9.571 500 1.91× 10−3

10 100 –18.77 500 2.53× 10−4

11 320 –16.57 500 3.71× 10−2
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Hn(A4) λ(A4, S)

利用 ED求解  特征值得到: 当  时,

基态能量约为  ; 当   时, 基态能量约

为  ; 当  时, 基态能量约为  ;

当   时 ,  基态能量约为   . 图 6和

表 6分别给出了当   时基于 VMC方

法寻找哈密顿量  可能的基态能量 

的优化过程以及迭代次数与能量误差, 其余情形类

似可得.

由图 4—图 6可以看出, 对于这些不同组合的

可观测量集, 借助 VMC方法都可以快速探测到非

局域态, 最终无限逼近于哈密顿量的基态能量, 这

与理论预期是吻合的. 由此可知, VMC方法在不

同哈密顿量下均能高效、稳定地完成非局域性探

测, 这展现了该方法在基于神经网络量子态的非局
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图 5    当   时, 基于 VMC方法寻找哈密顿量   可能的基态能量   的优化过程, 其中红色虚线代表局

域界   , 绿色虚线代表量子界   , 蓝色虚线代表 ED得到的基态能量, 纵轴上的函数值表示  

n = 8, 9, 10, 11 λ(A3, S)

Hn(A3) −Bloc(n)

−Bquan(n)

Fn(A , S,Ω)

Fig. 5. When    , the optimization process for finding the possible ground state energy     of the Hamiltonian

  using VMC method, where the red dashed line represents the local bound   , the green dashed line represents the

quantum bound   , and the blue dashed line represents the ground state energy obtained by ED; the function value on the

vertical axis represents   .
 

Hn(A3)表 5    寻找哈密顿量  可能的基态能量的迭代次数与能量误差
Hn(A3)Table 5.    terations and energy error for finding the possible ground state energy of the Hamiltonian   .

n 能量首次低于局域界的迭代次数 对应的能量值 最大迭代次数 能量误差

8 120 –10.138 500 1.33× 10−4

9 130 –8.20 500 5.59× 10−3

10 80 –19.40 500 2.3× 10−4

11 80 –19.04 500 6.84× 10−2
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域性探测中的有效性与普适潜力, 为多体量子系统

的非局域特性研究提供了有力支撑, 也为实验上难

以实现的复杂量子态探测开辟了新的途径.

值得注意的是, 不同哈密顿量的能量期望界存

在差异, 并非所有的哈密顿量都能突破局域界并违

反 Svetlichny不等式. 而 VMC方法恰好能借助这

一特性, 预先判断特定哈密顿量是否具备探测非局

域态的潜力, 从而筛选出适合进行非局域性探测的

哈密顿量以及可观测量集, 为后续非局域性的深入

研究奠定前期基础.

总体而言, VMC方法不仅为探测 Svetlichny

不等式的违反构建了兼具可行性与操作性的计算

框架, 也为量子非局域性的系统性研究提供了从前

期筛选到非局域态快速探测的完整技术支撑. 这一

方法在量子非局域性研究领域展现出的普适性与

高效性, 使其成为推动量子非局域性从理论模型到

系统性研究落地的核心驱动力, 让原本依赖复杂理

论推导或高成本实验验证的非局域性研究, 能够得

以通过数值模拟来进行高效推进, 为该领域的基础

探索与应用拓展筑牢了方法根基.

 4   结　论

本文以多体量子非局域性探测为核心目标, 创新

性地在神经网络量子态与量子非局域性研究之间

构建起全新的连接桥梁, 进而借助神经网络量子态来
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图 6    当   时, 基于 VMC方法寻找哈密顿量   可能的基态能量   的优化过程, 其中红色虚线代表局

域界   , 绿色虚线代表量子界   , 蓝色虚线代表 ED得到的基态能量, 纵轴上的函数值表示  

n = 8, 9, 10, 11 λ(A4, S)

Hn(A4) −Bloc(n)

−Bquan(n)

Fn(A , S,Ω)

Fig. 6. When    , the optimization process for finding the possible ground state energy     of the Hamiltonian

  using VMC method, where the red dashed line represents the local bound   , the green dashed line represents the

quantum bound   , and the blue dashed line represents the ground state energy obtained by ED; the function value on the

vertical axis represents   .

 

Hn(A4)表 6    寻找哈密顿量  可能的基态能量的迭代次数与能量误差
Hn(A4)Table 6.    Iterations and energy error for finding the possible ground state energy of the Hamiltonian   .

n 能量首次低于局域界的迭代次数 对应的能量值 最大迭代次数 能量误差

8 50 –9.962 500 5.1× 10−5

9 90 –9.787 500 1.03× 10−3

10 60 –20.842 500 2.35× 10−3

11 120 –18.39 500 2.83× 10−4
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推进探测实现. 在实施过程中, 先探讨了 Svetlichny

不等式的最大量子违背, 阐明了实现 Svetlichny不

等式最大量子违背的量子态和可观测量集是不唯

一的; 然后借助神经网络强大的函数拟合能力, 构

建了神经网络量子态, 以多项式复杂度刻画了量子

态, 成功化解了多体系统中“指数墙”这一基础障碍;

随后通过对比 Nelder-Mead单纯形法与 VMC方

法, 发现 VMC方法在效率与精度上更适配基于神

经网络量子态的非局域性探测; 最终验证了 VMC

方法在不同哈密顿量下均能高效、稳定地完成非局

域性探测, 展现了该方法在基于神经网络量子态的

非局域性探测中的有效性与普适潜力, 为非局域性

探测领域提供了颇具价值的研究新见解, 还为多体

量子非局域性的理论研究与实际应用提供了兼具

可行性与高效性的实施路径, 更为实验上难以实现

的复杂量子态探测开辟了新的途径.

未来, 可进一步拓展神经网络在该领域的应

用, 探索借助其他类型神经网络构建神经网络量子

态来探测非局域性; 也可突破态表示的局限, 探索

混合态的神经网络表示方案, 使其适配实际环境中

带噪声的量子系统, 从而将非局域性探测延伸至更

贴近应用场景的领域, 为多体量子非局域性的研究

开辟新方向, 也为其理论突破与技术落地提供更为

全面的方法支撑.
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Abstract

ρ0 A0

Quantum  nonlocality,  as  an  invaluable  quantum  resource,  plays  an  indispensable  role  in  processing

numerous  quantum information.  Accurate  characterization  and  effective  detection  of  nonlocality  have  always

been important and challenging topics in theoretical and experimental quantum information research. How to

precisely identify and verify the phenomenon of quantum nonlocality in complex many-body quantum systems,

and how to design more efficient detection methods for the nonlocality, have become urgent scientific issues that

need to be addressed. This paper is dedicated to the detection of multipartite quantum nonlocality, with a focus

on exploring how the Svetlichny inequality can be used to detect it. First, the maximum quantum violation of

the Svetlichny inequality is discussed. Through construction, a quantum state     and a set of observables   

are  obtained,  thereby  achieving  the  maximum  quantum  violation  of  the  Svetlichny  inequality.  It  is  also

demonstrated  how  to  construct  other  quantum  states  and  sets  of  observables  to  achieve  their  maximum

violation of the Svetlichny inequality, thereby clarifying that the quantum states and sets of observables that

achieve the maximum quantum violation of the Svetlichny inequality are not unique. Second, in order to find

more  quantum  states  and  sets  of  observables  that  violate  the  Svetlichny  inequality,  a  corresponding

Hamiltonian is constructed using the Svetlichny operator. This core issue of finding quantum states that violate

the  Svetlichny  inequality  is  ingeniously  transformed  into  solving  the  ground  state  of  this  Hamiltonian.

Leveraging the powerful function approximation capability of neural networks, neural network quantum states

are constructed.  Two optimization algorithms,  i.e.  the Nelder-Mead simplex method and quantum variational

Monte Carlo (VMC), are respectively adopted to optimize the network parameters in order to find the ground

state energy and ground state of the Hamiltonian, thereby achieving a violation of the Svetlichny inequality and

ultimately detecting nonlocal states. To ensure the efficiency and accuracy of the detection method, we conduct

a  comparative  study of  different  optimization  methods.  By comparing  the  Nelder-Mead simplex  method with

the  VMC method,  we  find  that  the  VMC method  is  more  suitable  for  nonlocality  detection  based  on  neural

network  quantum  states  in  terms  of  efficiency  and  accuracy,  providing  reliable  computational  support  for

detecting many-body quantum nonlocality and the violation of the Svetlichny inequality. To verify the validity

and  universality  of  the  proposed  method,  we  detect  the  nonlocality  of  multipartite  quantum  pure  states  by

using neural network quantum states and the VMC method under different Hamiltonians. The results indicate
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that this method successfully captures violations of the Svetlichny inequality in many-body quantum systems,

thereby achieving effective detection of multipartite quantum nonlocality. This fully confirms the validity and

universal potential of the VMC method in nonlocality detection based on neural network quantum states. This

study  not  only  verifies  the  theoretical  and  technical  feasibility  of  detecting  multipartite  quantum nonlocality

based  on  neural  network  quantum states  and  the  VMC method,  but  also  provides  valuable  new  insights  for

detecting nonlocality. More importantly, it opens up a new research avenue for using neural networks to solve

complex quantum many-body problems.
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