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理论上分析了受自旋指标调控并施以增益和损耗复势能的一维非厄米自旋轨道耦合 Su-Schrieffer-Heeger

(SSH)模型的拓扑性质和能谱特性. 发现虚势能导致体系的拓扑非平庸区出现能谱虚化, 而在拓扑平庸区发

生   相变. 此外, 虚势能和自旋轨道耦合共同作用使得拓扑平庸区中发生拓扑相变, 并且拓扑非平庸区变

宽. 能谱结果显示, 虚势能和自旋轨道耦合对于体系的零能态有明显的调控作用, 主要在于出现了 4种局域

性、数目均不同的零能态. 这说明虚势能和自旋轨道耦合对体系的能带结构的特殊调节效果. 本文有助于理

解   对称非厄米系统的拓扑相变行为.
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1   引　言

PT

PT
PT

PT

多年来, 具有空间和时间反演组合对称性 ( 

对称性)的非厄米哈密顿量一直是量子物理领域的

研究热点.    对称性的概念最早是在 1998年由

Bender和 Boettcher提出的, 他们发现在  对称

破缺发生之前, 系统能够出现纯实数的本征能谱 [1].

随着非厄米和拓扑量子物理的发展,   对称拓扑

量子物理已经成为一个重要的研究方向 [2−5].

PT在众多非厄米   对称体系的结构中 ,  Su-

Schrieffer-Heeger (SSH)模型是最基本、最重要的

体系之一 [6−8]. 所谓的一维 SSH模型是一种具有交

替跳跃系数的一维两能带晶格 [9−12]. 在厄米情况

下, 通过调节胞内和胞间跃迁系数的比值, 在布里

渊区的边界处会出现能隙闭合再打开的过程, 即拓

扑相变 [13]. 在开边界条件下, 拓扑非平庸区的能隙

PT

PT
PT

PT
PT

PT

中会出现局域在系统两端的零能边缘态. 正因为

SSH模型清晰的拓扑特性, 被视为非厄米拓扑量

子物理的重要研究对象. 朱保刚等 [14] 研究了在模

型两端具有增益和损耗虚势能的   对称非厄米

SSH模型. 发现虚势能的加入会导致体系的拓扑

平庸区和非平庸区表现出不同的特性. 在拓扑平庸

区中, 虚势能会导致系统经历自发的  对称破缺

转变. 而在拓扑非平庸区, 仅会出现自发的  对

称破缺相. 随后, 许多课题组致力于研究  对称

非厄米 SSH 模型的性质, 讨论了自发   对称破

缺, 添加次近邻耦合、拓扑相位以及奇异点和拓扑

边态 [15−21]. 在此基础之上, 其他复杂结构也得到讨

论, 如   对称的三聚体晶格、Kitaev 模型、六角

蜂窝晶格等 [22−25].

PT虽然在自然界中找不到特殊的  对称系统,

但实验上可以等效实现. 如利用光波导通道可以

得到具有增益和损耗效果的复势能 [26], 利用光学微
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腔或单向隐形 Bragg光栅结构实现   对称 [27,28].

 对称光学和拓扑光子学的发展直接推动了 

对称拓扑系统的发展. 除了光学系统之外, 在声学

领域 [29] 以及 LRC电路中也能实现  对称 [30,31].

PT

随着自旋轨道耦合体系研究的深入, 有研究组

指出自旋轨道耦合对厄米体系的拓扑性质具有重

要影响和驱动作用 [32−34]. 受此启发, 本文拟设计一

个复杂的体系, 即在一维自旋轨道耦合 SSH模型

的基础上施加与自旋方向相关的虚势能. 目的在

于, 研究虚势能和自旋轨道耦合对一维自旋轨道耦

合 SSH模型拓扑性质的共同驱动作用. 研究发现,

随着虚势能的增加, 体系发生自发   对称破缺.

此外, 虚势能和自旋轨道耦合共同作用会诱导拓扑

平庸区发生相变, 使得拓扑非平庸相的范围增加.

在此过程中, 两种参数对拓扑非平庸区也产生了不

同特性的零能态. 所有现象都表明了虚势能和自旋

轨道耦合对非厄米自旋轨道耦合 SSH模型拓扑性

质、边缘态特征等因素具有丰富的调控作用. 

2   理论模型

Nc

本文提出的非厄米一维自旋轨道耦合 SSH模

型是由   个原胞组成的一维链, 具体结构如图 1

所示. 体系哈密顿量表示为 

H = H0 + U, (1)

H0右侧第一项   表示一维自旋轨道耦合 SSH模型

的哈密顿量: 

H0 =

Nc∑
i=1

∑
σ

(
vc†iaσcibσ + h.c.

)

+

Nc−1∑
i=1

∑
σ

(
wc†ibσci+1aσ + h.c.

)

+

Nc∑
i=1

∑
σ

(
λvc

†
iaσcibσ′ + h.c.

)

−
Nc−1∑
i=1

∑
σ

(
λwc

†
ibσci+1aσ′ + h.c.

)
, (2)

c†iασ ciασ α

(α = a, b) σ (σ =↑, ↓)

v = t(1 + δ)

w = t(1− δ) δ

|δ|<1 λv=λ(1+δ) λw=λ(1− δ)

其中,    和   分别表示在第 i 个原胞中, 第  

 晶格上自旋为   的产生算符和

湮灭算符 ;  v 表示原胞内跃迁 , 其具体形式为

 . w 表示原胞间跃迁振幅, 其具体形式

为     . 为保证跃迁项都是正数, 本文将  

的范围规定在   .    和  

λ 0 < λ < 1

分别表示原胞内和原胞间自旋轨道耦合跃迁, 其中

 表示自旋轨道耦合强度, 取值范围为   .

(2)式右侧第二项 U 描述在位能处引入能量

增益和损耗来实现的虚势能项, 其哈密顿量写为 

HPT =
∑
i,σ

iγ
(
c†iaσσ

z
σσciaσ − c†ibσσ

z
σσcibσ

)
, (3)

γ > 0这里  表示虚势能强度.

ciασ =

1√
Nc

∑
k
ckασeikn

根据体系哈密顿量, 接下来讨论非厄米自旋

轨道耦合 SSH系统的能带结构和拓扑性质 . 在

周期性边界条件下 , 利用傅里叶变换    

 可以得到动量空间的哈密顿量

表达式: 

H =
∑
k

ψ†
kH(k)ψk. (4)

ψk = [cka↑, cka↓, ckb↑, ckb↓]
T H(k)考虑四分量基矢   ,   

的表达式可以写成: 

H(k) =


iγ 0 z(k) h(k)

0 −iγ h(k) z(k)

z∗(k) h∗(k) −iγ 0

h∗(k) z∗(k) 0 iγ

 , (5)

z(k) = v + we−ik h(k) =

λv − λwe−ik

其中 k 是布洛赫波矢量,    ,   

 .
 

2.1    对称性

哈密顿量的对称性决定了具有拓扑结构的系

 

A B A B A B A B

i

-i

-i
i

A B A B A B A B









 

iγ −iγ

λv λw

图 1    非厄米自旋轨道 SSH模型示意图. A和 B表示两种

晶格, 紫色上箭头和绿色下箭头分别表示具有增益和损耗

的虚势能   和   , 浅绿色线和黑色线分别表示胞内跃迁

v 和胞间跃迁 w, 蓝色线和粉色线表示胞内自旋轨道耦合

跃迁   和胞间自旋轨道耦合跃迁  

iγ −iγ

λv λw

Fig. 1. Schematic  diagram  of  the  non-Hermitian  spin-orbit

SSH  model.  A  and  B  represent  two  kinds  of  lattices,  and

purple-up and  green-down  arrows  represent  imaginary   po-

tentials      and    ,  respectively.  Light-green  and  black

lines  denote  intracell  hopping  v  and  intercell  hopping  w,

and the blue and pink lines describe the intracell spin-orbit

coupling    and the intercell spin-orbit coupling   . 
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统中对称保护的拓扑相位. 因此, 应首先关注体系

的对称性, 以呈现自旋轨道耦合 SSH模型的拓扑

性质. 利用泡利矩阵, (5)式可以改写成: 

H(k) = (v + cos k)(τx ⊗ σ0) + w sin k(τy ⊗ σ0)

+ (λv − λw cos k)(τx ⊗ σx)

− λw sin k(τy ⊗ σx) + iγ(τz ⊗ σz),
(6)

τx,y,z(σx,y,z) τ0(σ0)  是对应的泡利矩阵,    是二阶单

位矩阵.

γ = 0

PH(k)P−1 =H(−k)
P τx ⊗ σ0 P2 = 1

TH(k)T −1 =H(−k) T (τ0 ⊗ σx)

K T T ∗ = 1 H(k)

ΓH(k)Γ−1 = −H(−k) Γ

Γ = (τz ⊗ σ0)K ΓΓ ∗ = 1

CH(k)C−1 = −H(k) C
C = τz ⊗ σx CC∗ = 1

当  时, 整个体系处于厄米情况. 可以发现,

体系满足反演对称性   , 其算

符   表示为   (  ). 体系也具有时间反

演对称性  , 其中  =  

 (  ), 这里*表示复共轭.    还满足粒

子-空穴对称性   ,    表示为

 且  . 粒子-空穴对称性的存

在保证了体系的能量满足正负对称. 此外, 体系还

满足手性对称性   ,    表示为

 (  ).

γ ̸= 0

H ̸=HT(H∗)

PHS
C−H

T(k)C−1
− = −H(−k) TRS

T +H
∗(k)T −1

+ =H(−k)

TRS† : C+H
T(k)C−1

+ =H(−k) PHS† :

T −H
∗(k)T −1

− = −H(−k)
TRS† PHS† TRS PHS

当   时, 体系变为非厄米情况. 由于虚势

能的引入导致   , 非厄米体系的对称

性分析也会受到影响. Kawabata等 [35] 试图给出非

厄米系统各种对称性的定义和条件. 他们提出, 非

厄米情况下粒子-空穴对称性 (  )的定义式为

 , 时间反演对称性 (  )

满足  . 特殊的是, 在非厄米体

系中也存在  和 

 . 从以上的对称性表达

式可以发现,   和  是  和  的厄米共轭.

TRS
PHS H(k) TRS† PHS†

C+ = τ0 ⊗ σ0 C2
+ = 1 T − = τz ⊗ σ0

T −T ∗
− = 1 H(k) CH†

(k)C−1 = −H(k) C = τz ⊗ σ0

C = C+T −

PT PTH(k)PT −1 =H(k) P
T P = τx ⊗ σx T = (τ0 ⊗ σx)K

对于本模型, 虽然非厄米情况下不存在  和

 , 但是  仍满足对称性  和  , 其对应

算符表示为  (  )和 

(  ). 同样,   满足手征对称性, 即 

 , 其中   . 这里的手征

对称算符也可以写成   . 另外, 体系满足

 对称性, 即  , 其中  和

 分别表示为  和  .

BDI†

Z

根据所满足的对称性, 可以将拓扑体系分类 [35,36].

可以推断厄米情况下本体系属于 BDI类, 而在非

厄米情况下属于非厄米系统 38种拓扑分类中的

 类, 具体分类结果如表 1 所列. 以往的结论 [35]

表明, 一维 BDI类体系存在  类拓扑不变量. 

2.2    能带结构与拓扑相变

需要强调的是, 只从对称性的角度确定体系的

拓扑性质是不够准确的. 下面计算一维非厄米自旋

轨道耦合 SSH模型的能带结构, 探究体系的拓扑

相变条件. 将 (5)式的哈密顿量进行对角化处理,

可以得到动量空间能带表达式: 

E±(k) = ±
√
X ±

√
−4γ2|h(k)|2 + Y , (7)

其中 

X = − γ2 + |h(k)|2 + |z(k)|2

= − γ2 + λ2v + λ2w + v2 + w2

+ 2(vw − λvλw) cos k,

Y = [h∗(k)z(k) + h(k)z∗(k)]2

= 4[vλv − wλw + (wλv − vλw) cos k]2. (8)

γ = 0对于厄米情况 (  ), 动量空间本征能量简化为 

E = ± 2

√[
(λ± tδ) sin k

2

]2
+
[
(t± λδ) cos k

2

]2
. (9)

k = ± π

λ δ δ =

± λ/t δ = ± t/λ

k = 0

λ = 0.3 δ = 0.3

k = ± π δ = 3.333

k = 0

通过能带表达式 (9)能够发现, 当   时中间

两条能带发生闭合, 此时  ,   和 t 之间满足条件 

 . 同样, 当三者满足  时, 中心能带在

 处发生能隙闭合. 如图 2(a)和图 2(b)所示的

 时的能谱. 可以发现, 当  时中间两条

能带在   相交 , 而当   时能隙在

 处闭合, 与理论推导结果一致.

BDI Z根据  类对称性的结论, 体系存在  类拓扑

不变量. 将动量空间哈密顿量转换为非对角形式,

代入拓扑不变量表达式 

Z = − Tr
∫ π

−π

dk
2i
V −1∂kV

= −
∫ π

−π

dk
2i
∂k ln det(V ), (10)

det(V )=−λ2v+v2+2e−ik(λvλw+vw) + e−2ik×

(−λ2w+w2)

其中,  

 . 由此可以得到厄米体系的拓扑不变量,

 

BDI BDI†表 1    厄米和非厄米情况的  和  类

BDI BDI†Table 1.    The      and      classes for   Her-

mitian and non-Hermitian Hamiltonians.

Symmetry TRS PHS TRS† PHS† CS

Class T (T +) Γ (C−) C+ T − C 

BDI +1 +1 0 0 1

BDI† 0 0 +1 +1 1
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λ = 0 Z = 2π Z = 0

λ −λ/t < δ < λ/t

λ Z = 2π Z = π Z =

0

Z = 2π
Z = π

对应结果如图 2(c)所示 . 从图中可以观察到当

 时, 体系只有  (黄色区域)和  (紫

色区域)两种相. 随着  的增加, 在 

区间内为拓扑非平庸 I区 (绿色区域). 结果表明,

 的加入才导致体系会出现   ,    及  

 三种相. 图 2(d)给出了开边界条件下的能带结

构. 根据之前的研究结论 [32−34] 可以知道,   时

零模存在四重简并, 而  时零模为二重简并.

γ ̸= 0

k = ±π
E1(2) = 2λ+ (−)

√
−γ2 + 4δ2t2 E3(4) =

−2λ− (+)
√
−γ2 + 4δ2t2

E2 E3

对于非厄米情况 (  ), 同样可以找到能隙闭

合条件. 由 (7)式可以写出  时体系 4条能带

的表达式:   ,  

 . 根据能带表达式可以发

现, 如果  和  两条能带相交, 则需满足 

γ2 = 4(δ2t2 − λ2). (11)

k = 0 E1(2) = 2λδ+

(−)
√
−γ2 + 4t2 E3(4) = −2λδ − (+)

√
−γ2 + 4t2

E2 E3 k = 0

而当  时, 体系的能带表达式变成  

 ,    .

 和  也可以在  处发生能带相交, 此时各参

数需满足 

γ2 = 4(t2 − δ2λ2). (12)

k = ± π k = 0此外, 通过  和  的能带表达式还能发现

E1 E2 E3 E4

γ2 = 4δ2t2 γ2 = 4t2

 和   (  和   )在这两处位置相交, 则参数需

分别满足  以及  .

Z =∑
n
i
∮

⟨φn|∂kψn⟩dk |ψn⟩ |φn⟩

为了更好地观察体系的拓扑性质, 有必要在动

量空间中讨论全局 Zak相 [37,38], 其表达式为  

 . 这里  (  )表示右 (左)矢

 

(b)

6
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图  2    (a), (b) 厄米情况下 , 体系的动量空间能谱图 ,        (a)    ; (b)    . (c) 动量空间相图 , 其中黄色对应

 , 绿色对应   以及紫色对应   . (d) 体系能谱随着二聚化参量   的变化

λ = 0.3 δ = 0.4

δ = 2.5 Z = 2π
Z = π Z = 0 δ

Fig. 2. (a),  (b) The energy spectra of system in the momentum space under the Hermitian condition with    :  (a)    ;

(b)    . (c) Phase diagram in the momentum space, where yellow region corresponds to    , green region corresponds to

 , and purple corresponds to   . (d) Energy spectrum with the change of dimerization parameter   . 
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图 3    随   和   变化的拓扑相图. 蓝色对应    的拓扑

非平庸相 , 绿色区域表示   的拓扑平庸相 . 相关参数

为   以及  

γ λ

Z = π
Z = 0

δ = 0.4 t = 1.0

Fig. 3. Topological phase diagram with changes in    and   .

Blue  region  corresponds  to  the  topologically  non-trivial

phase of    , and green region represents the topologic-

ally trivial phase of    . Relevant parameters are taken

to be    and   . 
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Hk|ψn⟩ = En|ψn⟩ H†
k|φn⟩ =

E∗
n|φn⟩ Z

δ = 0.3 γ λ

Z = π

Z = 0

0 < λ < δ γ λ

本征态 , 且满足   以及  

 . 通过计算 Zak 相  , 可以辨别体系的拓扑

相区. 图 3给出了  时随  和  变化的拓扑相

图. 图中绿色对应   的拓扑非平庸相, 蓝色区

域表示  的拓扑平庸相. 从图中明显可以发现,

在   条件下,    和   驱动体系发生拓扑相

变, 导致新的拓扑相出现. 

3   数值结果与讨论

t = 1.0

基于上述理论推导, 接下来从动量空间和坐标

空间出发, 详细讨论非厄米一维自旋轨道 SSH模

型的能带结构. 为方便计算, 整篇文章中取  .

λ = 0.3

δ = 0.4

γ

γ
√
7/5 k =

± π
γ

γ = 0.8

k = ± π |E| = 2λ

图 4给出了在动量空间中非厄米一维自旋轨

道耦合 SSH模型的能谱 . 参数设置为   和

 , 对应厄米情况下的拓扑平庸区. 从图 4可

以发现, 随着  的增加, 体系确实经历了两次相变

过程, 这意味着虚势能在调控体系的拓扑属性方面

扮演了重要角色. 具体来说, 从图 4(a)和图 4(b)

可以观察到, 当  增加至  时, 中间两条能带在 

 处相遇 . 在这个过程中发生了拓扑相变 , 与

(11)式结果一致. 随着  继续增加, 闭合的能隙重

新打开. 在   时 (如图 4(c)), 上下两条能带

在   处相交 , 此时简并点能量为   .

γ > 2δt PT

γ ≈ 1.986 k = 0

Im(E) = 0

γ = 2t = 2.0 k =

0 k = 0

E = ± 2δλ γ > 2t

当   时, 虚势能使简并点劈裂成两个与  

对称性破缺相关的奇异点, 此时出现能量虚部. 当

 时, 能隙重新在   处闭合, 且闭合点

的能级虚部   (如图 4(e)). 这说明了体系

发生第二次相变, 而且条件与 (12)式一致. 随着非

厄米势能的增加, 两个奇异点继续移动, 复能区逐

渐扩展到中心. 在  时, 两个奇异点在 

 处合并, 虚部在  处形成狄拉克锥, 此时实部

能量为   (如图 4(f)). 最后,    时, 整

个体系的能量全部为复数, 不再存在奇异点. 根据

以上结果, 可以确定虚势能在非厄米自旋轨道耦

合 SSH模型中诱导出了丰富的能带结构.

λ = 0.3

δ ∈ [−1.0,−0.3] δ ∈

[−0.3, 0.3] δ ∈

[0.3, 1]

接下来讨论开边界情况下体系的能谱结构, 相

关参数取   . 根据厄米情况的结论知道, 当

 时 , 存在四重简并零能 , 而在  

 时表现为二重简并零能 , 剩下区域  

 为拓扑平庸区.

Nc = 50

δ1(2) = + (−)
√

(γ2 + 4λ2)/(4t2) δ3(4) =

+ (−)
√
(−γ2 + 4t2)/(4λ2)

0.3<δ<1

图 5给出的是在  的条件下能带的实部

和虚部. 由 (11)式和 (12)式可知, 非厄米情况下

体 系 在   和  

 处会发生相变. 从能量的

实部和虚部图中可以发现, 虚势能对于体系的拓扑

非平庸和平庸相的体态和零能态具有不同的调控

作用. 首先, 对于拓扑平庸区而言 (厄米  ),
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图  4    不同虚势能   的能带结构　 (a)    ; (b)    ; (c)    ; (d)    ; (e)    ; (f)      . 对应于

图 3中标出的各个位置. 蓝线表示能量的实部, 红线对应于虚部. 其他参数为   和  

γ γ = 0.3 γ =
√
7/5 γ = 0.8 γ = 1.0

γ ≈ 1.986 γ = 2

λ = 0.3 δ = 0.4

Fig. 4. Band  structures  for  different  values  of  imaginary  potential    :  (a)    ;  (b)    ;  (c)      ;  (d)    ;

(e)   ; (f)   . Correspond to the respective points in Fig. 3. The blue lines indicate the real part of energy, and the red

lines correspond to the imaginary part. Other parameters are    and   . 
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γ

γ = 1.908 δ1

δ ∈ [0.3, 1.0]

δ ∈ [−1.0, 0.3]

E = 0± ib

随着  的增加, 由虚势能诱导的零能态区域逐渐变

宽 . 当   时 , 达到拓扑相变条件   , 在

 全区间内存在零能态 (如图 5(e)). 在整

个过程中新产生的零能态无虚部出现. 而在拓扑非

平庸区 (厄米   )中, 虚势能对两个非

平庸相的作用效果不同. 虚势能的加入导致厄米的

四重简并零能态出现虚部, 即   , 说明该

PT
γ δ2

δ = −1.0

δ ∈ [−δ2, 0] δ

−1.0

阶段发生   对称破缺, 而原来二重简并的状态

仍表现为纯实数的零能.    的增加使满足   的拓

扑相变点逐渐靠近  , 导致原来四重零能态

区域减小 , 二重零能态区域逐渐增大 . 另外 , 在

 中出现从体态析出的孤立态. 随着   趋

近于   , 孤立态也逐渐进入到零能态中并伴有

能量虚部, 形成具有纯实零能又有纯虚能的混合六

 

4

(a)

R
e


2

0

-2

-4
-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

0.10

(b)

0.05

0

-0.05

-0.10
-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

Im


4

(c)

R
e


2

0

-2

-4
-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

1.0

(d)

0.5

0

-0.5

-1.0
-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

Im


2

(e)

R
e


1

0

-1

-2
-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

2

(f)

1

0

-1

-2
-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

Im


1.0

(g)

R
e


0.5

0

-0.5

-1.0
-1.0 -0.5 0


0.5 1.0

2

(h)

1

0

-1

-2
-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

Im




δ γ = 0.1 γ =
√
7/5 γ ≈ 1.908 γ = 2.0

λ = 0.3

图 5    开边界情况下, 不同   的能量实部和虚部　(a), (b)   ; (c), (d)   ; (e), (f)   ; (g), (h)   . 左侧

显示能量的实部, 右侧对应于能量的虚部. 其他参数设为   . 图中红线代表零能态的实部和虚部

δ γ = 0.1 γ =
√
7/5 γ ≈ 1.908 γ =

2.0

λ = 0.3

Fig. 5. Real and imaginary parts of energy for different    : (a), (b)    ; (c), (d)    ; (e), (f)      ; (g), (h)   

 .  Left  panel  shows  the  real  part  of  energy,  and the  right  corresponds  to  the  imaginary  part  of  energy.  Other  parameters  are

 . The red lines denote the real and imaginary parts of zero energy states. 
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图 6    开边界条件下的能谱和概率密度谱　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   . 其他参数设为  

以及  

δ = −0.7 δ = −0.32 δ = −0.23 δ =

0.32 λ = 0.3 γ =
√
7/5

Fig. 6. Energy and probability density spectra with open boundary conditions: (a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)  

 . The other parameters are    and   .
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γ = 2.0

−γ/2 < δ < γ/2

PT

γ = 2.0

能态区域. 由于该部分的零能态不是由于能隙闭合

再打开产生, 推断其不具有拓扑性. 当   时,

拓扑相变的破缺导致体系不再存在拓扑相, 仅存在

具有虚势能的能态. 对于体态, 在  

范围内体态有虚部出现 , 发生   对称破缺 , 而

其余区域的体态均为实数 . 以图 5(d)为例 , 当

 时, 整个参数空间的体态都有虚部. 基于以

上结果, 可以发现虚势能对于开边界条件下的的能

带结构和拓扑态具有明显的调控作用.

δ = −0.7 δ = −0.32 δ = −0.23

δ = 0.32

δ = −0.7

0 + 0.514i

0− 0.514i

δ = −0.32

0 + 0.271i 0− 0.271i

为了更好地描述体系中零模的特征, 图 6(a)—

(d)依次给出了  ,   ,   及

 时的本征能谱和波函数概率密度. 可以观

察到, 不同区域的零能态呈现出异样的特征. 具体

在于, 当  时, 在能隙中存在四个纯虚能态.

图 6(a)概率密度谱中 (i) 和 (iii)对应   ,

(ii)和 (iv)对应  . 由于虚势能的加入导致

本征能量变为复数, 四个态都呈现局域在晶格的左

端或右端的趋势, 并且相同能量的两个态的局域性

相反. 图 6(b)对应  的结果. 可以看出, 能

隙中存在六个态, 其中四个有虚能量, 两个能量为

纯实数. 从前面的结果可知, 有能量虚部的态是由

体态中析出的孤立态导致的, 不具有拓扑性. 从概

率密度可以发现, 两个纯实零能态 (i)局域在系统

的两端. 四个能量为   (ii)和   (iii)

的态也呈现局域在系统两端的趋势. 为了确定从体

δ = −0.23

γ = 0.32

系析出的孤立态情况, 图 6(c)给出了  的

结果. 从能谱可以观察到, 新产生的孤立态是二重

简并的, 在能隙中间形成纯实能的二重简并零能

态. 从概率密度可知, 孤立态和零能态一样, 都呈

现局域在系统两端的趋势. 然而, 与孤立态产生的

零能模相比 (图 6(b)中 (ii)和 (iii)), 局域性相对较

弱. 最后, 当  时, 虚势能的加入导致原有的

拓扑平庸区的间隙中出现局域在系统两端的二重

简并零能态, 如图 6(d)所示. 综上所述, 虚势能的

加入导致原来的拓扑平庸区的间隙中出现局域在

系统两端的二重简并零能态, 而随着体态析出的二

重简并孤立态进入到零能态中, 导致原有二重实零

能态变为六个态. 这说明虚势能可以让体系的零能

态呈现出更加有趣的现象.

γ

δ =

−0.4 δ = −0.2

δ = 0.4

γ < 2δt = 0.8

γ > 0.8

γ

PT
√
7/2 < γ < 1.986

γ > 1.986

下面讨论虚势能强度   对不同区域能谱结构

的影响, 如图 7所示. 其中图 7(a)和图 7(b)对应 

 , 图 7(c)和图 7(d)对应   以及图 7(e)

和图 7(f)对应  . 它们分别描述厄米体系中四

重简并、二重简并的拓扑非平庸区和拓扑平庸区.

从图 7(a)和图 7(b)可以发现, 在   区

间内体态能量为实数, 而   区间内体态能量

有虚部出现. 对于零能态, 只要  不等于零, 它的本

征能量立刻呈现出虚部, 导致体系一直   破缺.

此外 , 在两次拓扑相变点   之间 ,

虚势能驱动了新的纯实零能态出现; 当  ,
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图 7       变化对能量实部和虚部的影响　(a), (b)   ; (c), (d)   ; (e), (f)   . 左侧显示能量的实部 , 右侧对

应于能量的虚部. 其他参数为   . 图中红线代表零能态的实部和虚部

γ δ = −0.4 δ = −0.2 δ = 0.4

λ = 0.3

Fig. 7. Real and imaginary parts of energy for different   : (a), (b)   ; (c), (d)   ; (e), (f)     . Left panel shows

the real part of energy, and the right corresponds to the imaginary part. Other parameters are   . The red lines describe the

real and imaginary parts of zero energy states, respectively. 
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δ = −0.2 γ <

0.4 PT γ > 0.4

PT
γ

γ > 1.4

δ = 0.4

PT γ > 0.8 PT

有虚势能驱动的拓扑相变破缺, 纯实零能态消失.

在   的情况下 (图 7(c)和图 7(d)), 当  

 时, 整个体系处于严格的   对称; 当  

时, 由于体态能量存在虚部, 因此发生  对称破

缺. 除此之外, 随着  的增加, 可以看到确实从体态

中析出二重简并孤立态. 由于孤立态产生的零能加

入, 导致在    后出现混合六能态区. 直到第二

次拓扑相变之后, 体系的零能转变为四重纯虚能

态. 最后, 对  的情况, 如图 7(e),(f)所示, 体

系经历   相变, 即在   处发生   对称破

缺. 此外还能发现, 在两次拓扑相变之间的间隙中

出现有二重拓扑零能态. 基于以上结果可以看出,

对于厄米情况下不同类型的拓扑相, 虚势能会对零

能和体态产生不同的作用效果.

γ =
√
7/5 λ

λ

λ = 0.5

λ = 0.3

δ = −0.2

δ = 0.4

λ = 0.3

最后, 图 8给出了在  情况下,   对不

同区域能带的影响. 相关参数与图 7一致. 可以观

察到,   也对体系能谱具有调控效果. 如在图 8(a)

和图 8(b)中,   时体态从两带结构劈裂成四

带结构, 在拓扑相变临界值   之前会出现四

个纯虚能的状态. 随后出现混合六能态区域, 并且

在间隙中出现了孤立态. 如果  , 零能态的

变化趋势和图 8(a)以及图 8(b)类似, 不同之处在

于, 在整个参数空间中体态都具有虚部, 具体结果

如图 8(c)和图 8(d)所示. 当   时, 可以观察

到在虚势能的作用下, 在  处发生拓扑相变,

λ = 0.5

0 < λ < 0.5

出现二重简并零能态. 此外, 体态也在  时发

生劈裂, 并在  范围内纯在虚部. 这体现

了自旋轨道耦合对非厄米一维自旋轨道 SSH模型

的能带和拓扑性的特殊调控作用. 

4   结　论

PT

PT
PT PT PT

0± ib

PT

本文在一维自旋轨道耦合 SSH模型中, 通过

施加具有增益和损耗的虚势能来构造一维   对

称体系, 着重考察了由虚势能和自旋轨道耦合驱动

的拓扑相变以及零能态的特性. 结果发现, 自旋轨

道耦合和虚势能的作用导致体系出现了丰富而有

趣的现象. 首先, 虚势能的加入让拓扑非平庸体系

发生自发  对称破缺, 而在拓扑平庸区中可以观

察到  对称相变, 即从严格  对称到  对称

破缺. 其次, 虚势能和自旋轨道耦合的共同作用导

致非平庸区中出现不同特性、不同数量的零能态:

I) 四个能量为   型的能态; II) 由于从体态析

出的二重孤立态进入零能态中而产生的具有二重

纯实零能态和四个纯虚能态的混合六能态区域;

III) 具有纯实零能的二重简并零能态. 对于拓扑平

庸区而言, 虚势能和自旋轨道耦合共同作用使厄米

情况下的拓扑平庸区发生拓扑相变, 在平庸区的间

隙中出现二重纯实数零能态, 拓宽了体系的拓扑非

平庸区. 相信以上结果有助于探究  对称非厄米
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图 8    不同   导致的能量实部和虚部　(a), (b)   ; (c), (d)   ; (e), (f)   . 左侧显示能量的实部, 右侧对应于

能量的虚部. 参数设置为   . 图中红线代表零能态的实部和虚部

λ δ = −0.4 δ = −0.2 δ = 0.4

γ =
√
7/5

Fig. 8. Real and imaginary parts of energy for different   : (a), (b)   ; (c), (d)   ; (e), (f)     . Left panel shows

the real part of energy, and the right corresponds to the imaginary part. Other parameters are    . The red lines describe

the real and imaginary parts of zero energy states, respectively. 
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系统的拓扑相变行为, 同时为探究非厄米零能态的

种类和性质提供了理论支持.
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Topological properties of the one-dimensional

  -symmetric non-Hermitian spin-orbit-coupled
Su-Schrieffer-Heeger model*
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Abstract

PT

PT

The topological property and the energy property of one-dimensional non-Hermitian spin-orbit-coupled Su-

Schrieffer-Heeger  (SSH)  model  are  investigated  theoretically,  by  introducing  spin-dependent  imaginary

potentials with gain and loss effects. It is found that the imaginary potential leads the imaginary energy spectra

to appera in the topologically nontrivial region of this system, and the     phase transition to happen in the

topologically trivial region. In addition, the imaginary potential energy and spin-orbit coupling work together to

make the  topological  phase  transition  occur  in  the  topologically  trivial  region,  and the  topological  non-trivial

region becomes wider. The energy spectrum results show that the imaginary potential energy and the spin-orbit

coupling can obviously control the zero-energy states of the system, which mainly lies in the presence of four

zero-energy  states  with  four  different  localities  and  numbers.  This  shows  the  special  adjustment  effect  of

imaginary potential  energy and spin-orbit coupling on the energy band structure of the system. It is  believed

that these results are helpful in understanding the topological phase transition behavior of    -symmetric non-

Hermitian system.
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