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R E S U M O

Após uma breve revisão sobre tópicos básicos de teoriasde gauge, apresentaremos resultados relacionados

a um conjunto de trabalhos que tratam do formalismo de teoriade campos a temperatura finita aplicada ao estudo

de teorias de gauge. A ênfase será mais especificamente nostrabalhos sobre a versão não-comutativa destas

teorias. Um dos principais objetivos destes trabalhos é a investigação fenômenos no limite de altas temperaturas

em termos de uma ação efetiva invariante de gauge. Concluiremos com uma breve discussão sobre a possibilidade

de se introduzir a não-comutatividade em presença das interações gravitacionais.
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1 Introdução

Fenômenos térmicos e ultrarelativı́sticos são comuns `a sistemas tão complexos quanto a cosmologia do

universo primordial e a astrofı́sica de estrelas compactasou mesmo experimentos de colisão de ı́ons pesados

realizados em laboratótrio. Presentemente, o formalismoteórico para descrever certos regimes destes fenômenos

é fornecido pela teoria de campos a temperatura finita. Em umnı́vel fundamental, mas não necessariamente o

mais fundamental, essa descrição se dá em termos de teorias de campos de gauge, ou seja, das teorias de gauge

abelianas, não-abelianas e da gravitação.É portanto importante que o formalismo teórico seja desenvolvido

da maneira mais completa possı́vel, em todas as suas vertentes, através de soluções explı́citas das equações

envolvidas nestes modêlos teóricos.

A derivação de resultados analı́ticos em teoria de camposa temperatura finita encontra dificuldades se-

melhantes àquelas enfrentadas na teoria quântica de campos usual, a temperatura zero. Uma das maneiras de

abordar os diversos problemas envolvidos, consiste em se utlizar as técnicas deteoria de perturbaç̃ao. Os temas

aqui abordados empregam essencialmente este mesmo tipo de técnica. Porém, veremos que, sob certas condições,

é possı́vel obter informação sobre todos os termos da série perturbativa a partir do conhecimento de um número

finito de termos e de certas simetrias. Uma das condições para que isso ocorra é a possibilidade de se variar o

parâmetrotemperatura Taté certos limites extremos.

Antes de apresentar os problemas mais especı́ficos, achamosconveniente acrescentar um capı́tulo reunindo

os principais conceitos pertinentes à esta linha de pesquisa. Isso será feito no próximo capı́tulo, onde apresenta-

remos uma breve revisão sobre certos aspectos de teorias degauge, interações gravitacionais, teoria de campos

em espaços não-comutativos e teoria de campos a temperatura finita. Esta pequena revisão visa também fixar

certas convenções e notações. Além disso, pretendemos chamar a atenção para certos conceitos e propriedades

que foram temas de outros de nossos trabalhos, alguns dos quais não fazem parte da linha principal aqui exposta.

No capı́tulo 3 são apresentadas algumas técnicas mais especı́ficas que foram desenvolvidas e aplicadas por

nós e outros pesquisadores. De maneira geral, estes trabalhos tratam do limite de altas temperaturas e da obtenção

da ação efetiva térmica. No capı́tulo 4 tratamos de temasmais recentes relacionados com efeitos térmicos em

teorias de gauge não-comutativas. Apresentaremos os cálculos detalhados das funções de Green térmicas que

constituem um importante passo para se obter a ação efetiva das teorias de gauge não-comutativas e também a

forma explı́cita desta ação em certos limites.

Encerraremos com algumas considerações finais no capı́tulo 5, onde serão discutidas, de maneira superficial,

algumas idéias sobre a possibilidade de se introduzir a não-comutatividade nas interações gravitacionais. Emobra

aparentemente fora de contexto, este assunto possui, na verdade, uma interessante conexão com certos aspectos

das teorias de gauge a temperatura finita, especialmente no que se refere à invariância local de um ação que não

possui invariância de Lorentz.
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Ao longo de todo o texto, utilizaremos o sistema de unidadesh̄= c= kB = 1 (kB é a constante de Boltzmann).

As coordenadas de espaço-tempoxµ são rotuladas por ı́ndices gregos (µ ,ν,α · · ·= 0,1,2,3), comx0 = t, e as co-

ordenadas espaciaisxi por ı́ndices latinos (i = 1,2,3). Os sinais da métrica de Minkowskiηµν são(+,−,−,−).

A métrica do espaço-tempo curvo é denotada porgµν . Para não quebrar a continuidade da apresentação, acres-

centamos três apêndices.
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2 Alguns conceitos da Teoria de Campos

A finalidade deste capı́tulo é apresentar um breve sumáriodas idéias básicas envolvidas nos trabalhos que

serão descritos nos capı́tulos seguintes. Embora sua leitura seja completamente dispensável para quem já tenha

estudado estes assuntos em um dos diversos livros textos ou artigos de revisão, achamos útil reunir em um mesmo

capı́tulo os vários resultados que serão referenciados nos capı́tulos posteriores. Ao mesmo tempo, estaremos

também padronizando a notação e convenções utilzadas.

Na próxima seção serão introduzidos alguns tópicos b´asicos sobre teoria de Yang-Mills, com ênfase na

obtenção dasregras de Feynman. Na segunda seção trataremos da formulação da gravitac¸ão como uma teoria

de campos no contexto da expansão de campos fracos. Em seguida, na terceira seção, introduziremos os alguns

conceitos da teoria de campos emespaços ñao comutativose da formulação das teorias de gauge nestes espaços.

Finalizaremos este capı́tulo introduzindo os conceitos dateoria de campos a temperatura finita no formalismo do

tempo imaginário.

2.1 Simetria interna local

2.1.1 Breve hist́orico

A idéia de que todas as interações da natureza são fundamentalmente descritas porteorias de campospos-

suindoinvariância sob transformaç̃oes de gauge locaisconstitui um dos princı́pios mais importantes da fı́sica

das partı́culas elementares. Antes que esse princı́pio se consolidasse da forma como o entendemos atualmente,

um longo caminho foi percorrido. Weyl em 1918 introduziu o conceito de invariância de gauge1 generalizando

a Teoria da Relatividade Geral de modo a descrever a gravitac¸ão e o eletromagnetismo de maneira unificada

[Weyl 1918]. Embora a idéia original de Weyl tenha falhado como uma teoria fı́sica2, esse foi um importantı́ssimo

passo na direção do entendimento do significado da invariˆancia de gauge e de suas implicações fı́sicas. O passo

seguinte foi dado por Fock em 1926 ao estabelecer a conexão entre a ambigüidade de escolha dos potenciais

vetor e escalar na teoria de Maxwell e a transformação de fase local da função de onda do elétron.É impor-

tante ressaltar que a formulação do princı́pio de invariˆancia local, da maneira como o entendemos hoje, está

dada nas equações (5) (transformações dos potenciais)e (9) (transformação de fase local) do artigo de Fock em

[Fock 1926]. Logo depois, o próprio Weyl [Weyl 1929], inspirado também por idéias de London [London 1927],

1O termo “gauge”, que pode ser traduzido como calibre, teve sua origem na idéia desenvolvida por Weyl, segundo a qual escalas de

comprimentos e tempos seriamcalibradospor fatores não integráveis e
e
γ
∫

dxµ Aµ
, ondeAµ seria identificado com o potencial eletromagnético.

Assim, da mesma forma que a interação gravitacional pode ser descrita em termos da conexão entre referenciais locais, o eletromagnetismo
seria descrito em termos da conexão entre escalas locais.

2A natureza quântica da matéria introduz umaescala natural, dada pelo comprimento de onda Compton de uma partı́cula de massam,
λC = h/mc, a qual não pode depender da posição. Por outro lado, a id´eia de de invariância local de escala estaria em contradição com este
fato.
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consagrou o princı́pio de invariância de gauge no contextofisicamente correto. Com essa interpretação, foi

possı́vel obter um entendimento das interações eletromagnéticas em termos de um princı́pio simples, bem como

estabelecer a relação entre a conservação da carga elétrica e a invariância local (um exemplo da relação entre

simetrias e leis de conservação que já era conhecido no caso das simetrias de espaço-tempo).

Ao mesmo tempo, ficava claro que outras interações estavamenvolvidas nos fenômenos que ocorrem na

escala sub-nuclear. Já por volta da década de 1950 asinteraç̃oes forteshaviam sido bastante estudadas do ponto

de vista fenomenológico. Uma interessante questão, do ponto de vista teórico, era a possibilidade de descrever

todasinterações em termos de teorias possuindo as mesmas caracterı́sticas de simplicidade do Eletromagnetismo

de Maxwell e, especialmente, de sua versão quantizada, ou seja, a Eletrodinâmica Quântica (QED)3.

Yang e Mills, em 1954, aplicaram o princı́pio de invariância local de gauge às interações entre nucleons

(prótons e nêutrons), impondo que a simetria sob transformações do spin isotópico fosse localmente realizada

[Yang e Mills 1954]. Ao contrário do que ocorre na QED, onde opotencial eletromagnéticoAµ não possui carga

e portanto não interage consigo mesmo (a QED é uma teoria linear), a construção de Yang-Mills leva naturalmente

a equações não-lineares para os potenciais. Tais potenciais são denominados campos de gaugenão abelianos.

Uma importante caracterı́stica destes campos vetoriais éa suamassa nula. Embora as interações entre prótons

e nêutrons não pudesse ser descrita como sendo mediada porpartı́culas de massa nula4 a idéia de Yang-Mills

tornou-se o protótipo para os avanços que vieram a ocorrercerca de vinte anos depois com o desenvolvimento da

Cromodin̂amica Qûantica(QCD)5, teoria de gauge que descreve as interações fortes em termos dos constituintes

mais elementares dos nucleons, e da teoria unificada das interações eletrofracas. Pela segunda vez o princı́pio de

invariância local teve que esperar mais um pouco para que seu conteúdo fı́sico pudesse ser devidamente apreciado.

De qualquer forma, já era claro que tanto a QED como a gravitação obedeciam a este princı́pio. Restava saber

se as interações que se manifestam na escala microscópica também poderiam ser entendidas com base no mesmo

princı́pio.

2.1.2 Construç̃ao de Yang-Mills

A idéia básica da simetria de gauge pode ser exemplificada da seguinte forma. Consideremos um sistema

fı́sico descrito por uma lagrangiana invariante sob transformações de um grupo de simetria contı́nuoG. Ao pro-

movermos a simetria a uma simetria local, fazendoG→G(x), ondex= xµ (µ = 0,1,2,3) são as coordenadas do

espaço-tempo, somos obrigados a generalizar as derivadasusuais∂µ , substituindo-as porderivadas co-variantes

Dµ = ∂µ − iAµ . As grandezasAµ são potenciais vetores possuindo componentes nos geradores da álgebra de

Lie do grupoG e se transformam de tal forma queDµ se transforme co-variantemente. Portanto, a simetria local

nos força a introduzir o campoAµ o que por sua vez determina aforma das interaç̃oesentreAµ e os campos

de matéria, assim como suas auto-interações (estas, como veremos, surgem quando o grupo de simetria é não-

abeliano). No caso das interações eletrofracas há um conjunto de potenciaisAµ que podem ser identificados com

o fóton e os bósons vetoriaisZ0, W±, enquanto na QCDAµ contém os campos dosglúons.

A fim de ilustrar explicitamente a aplicação do princı́piode gauge, consideremos inicialmente a Lagrangiana

3Utilizaremos sempre as iniciais da denominação em ĺıngua inglesa, a saber, “Quantum Electrodynamics”
4O curto alcance das interações nucleares, mediadas por p´ıons massivos, já era conhecido há bastante tempo. A massadestes mediadores

havia sido prevista teoricamente por Yukawa em 1935 [Yukawa1935] e confirmada experimentalmente por Lattes, Occhialini e Powell em
1947 [Lattes, Occhialini e Powell 1947]. Yukawa e Powell foram laureados com o prêmio Nobel em 1949 e 1950, respectivamente

5Novamente estamos utilizando as iniciais da denominação“Quantum Chromodynamics”
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de Dirac para férmions livres de massam

L
(0) = i ψ̄γµ ∂µψ−mψ̄ψ . (2.1.1)

Naturalmente os fenômenos fisicamente mais interessantesenvolveminteraç̃oesentre os férmions. A fim de

descrever tais fenômenos, terı́amos que adicionar umtermo de interaç̃ao a L (0), assumindo, da maneira usual,

que a interação é mediada por um outro campo. No entanto, há uma infinidade de possibilidades, compatı́veis

com a invariância de Lorentz, para um tal termo de interaç˜ao.

Além da simetria sob transformações de Lorentz, a lagrangianaL (0) é também invariante sob a seguinte

transformação de gaugeglobal

ψ → ei ω ψ , (2.1.2)

ondeω é um número real. Esta simetria global também não é suficiente para restringir a forma de um possı́vel

termo de interação.

Vejamos o que ocorre quando impomos o princı́pio deinvariância localfazendoω → ω(x). Obviamente, a

lagrangiana livre (2.1.1) não é invariante sob transformações locais e se modifica como

L
(0)→L

(0)− ψ̄γµψ ∂µω . (2.1.3)

Neste ponto, podemos observar que a grandeza proporcional `a ∂µω pode ser cancelada se adotarmos o seguinte

procedimento. Primeiro adicionamos à lagrangiana livre um termo deinteraç̃ao envolvendo umcampo vetorial

Aµ de tal forma que a lagrangiana total (livre mais interação) é dada por

Lmat = i ψ̄γµ ∂µψ−mψ̄ψ + ψ̄γµ ψ Aµ . (2.1.4)

Em seguida impomos a lei de transformação deAµ como sendo6

Aµ → Aµ + ∂µω . (2.1.5)

Vemos assim que o princı́pio de invariância local traz consigo uma previsão fenomenológica bem determinada, a

saber, aforma da interaç̃aoentre os campos da teoria. Temos uma teoria envolvendo espinores a campos vetoriais

interagentes, cujas leis de transformação são dadas pelas equações (2.1.2) (comω dependente das coordenadas

de espaço-tempo) e (2.1.5). Resta saber qual é a dinâmicaclássica deAµ(x).

Mencionamos anteriormente que a simetria local pode ser implementada substituindo a derivada usual por

uma derivada co-varianteDµ . É imediato verificar que, de fato, a lagrangiana (2.1.4) é obtida de (2.1.1) substi-

tuindo∂µ por

Dµ = ∂µ − iAµ . (2.1.6)

Além da simplicidade formal, o procedimento∂µ → Dµ nos indica um possı́vel caminho para estabelecer a

conexão com a forma delagrangiana de Maxwell. Levando em conta que o tensor de campo eletromagnético

Fµν é anti-simétrico nos ı́ndices de Lorentz é natural suporque este possa ser escrito em termos do comutador

das derivadas co-variantes[Dµ ,Dν ]. De fato, podemos verificar facilmente que

Fµν =−i[Dµ ,Dν ] = ∂µAν − ∂νAµ − i[Aµ ,Aν ] (2.1.7)

Naturalmente, o último termo, envolvendo o comutador dos campos de gauge[Aµ ,Aν ] é identicamente nulo no

6As equações (2.1.5) e (2.1.2) correspondem às equações (5) e (9) do artigo de Fock em [Fock 1926].
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caso da teoria de Maxwell. Mas a generalização para o caso não-abeliano torna-se imediata a partir da equação

(2.1.7) e será utilizada mais adiante.

A lagrangiana que descreve a dinâmica dos campos de gauge (lagrangiana de Maxwell) é dada por7

LMaxwell =−
1
4

Fµν Fµν , (2.1.8)

ondeFµν é dado por (2.1.7),sem o termo[Aµ ,Aν ]. Podemos observar queSMaxwell é a forma mais simples com-

patı́vel a invariância de Lorentz. Mais adiante mostraremos queSMaxwell é também invariante sob transformações

de gauge.É importante ressaltar que a invariância de gauge e de Lorentz ainda permite outros tipos de ter-

mos na lagrangiana. Dentre as possibilidades podemos mencionar termos envolvendo o tensor totalmente anti-

simétricoεµναβ , “potências” maiores deFµν
8, ou mesmotermos de Chern-Simons[Chern e Simons 1974,

Deser, Jackiw e Templeton 1982] quando a dimensão do espaço tempo for ı́mpar. No presente caso, temos uma

teoria de campos definida pela lagrangiana da QED

LQED = LMaxwell +Lmat, (2.1.9)

ondeLMaxwell e Lmat são respectivamente dadas por (2.1.8) e (2.1.4), que é invariante sob as transformações

locais (2.1.2) e (2.1.5).

Vamos agora considerar o caso em que[Aµ ,Aν ] é não nulo. Existem diversos cenários fisicamente distintos

nos quais isso pode ocorrer. Por exemplo, na QCD ou na teoria eletrofraca ou mesmo no contexto mais atual

das teorias de campos formuladas em espaços não comutativos [Szabo 2003]. Tanto no caso da QCD como na

teoria eletrofraca o grupoSU(N) (N = 3 para a QCD eN = 2 para a teoria eletrofraca) desempenha um papel

fundamental como o grupo de transformações não-abelianas. Esse será o cenário que vamos considerar aqui,

deixando para mais tarde o caso de espaços não comutativos.

A grandezaN representa o número de componentes do espinor de Dirac no espaço de simetria interna (Yang

e Mills haviam proposto um dubleto de isospin formado pelos estados p (próton) e n (nêutron) e transformando-

se sob o grupoSU(2)). Suponhamos agora que os espinores em (2.1.1) são objetosde N componentes,ψ =

ψ1,ψ2, · · · ,ψN, e se transformam como

ψ →U ψ , (2.1.10)

ondeU é um elemento do grupoSU(N). Comoψ̄ → ψ̄ U† e U†U = 1 a lagrangiana livre é invariante quando

U não depende das coordenadas do espaço tempo. Impondo a condição de localidade das transformações, (U →
U(x)) vemos que

∂µ ψ → ∂µ(Uψ) = U∂ψ +(∂µU)ψ = U
[
∂µψ +(U†∂µU)ψ

]
. (2.1.11)

A invariância é recuperada fazendo a substituição∂µψ → Dµψ ondeDµ é dada pela equação (2.1.6) comAµ

não-abeliano. Porém agora o potencialAµ deve ser transformar de tal forma que a condição de co-variância

Dµψ →U Dµψ (2.1.12)

7O sinalnegativona lagrangiana de Maxwell leva a um coeficientepositivopara(∂0Ai)
2, ou seja, quanto maior for a variação temporal

maior será a ação.
8Em um trabalho recente [Brandt, Medina e Machado 2002], investigamos lagrangianas do tipo Born-Infeld [Born e Infeld 1934] no con-

texto de teorias efetivas que emergem no limite de baixas energias da teoria de cordas abertas. Obtivemos todos os termosenvolvendo cinco
tensores de campo ou duas derivadas co-variantes e quatro campos (simbolicamente,F5 +(DF)2F2).
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seja satisfeita. Usando (2.1.10), (2.1.11) e (2.1.6) a equação (2.1.12) nos dá

Aµ →U Aµ U†− i(∂µU)U† = U
(
Aµ + i∂µ

)
U†. (2.1.13)

A última igualdade decorre da condiçãoU U† = 1 que por sua vez permite escrever(∂µU)U† =−U(∂µU†).

Podemos agora inferir algumas importantes propriedades satisfeitas pelos potenciais não abelianosAµ . Ob-

viamente, tendo em vista a equivalência fı́sica dos potenciais relacionados por (2.1.13), cadaAµ tem que ser uma

matriz N por N, como é o caso deU . Além disso, essas matrizes podem ser tomadas consistentemente como

hermitianas, uma vez que (2.1.13) preserva a condiçãoAµ −A†
µ = 0. Escrevendo os elementos do grupoSU(N)

explicitamente em termos dos geradores hermitianosTa como

U = ei ωa Ta
, (2.1.14)

e considerando as transformações comωa infinitesimalU ≃ 1+ i ωaTa, obtemos a partir de (2.1.13)

Aµ → Aµ + ∂µωaTa + i ωa[Ta,Aµ ]. (2.1.15)

Tomando o traço de (2.1.15) e usando trTa = 0 bem como a propriedade cı́clica no termo envolvendo o comutador,

vemos que o traço deAµ não se transforma. Portanto, podemos tomarAµ consistentemente como matrizes de

traço nulo.

As duas propriedades acima verificadas, a saber, hermiticidade e traço nulo, nos permitem expressar os

potenciais não abelianos em termos dos geradoresTa da seguinte maneira

Aµ = Aa
µ Ta, (2.1.16)

ondeAa
µ são grandezas reais. Logo, em uma teoria não abeliana de gauge, existem tantos potenciais quantos são

os geradores do grupoSU(N), ou seja,N2−1 potenciais (8 glúons no caso da QCD). Substituindo em (2.1.15) a

álgebra de Lie dos geradores

[Ta,Tb] = i f abcTc, (2.1.17)

( f abc são asconstantes de estruturado grupo) obtemos a seguinte transformação para os potenciaisAa
µ

Aa
µ → Aa

µ +Dab
µ ωb, (2.1.18)

onde

Dab
µ ≡ δ ab∂µ − f abcAc

µ (2.1.19)

é o operador dederivada co-variante na representação adjunta. É interessante observar que paraω independente

das coordenadas de espaço-tempo os potenciaisAa
µ se transformam como membros darepresentaç̃ao adjuntado

grupo (são submetidos à uma “rotação” infinitesimal no espaço de dimensãoN2−1).

Usando (2.1.13) podemos facilmente verificar que o tensorFµν em (2.1.7) se transforma como

Fµν →U Fµν U†. (2.1.20)

Desta relação segue imediatamente que a grandeza trFµν Fµν é invariante sob as transformações locais deSU(N).

Portanto, a versão não abeliana da lagrangiana de Maxwellpode ser escrita como

L
na
Maxwell =−

1
2

trFµν Fµν . (2.1.21)
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Substituindo a relação (2.1.16) em (2.1.7) e usando (2.1.17), podemos obter a forma explı́cita das compo-

nentesFa
µν deFµν = Fa

µν Ta como sendo dadas por

Fa
µν = ∂µAa

ν − ∂νAa
µ + f abcAb

µ Ac
ν . (2.1.22)

Usando (2.1.18), bem como a relação9

f abe f cde+ f bce f ade+ f bde f cae= 0, (2.1.23)

podemos verificar facilmente que

Fa
µν → Fa

µν − f abcωbFc
µν . (2.1.24)

Ou seja,Fa
µν transforma-se como um membro da representação adjunta.

Levando em conta a normalização

trTaTb =
1
2

δ ab, (2.1.25)

a lagrangiana (2.1.21) pode então ser reescrita em termos deFa
µν como

L
na
Maxwell =−

1
4

Fa
µν Fa µν . (2.1.26)

Temos assim, sumarizando, uma teoria definida pela lagrangiana

L
na = L

na
Maxwell +L

na
mat, (2.1.27)

ondeL na
Maxwell e L na

mat são dadas respectivamente por (2.1.26) e (2.1.4), considerando, nesta última,ψ como um

espinor deN componentes internas. A teoria de campos clássica assim definida é invariante sob as transformações

(2.1.10) e (2.1.18) (note que a invariância local da QED, segue como um caso particular tomandof abc = 0 e

ωa = ω).

2.1.3 Quantizaç̃ao e regras de Feynman

A quantização perturbativa de teorias de campo pode ser formalmente sumarizada em termos deintegrais

de trajet́oria através da seguinte relação

Z[J] ≡
∫

Dφ eiS[φ ]+i J·φ =

∫

Dφ e−
1
2φ ·K·φ+iV (φ)+i J·φ

= eV( δ
i δJ ) e

1
2 ·J 1

K ·J. (2.1.28)

Do lado esquerdo temos o funcional gerador dasfunç̃oes de Greende uma teoria de camposgeńerica. O campo

φ representa aqui um “vetor” cujas componentesφi encapsulam as coordenadas de espaço-tempo, ı́ndices de

Lorentz, ı́ndices de simetria interna (cor), etc. O “produto escalar” “·” em (2.1.28) representa uma soma sobre

ı́ndices de Lorentz, ı́ndices internos e também as coordenadas de espaço-tempo, ou seja, umaintegral. A matriz

formalK define otermo quadŕaticoda teoria e a grandezaV(φ) representa todos os termos envolvendo potências

deφ maiores do que dois. Estas grandezas podem ser lidas diretamente na lagrangiana da teoria.

A passagem da primeira para a segunda linha de (2.1.28) é feita via cálculo deintegrais gaussianas. Funções

de Green são então obtidas porderivaç̃ao funcionalem relação àJ, ou seja, aplicando o operadorδ/δJ no lado

9Esta relação segue da identidade de Jacobi[Ta, [Tb,Tc]]+permut. cı́clicas= 0.
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direito de (2.1.28). Este algoritmo produz expressões para as funções de Green que podem ser sinteticamente

representadas em termos dosdiagramas de Feynmanda teoria os quais descrevem processos fı́sicos de propagac¸ão

e interação (produzindo espalhamento ou decaimento) dosquanta associados aos camposφ (partı́culas). Este é o

único significado que atribuiremos à expressões como (2.1.28), ou seja, um algoritmo bastante direto que permite

conectar a açãoS[φ ] com as regras de Feynman da teoria quântica. Na prática, freqüentemente os problemas são

primeiramente reconhecidos e resolvidos via formalismo diagramático e só depois formulados elegantemente na

linguagem de integrais funcionais. De fato, foi dessa formaque Feynman [Feynman 1963] descobriu que a teoria

quântica não pode ser consistentemente definida utilizando simplesmente a ação clássica de Yang-Mills (além de

um termo de fixação de gauge como na QED) em (2.1.28).

Ao tentarmos aplicar a relação (2.1.28) no caso da teoria de Yang-Mills, nos deparamos de imediato com

um problema fundamental, a saber,K não possui inversa. De fato, podemos verificar facilmente que a matrizK

correspondente à expressão (2.1.21) é proporcional ao operador

Qµν
transv. ≡ ηµν ∂ 2− ∂ µ∂ ν . (2.1.29)

Notando que

∂ν ω(x)Qµν
transv. = 0 (2.1.30)

ou seja,Qµν
transv possuiauto-valoresnulos, concluı́mos que a matrizK−1 não existe no caso da teoria de Yang-

Mills. Ao nı́vel clássico esta caracterı́stica é bem conhecida na teoria de Maxwell, onde sabemos que a solução

da equação∂µ Fµν = Jν ou, equivalentemente,Qµν Aν = Jν , somente pode ser obtida fazendo umaescolha de

gaugepara os potenciaisAµ . Ou seja, há vários (uma infinidade) potenciais correspondentes a um mesmo sistema

fı́sico.

Este problema torna-se mais crı́tico no caso das teorias não-abelianas e constituiu um importante obstáculo

para que a teoria de Yang-Mills pudesse ser aceita, tendo em vista a dificuldade de se obter regras de Feynman

e realizar cálculos perturbativos. Progressos neste direção foram também importantes para as primeiras tenta-

tivas de se quantizar a gravitação. No inı́cio dos anos 1960, Feynman observou que seria necessário introduzir

campos fictı́cios (fantasmas) a fim de cancelar uma aparente violação de unitariedade [Feynman 1963]. Esse pro-

cedimento foi depois confirmado por DeWitt em cálculos maisdetalhados [Dewitt 1967]. Mais tarde, Faddeev

e Popov [Faddeev e Popov 1967] desenvolveram um método sistemático para lidar com este tipo de problema,

ao nı́vel quântico, no contexto de integrais de trajetória, ou seja, na formulação sintetizada em (2.1.28), bem

como esclareceram o papel dos fantasmas. Esse método é essencial no caso da teoria de Yang-Mills e também na

gravitação (em geral, em teorias de gauge não lineares).

A fim de ilustrar os principais aspectos do método, vamos considerar a expressão do lado esquerdo de

(2.1.28) comJ = 0. Além disso, vamos focalizar apenas a teoria pura de Yang-Mills (sem os férmions) que é

onde está o problema. Neste caso, a grandeza relevante é

Z[0] =

∫

DAeiSna
Max.[A]; Sna

Max.[A] =

∫

d4xL na
Maxwell, (2.1.31)

ondeL na
Maxwell está dada em (2.1.26). Primeiramente, podemos verificar que amedida de integraç̃ao DA em

(2.1.31), da mesma forma que a açãoSna
Max.[A], também é invariante. De fato, sob uma transformação degauge

A→ Aω teremos

DA→DA det

(∂Aω a
µ

∂Ab
ν

)

= DA det
(

δ ab− f abcωc
)

= DA(1+O(ω2)), (2.1.32)
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onde utilizamos (2.1.18) e a identidade

det(1+L) = etr log(1+L) = 1+ trL+O(L2). (2.1.33)

Podemos então reformular o problema de quantização de uma teoria de gauge da seguinte maneira. Temos que

calcular uma integral cujo integrando permanece constanteem um sub-espaço das variáveis de integração. Assim

o problema consiste em fatorizar explicitamente a integrac¸ão sobre as chamadasórbitas de gauge, de maneira

análoga à fatorização de(2π) que ocorre em uma integral do tipo
∫

dxdy exp
[
S(x2 +y2)

]
quando utilizamos

coordenadas polares (2π é o “volume” do grupo de rotações em duas dimensões). Como veremos, ao separarmos

este fator, teremos, ao mesmo tempo, resolvido o problema dedefinir o termo quadrático da ação, uma vez que a

matrizK em (2.1.28) será modificada. Seguindo o procedimento de Faddeev e Popov, definimos inicialmente a

grandeza∆[A] através da relação

1 = ∆[A]

∫

Dω δ [ f (Aω )], (2.1.34)

onde f (Aω) é uma grandezadependente de gaugee δ é o funcional delta de Dirac. Como a integração é feita

sobre todo o espaço de gauge, é imediato verificar que∆[A] é independente de gauge. Inserindo (2.1.34) no

integrando de (2.1.31), teremos

Z[0] =

∫

Dω
∫

DAeiSna
Max.[A] ∆[A]δ [ f (Aω )]. (2.1.35)

Fazendo a transformação inversaA→ Aω−1
e usando a invariância deDA, Sna

Max.[A] e ∆[A] obtemos finalmente

Z[0] =

(∫

Dω
) ∫

DA∆[A]δ [ f (A)]eiSna
Max. [A] (2.1.36)

Embora o volume de um grupo compacto seja finito, a integraç˜ao(
∫

Dω) é infinita, uma vez que há um elemento

do grupo para cada ponto do espaço-tempo. A definição da teoria quântica é feita eliminando este fator infinito

do funcional gerador. Equivalentemente, estamos introduzindo umansatzsegundo o qual a medida invariante na

integração funcional (mesmo comJ 6= 0) deve ser substituı́da porDA∆[A]δ [ f (A)].

A função f (A) define o tipo de fixação de gauge utilizado para quantizar a teoria. Usualmente ela é tomada

como sendo linear emA da seguinte forma

f (A) = Gµ Aa
µ −σa, (2.1.37)

ondeGµ é um operador ou um vetor qualquer eσa é uma função qualquer das coordenadas de espaço-tempo.

Por exemplo, a escolha usual na QED é o chamado gauge co-variante ondeGµ = ∂ µ . A forma explı́cita de∆[A]

pode agora ser facilmente obtida. Substituindo (2.1.37) em(2.1.34), teremos

∆[A] =

(∫

Dωδ [Gµ Aa
µ −σa]

)−1

. (2.1.38)

Em seguida, levamos em conta que∆[A] sempre aparece multiplicado porδ [Gµ Aa
µ−σa] e fazemos a transformação

(2.1.18), obtendo

∆[A] =

(∫

Dωδ [Gµ
(

f abcωbAc
µ − ∂µωa

)

]

)−1

+ · · · , (2.1.39)

onde· · · representa os termos que não contribuem quando multiplicados porδ [Gµ Aa
µ−σa]. Definindo o operador

Kab(x,y) tal que
∫

d4yKab(x,y)ωb(y) = Gµ
(

f abcωbAc
µ − ∂µωa

)

(2.1.40)
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e usando a identidade
∫

Dωδ [K ·ω ] = (detK)−1, (2.1.41)

obtemos

∆[A] = detK =
∫

Dc1Dc2eiSghost[c1,c2], (2.1.42)

onde

Sghost[c1,c2] =
∫

d4xd4yca
1(x)Kab(x,y)cb

2(y) (2.1.43)

e ci(x), i = 1,2 são variáveis de Grassmann conhecidas comofantasmas de Faddeev Popov. A denominação

“fantasmas” é devida ao fato de que esses campos violam a conexão spin-estatı́stica, tendo em vista que, embora

sejam campos escalares, eles anti-comutam. Esta violação é aceitável uma vez que tais campos não estão asso-

ciados com partı́culas fı́sicas. Na teoria de campos à temperatura finita somos levados à atribuir uma estatı́stica

térmica de Bose-Einstein para os fantasmas.

Usando a forma explı́cita deKab que pode ser derivada a partir de (2.1.40), obtemos

Sghost[c1,c2] =−
∫

d4xca
1(x)Gµ

(

δ ab∂µ − f abcAc
µ

)

cb
2(x). (2.1.44)

Em termos do operador de derivada co-variante em (2.1.19), teremos

Sghost[c1,c2] =−
∫

d4xca
1(x)Gµ Dab

µ cb
2(x). (2.1.45)

É possı́vel também obter uma forma exponenciada paraδ [ f (A)]. Levando em conta que a integral funcional

em (2.1.36) não depende def (A) e, em particular, não depende deσa, podemos multiplica-la por um funcional

qualquer deσ e integrar sobreσ . Uma escolha conveniente é

e
− i

2ξ
∫

d4xσ(x)2
, (2.1.46)

ondeξ é uma constante, e usando o funcional delta de Dirac, teremos

Z =

∫

DADc1Dc2eiSna
Max.+iSghost+iSfix , (2.1.47)

onde

Sfix =− 1
2ξ

∫

d4x f(A)2 =− 1
2ξ

∫

d4x(GµAa
µ)2. (2.1.48)

Podemos notar que ocorrerá uma grande simplificação no caso da teoria abeliana. De fato, tomandof abc= 0,

vemos que o campo de fantasmas se desacopla dos campos de gauge e a integração funcional sobrec1 ec2 resulta

em um fator constante que pode ser omitido10. Naturalmente, estamos supondo queGµ depende linearmente

dos campos de gauge. Algumas escolhas mais populares paraGµ são as seguintes:

• Gauge de Coulomb:Gµ = (0,~∂ ).

• Gauge de Lorentz:Gµ = ∂ µ .

• Gauge Axial:Gµ = nµ , ondenµ define uma direção fixa no espaço-tempo.

• Gauge temporal:Gµ = (1,~0).

10No entanto, este fator possui um papel importante na contagem dos graus de liberdade da QED formulada a temperatura finita.
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Em cada um destes casos, o parâmetroξ , introduzido em (2.1.46), pode ser variado produzindo todauma classe

de gauges11.

Podemos agora retornar à relação (2.1.28) considerandoseguinte forma para a ação

S[A,c1,c2] = Sna
Max. +Sghost+Sfix. (2.1.49)

Vemos que o termoSfix modifica o termo quadrático emSna
Max., de tal forma que agora opropagadorda teoria

pode ser obtido. Por exemplo, no caso do gauge de Lorentz, teremos, apósintegraç̃ao por partes

S[A,c1,c2] =
∫

d4x

(
1
2

Aa
µ Qµν

ab Ab
ν +ca

1Qghost
ab cb

2 +L
int.
)

, (2.1.50)

onde ostermos de interaç̃aoemL int. serão explicitados mais adiante e

Qghost
ab =−δab∂ 2. (2.1.51)

O novo operador quadrático

Qµν
ab ≡ δab

[

ηµν ∂ 2−
(

1− 1
ξ

)

∂ µ ∂ ν
]

= δab

(

Qµν
transv.−

1
ξ

∂ µ∂ ν
)

(2.1.52)

(Qµν
transv. é aparte transversaldefinida em (2.1.29)) pode ser facilmente invertido. De fato, a equação

Qµα
ad Ddb

αν(x−y) = δ µ
ν δ b

a δ 4(x−y) (2.1.53)

tem a seguinte solução

Dµν
ab (x−y) = i

∫
d4k

(2π)4 D̃µν
ab (k)ei k (x−y), (2.1.54)

onde

i D̃µν
ab (k)≡−i

δab

k2 + iε

[

ηµν − (1− ξ )
kµ kν

k2

]

(2.1.55)

é opropagador livreno espaço dos momentos. O parâmetroε, implı́cito na integral (2.1.47), é infinitesimal e

positivo, de tal forma a tornar a integração funcional convergente para grandes valores do integrando. Estamos

também levando em conta o fator(i) presente na exponencial em (2.1.47) (este procedimento será consistente-

mente adotado mais adiante quando forem definidas asregras de Feynmanpara o propagador dos fantasmas e para

as interações). De maneira semelhante, os propagadores de férmion e de fantasmas são obtidos respectivamente

de (2.1.1) e (2.1.51), sendo dados por

i S̃(k)≡ i
k/−m+ iε

= i
k/+m

k2−m2 + iε
(2.1.56)

e

i D̃ghost
ab ≡ i

k2 + iε
δab. (2.1.57)

A fim de obter as regras de Feynman para osvérticesda teoria, vamos inicialmente escrever a lagrangiana

de interaçãoL int. Colecionando os termos envolvendo interações entre os férmions, os campos de gauge e os

11Muitas vezes é interessante investigar a dependência de gauge calculando as funções de Green para valores quaisquer de ξ . Este
tipo de abordagem foi empregada por nós tanto paraT = 0 [Brandt e Frenkel 1986] quanto nos estudos mais recentes a temperatura finita
[Brandt, Frenkel e Machado 2000, Brandt, Das e Frenkel 2000,Brandt, Cuadros-Melgar e Machado 2003].
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fantasmas, presentes nas expressões (2.1.4), (2.1.26) e (2.1.43), teremos

L
int = gψ̄γµ Aa

µ Ta ψ− 1
2

g fabc(∂µ Aa
ν − ∂νAa

µ
)

Abµ Acν

− 1
4

g2 f eab f ecdAa
µ Ab

ν Ac µ Ad ν +g fabcca
1cb

2Gµ Acµ . (2.1.58)

Note que estamos introduzindo explicitamente aconstante de acoplamento g, fazendoA→ gA e L →L /g2.

Levando em conta a simetria bosônica dos campos de gauge e aspropriedades de ciclicidade e de anti-simetria

das constantes de estrutura (f abc = f bca = f cab e f abc = − f acb), a expressão paraiSint = i
∫

d4xL int gera os

seguintes vértices no espaço dos momentos

µ ,

i j

a

: igγµTa
i j , (2.1.59a)

µ,a

k1

ν,bλ ,c

2k3k
: g fabc

[

(k1−k2)
λ ηµν +(k2−k3)

µηνλ +

(k3−k1)
ν ηλ µ

]

, (2.1.59b)

µ ,a ν,b

λ ,cρ, d

: −ig2
[

f abef cde(ηµλ ηνρ −ηµρηνλ )

+ f adef cbe(ηµλ ηνρ −ηµνηλ ρ)

+ f acef bde(ηµν ηλ ρ −ηµρηνλ )
]

, (2.1.59c)

,µ

b

a

c

p

: g fabcpµ , (2.1.59d)

onde está implı́cito um fator de conservação de momento(2π)4δ (Σk)12. Todos os momentos são tomados en-

12Fatores de simetria serão levados em conta no cálculo explı́cito das amplitudes quânticas.
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trando nos vértices. Cada um dos propagadores é representado da maneira usual pelos seguintes diagramas

k
: i S̃(k)

µ νk
: i D̃ab

µν (k)

k
: i D̃ghost

ab (k) (2.1.60)

Vimos que a definição da teoria quântica de gauge requer a introdução de termos adicionais na ação de

Yang-Mills envolvendo os fantasmas de Faddeev-Popov. Devido ao acoplamento entre os fantasmas e os campos

de gauge, as transformações de gauge usuais em (2.1.10) e (2.1.18) não são uma simetria da ação modificada em

(2.1.49). Somos então levados naturalmente a supor que os campos de fantasmas também devem se transformar

de maneira a compensar a transformação dos campos de gauge. A fim de examinar esta possibilidade, vamos

supor que o parâmetro infinitesimal da transformação de gauge possa ser escrito em termos dos campos de

fantasmasca
i (x), da seguinte maneira

ωa(x) = (δλ )ca
2(x). (2.1.61)

A grandezaδλ é uma variável de Grassmann ((δλ )2 = 0) independente das coordenadas de espaço-tempo e que

satisfaz a relação de anti-comutação

{(δλ ),ca
2(x)} = 0. (2.1.62)

Note queδλ desempenha o importante papel de manter o caráter bosônico do parâmetroω . Em termos doansatz

(2.1.61), as transformações de gauge locais (2.1.10) e (2.1.18) podem ser reescritas como

δψ = i (δλ )Ta ca
2ψ , (2.1.63)

δAa
µ = (δλ )Dab

µ cb
2. (2.1.64)

A transformação (2.1.64) introduz a seguinte modificaç˜ao no termo de fixação de gauge em (2.1.48)

− 1
ξ

(GµAa
µ)(δλ )(Gν Dab

ν cb
2). (2.1.65)

A invariância é recuperada, se definirmos a variação dec1 em (2.1.45) como sendo dada por

δca
1 = i (δλ )

1
ξ

∂ µ Aa
µ . (2.1.66)

No entanto, a ação para os campos de fantasmas em (2.1.45) também vai se transformar sob (2.1.64) e (2.1.66).

Esta transformação pode ser compensada de tal forma a determinar a correspondente variação do campoc2. É

possı́vel mostrar, usando integração por partes e a identidade de Jacobi dada em (2.1.23), que a transformação

procurada é

δca
2 =−1

2
(δλ ) f abccb

2cc
2. (2.1.67)

Observe que a anti-simetria def abc e o caráter grasmaniano dos camposc fazem com que o lado direito da

expressão acima seja não nulo.

Outra importante propriedade das transformações (2.1.64), (2.1.66) e (2.1.67) é que elas mantém invariante
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a medida de integraç̃ao funcionalem (2.1.47). Isto ocorre porque o determinante das matrizes(jacobiano)

δ (Aa
µ(x)+ δAa

µ(x))

δAb
ν (y)

= δ 4(x−y)δ ν
µ

(

δ ab+(δλ ) f abccc
2

)

δ (ca
1(x)+ δca

1(x))

δcb
1(y)

= δ 4(x−y)δ ab

δ (ca
2(x)+ δca

2(x))

δcb
2(y)

= δ 4(x−y)
(

δ ab− (δλ ) f abccc
2

)

(2.1.68)

é igual a um (isto pode ser facilmente verificado usando a propriedade grasmaniana(δλ )2 = 0 e a anti-simetria

de f abc).

Sumarizando, as transformações (2.1.64), (2.1.66) e (2.1.67) deixam a ação (2.1.49) invariante, generali-

zando assim a simetria de gauge da ação clássica. A descoberta desta simetria foi feita independentemente por

mais de um grupo de pessoas, tendo sido denominadastransformaç̃oes de BRST[Becchi, Rouet e Stora 1975,

Tyutin 1975, Zinn-Justin 1974]. Ela desempenha um papel importante no estudo das propriedades de renorma-

lizabilidade da teoria de gauge. De maneira geral esta simetria permite estabelecer relações entre diferentes

amplitudes quânticas (ou térmicas) da teoria.

2.1.4 Identidades de Ward

Vamos agora explorar uma interessante conexão entre a invariância sob transformações dos campos e certas

identidades entre as funções de Green da teoria13. No presente contexto das teorias não abelianas de gauge, tais

identidades são denominadasidentidades de Slavnov-Taylor[Slavnov 1972, Taylor 1971]. Antes de abordarmos

o caso geral, vamos examinar o papel destas identidades no contexto dateoria clássicadescrita pela lagrangiana

de Yang-Mills dada por (2.1.27). Isso permitirá obter a estrutura básica destas identidades, comum a qualquer

teoria possuindo simetria local de gauge.

Considerados separadamente, os termos quadrático e as auto-interações do tipo cúbica,A3, e quártica,A4,

não são invariantes sob a transformação de gauge (2.1.18). No entanto, a invariância da lagrangiana faz com que

um termo de ordemAn esteja relacionado com outro de ordemAn−1, uma vez que a transformação em (2.1.18)

envolve a combinação de um termo de ordemA0 e outro de ordemA1. Este simples fato tem uma importante

conseqüência no entendimento da propriedade de transversalidade do termo quadrático, exibida em (2.1.30). De

fato, aplicando a transformação (2.1.18) na lagrangiana(2.1.26), a invariância do termo de ordem mais baixa em

A (ordem um) é equivalente a propriedade (2.1.30)14. Nas ordens seguintes, a condição de invariância implica

em identidades entre o termo cúbico e o termo quadrático (variação de ordem dois emA) e entre o termo quártico

e o termo cúbico (variação de ordem três emA). Tais identidades são especialmente úteis quando escritas no

espaço dos momentos onde normalmente os cálculos perturbativos são realizados. Neste caso, elas assumem as

13A forma abeliana destas identidades foi descoberta por Ward[Ward 1950] e generalizada para todas as ordens perturbativas por Ta-
kahashi [Takahashi 1957]. Para uma interessante abordagemsobre o impacto destas identidades no desenvolvimento da teoria de campos ver
[Jackiw 1997].

14A trasnversalidade deixaria de ser válida caso houvesse umtermo linear (“tadpole”) na ação. Como veremos, esta possibilidade de fato
ocorre no caso da ação efetiva térmica da gravitação.
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seguintes formas15

(p−q)µ











µ ,

i j
pq

a










= igTa
i j

(
S−1(p)−S−1(q)

)
, (2.1.69a)

(k3 +k4)
ν











3k

λ ,c

k4

,ν e

ρ d,











= g fcdeQ̃λ ρ
transv(k3)+ [(c,λ ,k3)↔ (d,ρ ,k4)] (2.1.69b)

(k2 +k3+k4)
µ











µ ,a ν,b

λ ,cρ, d

k

k

k

1

4

3

2

k











= −ig f abe











3k

λ ,c

k4

,ν e

ρ d,











+

(

duas permutações cı́clicas de

{(b,ν,k2), (c,λ ,k3), (d,ρ ,k4)}

)

(2.1.69c)

onde

Q̃µν
transv(k)≡ k2 ηµν −kµ kν (2.1.70)

é a representação do operador dado por (2.1.29) no espaço dos momentos. A conservação de momento, cuja

direção está indicada pelas setas, está implı́cita em todas estas identidades.

Por consistência, a variação da ação de ordemA4 deve ser nula, uma vez que não existem termos de ordem

maior na ação. De fato, tomando a variação do termo quártico da lagrangiana (2.1.21)

δ
(

1
2

tr [Aµ ,Aν ] [Aµ ,Aν ]

)

= 2tr[δAµ ,Aν ] [Aµ ,Aν ] (2.1.71)

e usando a equação (2.1.15), o termo de ordemA4 da expressão acima pode ser escrito como

2i tr [[H,Aµ ],Aν ] [Aµ ,Aν ] = 0; H ≡ ωaTa. (2.1.72)

Esta identidade pode ser diretamente verificada, expandindo os comutadores e utilizando apropriedade ćıclica

do traço.

Existem muitos outros cenários onde ocorrem identidades análogas às (2.1.69) envolvendo, em geral, vértices

de interação entre um número qualquer de partı́culas. Umtal cenário emerge por exemplo em teorias efetivas des-

critas por lagrangianas envolvendo potências maiores deFµν (lagrangianas do tipo Born-Infeld [Born e Infeld 1934]),

dando origem a vértices de ordem maior do que quatro, os quais estariam relacionados de maneira análoga à

(2.1.69c). Taislagrangianas efetivasse revelam, por exemplo, no limite de baixas energias da teoria de cor-

das aberta [Brandt, Medina e Machado 2002]. Uma situação análoga surge naexpans̃ao de campo fracoda

gravitação, que também produz infinitos vértices, relacionados por identidades de Ward, refletindo a simetria

15Para a verificação da identidade (2.1.69c) é preciso utilizar a (2.1.23).
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sob transformações locais de coordenadas. Há também o caso dasações efetivas térmicas, em teorias de gauge,

onde existem infinitos vértices efetivos (funções de Green térmicas) relacionados, dois a dois, por identidades de

Ward possuindo a mesma estrutura de (2.1.69).

É possı́vel também explorar as identidades de Ward no sentido inverso, ou seja, investigando a possibilidade

de se construir uma ação invariante de gauge, simplesmente escrevendo todos os possı́veis termos de ordemAn,

n = 2,3, · · · , compatı́veis com a simetria de Bose e invariância de Lorentz, e determinando a estrutura destes

termos a partir da invariância de gauge. Estarı́amos assimconstruindoa ação a partir do zero (a ordem zero fica

determinada a menos de uma constante de normalização). Naturalmente este tipo de construção é dispensável

no caso da teoria de Yang-Mills ou da gravitação de Einstein, uma vez que nesses casos a forma completa da

ação invariante pode ser obtida de maneira mais direta. Porém, esta pode ser a única alternativa no caso de

teorias de calibre mais gerais, como por exemplo a gravitação formulada no espaço-tempo não comutativo. Esta

possibilidade será examinada em maior detalhe na seção 5.

Vejamos agora a forma das identidades de Ward no caso geral, ou seja, quando consideramos todas as

correç̃oes qûanticaspara os vértices em (2.1.59). Tais correções vão necessariamente envolver diagramas pos-

suindolinhas internasde campos de gauge, ou seja, propagadores. Vimos que, para que estas grandezas possam

ser definidas, não podemos nos restringir somente aos termos presentes na ação clássica, mas devemos levar em

conta a ação da teoria quântica dada por (2.1.49), envolvendo fixação de gauge e fantasmas. Portanto, no caso

geral, as identidades de Ward devem ser dedutı́veis a partirda simetria dofuncional gerador qûantico sob as

transformações de BRST dadas por (2.1.64), (2.1.66) e (2.1.67).

A fim tornar a análise suficientemente geral e ao mesmo tempo mais compacta, consideremos mais uma

vez a forma do funcional gerador dada em (2.1.28). A idéia chave consiste em notar que o lado esquerdo de

(2.1.28) é independente da variável de integraçãoφ , de modo que a transformação (ε tanto pode ser um parâmetro

infinitesimal como uma variável de Grassmann)

φi → φi + ε Fi [φ ]

Fi [φ ] ≡ fi + fi j φ j + fi jk φ jφk + · · · (2.1.73)

mantémZ[J] inalterado. A medida de integração e o integrando se transformam respectivamente como

Dφ → det

∣
∣
∣
∣
δi j − ε

δFi [φ ]

δφ j

∣
∣
∣
∣
= Dφ

(

1− ε
δFi [φ ]

δφi

)

eiS[φ ]+i J·φ → eiS[φ ]+i J·φ
[

1+ i ε
(

δS[φ ]

δφi
+Ji

)

Fi [φ ]

]

. (2.1.74)

Levando as transformações (2.1.73) em (2.1.28) e agrupando os termos de ordemε teremos

∫

Dφ
[

i

(
δS[φ ]

δφi
+Ji

)

Fi [φ ]− δFi [φ ]

δφi

]

eiS[φ ]+i J·φ = 0. (2.1.75)

Utilizando a equivalência

φi ↔
1
i

δ
δJi

(2.1.76)

podemos escrever
{

i

(
δS
δφi

[
1
i

δ
δJ

]

+Ji

)

Fi

[
1
i

δ
δJ

]

− δFi

δφi

[
1
i

δ
δJ

]}

Z[J] = 0. (2.1.77)

É interessante considerar o caso especial dainvariância translacionalda integral funcional, ou seja, quando
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Fi [φ ] = fi = constante. No apêndice A mostramos como isto leva àsequaç̃oes de Dyson-Schwingerpara os

funcionais geradores.

Nos casos mais gerais, quando há uma simetria, comFi[φ ] qualquer, a ação é invariante

δS[φ ]

δφi
Fi [φ ] = 0 (2.1.78)

e também amedida de integraç̃ao funcionaĺe invariante

δFi [φ ]

δφi
= 0. (2.1.79)

Quando isto ocorre, a equação (2.1.77) nos dá aidentidade de Ward

Ji Fi

[
δ
δJ

]

Z[J] = 0. (2.1.80)

Derivando a equação acima em relação àJ, teremos as diversas identidades de Ward que relacionam as funções

de Green desconexas, geradas pelo funcionalZ.

As condições que nos levaram à equação (2.1.80), a saber a invariância da ação e da medida, são precisa-

mente aquelas satisfeitas pelo funcional gerador da teoriade Yang-Mills dado por (2.1.47) devidamente modifi-

cado com os termos de fontes para os campos de gauge e fantasmas. Neste caso, osFi podem ser diretamente lidos

nas equações (2.1.64), (2.1.66) e (2.1.67). No entanto, freqüentemente é mais útil obter as identidades de Ward

para aação efetivaΓ geradora das funções de Green 1PI (ver a equação (A.0.14) no apêndice A). Entre outras

coisas, isto permitirá também estabelecer a conexão comas identidades (2.1.69), obtidas a partir da invariância

daação clássicade Yang-Mills, no limite clássico. Além disso, podemos investigar, em geral, a relação entre as

simetrias da ação efetiva e da ação clássica.

Usando a relação (A.0.15) do apêndice A, podemos reescrever (2.1.80) como

δΓ[φ ]

δφi
Fi

[
δ
δJ

]

Z[J] = 0. (2.1.81)

Ou seja, a ação efetivaΓ[φ ] é invariante sob a transformação16

φi → φi + ε 〈Fi [φ ]〉Jφ ; 〈Fi [φ ]〉Jφ ≡ Fi

[
δ
δJ

]

Z[J]. (2.1.83)

Esta transformação de simetria certamente coincide com (2.1.73) no caso especial quandoFi são funcionais

linearesdos campos17. No entanto, já sabemos que isto não é a regra geral, uma vez que as transformações BRST

possuem termos não lineares. Portanto, as transformações de simetria da ação efetiva serão diferentes, tendo em

vista que a média de um funcional não linear nem sempre coincide com o funcional dos valores médios. De

fato, a forma de〈Fi〉Jφ como um funcional deφ depende em geral da dinâmica do sistema, sendo usualmente não

local. Por outro lado, as transformações de BRST possuem uma caracterı́stica especial que permite simplificar o

tratamento do problema da simetria da ação efetiva. De fato, podemos facilmente verificar, a partir de (2.1.64),

16Estamos usando
1

Z[J]
O

[
δ
δJ

]

Z[J] = 〈O[φ ]〉Jφ . (2.1.82)

17Para um dadoφi , a correnteJi é a que faz〈φi〉 igual aφi .
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(2.1.66) e (2.1.67) e também usando a identidade de Jacobi (2.1.23), que

δ (Dab
ν cb

2) = 0

δ ( f abccb
2cc

2) = 0. (2.1.84)

Tomando a simetria de BRST como o protótipo para possı́veiscasos mais gerais, vamos então supor que as

transformações em (2.1.73) também possuem apropriedade de nilpotênciaexemplificada em (2.1.84). A fim de

explorar esta propriedade de maneira a obter identidades deWard para a ação efetiva, introduzimos um conjunto

de campos clássicosKi e definimos umanova aç̃ao efetivade tal forma que

Γ[φ ]→ Γ[φ ,K]≡W[Jφ ,K ,K]−φ ·JK , (2.1.85)

onde

eiW[Jφ ,K ,K] ≡
∫

Dφ e(iS[φ ]+iF ·K+i J·φ). (2.1.86)

e está subentendido queS[φ ] é a ação contendo os termos de fixação de gauge e de fantasmas. A correnteJφ ,K é

aquela requerida para que os camposφ tenham o valor esperado

φi ≡
δW[J,K]

δJi
. (2.1.87)

Seguindo os mesmos passos que nos levaram à relação (2.1.81) e usando a propriedade de nilpotência (δFi = 0),

obtemos

〈Fi〉J,K
δΓ[φ ,K]

δφi
= 0, (2.1.88)

onde〈· · · 〉J,K é o valor esperado calculado na presença da correnteJ dos campos externosK. Ou seja,

〈O[φ ]〉J,K =

∫
Dφ O[φ ]e(iS[φ ]+iF ·K+i J·φ)

∫
Dφ e(iS[φ ]+iF ·K+i J·φ)

. (2.1.89)

A grande vantagem deste procedimento é que agora é possı́vel expressar o valor esperado deFi diretamente em

termos de derivadas funcionais da ação efetiva. Tomando aderivada de (2.1.85) em relação àKi , teremos

δΓ[φ ,K]

δKi
=

δW[φ ,K]

δKi
+

δW[φ ,K]

δJl

δJl

δKi
−φl

δJl

δKi
. (2.1.90)

Usando a equação (2.1.87), vemos que os dois últimos termos da equação acima se cancelam. Levando em conta

e as equações (2.1.86) e (2.1.89), teremos

δΓ[φ ,K]

δKi
=

δW[φ ,K]

δKi
= 〈Fi〉J,K (2.1.91)

Substituindo a equação acima em (2.1.88), obtemos a equac¸ão deZinn-Justin

δΓ[φ ,K]

δKi

δΓ[φ ,K]

δφi
= 0. (2.1.92)

A equação acima constitui um importante passo para a demonstração da renormalizabilidade das teorias de gauge.

As identidades (2.1.69) podem agora ser entendidas como umaconseqüência direta de (2.1.92). Isto pode

ser facilmente constatado, tomando o limite clássico de (2.1.92) quando os as médias quânticas (ou térmicas) se

reduzem aos valores clássicos dos operadores, ou seja,〈Fi〉J,K → Fi, e derivando funcionalmente em relação aos

campos.

Em muitas situações estamos especificamente interessados na forma explicitamenteperturbativade (2.1.92)
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em uma expansão de “loops”.É interessante considerar, tendo em vista principalmente as aplicações que faremos

mais adiante, o termo de ordem de um “loop” em (2.1.92). A identidade correspondente é

δΓ(0)[φ ,K]

δKi

δΓ(1)[φ ,K]

δφi
+

δΓ(1)[φ ,K]

δKi

δΓ(0)[φ ,K]

δφi
= 0, (2.1.93)

onde os ı́ndices(0) e (1) denotam respectivamente as contribuições para a ação efetiva de ordem zero e um

“loop”.

Por exemplo, tomando uma derivada de (2.1.93) em relação aφ j , no caso em que o ı́ndicej corresponde

ao campo de gaugeAa
µ , teremos a seguinte identidade de Ward envolvendo a contribuição de ordem de um loop

para o tensor de polarizaçãoΠi j (ver no apêndice A, especialmente a equação (A.0.12), como as grandezas estão

definidas)
δΓ(0)

δKi
Π(1)

i j =
δΓ(1)

δKi
∆−1

i j −
δ 2Γ(0)

δφ j δKi
Γ(1)

i −
δ 2Γ(1)

δφ jδKi
Γ(0)

i , (2.1.94)

onde

Γ(n)
i ≡

δΓ(n)

δφi
. (2.1.95)

Em praticamente todos os casos de interesse fı́sico, a grandezaΓ(0)
i é nula para todos os campos fı́sicos descritos

coletivamente pelo ı́ndicei. Na teoria de Yang-Mills,Γ(n)
i , também se anula em qualquer ordemn quando o ı́ndice

coletivo i percorre os valores correspondes ao campo de gaugeAa
µ . Veremos mais adiante que na gravitação as

contribuiç̃oes t́ermicasparaΓ(1)
i são não nulas (com o ı́ndicei percorrendo os valores correspondentes ao gráviton

hµν )18. A fim de expressar o caso da teoria de Yang-Mills de maneira mais explı́cita, devemos utilizar a equação

(2.1.29) para∆−1
i j e e também (2.1.64) para a derivada em relação aK. Além disso, devemos lembrar que o

segundo termo do lado direito de (2.1.94) é não nulo quandoo ı́ndicei emKi percorre os valores correspondentes

ao campo de fantasmac1
19. Fazendo isto, a equação (2.1.94) nos dá

∫

d4x
(
∂µ ca

2

)
Πab

µν =

∫

d4xΓa
ν Qµν

transv. (2.1.96)

onde introduzimos a grandeza

Γa
ν ≡ 〈Dab

ν cb
2〉(1) (2.1.97)

obtida pela substituição de (2.1.64) em (2.1.91). Sempreque a média〈· · · 〉 preservar a invariância de Lorentz,

o lado direito de (2.1.96) será nulo, poisΓb
ν será necessariamente proporcional à uma derivada∂ν e Qµν

transv. é

o tensor transversal dado por (2.1.29). Certamente este não seránecessariamenteo caso quando, por exemplo,

levamos em conta os efeitos térmicos, uma vez que o banho térmico introduz uma direçãouµ no espaço do

Minkowski. Este fato será analisado mais detalhadamente no capı́tulo 3. Veremos que apenas no caso especial do

limite de altas temperaturasa transversalidade do tensor de polarização é preservada (a grandeza (2.1.97) é sub-

dominante no limite de altas temperaturas). Uma análise bastante completa da estrutura do tensor de polarização

na teoria de Yang-Mills térmica é feita por Weldon em [Weldon 1999]. O problema análogo na gravitação foi

investigado por nós em [Brandt e Frenkel 1998, Brandt e Frenkel 1999].

18O processo de desaparecimento de um glúon viola a conservac¸ão da carga de cor. Por exemplo, um diagrama do tipo tadpolepossuindo
um loop de glúon se anula devido a anti-simetria das constantes de estrutura. Note que a regularização dimensional àtemperatura zero daria
um resultado nulo mesmo no caso da gravitação.

19É precisamente esta contribuição que vai cancelar que o termo de fixação de gauge em∆−1
i j .
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2.2 Interações gravitacionais

No breve histórico apresentado na seção 2.1.1 mencionamos como a gravitação inspirou as idéias mais

profundas envolvidas nas teorias de gauge. Na presente seção vamos explorar os aspectos da gravitação que

revelam a grande analogia existente entre as interações gravitacionais, mediadas pelo campo tensorial do gráviton,

e as interações mediadas pelos campos vetoriais de Yang-Mills20.

Consideremos inicialmente a ação de Einstein-Hilbert21

S[g] = M̄2
P

∫

d4x
√−gR; M̄2

P≡
1

16π G
, (2.2.1)

ondeg = detgµν denota o determinante da métrica do espaço-tempo,R é a curvatura escalar,G é a constante de

Newton eM̄P é a massa de Planck modificada22. A dependência explı́cita na métricagµν está encapsulada nas

seguintes relações

R= gµν Rµν , (2.2.2a)

Rµκ = Rν
µνκ , (2.2.2b)

Rλ
µνκ = ∂ν Γλ

µκ − ∂κ Γλ
µν + Γσ

µκ Γλ
σν −Γσ

µν Γλ
σκ , (2.2.2c)

Γλ
µν =

1
2

gλ ρ (∂ν gρµ + ∂µgρν − ∂ρgµν
)

(2.2.2d)

e

gµα gαν = δ µ
ν . (2.2.2e)

É interessante destacar, no presente contexto, as seguintes caracterı́sticas da ação de Einstein-Hilbert. A

primeira delas é a evidentenão linearidade, ou seja, a ação contém termos evolvendo o produto de maisde dois

tensoresgµν . Uma outra propriedade evidente é que todos os termos da ação possuem exatamente duas potências

da derivada∂ , como pode ser verificado diretamente nas relações (2.2.2). Por último, e talvez o mais importante,

é que a forma desta ação é determinada pela invariânciasob transformaçõesgerais de coordenadasdo tipo

xµ → x′µ = xµ −ω µ(x). (2.2.3)

Embora a gravitação tenha sido originalmente desenvolvida por Einstein em termos estritamente geométricos,

é também possı́vel adotar um ponto de vista onde interaç˜oes gravitacionais são descritas, de maneira análoga às

outras interações conhecidas, pela troca dos quanta de umcampo gravitacional, ou seja,grávitons. É este o en-

foque utilizado na presente abordagem e também nos trabalhos que serão descritos mais adiante. Como veremos,

há certas limitações intrı́nsecas neste tipo de abordagem. Além disso, o próprio conceito fı́sico de gráviton pode

ser questionável e talvez desnecessário. Por outro lado,é possı́vel tratar de maneira bastante direta certos tipos

de problemas e ao mesmo tempo expor as limitações desta abordagem através cálculos explı́citos.

Antes de prosseguir, será necessário entender de que maneira são descritas as interações gravitacionais com

os outros campos da natureza. O procedimento mais simples e natural consiste em modificar a ação de teoria

de campos, originalmente formulada no espaço de Minkowskie invariante sob transformações de Lorentz, de

modo a torna-la invariante sob as transformações (2.2.3). Esta condição será satisfeita se adotarmos as seguintes

20A analogia pode também ser traçada adotando-se um ponto devista mais geométrico tal que o análogos dos potenciais deYang-Mills
são as conexões de Christoffel definidas na equação (2.2.2d). No entanto, não será esta a alternativa aqui adotada.

21Nesta seção adotaremos a dimensionalidadeD = 4 para o espaço-tempo.
22A massa de Planck é usualmente definida, sem o fator 1/

√
16π , comoMP = 1/G∼ 1019mpróton∼ 1019GeV.
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prescrições mı́nimas
∫

d4x−→
∫

d4x
√−g, (2.2.4a)

ηµν −→ gµν (2.2.4b)

e

∂µ −→ Dµ , (2.2.4c)

ondeDµ é a derivada co-variante da relatividade geral satisfazendo

Dµ φ = ∂µ φ , (2.2.5a)

Dν φµ = ∂ν φµ −Γα
µν φα , (2.2.5b)

Dσ φµν = ∂σ φµν −Γα
µσ φαν −Γα

νσ φµα , (2.2.5c)

Dσ φµν··· = ∂σ φµν···−umΓ para cada ı́ndice. (2.2.5d)

Por exemplo, seguindo as prescrições acima, a ação paraa teoria de campos escalares em interação com campos

gravitacionais é

Sscal.[φ ,g] =

∫

d4x
√−g

1
2

(
gµν∂µφ ∂νφ −m2φ

)
. (2.2.6)

As equações de movimento clássicas são obtidas usando oprincı́pio variacional na ação total. Fazendo isso,

obtemos a equação de Einstein

Rµν −
1
2

Rgµν =−8π GTµν , (2.2.7)

ondeTµν é otensor de energia-momentoassociado aos diversos campos de natureza não gravitacional (Tµ0 eTµ i

são respectivamente a densidade e o fluxo de energia-momento).

2.2.1 Gravitaç̃ao como uma teoria de campos

Vamos agora introduzir o contexto fı́sico onde a noção de gráviton, mencionada acima, emerge naturalmente.

Nosso ponto de partida será um dos resultados mais profundos da teoria de gravitação, sintetizado na relação

Tµν =− 2√−g
δSM

δ gµν
. (2.2.8)

Esta relação nos informa que o tensor de energia-momentoTµν pode ser obtido considerando a açãoSM, de quais-

quer outros campos, formulada no espaço de métricagµν (seguindo as prescrições dadas em (2.2.4)) e tomando a

variação em relação àgµν , mantendoxµ fixo. É instrutivo notar que, independentemente do interesse especı́fico

nas propriedades das interações gravitacionais, a relac¸ão (2.2.8) fornece uma maneira simples e fundamental de

se obter o tensor de energia momento usual no espaço plano deMinkowski. De fato, introduzindo o campohµν

tal que23

gµν = ηµν +hµν , (2.2.9)

expandindo a açãoSM até primeira ordem emhµν , e levando em conta (2.2.8), teremos

SM = SM(h = 0)−
∫

d4x

(
1
2

hµν Tµν +O(h2)

)

. (2.2.10)

23Estamos absorvendo um fator
√

32π G emhµν . Portanto,hµν é admensional.
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Ou seja, o efeito da gravitação é “sentido” por todos os outros campos através do acoplamento dehµν com o tensor

de energia-momento noespaço plano. Do ponto de vista fı́sico, este é um bom motivo para se atribuir o status de

campo do gŕavitonao tensor de Minkowskihµν . Temos assim um cenário onde a interação gravitacional ocorre

no espaço plano de Minkowski, analogamente à interaçãodo campo do fótonAµ com a corrente eletromagnética

Jµ .

Fazendo uma breve digressão, antes de prosseguir, é interessante notar que esta abordagem permite também

obter certas propriedades gerais do tensor de energia-momento. De fato, considerando a forma geral da ação

SM =

∫

d4x
√−g

(

A+gµν Bµν +gµν gλ ρ Cµνλ ρ + · · ·
)

(2.2.11)

expandindo a métrica até primeira ordem emhµν

√−g = 1+
1
2

ηµν hµν +O(h2) ; gµν = ηµν −hµν +O(h2) (2.2.12)

e comparando com (2.2.10), obtemos a seguinte expressão geral para o tensor de energia-momento no espaço

plano

Tµν = 2
(

Bµν +2Cµνλ ρ ηλ ρ + · · ·
)

−ηµν L , (2.2.13)

ondeL é a densidade de lagrangiana no espaço de Minkowski. Tomando o traço

ηµν Tµν =−4A−2ηµν Bµν . (2.2.14)

Vemos que não há uma contribuição do termogµν gλ ρ Cµνλ ρ para o traço do tensor de energia-momento.É

precisamente este tipo de termo que será gerado ao aplicarmos as prescrições (2.2.4) à lagrangiana de Maxwell

(2.1.8). Portando, o tensor de energia momento de campo eletromagnético possui traço nulo.

Substituindo (2.2.9) na ação gravitacional (2.2.1) e usando as relações (2.2.2), vamos obter uma ação para o

campo do gráviton dada por uma soma de infinitos termos em ordem crescente de “potências” dehµν , iniciando

pelo termo quadrático. Como vimos anteriormente, todos ostermos envolverão exatamente duas derivadas∂ .

Esquematicamente podemos escrever [Zee 2003]

Sgrav.[h] = M̄2
P

∫

d4x
(
∂h∂h+h∂h∂h+h2∂h∂h+ · · ·

)
. (2.2.15)

Cada um dos termos acima representa, na verdade, uma combinação das diversas possı́veis contrações de ı́ndices

dos camposhµν e das derivadas∂µ . Obviamente estas contrações são feitas com o tensor de Minkowski ηµν

e cada termo individual é umescalar de Lorentz. Deixando de lado as óbvias dificuldades de cálculo algébrico

(estas podem ser tratadas utilizando-secomputaç̃ao simb́olica) temos aqui um cenário conceitualmente idêntico

ao das teorias de campos usuais onde a ação possui um termo quadrático e termos de interação. Os termos de

interação em (2.2.15) descrevem o auto acoplamento do gr´aviton de maneira análoga aos termos de interação da

teoria de Yang-Mills. Enquanto a auto-interação dos campos de Yang-Mills ocorre porque os campos carregam

carga, no caso dos grávitons a auto-interação se dá porque o gráviton (como qualquer outra partı́cula) carrega

energia.

A forma explı́cita de cada um dos termos em (2.2.15) pode ser obtida diretamente substituindo (2.2.9) em

(2.2.2) e (2.2.1) e expandindo a métrica, sua inversa e seu determinante até a ordem desejada.É possı́vel também

explorar uma interessante alternativa, baseada em considerações de simetria, que além de tornar os cálculos

muito mais simples, permite identificar o campohµν como um autêntico campo de gauge, análogo ao campo de
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Yang-Mills. O ponto chave consiste em notar que a ação (2.2.15) (equivalente à ação (2.2.1)) é invariante sob a

transformação (2.2.3), sob a qual a métrica transforma-se como (até primeira ordem emω)

g′µν(x′) =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
gαβ (x)

=
(
δ α

µ + ∂µω(x)α)
(

δ β
ν + ∂νω(x)β

)

gαβ (x)

g′µν(x)−ω(x)α∂αg′µν(x) = gµν(x)+gαν(x)∂µ ω(x)α +gαµ(x)∂ν ω(x)α

δgµν = gαν∂µωα +gαµ∂ν ωα + ωα∂αgµν (2.2.16)

Na última linha,δgµν ≡ g′µν − gµν e ω µ são funções dexµ 24. Usando a equação (2.2.5b) a última linha da

equação acima pode ser escrita de maneira bem mais elegante como

δgµν = Dµ ων +Dν ωµ . (2.2.17)

Portanto, usando (2.2.9), vemos que o campo gravitacional se transforma como

δhµν = Dµ ων +Dν ωµ . (2.2.18)

A equivalência formal entre e a transformação de gauge para os potenciais de Yang-Mills em (2.1.18) é evidente.

É importante ressaltar que a transformação (2.2.18) élinear em hµν , como pode ser constatado substituindo

(2.2.9) na última linha de (2.2.16), mantendo derivadas com ı́ndices em baixo e coordenadas com ı́ndice em

cima. Portanto, a gravitação formulada como uma teoria decampos revela sua invariância de gauge de maneira

equivalente à teoria de Yang-Mills.

Na seção 2.1.4 mencionamos que as identidades de Ward (conseqüência da invariância sob transformações

locais) podem ser aplicadas no sentido inverso, ou seja, de tal modo a determinar a forma da ação. Mostraremos

agora como isso pode ser feito no caso da gravitação. Alémde conceitualmente interessante este procedimento

evita o trabalho tedioso envolvido na expansão da métrica. Começando pelo termo quadrático, escrevemos todas

as possı́veis contrações compatı́veis com a invariância de Lorentz e contendo duas derivadas. A ação mais geral

que satisfaz este critério é25

S0[h] =

∫

d4x
(
a∂αhµν∂ α hµν +b∂αhµ

µ∂ α hν
ν +c∂αhαν∂ µhµν +d∂ µhα

α ∂ ν hµν
)
. (2.2.19)

Impondo a condição de invariânciaδS0[h] = S0[h′]−S0[h] = 0, comh′µν dado por (2.2.18), e usando integração

por partes para a contribuição linear emhµν , teremos a seguinte condição26

(4a+2c)ων∂ 2∂ µ hµν +(4b+2d)ων∂ 2∂ ν h+(2c+2d)ων∂ν∂ µ ∂ λ hµλ = 0. (2.2.20)

A existência de três estruturas independentes e quatro constantes a serem determinadas é uma excelente oportu-

nidade de fazer contato com o limite newtoniano, fixando a normalização em termos da constante de Newton.

Como veremos, isso requer uma normalização tal que, em unidades deM̄2
P, as constantes em (2.2.20) sejam

24A respostaδ φ de um campoφ a uma transformação de coordenadas recebe o nome dederivada de Lie.
25Devemos considerar todas as contrações de pares de ı́ndices em∂ α1hµ1ν1∂ α2hµ2ν2 . Há dois termos comα1 contraı́do comα2 e dois

termos comα1 contraı́do com um dos ı́ndices deh. Esta sistemática pode ser generalizada para ordens superiores.
26O termo quadrático emh se combina com a variação da parte cúbica da ação produzindo as condições que determinam a ação em ordem

h3.
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escolhidas comoa = 1, b =−1, c =−2 ed = 2. Substituindo estes valores em (2.2.19), teremos

S0[h] =
M̄2

P

2

∫

d4x

(
1
2

∂αhµν∂ α hµν −
1
2

∂α hµ
µ∂ α hν

ν−

∂αhαν∂ µ hµν + ∂ µhα
α∂ ν hµν

)

. (2.2.21)

Como não poderia deixar de ser, se tivéssemos feito o cálculo direto, tedioso e não instrutivo, usando a expansão

da métrica nas equações (2.2.2) e (2.2.1), terı́amos obtido o mesmo resultado acima.

Em princı́pio podemos prosseguir com este algoritmo, obtendo termos de ordem superior emh como os

indicados simbolicamente em (2.2.15). No apêndice A da referência [Brandt e Frenkel 1993], onde calculamos

o vértice de três grávitons em ordem de um “loop”, são obtidos os termos de ordem atéh5 e as respectivas

expressões no espaço dos momentos (regras de Feynman)27. Anteriormente, já haviam sido obtidos os termos

até ordemh3 que foram utilizados na referência [Capper, Leibbrandt e Medrano 1973] para o cálculo do tensor

de polarização do gráviton, a temperatura zero, usando regularização dimensional.

2.2.2 Regras de Feynman

A obtenção das regras de Feynman para os vértices que descrevem as auto-interações do gráviton (vértice

cúbico, quártico, etc) é um procedimento automatizável que não envolve qualquer tipo de dificuldade concei-

tual. Como já mencionamos, “qualquer computador”, devidamente programado, pode fazer isso28. Por isso,

vamos focalizar aqui a obtenção dopropagador do gŕaviton. Um texto clássico sobre este assunto é a referência

[Veltman 1976], onde o ponto de partida é a construção do propagador de uma partı́cula de spin 2, levando em

conta que as duas outras possibilidades mais simples, spin 0ou spin 1, são descartadas por fatos experimentais

elementares29.

Em grande parte o problema principal envolvido na obtenção do propagador do gráviton já foi tratado na

seção 2.1.3 quando tivemos que inverter o termo quadrático em (2.1.21) proveniente da ação de Yang-Mills. A

fim de exibir explicitamente o problema análogo da gravitac¸ão, é conveniente usar integração por partes de modo

a escrever (2.2.21) como

S0[h] =
M̄2

P

2

∫

d4x
∫

d4xhµν Qµν; αβ
transv. hαβ , (2.2.22)

ondeQµν; αβ
transv. atua no espaço linear de tensores (de Minkowski) simétricos de dois ı́ndices. Sabemos que o

operadorQµν; αβ
transv. possui auto-valores nulos, uma vez que a invariância de gauge implica em

Qµν; αβ
transv. ∂α ωβ = 0. (2.2.23)

Portanto, não é possı́vel obter o operador inverso deQµν; αβ
transv. , ou seja, não podemos obter o propagador do

gráviton. A solução para este problema é a mesma empregada no caso da teoria de Yang-Mills, a saber, fazemos

uma escolha de gauge, impondo uma condição sobre os camposhµν de tal forma que a integração funcional

27Na verdade, o programa de cálculo simbólico utilizado noscálculos da referência [Brandt e Frenkel 1993] empregou diretamente as
fórmulas (2.2.1) e (2.2.2) e, em seguida, as identidades deWard dadas em (2.2.33), decorrentes de (2.2.18), foram utilizadas como um teste
dos resultados. Um algoritmo computacional baseado na construção da ação ordem a ordem, como descrito nesta seção, pode vir a ser uma
interessante alternativa.

28É interessante que os primeiros programas de computação simbólica foram desenvolvidos com o propósito de realizarcálculos em
teorias de gauge. De fato, o próprio Veltman desenvolveu, no inı́cio da década de 1960, um programa chamado Schoonschip [Strubbe 1974,
Veltman e Williams 1991].

29O campo gravitacional não pode ser escalar (spin 0) uma vez que a gravitação se acopla à energia, a qual não é uma grandeza esca-
lar. Um campo vetorial (spin 1) também deve ser descartado,tendo em vista que partı́culas e anti-partı́culas, de qualquer tipo, interagem
gravitacionalmente da mesma maneira.
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em (2.1.28) seja feita somente sobre regiões não conectadas por transformações de gauge. Seguindo o procedi-

mento adotado para a teoria de Yang-Mills, introduzimos um termo extra à ação, o qual viola a invariância sob

transformações de coordenadas, e modifica termo quadrático de tal forma a torna-lo inversı́vel. Uma escolha

usual para esta fixação de gauge consiste em adicionar um termo tal que a equação de movimento resultante é

a equação de onda∂ 2hµν = 0, no vácuo. Por isso esta escolha é as vezes denominadagauge harm̂onico. Esta

escolha também resulta na forma mais simples para o propagador, analogamente ao caso do gauge de Feynman

na QED. Para ver como isso pode ser feito, consideremos inicialmente a forma explı́cita do termo quadrático em

(2.2.22) a qual pode ser escrita equivalentemente como30

Qµν; αβ
transv. =

1
4

[

−Kµν; αβ ∂ 2 + ηµν ηαβ ∂ 2+

+ ηνβ ∂ µ ∂ α + ηµβ ∂ ν ∂ α + ηνα ∂ µ ∂ β + ηµα ∂ ν∂ β

− 2ηµν ∂ α ∂ β −2ηαβ ∂ µ∂ µ
]

, (2.2.24)

onde foi introduzida a grandeza

Kµν; αβ ≡
1
2

(
ηµα ηνβ + ηµβ ηνα −ηµν ηαβ

)
. (2.2.25)

É fácil verificar que (aqui as contrações são efetuadas com a métrica de Minkowskiηµν )

Kµν; ρσ Kρσ ; αβ =
1
2

(

δ α
µ δ β

ν + δ β
µ δ α

ν

)

≡ Iαβ
µν , (2.2.26)

ondeIαβ
µν é a matriz identidade no espaço de tensores simétricos dedois ı́ndices. A identidade (2.2.26) sugere

que uma escolha de gauge conveniente é aquela que elimina todos os termos de (2.2.24), exceto o primeiro. Esse

critério pode ser implementado adicionando à ação gravitacional o seguintetermo de fixaç̃ao de gauge

S0
fix.[h] =

M̄2
P

2
1
ξ

∫

d4x fµ(h) fµ(h) com f µ(h)≡ ∂αhαµ − 1
2

∂ µhλ
λ (2.2.27)

e fazendoξ = 1 31. Desse modo, o novo termo quadrático pode ser facilmente invertido, usando (2.2.26), levando

à seguinte expressão para o propagador do gráviton no espaço de momento

µν k αβ
: Dµν; αβ (k;ξ = 1)≡ 1

2

ηµα ηνβ + ηµβ ηνα −ηµν ηαβ

k2 + iε
. (2.2.28)

Este é o análogo do propagador no gauge de Feynman na QED (compare com (2.1.55)). Na gravitação este gauge

é freqüentemente denominado gauge de Feynman-De Donder.Uma classe mais geral de gauges co-variantes

(co-variância de Lorentz) é caracterizada por um parâmetro realξ qualquer32.

O caráter não linear da gravitação requer, tal como na teoria de Yang-Mills, a utilização do formalismo de

Faddeev-Popov. De fato, adotando um procedimento análogoao da seção 2.1.3 somos levamos a introduzir na

ação gravitacional um termo que descreve a interação entre campos vetoriais fictı́cios (variáveis de Grassmann)

e os grávitons [Fradkin e Tyutin 1970]. Este termo extra tema seguinte forma

Sghost.[h,C1,C2] =−
∫

d4xC
α
1

δ fα (h,ω)

δωβ C
β
2 . (2.2.29)

30Esta forma é obtida usando integração por partes em (2.2.21), simetrizando nos pares de ı́ndices de cada campo e levando em conta a
simetria bosônicaµν ↔ αβ .

31Note que este termo é de fatonão invariantesob transformações gerais de coordenadas.
32Na gravitação a classe de gauges co-variantes de Lorentz elineares emhµν pode ser mais geral ainda. Por exemplo, uma escolha do tipo

f µ (h)≡ ∂α hαµ −β ∂ µ hλ
λ foi considerada na referência [Capper 1980].
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onde f µ(h,ω) é uma função qualquer dependente de gauge, como por exemplo aquela dada em (2.2.27).́E

interessante observar que enquanto na teoria de Yang-Millsos ghosts são vetores na representação adjunta do

grupoSU(N), C1 eC2, em (2.2.29), são vetores no espaço de Minkowski.

Usando a equação (2.2.16) e a forma defµ dada em (2.2.27), obtemos a partir de (2.2.29) as seguintes regras

de Feynman para o propagador de fantasmas e para o vértice deinteração no gauge de Feynman-De Donder

µ k ν
: D̃ghost

µν ≡ ηµν

k2 + iε
(2.2.30)

e

µ
k

k

1

2

α

β

,ν
: Ṽghost

α ,β ;µν(k1,k2), (2.2.31)

onde(α,k1) e (β ,k2) são os respectivos ı́ndices de Lorentz e momentos dos fantasmas,(µν) são os ı́ndices de

Lorentz do gráviton e

Vghost
α ,β ;µν(k1,k2) =−1

2

[

k1 ·k2ηµα ηνβ −
(

k1µ k1β +k1µ k2β

)

ηνα

+(k1ν k2α −k2ν k1α )ηµβ +
1
2

(

k1α k1β +k1α k2β

)

ηµν + µ↔ ν
]

. (2.2.32)

Não apresentaremos aqui a forma explı́cita dos vértices cúbico, quártico, etc, que descrevem as auto-interações

entre grávitons. Como já mencionamos anteriormente, estas regras de Feynman são derivadas por um programa

de computação algébrica que faz integração por partes, gerando a partir de (2.2.1) todos os termos representa-

dos simbolicamente em (2.2.15)33. Em seguida o programa substitui∂ por−ik nos diversos termos e faz as

permutações de ı́ndices e momentos levando em conta a simetria bosônica e a simetria dehµν sobµ ↔ ν (ver o

apêndice A da referência [Brandt e Frenkel 1993]).

As identidades de Ward envolvendo os infinitos vértices da teoria,V n
µ1ν1···µnνn

, podem ser derivadas a partir

da invariância da ação de Einstein-Hilbert sob (2.2.18), analogamente ao procedimento adotado na teoria de

Yang-Mills (seção (2.1.4)). Fazendo isso, teremos

−
(
ηµ1σ δ ν1

λ + ην1σ δ µ1
λ
)

p1
σ V

n
µ1ν1 µ2ν2 µ3ν3···µnνn

(
p1, p2, p3, · · · , pn)=

κ Wµ1ν1
µ2ν2λ (p1, p2) V

n−1
µ1ν1 µ3ν3···µnνn

(
p1 + p2, p3, · · · , pn)

+κ Wµ1ν1
µ3ν3λ (p1, p3) V

n−1
µ1ν1 µ2ν2 µ4ν4···µnνn

(
p1 + p3, p2, p4 · · · , pn)

+ · · ·+

+ κ Wµ1ν1
µnνnλ (p1, pn) V

n−1
µ1ν1 µ2ν2···µn−1νn−1

(
p1 + pn, p2, · · · , pn−1) , (2.2.33)

onde

Wµν
µiνiλ

(p1, pi)≡ 1
2

(
δ µ

µi ηνiλ + δ µ
νi ηµiλ

)
p1 ν +

1
2

δ µ
µi δ ν

νi
pi

λ + µ ↔ ν (2.2.34)

e p1 + p2 + · · ·+ pn = 0. Na referência [Brandt e Frenkel 1993] estas identidadesforam utilizadas para verificar

as regras de Feynman para os vértices de até cinco grávitons. Estamos denotando os vértices próprios da mesma

maneira que na seção 3.3, tendo em vista que, como veremos,no limite de altas temperaturas, o funcional

gerador das funções de Greentérmicasde n grávitons também é invariante sob (2.2.18). Conseqüentemente

33A integração por partes não é um passo essencial na derivação das regras de Feynman. No entanto, ela é útil para tornar a passagem para
o espaço dos momentos mais sistemática.
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as correspondentes funções 1PI térmicas também satisfazem (2.2.33).

Podemos agora empregar as regras de Feynman gravitacionaisem cálculos perturbativos utilizando as

técnicas usuais de teoria de campos. No entanto, é importante lembrar que existem importantes diferenças em

relação à teoria de Yang-Mills, sendo que a mais notóriaé anão renormalizabilidadeda teoria perturbativa de-

finida pela soma das ações (2.2.15), (2.2.27) e (2.2.29). No presente contexto, este problema já é entendido

há mais de trinta anos. No inı́cio da década de 1970 ’t Hoofte Veltman mostraram que as divergências ultra-

violetas em cálculos de ordem de um loop, surpreendentemente, se cancelam [Hooft e Veltman 1974]. Porém,

este cancelamento deixa de ocorrer quando são introduzidas as interações com a matéria [Hooft e Veltman 1974,

Deser, Tsao e Nieuwenhuizen 1974, Deser e Nieuwenhuizen 1974] ou mesmo na teoria sem matéria em ordem

de dois loops [Goroff e Sagnotti 1986, Ven 1992]34 Adotando-se um ponto de vista mais moderno, a teoria deve

ser reinterpretada como umateoria efetivaque surge no limite de baixas energias de uma teoria mais fundamental

[Gomis e Weinberg 1996, Deser 2000, Burgess 2003] e que talvez possa ser empregada em escalas de energia tais

que a fı́sica mais fundamental não se manifesta. Uma possibilidade seria a existência de uma fı́sica diferente, e

não entendida completamente até o presente, em escalas daordem da energia de Planck 1/
√

G = 1019mproton
35.

Nosso principal interesse tem sido o cálculo deloops t́ermicosno formalismo de teoria de campos a temperatura

finita, onde a temperatura constitui um “cutoff” natural para as divergências ultravioletas. Como veremos na

seção 3.4, quando a temperatura é suficientemente alta,fenômenos coletivoscaracterizados por uma escala de

energia-momentok admitem, em princı́pio, uma descrição em termos de aproximações de ordem de um loop,

desde que a temperaturaT esteja no intervalok≪ T≪ M̄Planck.

34Em versões supersimétricas da gravitação as divergências se cancelam em ordem de um [Grisaru, Nieuwenhuizen e Vermaseren 1976]
ou dois loops [Grisaru 1977]. Este resultado é uma conseqüência das identidades de Ward supersimétricas
[Grisaru, Pendleton e Nieuwenhuizen 1977].

35Na verdade, dependendo da escala de energia dos fenômenos envolvidos, é possı́vel adotar um ponto de vista ainda mais pragmático e
considerar valores bem menores para esta escala.
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2.3 Espaços ñao comutativos

2.3.1 Principais motivaç̃oes

A idéia de que as coordenadas de espaço-tempo possam não comutar em escalas de distância muito pe-

quenas (por exemplo, da ordem da escala de Planck, 10−35m) foi formalizada pela primeira vez por Snyder em

1947 [Snyder 1947, Snyder 1947]36. De maneira análoga aos observáveis de momento e posição na mecânica

quântica, a não comutatividade das coordenadas introduzcélulas mı́nimas de espaço-tempo, dentro das quais há

uma indeterminação dos respectivos observáveis. Assim, a interação pontual deixa efetivamente de existir e as

divergências ultravioletas são regularizadas por uma escala análoga à constante de Planck na Mecânica Quântica.

Esta maneira de “resolver” o problema das divergências ultravioletas possuı́a ainda o atrativo de ser em princı́pio

uma formulação invariante de Lorentz, ao contrário do que ocorria com as regularizações conhecidas na época.

Esta abordagem foi logo esquecida tendo em vista que, na mesma época, o programa derenormalizaç̃ao de

teorias quânticas de campos acabava de obter pleno sucessopara previsão de observáveis fı́sicos da QED37.

Há no entanto um argumento heurı́stico e fisicamente bastante profundo para a possı́vel existência de uma in-

certeza para os observáveis de espaço-tempo. O argumentose desenvolve a partir da combinação da gravitação de

Einstein com as relações de incerteza de Heisenberg, da seguinte maneira [Doplicher, Fredenhagen e Roberts 1994,

Doplicher, Fredenhagen e Roberts 1995]. Uma medida de posic¸ão com precisãoa leva a uma indeterminação

na energia da ordem de 1/a (considerando as massas de repouso muito pequenas) distribuı́da na região de

localização. Como vimos na seção anterior, otensor de energia-momento Tµν , por sua vez, gera uma métricagµν

de acordo com a equação de Einstein (2.2.7). Portanto, quanto maior for a precisão da medida maior será o campo

gravitacional gerado pelo processo de medida. A localização deixará de ter um significado operacional quando

a intensidade do campo gravitacional for suficientemente grande a ponto de impedir que qualquer sinal saia da

região de localização. Possivelmente, a natureza quântica do campo gravitacional deverá também ser levada em

conta em um tal cenário.

O ponto de partida mais natural para a formalização destasidéias é a relação de comutação

[x̂µ , x̂ν ] = i θ µν . (2.3.1)

Nesta relação osoperadores hermitianoŝxµ são associados às coordenadas usuaisxµ , de maneira análoga ao

procedimento adotado na mecânica quântica para se associar observáveis aos operadores. Estaremos aqui foca-

lizando o caso mais simples quandoθ µν é uma matriz anti-simétricaindependente de xµ . O conceito heurı́stico

descrito acima segue imediatamente, uma vez que a relaçãode comutação implica na relação de incerteza

∆xµ ∆xν ≥ 1
2
|θ µν |. (2.3.2)

Ou seja, um ponto qualquer do espaço-tempo deixa de ter significado. Temos agora o análogo de uma célula de

Planck para o espaço-tempo e a descrição de fenômenos f´ısicos em escalas de distância da ordem de
√

θ deve

necessariamente fazer uso dos elementos de uma álgebra não comutativa. Neste contexto, a motivação de Snyder

pode ser entendida uma vez que os fenômenos em escalas de distância menores do que
√

|θ | seriam intrinse-

36Consta que estas idéias já haviam sido consideradas por Heisenberg em uma carta escrita para Pierls. A idéia teria se propagado até
Snyder pela via Pierls→ Pauli→ Oppenheimer→ Snyder [Jackiw 2002].

37Feynman, Schwinger e Tomonaga completaram a renormalização da Eletrodinâmica Quântica em 1948 e receberam o prêmio Nobel em
1965 [Feynman 1948, Schwinger 1948, Tomonaga e Oppenheimer1948]. Dyson mostrou a equivalência entre os formalismos de Feynman e
Schwinger e calculou correções de ordem superior para a polarização do vácuo [Dyson 1949].
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camente inacessı́veis, de maneira semelhante ao procedimento de regularização por “cutoff” dos diagramas de

Feynman. Os desenvolvimentos mais recentes vieram a mostrar que esta expectativa não se realizou de fato e o

parâmetroθ não regulariza todas as divergências da teoria.

O conceito matemático degeometria ñao comutativapara o espaço-tempo foi redescoberto na década de

1980, em trabalhos dos matemáticos Connes e Woronowicz quegeneralizaram a noção de uma estrutura diferen-

cial para o caso não comutativo [Connes 1985, Woronowicz 1987].

Nos últimos anos o interesse em teorias não comutativas foi renovado quando se descobriu que a dinâmica

da corda aberta na presença de um campo anti-simétrico pode ser descrita, em certos limites, em termos de teorias

de gauge formuladas em espaços não comutativos [Seiberg eWitten 1999]38.

Vários outros desenvolvimentos e ramificações sobre teoria de campos não comutativa, bem como uma lista

bastante completa de referências, podem ser encontrados em bons artigos de revisão tais como [Szabo 2003]. Fa-

remos a seguir uma breve apresentação de alguns conceitosmais diretamente relacionados com as pesquisas que

desenvolvemos sobre o assunto39. Um tratamento mais aprofundado de certos tópicos, como por exemplo a re-

normalizabilidade de teorias não comutativas ou o tratamento de modelos super-simétricos, pode ser encontrados

nas referências [Girotti 2003, Gomes 2001].

2.3.2 Quantizaç̃ao de Weyl e o produto de Gr̈onenwold-Moyal

O formalismo que descreve a não comutatividade do espaço-tempo se inspira em algumas idéias fundamen-

tais da Mecânica Quântica. Uma destas idéias, introduzida por Weyl, é a prescrição para se associar determinados

operadores quânticos a uma função clássica das variáveis do espaço de fase [Weyl 1927, Weyl 1931]. Como ve-

remos a seguir, esta prescrição permite descrever os espaços não comutativos de maneira bastante geral e estudar

sistematicamente as teorias de campos definidas nestes espaços.

Vamos supor que todos os campos da teoria, representados aqui por f (x), satisfaçam ascondiç̃oes usuais40

que permitem representa-los em termos de componentes de Fourier

f̃ (k) =

∫

dDxe−i kµ xµ
f (x). (2.3.3)

O espaço não comutativo é definido pela substituição dexµ por operadores hermitianos ˆxµ , satisfazendo a relação

(2.3.1). Ou seja, os operadores ˆxµ adquirem o status degeradoresde uma álgebra não comutativa de operadores.

A quantização de Weyl estabelece uma correspondência entre a álgebra dos campos e álgebra dos operadores.

Dadas as componentes de Fourier de um campo qualquer podemosintroduzir ośımbolo de Weyl

Ŵ [ f ] =
∫

dDk
(2π)D f̃ (k)ei kµ x̂µ

. (2.3.4)

O mapeamento entre operadores e campos é realizado pelo operador

∆̂(x) =

∫
dDk

(2π)D ei kµ x̂µ
e−i kµ xµ

(2.3.5)

38Como uma indicação da popularidade adquirida por este assunto de pesquisa, é interessante notar que esta referência foi citada 1510
vezes até a presente data (10.05.2004), de acordo com http://www.slac.stanford.edu/spires/hep/.

39Vamos nos basear principalmente na referência [Szabo 2003].
40As derivadas de qualquer ordem se anulam no infinito tanto no espaço de posição quanto no espaço de momento.



31

em termos do qual podemos reescrever (2.3.4) como

Ŵ [ f ] =

∫

dDx f(x) ∆̂(x). (2.3.6)

Note que nocaso comutativo, ou seja, quandoθ µν = 0, o operador̂∆(x) se reduz à função delta de Dirac

δ D(x̂−x). Em geral,∆̂(x) é o objeto que faz a interpolação entre os operadores de Weyl e os campos.

É possı́vel também mapear as derivadas usuais em “derivadas” de operadores definidas pelo operador anti-

hermitianoi ∂̂µ em termos das relações

[∂̂µ , x̂µ ] = δ µ
ν , [∂̂µ , ∂̂ν ] = 0. (2.3.7)

Usando (2.3.5) podemos verificar facilmente que

[∂̂µ , ∆̂(x)] =−∂µ ∆̂(x). (2.3.8)

Substituindo a relação acima em (2.3.6) e integrando por partes, obtemos a relação

[∂̂µ ,Ŵ [ f ]] =
∫

dD ∂µ f (x) ∆̂(x) = Ŵ [∂µ f ]. (2.3.9)

A relação (2.3.8) permite também definir os geradores unitários de translações exp(ivµ ∂̂µ) tais que a se-

guinte identidade é verificada

e−vµ ∂̂µ ∆̂(x)evµ ∂̂µ = ∆̂−vµ [∂̂µ , ∆̂]+
1
2

vµ vν [∂̂µ , [∂̂ν , ∆̂]]+ · · ·

= ∆̂(x+v). (2.3.10)

Introduzindo agora a operação detraço, denotada por Tr, definida na álgebra dos operadores de Weyle usando

(2.3.6), teremos

TrŴ [ f ] =

∫

dDx f(x)Tr ∆̂(x). (2.3.11)

Usando a identidade (2.3.10) e apropriedade ćıclica do traço, vemos que Tr̂∆(x) é independente dex. Adotando

a normalização Tr̂∆(x) = 1, a última equação acima nos dá

TrŴ [ f ] =

∫

dDx f(x). (2.3.12)

Ou seja, otraço dos operadores de Weylé representado por umaintegraç̃ao dos campos.

A relação (2.3.6) nos dá diretamente os operadores de Weyl a partir dos campos ou seja,

f (x)
∆̂(x)7−→ Ŵ [ f ] (2.3.13)

É igualmente importante saber a forma explı́cita da relaç˜ao inversa correspondente e das condições para sua

existência. Esta relação pode ser obtida conhecendo-seo produto de dois operadores∆̂ em pontos quaisquer do

espaço-tempo. Usando a equação (2.3.5) e afórmula de Baker-Campbell-Hausdorff(lembrando que, de acordo

com (2.3.1),[xµ ,xν ] comuta com ˆxα ),

eikµ x̂µ
eik′ν x̂ν

= e
1
2 [ikµ x̂µ ,ik′ν x̂ν ] eikµ x̂µ +ik′ν x̂ν

= e−
i
2 θ µν kµ k′ν ei(kµ +k′µ )x̂µ

, (2.3.14)

teremos

∆̂(x) ∆̂(y) =

∫ ∫
dDk

(2π)D

dDk′

(2π)D e−
i
2 θ µν kµ k′ν ei(kµ +k′µ )x̂µ

e−ikµ xµ−ik′µ yµ
. (2.3.15)
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Usando (2.3.6) comf = exp(i(kµ +k′µ)x̂µ), a relação acima pode ser escrita como

∆̂(x) ∆̂(y) =

∫ ∫
dDk

(2π)D

dDk′

(2π)D

∫

dDzei(kµ +k′µ )zµ
∆̂(z)e−

i
2 θ µν kµ k′ν e−ikµ xµ−ik′µ yµ

. (2.3.16)

Calculando as integrais gaussianas emk e k′ (estamos assumindo que a matrizθ possui inversa), teremos

∆̂(x) ∆̂(y) =
1

πD|detθ |

∫

dDz∆̂(z)e−2i (θ−1)µν (x−z)µ (y−z)ν
. (2.3.17)

Usando a normalização do traço de∆ e a anti-simetria deθ−1, obtemos a seguinte condição deortonormalidade

Tr
(

∆̂(x) ∆̂(y)
)

= δ D(x−y). (2.3.18)

Multiplicando o lado esquerdo de (2.3.6) por∆̂(y), tomando o traço e usando a relação (2.3.18) obtemos final-

mente a a seguinte relação para a inversa de (2.3.6)

f (x) = Tr
(
Ŵ [ f ] ∆̂(x)

)
. (2.3.19)

A função f (x) assim obtida a partir do correspondente operador quânticoé denominadafunç̃ao de distribuiç̃ao

de Wigner[Wigner 1932] e o mapeamento realizado por∆(x) é o análogo dacorrespond̂encia Weyl-Wignerda

teoria quântica usual.

A relação (2.3.19) pode ser usada para se obter sistematicamente a representação no espaço de coordenadas

deprodutosde operadoresW [ f ], W [g], etc. Uma tal expressão constitui o ponto de partida para que possamos

mapear os operadores de Wigner de uma teoria de campos qualquer. Por exemplo, o produto de dois operadores

possui a seguinte expressão no espaço de coordenadas

Tr
(

Ŵ [ f ]Ŵ [g] ∆̂(x)
)

=
1

πD|detθ |

∫ ∫

dDydDz f(y)g(z)e−2i(θ−1)µν (x−y)µ (x−z)ν
, (2.3.20)

onde usamos as relações (2.3.6), (2.3.17) e (2.3.18). Usando a expressão (2.3.4) no produtôW [ f ]Ŵ [g], subs-

tituindo as componentes de Fourier por (2.3.3) e levando em conta a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff em

(2.3.14), podemos escrever

Ŵ [ f ]Ŵ [g] = Ŵ [ f ⋆g], (2.3.21)

onde

f (x)⋆g(x) =

∫ ∫
dDk

(2π)D

dDk′

(2π)D f̃ (k) g̃(k′−k)e−
i
2 θ µν kµ k′ν eik′µ xµ

= f (x) exp

(
i
2

←−
∂µ θ µν−→∂ν

)

g(x)

= f (x)g(x)

+
∞

∑
n=1

(
i
2

)n 1
n!

θ µ1ν1 · · ·θ µnνn ∂µ1 · · ·∂µn f (x)∂ν1 · · ·∂νng(x) .

(2.3.22)

é oproduto estrelade Grönenwold-Moyal [Groenewold 1946, Moyal 1949].

É interessante considerar algumas conseqüências simples da expressão (2.3.22). Por exemplo, usando a
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anti-simetria deθ µν , o comutador e o anti-comutadorde Grönenwold-Moyal podem ser escritos como

[ f (x),g(x)]⋆ ≡ f (x)⋆g(x)−g(x)⋆ f (x)

= 2i f (x)sen

(
1
2

←−
∂µ θ µν−→∂ν

)

g(x), (2.3.23)

e

{ f (x),g(x)}⋆ ≡ f (x)⋆g(x)+g(x)⋆ f (x)

= 2 f (x)cos

(
1
2

←−
∂µ θ µν−→∂ν

)

g(x). (2.3.24)

No caso geral (produto de vários operadores), somos levados a considerar a seguinte extensão da fórmula

(2.3.22)

f1(x1)⋆ · · ·⋆ fn(xn) = ∏
a<b

exp

(
i
2

θ µν ∂
∂xµ

a

∂
∂xν

b

)

f1(x1) · · · fn(xn). (2.3.25)

Vemos assim que o produto de Grönenwold-Moyal constitui uma alternativa ao produto de operadores de Weyl.

A não comutatividade se manifesta como umadeformaç̃ao do produto de funções das coordenadas do espaço-

tempo. Integrando a expressão (2.3.25) em todo espaço-tempo e usando a equação (2.3.12) obtemos a seguinte

relação explı́cita entre as duas maneiras de se representar a não comutatividade

Tr
(

Ŵ [ f1] · · ·Ŵ [ fn]
)

=
∫

dDx f1(x)⋆ · · ·⋆ fn(x). (2.3.26)

Levando em conta a propriedade de ciclicidade do traço, concluı́mos que a integral de um produto de Grönenwold-

Moyal permanece invariante quando permutamos ciclicamente as funçõesfa(x). No caso especial de duas

funções, teremos
∫

dDx f(x)⋆g(x) =
∫

dDxg(x)⋆ f (x) =
∫

dDx f(x)g(x). (2.3.27)

Esta igualdade pode ser verificada diretamente usando a equação (2.3.22) e notando que os termos envolvendoθ
se anulam ao serem integrados por partes. Vemos que a integração no espaço de coordenadas é formalmente uma

operação de “traço” do produto deformado de funções.

2.3.3 Regras de Feynman da teoria de Yang-Mills em espaços não-comutativos

O formalismo geral apresentado na seção anterior pode, emprincı́pio, ser aplicado a qualquer teoria de

campos. Na versão não comutativa dadensidade de lagrangianada teoria, cada um dos campos e suas derivadas

são substituı́dos pelos correspondentes operadores de Weyl. A ação a teoriaé então obtida pela operação de

traço, introduzida em (2.3.12), e a relação (2.3.26) é empregada. Finalmente, a forma explı́cita do produto de

Grönenwold-Moyal dado por (2.3.22) é empregado.

Poderı́amos então supor que a versão não comutativa da teoria de Yang-Mills descrita pela lagrangiana

(2.1.26) seguiria os passos descritos acima sem nenhuma condição adicional. Há no entanto um importante

detalhe fı́sico, especı́fico das teorias de gauge, que deve ser levado em conta. Devemos lembrar que a construção

da teoria de Yang-Mills usual poderia ter sido feita levandoem conta não apenas a simetria sob transformações

de S(N), mas sim o grupoU(N) = U(1)×SU(N)/ZN. Porém, na teoria de campos comutativa, o “fóton”,

associado àU(1), se desacopla dosN2− 1 campos de gauge associados àSU(N). O mesmo não vai ocorrer

na versão não-comutativa da teoria de Yang-Mills. De fato, seg e h são dois elementos do grupo, em geral

det(g⋆ h) 6= det(g) ⋆ det(h). Portanto, o grupo especial unitário não é um grupo no espaço não-comutativo. Por



34

outro lado, devido à propriedade(g⋆h)† = h† ⋆g†, o produtog⋆h de duas matrizes unitárias é sempre unitário.

A possibilidade de se introduzir outros grupos de gauge é restringida se quisermos manter a associatividade da

álgebra não-comutativa [Matsubara 2000, Madore et al. 2000].

Somos então levados a considerar a seguinte versão não-comutativa da ação de Yang-Mills

SYM
nc =

∫

d4xTr

(

−1
4

FµνFµν − 1
2α

(∂µAµ)2 +
1
2
(ic1 ∗ ∂µDµ c2 − i∂µ Dµ c2∗ c1)

)

(2.3.28)

onde

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ − ig
[
Aµ ,Aν

]

⋆
, (2.3.29)

e

Aµ = AA
µ TA, A = 0· · ·N2−1. (2.3.30)

A versão não-comutativa da transformação de gauge em (2.1.15) é41.

Aµ → Aµ + ∂µω + i
(
ω ⋆Aµ −Aµ ⋆ ω

)
(2.3.32)

ou, equivalentemente,

AA
µ TA→ AA

µ TA + ∂µωATA +
i
2

[
ωA ,AB

µ
]

⋆

{
TA ,TB}+

i
2

{
ωA ,AB

µ
}

⋆

[
TA ,TB] . (2.3.33)

Usando as relações,

[TA,TB] = i fABCTC, {TA,TB}= dABCTC, Tr(TATB) = δ AB, (2.3.34)

onde as grandezasfABC e dABC são as constantes de estrutura do grupoU(N) respectivamente simétrica e anti-

simétrica, podemos escrever

AA
µ → AA

µ + ∂µωA +
i
2

[
ωA ,AB

µ
]

⋆
dABC−

1
2

{
ωA ,AB

µ
}

⋆
fABC. (2.3.35)

Note que mesmo no casoN = 1 (QED não comutativa), quandoT0 = 1 ed000 = 2, as transformações mantém

um caráter não-abeliano.

Usando identidades do tipo

[
Aµ ,Aν

]

⋆
=

1
2

{
AA

µ ,AB
ν
}

⋆

[
TA

µ ,TB
ν
]
+

1
2

[
AA

µ ,AB
ν
]

⋆

{
TA

µ ,TB
ν
}

, (2.3.36)

bem como as relações (2.3.34), a ação (2.3.28) pode ser expressa diretamente em termos dos camposAA
µ , cA

1 ecA
2 .

Em seguida, usando (2.3.23) e (2.3.24) e expressando os campos em termos de suas componentes de Fourier, as

regras de Feynmanpodem ser lidas diretamente deiSYM
nc . Os resultados assim obtidos generalizam as regras de

Feynman da teoria usual, dadas em (2.1.59b), (2.1.59c) e (2.1.59d), pela substituição das constantes de estrutura

f abc por

CABC(p1, p2) = f ABC cos(
p1× p2

2
)+dABC sin(

p1× p2

2
); p1× p2≡ pµ

1 θµν pν
2 (2.3.37)

e levando em conta quep1, p2 e p3 estão associados aos campos cuja cor é respectivamenteA, B e C. Os

propagadores são obtidos de (2.1.55) e (2.1.57) fazendoδ ab→ δ AB. A teoria perturbativa assim definida possui

41 Estas transformações são compatı́veis com a condiçãode unitariedade

U(x)⋆U†(x) = U†(x)⋆U(x) = IN. (2.3.31)
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as propriedades de invariância sob transformações de BRST e é renormalizável [Bonora e Salizzoni 2001]. Na

seção 4.1 vamos aplicar estes resultados ao estudo de feitos térmicos em teorias de calibre não-comutativas,

utilizando o formalismo apresentado na seção 2.4.
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2.4 Teoria de campos̀a temperatura finita

2.4.1 Motivaç̃ao e consideraç̃oes gerais

A teoria de campos à temperatura finita fornece uma descrição, em termos das interações fundamentais,

que é apropriada para sistemas térmicos cuja natureza quˆantica e relatı́vistica são igualmente importantes. Por

exemplo, a descrição do universo primordial, em cosmologia, em termos de um plasma de partı́culas elementares.

Há portanto dois cenários, igualmente importantes, que se unificam neste formalismo. O primeiro deles é aquele

descrito pelateoria qûantica de campos, empregada na descrição da dinâmica quântica de processos tais como

a colisão entre um elétron e um anti-elétron. Um aspecto fundamental da fı́sica codificada na teoria quântica de

campos é o conceito deflutuaç̃ao qûantica, como caracterizado no princı́pio de incerteza de Heisenberg. Efeitos

das flutuações quânticas em processos fı́sicos são representados por diagramas de Feynman possuindo linhas

internas. O segundo cenário que compõe a teoria de campos atemperatura finita é aquele descrito pelameĉanica

estat́ıstica. Aqui, estamos interessados em estudar fenômenos envolvendo um número muito grande de partı́culas,

e o conceito deflutuaç̃ao estat́ısticadeve ser levado em conta.

O formalismo que resulta desta combinação de teoria quântica de campos com a mecânica estatı́stica é certa-

mente apropriado para o estudo deproblemas de muitos corposcuja dinâmica fundamental é descrita por campos

quânticos. Deste modo, estão sendo levados em conta, ao mesmo tempo, flutuações quânticas e estatı́sticas. Por

esta razão, é de se esperar que a teoria de campos a temperatura finita possua uma estrutura muito mais rica e

interessante do que a teoria quântica de campos usual. Veremos entretanto que váriosaspectos formaisse asse-

melham bastante nos dois casos, sendo que a teoria de campos usual pode ser obtida como o limite de temperatura

zero da teoria de campos a temperatura finita.

Para ilustrar de maneira bem simples o tipo de descrição f´ısica fornecido pela teoria de campos a tempera-

tura finita é interessante considerar, de maneira qualitativa, o processo elementar de propagação do elétron. As

flutuações quânticas do vácuo estãosemprepresentes e devem ser levadas em conta neste processo. O primeiro

diagrama na figura

ilustra uma das possı́veis contribuições de flutuaçõesquânticas onde as linhas internas representampart́ıculas

virtuais, presentes no vácuo, interagindo com o elétron (assumimos, por simplicidade, que somente as interações

eletromagnéticas estão presentes). No último diagramada figura acima está representada uma das contribuições

do efeito de interação do elétron compart́ıculas reaispresentes no meio térmico possuindo distribuição de Bose-

Einstein (fótons),nB, ou de Fermi-Dirac (elétrons),nF . Já os dois diagramas centrais representam a mistura dos

efeitos térmicos e quânticos. Como veremos na seção 3.1, esta interpretação fı́sica qualitativa está de fato de

acordo com o formalismo teoria de campos a temperatura finita.

Existem atualmente formalismos bem compreendidos e desenvolvidos para o estudo de teoria de cam-

pos a temperatura finita. Na verdade existem três formalismos distintos, porém equivalentes [Matsubara 1955,

Schwinger 1961, Umezawa, Matsumoto e Tachiki 1982], sendo que cada um deles pode ser o mais adequado para

determinadas aplicações. O mais antigo destes formalismos, desenvolvido por Matsubara [Matsubara 1955], é

mais apropriado ao estudo defenômenos de equilı́brio, sendo que fenômenos com variação temporal podem, em
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princı́pio, ser analisados utilizando-se continuação analı́tica. Nos outros dois formalismos a variável temporal é

mantida inalterada, e a temperatura é introduzida através de condições de contorno. Estes são os chamadosfor-

malismos de tempo real. O mais antigo deles, introduzido por Schwinger no contextode integrais de trajetória, é

conhecido comotrajetória temporal fechada[Schwinger 1961]. O segundo, mais recente, desenvolvido por Ume-

zawa utiliza o método de quantização canônica via operadores (embora também neste caso, seja possı́vel utilizar

integrais de trajetória) e é conhecido comodinâmica de campos térmicos[Umezawa, Matsumoto e Tachiki 1982].

De maneira geral, o formalismo de teoria de campos a temperatura finita difere das abordagens mais antigas

tais como ateoria cińetica [Lifshitz e Pitaevskii 1980] ou a teoria de muitos corpos [Fetter e Walecka 1971].

Uma das vantagens da abordagem utilizada pela teoria de campos a temperatura finita, é a possibilidade de uma

formulação em termos deintegrais de trajet́oria, bastante semelhante a (2.1.28), e a aplicação ao estudo de teorias

decalibre não-abelianasquaisquer. Além disso, é possı́vel obter uma formulação co-variante de Lorentz. Como

veremos, estas vantagens são uma conseqüência da semelhança formal com a teoria quântica de campos.

Nesta seção introduziremos as idéias básicas do formalismo de Matsubara, denominadoformalismo do

tempo imagińario. Estas idéias serão empregadas nas aplicações que apresentaremos ao longo de todo este

trabalho. O objetivo central desta seção é introduzir a sistemática para ocálculo perturbativode médias térmicas

que pode, em princı́pio, ser empregada em qualquer teoria quântica de campos.

Relaç̃oes termodin̂amicas

Os processos de criação e aniquilação de partı́culas, tı́picos das teorias quânticas relativı́sticas, são mais

apropriadamente descritos em termos do ensemblegrand can̂onico. Um sistema em equilı́brio térmico possuindo

valores médios da energia e quaisquer cargas conservadas ´e caracterizado por suamatriz de densidadêρ , satisfa-

zendo[ρ̂ ,Ĥ] = 0 (Ĥ é ooperador hamiltoniano) e a condição de máxima entropia

S= 〈− ln ρ̂〉 ≡ −Trρ̂ ln ρ̂ . (2.4.1)

A temperaturaT = 1/β e os potenciais quı́micosµi são introduzidos como multiplicadores de Lagrangeβ = T−1

e αi = −β µi determinando a energia média〈Ĥ〉 e as cargas médias〈N̂i〉 a partir de[Ĥ,N̂i ] = 0 e [N̂i ,N̂j ] = 0,

respectivamente. Isso determina

ρ̂ = Z−1exp{−β Ĥ−∑
i

αiN̂i}, (2.4.2)

onde o fator de normalizaçãoZ é a função de partição grande canônica.

Z(V,β ,µi) = Trexp{−β Ĥ−∑
i

αiN̂i}. (2.4.3)

A função de partiçãoZ determina as grandezas termodinâmicas tais como pressão, entropia, energia e den-

sidades de cargas, denotadas respectivamente comoP, S , E e N . No limite termodinâmico, estas grandezas
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são dadas por

P = T
∂ lnZ
∂V

=
T
V

lnZ, (2.4.4)

S ≡ S/V =
∂P
∂T

, (2.4.5)

E ≡ 〈Ĥ〉/V =− 1
V

∂ lnZ
∂β

, (2.4.6)

Ni ≡ 〈N̂i〉/V =
∂P
∂ µi

. (2.4.7)

2.4.2 Formalismo do tempo imagińario

O resultado central desta seção é a expressão geral paraa função de partição dada por (2.4.17). Esta ex-

pressão constitui uma generalização de (2.1.28) para o caso de sistemas térmicos. A seguir apresentaremos

algumas motivações para a introdução de (2.4.17).

Mecânica estatı́stica e teoria de campos no espaço euclidiano

A conexão entre mecânica estatı́stica e teoria quânticade campos possui uma interessante motivação heurı́stica

baseada em um argumento bastante simples e fisicamente profundo devido a Bloch [Bloch 1958]. Bloch obser-

vou que o operador e−β H, na função de partição, pode ser identificado com o operador de evolução “temporal”

ao longo doeixo temporal imagińario. Ou seja, formalmente, o operador quântico de evolução temporal e−i t H

se transforma em e−β H quando realizamos acontinuaç̃ao anaĺıtica t→−i β .

Em retrospectiva, esta observação nos leva a considerar apossibilidade de que a teoria de campos a tempera-

tura finita possa ser formulada a partir davers̃ao euclidianado funcional gerador em (2.1.28), obtida fazendo a

rotação de Wick t→−itE, ondetE é o “tempo euclidiano”. A fim de ilustrar a idéia básica comum exemplo

especı́fico, porém bastante tı́pico, consideremos o funcional

Z =

∫

Dφ eiS[φ ] (2.4.8)

com

S[φ ] =

∫

dDx

[
1
2
(∂φ)2−V(φ)

]

. (2.4.9)

Fazendo a rotação de Wick, teremos

dD x → −idtE dD−1x≡−i dD
E x,

1
2
(∂φ)2−V(φ) → −1

2
(∂tE φ)2− 1

2
(~∂ φ)2−V(φ)

≡ −
[

1
2
(∂φ)2 +V(φ)

]

E
(2.4.10)

de modo que a versão euclidiana de (2.4.8) é

Z =
∫

Dφ e−SE[φ ], (2.4.11)

onde

SE[φ ]≡
∫

dD
Ex

[
1
2
(∂φ)2 +V(φ)

]

E
. (2.4.12)



39

A integral funcional euclidiana em (2.4.11) sugere, qualitativamente, a conexão com a mecânica estatı́stica,

levando em conta queSE[φ ] pode ser considerado como ofuncional de energia, estático, para o campoφ 42. Para

exibir explicitamente esta conexão, consideremos primeiramente um sistema de partı́culas possuindo energia

E(p,q). Neste caso a função de partiçãoclássicaé

Z = Πi

∫

dpi dqie−β E(p,q). (2.4.13)

Fazendo a integração nos momentosp e omitindo o fator constante,

Z = Πi

∫

ddqie−β V(q). (2.4.14)

Tomando o limite contı́nuoi→ x eqi→ φ(x), somos levados à uma integral funcional como em (2.4.11). Ou seja,

a meĉanica estat́ıstica cĺassicano espaço deD dimensões pode ser obtida considerando umateoria de campos

euclidianaformulada emD dimensões. No entanto, nosso interesse é nameĉanica estat́ıstica qûanticadescrita

a partir das interações fundamentais de uma teoria quântica relativı́stica. Vejamos a seguir como isso pode ser

conseguido.

Consideremos a função de partição quântica

Z = tre−β H = ∑
n
〈n|e−β H|n〉 (2.4.15)

de bósons cujo hamiltoniano éH. Lembrando que uma grandeza da forma geral〈A|e−itH |B〉 pode ser expressa

em termos de uma integral de trajetórias de mecânica quântica, fazendo as substituiçõest →−i β , |A〉 → |n〉,
|B〉 → |n〉 e finalmente somando sobre|n〉, obtemos

Z = tre−β H =

∫

per.
Dqe−

∫ β
0 dτL(q). (2.4.16)

O sı́mbolo
∫

per. significa que a integração funcional é feita sobre todas as trajetóriasq(τ) sujeitas à condição

de contornoq(0) = q(β ) (veremos mais adiante que no caso de férmions a condição ´e de anti-periodicidade

q(0) =−q(β )). Esta condição é o reflexo da operação de traço na formulação funcional.

A generalização para um cenário que incorpore efeitos relativı́sticos torna-se agora bastante evidente. Efe-

tuamos a mesma generalização que nos leva da teoria quântica da partı́cula para a teoria quântica de campos,

considerando uma teoria de campos formuladaD+1 dimensões (a expressão (2.4.16) é o caso particularD = 0).

Neste caso, a função de partição é

Z = tre−β H =

∫

per.
Dφ e−

∫ β
0 dτ

∫
dD xL [φ(x)], (2.4.17)

com a integração sobre todas as configurações que satisfazem

φ(~x,0) =±φ(~x,β ), (2.4.18)

onde as duas condições (periodicidade ou anti-periodicidade) são satisfeitas para campos bosônicos ou fermiônicos,

respectivamente.

O ansatz(2.4.17) nos informa que a fı́sica térmica de um sistema quˆantico emD dimensões espaciais

pode ser descrita por uma teoria de campos euclidiana formulada emD+1 dimensões espaço-temporais, com o

42Note que após a rotação de Wick a dependência temporal deixa de existir e passamos a uma descrição estática no espaço euclidiano de
D dimensões espaciais. Uma questão interessante é a possibilidade de se introduzir dependência temporal em observ´aveis termodinâmicos
fazendo a rotação inversa.
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“tempo” τ restrito ao intervalo 0≤ τ ≤ β e satisfazendo as condições de contorno (2.4.18).

É interessante observar que no limite de temperatura nula, quandoβ → ∞ a expressão (2.4.17) se reduz

a teoria de campos usual formulada no espaço euclidiano (neste caso, as condições de contorno deixam de ser

importantes).

Por outro lado, no limite de altas temperaturas,β → 0, (2.4.17) se reduz a (2.4.11), ou seja, a dinâmica do

sistema térmico pode ser descrita classicamente.

Regras de Feynman t́ermicas

O cálculo direto da expressão (2.4.17) apresenta as mesmas formidáveis dificuldades da teoria de campos

usual. Uma opção natural é a expansão perturbativa em termos de diagramas de Feynman. Dada uma teoria

de campos qualquer e suas regras de Feynman usuais a temperatura zero, podemos imediatamente escrever as

correspondentes regras de Feynman térmicas substituindotodos os momentosk≡ (k0,~k) por (iωn,~k), onde

ωn =

{

2nπ T (bosons)

(2n+1)π T (fermions)
; n =−∞, · · · ,+∞ (2.4.19)

são as freqüências de Matsubara. Além disso as integrac¸ões sobre momentos internos são modificadas segundo
∫

dk0dDk f(k0,~k)→ 2π T ∑
n

∫

dD k f(i ωn,~k). (2.4.20)

As duas relações acima são uma conseqüência simples e direta da passagem para o espaço euclidiano (k0→ iω)

e das condições de (anti)periodicidade no intervalo finito [0,β ] (ω discreto).
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3 Algumas t́ecnicas e resultados sobre funções
de Green t́ermicas

3.1 Funç̃oes de Green t́ermicas e amplitudes frontais

Consideremos uma teoria de campos qualquer descrita por umaação clássica sem termo de massa. Sabemos

que (veja o apêndice A.0.1) a ação efetiva pode ser expressa em termos dos diagramas 1PI da teoria. No presente

contexto, terı́amos umaação efetiva t́ermicacuja contribuição perturbativa mais importante é dada por diagramas

em ordem de um loop. Veremos a seguir que é possı́vel obter uma expressão geral para todos os diagramas 1PI,

em ordem de um loop, já tendo efetuado a soma sobre as freqüˆencias de Matsubara.

Um diagrama 1PI qualquer, em ordem de um loop, possuindoL linhas externas, tem a seguinte forma

VL

V2

V3

p
2+p+ 1k

pk L
−

p+ 1k

V1

k

:
∫

d3~k
(2π)3 SL(~k; p1, · · · , pL), (3.1.1)

onde

SL ≡ T ∑
k0=i ωn

1

k2
0−~k2

1

(k0 + p10)
2− (~k+~p1)2

· · · t(k; p1, · · · , pL)

(k0− pL0)
2− (~k−~pL)2

(3.1.2)

e t(k; p1, · · · , pL) podem ser tensores de Lorentz ou qualquer objeto possuindo ´ındices correspondentes às coor-

denadas de espaço-tempo.

Sob certas condições bastante gerais1, a somaSL pode ser transformada em uma integral no plano complexo

usando a identidade (no lado direito,k0 é uma variável complexa contı́nua)

T
∞

∑
n=−∞

f (k0 = i ωn) =
1

2π i

∮

C
dk0 f (k0)

1
2

[

coth

(
1
2

βk0

)]±1

. (3.1.3)

Aqui o contorno de integraçãoC é o mostrado na figura (a) abaixo. Empregando o contorno equivalenteC̄

mostrado na figura (b) acima, podemos reescrever o lado direito de (3.1.3) como

1
2π i

[
∫ −i∞−δ

i∞−δ
dk0 f (k0)

1
2

[

coth

(
1
2

βk0

)]±1

+

∫ i∞+δ

−i∞+δ
dk0 f (k0)

1
2

[

coth

(
1
2

βk0

)]±1
]

. (3.1.4)

1Uma condição importante é que a funçãoSL não possua polos ao longo do eixo imaginário. Em teorias degauge isso nem sempre é
verdade. Por exemplo, quando usamos ogauge temporaĺe preciso adotar prescrições especias para o cálculo defunções de Green, tais como
as utilizadas em [Brandt, Frenkel e Machado 2000, Brandt, Cuadros-Melgar e Machado 2003].
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Figura 3.1:

Fazendok0→−k0 na primeira integral obtemos

1
2π i

∫ i∞+δ

−i∞+δ
dk0( f (k0)+ f (−k0))

1
2

[

coth

(
1
2

βk0

)]±1

. (3.1.5)

Usando a identidade algébrica

1
2

[

coth

(
1
2

βk0

)]±1

=
1
2

e
1
2β k0±e−

1
2β k0

e
1
2β k0∓e−

1
2β k0

=
1
2

e
1
2β k0±e−

1
2β k0±e−

1
2β k0∓e−

1
2β k0

e
1
2β k0∓e−

1
2β k0

=
1
2
± 1

eβ k0∓1
=

1
2
±NB,F(k0) (3.1.6)

obtemos a seguinte forma geral para a soma sobre as freqüências de Matsubara

SL =
∫ i∞

−i∞

dk0

4π i
[ f (k0)+ f (−k0)]±

∫ i∞+δ

−i∞+δ

dk0

2π i
[ f (k0)+ f (−k0)]NB,F(k0) (3.1.7)

A relação (3.1.7) possui uma interpretação importantefı́sica. Vemos que a contribuição de ordem de um

loop para uma função de Green térmica 1PI qualquer se decompõe na soma de uma parte euclidiana, que é in-

dependente da temperatura e idêntica à rotação de Wick da contribuição de temperatura zero, com uma parte

dependente a temperatura. Esta última envolve explicitamente as distribuições de Bose-Einstein ou Fermi-Dirac,

introduzidas em (3.1.6), e tende a zero no limiteT → 0. Esta expressão também mostra que as distribuições

térmicas no segundo termo de (3.1.7) impedem o surgimento de divergências ultravioletas. Ou seja, a tempera-

tura de fato desempenha o papel de um “cutoff” natural para asdivergências ultravioletas do segundo termo de

(3.1.7). Já o primeiro termo necessita, em geral, de ser regularizado da maneira usual utilizando, por exemplo,

regularização dimensional. Em teorias renormalizáveis, sabemos como eliminar a dependência nesse regulador.

No caso de teorias não renormalizáveis existe a possibilidade de que, em certos intervalos de temperatura, o

regulador seja efetivamente desprezı́vel. No que se segue vamos focalizar a parte térmica destas amplitudes 1PI.

Substituindo o resultado obtido para a soma sobre as freqüˆencias de Matsubara, (3.1.7), na expressão geral
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para as funções de Green térmicas, (3.1.1), obtemos a seguinte expressão para a parte térmica

∫
d3~k

(2π)3

∫ i∞+δ

−i∞+δ

dk0

2π i
NB,F(k0)

[

f (k0,~k)+ f (−k0,~k)
]

. (3.1.8)

Fazendo a mudança de variável~k→−~k no segundo termo, obtemos

∫
d3~k

(2π)3

∫ i∞+δ

−i∞+δ

dk0

2π i
NB,F(k0)

[

f (k0,~k)+k→−k
]

. (3.1.9)

Em teorias escalares ou teorias de calibre formuladas no calibre de Feynman (ou Feynman-De Donder, no caso

da gravitação), temos sempre a seguinte forma

f (k0,~k) =
1

k2
0−~k2

1

(k0 + p10)
2− (~k+~p1)2

· · · t(k; p1, p2 · · · pL)

(k0− pL0)
2− (~k−~pL)2

(3.1.10)

Além disso, comot(k; p1, p2 · · · pL) não possui pólos no plano complexo, podemos calcular facilmente a integral

emk0 usando decomposição em termos defrações parciais

1

(k0 + pi0)
2− (~k+~pi)2

=
1

2|~k+~pi|

[

1

k0 + pi0−|~k+~pi|
− 1

k0 + pi0 + |~k+~pi|

]

(3.1.11)

e fechando o contorno no plano direito. Usando aperiodicidadedas distribuições térmicasNB,F(x+ pi0) =

NB,F(x) (x é o módulo de alguma combinação de momentos) e redefinindo o momento de integração~k, resulta na

seguinte relação

















VL

V2

V3

p
2+p+ 1k

pk L
−

p+ 1k

V1

k

















thermal

=

∫
d3k

(2π)3

NB,F(|~k|)
2|~k|

A (k; p1, p2, · · · , pL) (3.1.12)

ondeA (k; p1, · · · , pL) é dada por

A (k; p1, p2, · · · , pL)≡





 p
L

V1 V2 VL

p
1

p
3

p
L

...
V1 VL

p+ 1

+

k −k kk

V3

p
2

, ...,
ciclic. de
permut.

+k↔−k







k2=0

. (3.1.13)

Veremos mais adiante que esta forma de expressar as funções de Green térmicas 1PI é extremamente conveniente

para se obter as propriedades gerais da ação efetiva térmica que emerge no limite de altas temperaturas.

Um caso especial da equação (3.1.12) foi originalmente sugerido por Barton como uma espécie deansatz

[Barton 1990] para o comportamento de fótons e elétrons t´ermicos. De maneira geral, a equação (3.1.12) revela

que as funções de Green térmicas 1PI podem ser interpretadas como descrevendo o comportamento de “partı́culas

térmicas” possuindo distribuição de Bose-Einstein ou Fermi-Dirac, interagindo com campos externos.

É também interessante notar que uma vez que a soma sobre as freqüências de Matsubara já foi realizada,

podemos fazer umacontinuaç̃ao anaĺıtica nas freqüências externas para valores em todo o plano complexo

(por exemplo, para o espaço de Minkowski). Fisicamente, estarı́amos descrevendo regimes fora do equilı́brio

térmico, como por exemplofenômenos de transporteinduzidos por campos externos. Veremos a seguir que esta
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interpretação é de fato possı́vel especialmente quandoconsideramos o limite de altas temperaturas.

3.1.1 A regĩao de “hard thermal loops”

Consideremos os cenários fı́sicos nos quais seja possı́vel separar as escalas de distância média entre as

partı́culas, da ordem de 1/T, das escalas de comprimentos de ondade excitaç̃oes coletivasda ordem de 1/(gT),

ondeg representa o parâmetro perturbativo (tipicamente a constante de acoplamento). Em termos de funções de

Green térmicas, este cenário é descrito por contribuições dehard thermal loopscaracterizadas por

k∼ T≫ pi ∼ gT, (3.1.14)

ondepi são os momentos externos na função de Green térmica (associados às excitações coletivas) ek representa

o momento tı́pico das partı́culas térmicas em (3.1.12).

Do ponto de vista técnico, a separação das escalas é consistente com a seguinte expansão em série de

potências dos momentos externos nas amplitudes frontais em (3.1.13)

1
pi

2 +2pi ·k
=

1
2pi ·k

− (pi)
2

(2pi ·k)2 +
(pi)

4

(2pi ·k)3 + · · · . (3.1.15)

Levando em conta também a possı́vel dependência de momento nos vértices deA (k; p1, p2, · · · , pL) e coletando

os termos de mais alta ordem emk temos uma maneira sistemática de obter as contribuiçõesde “hard thermal

loops” 2.

2Tendo em vista que as manipulações algébricas podem se tornar bastante complicadas, o uso do computador (computação simbólica), é
imprescindı́vel, especialmente quando tratamos de teorias de calibre onde a natureza tensorial dos campos de calibre envolve vários ı́ndices
descrevendo graus de liberdade de espaço-tempo e cor.
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3.1.2 Conex̃ao com a equaç̃ao de transporte

Existe uma outra abordagem para descrever o acoplamento entre campos médios (possuindo grandes compri-

mentos de onda) e partı́culas. Uma das principais motivaç˜oes para este tipo de abordagem, no presente contexto,

é a possibilidade de obter uma forma fechada para a ação efetiva térmica que encapsula todos os efeitos de altas

temperaturas. Para tornar isso possı́vel, veremos que é necessário introduzir uma corrente que pode ser definida

em termos da distribuição no espaço de fase. A conexão com teoria de campos a temperatura finita emerge

quando esta mesma corrente é expressa em termos de derivadas funcionais da ação efetiva térmica (amplitudes

térmicas 1PI).

Consideremos inicialmente um sistema de partı́culas cuja densidade de probabilidade no espaço de fase é

uma funçãoF(xµ ,kµ) tal que o número de partı́culas em um elemento de volume do espaço de fase é

dN = F(xµ ,kµ)δ (k2−m2)dk4 dx4. (3.1.16)

A função de distribuição clássica

f (xµ ,kµ) =
1

(2π)3F(xµ ,kµ)δ (k2−m2) (3.1.17)

é solução daequaç̃ao de transporte
d
dτ

f (x,k) = C . (3.1.18)

ondex ek são as coordenadas e momento da partı́cula eτ é o tempo próprio. A grandezaC é otermo de colis̃ao,

que assumiremos, em primeira aproximação, como sendo nulo 3. Os detalhes da interação entre campos e as

partı́culas são explicitados quando reescrevemos a equac¸ão de transporte na forma

∂ f
∂xα

dxα

dτ
+

∂ f
∂kα

dkα
dτ

= 0 (3.1.19)

e usamos as equações clássicas de movimento

kα = m
dxα

dτ
; m

dkα
dτ

= Fα , (3.1.20)

ondeFµ é uma 4-força envolvendo explicitamente os campos. Fazendo isso, teremos a seguinte forma para a

equação de transporte

k ·∂ f (x.,k.) =−F ·∂k f (x.,k.). (3.1.21)

Vamos agora aplicar a equação (3.1.21) ao cenário fı́sico de um plasma nas proximidades do equilı́brio

térmico. No equilı́brio,F(x,k) é a distribuição de Bose-Einstein ou Fermi-DiracNB,F(|k0|), introduzidas em

(3.1.6), que de fato é solução de (3.1.21) no caso em queF = 0, ou seja, quando os campos estão “desligados”.

No caso mais geral podemos tentar obter uma solução perturbativa da forma

f (x,k) = f (0)(k)+ f (1)(x,k)+ f (2)(x,k)+ · · · , (3.1.22)

onde f (n) envolve o produto den campos, ou seja, é de ordemn na constante de acoplamento da interação entre

3Esta aproximação está relacionada com a aproximação de ordem de um loop na teoria de campos a temperatura finita.



46

os campos e as partı́culas. Desse modo, podemos escrever a seguinte solução iterativa

f (n) = (−1)n
(

1
k ·∂ F ·∂k

)

· · ·
(

1
k ·∂ F ·∂k

)

︸ ︷︷ ︸

n

f (0). (3.1.23)

Para não perder de vista alguns dos aspectos fı́sicos essenciais envolvidos na equivalência entre o formulação

em termos da equação de transporte e aquela em termos de “hard thermal loops”, vamos agora aplicar a equação

(3.1.23) ao caso do plasma neutro da QED. Neste caso, a 4-forc¸a é

Fα = ekµ Fµα = ekµ (∂µ Aα − ∂α Aµ
)
, (3.1.24)

ondee é a carga do elétron. A interação do plasma com o campo externo da origem à uma corrente

Jµ =

∫

d4kkµ [e f(x,k)+e←→−e] . (3.1.25)

A contribuiçãoe←→−e garante que em ordem zero a corrente é nula, como deveria serpara um plasma neu-

tro. Em um plasma carregado, a corrente em ordem zero,J(0)
i , também seria nula por causa da simetria das

distribuições térmicas (o integrando envolveria o produto de uma função simétricaf (0) porki).

Vejamos agora sob quais condições as equações (3.1.22), (3.1.23) e (3.1.25) podem ser relacionadas com a

teoria de campos a temperatura finita. A chave para esta interessante conexão é a equação (A.0.15) do apêndice

A. Se admitirmos que a corrente em (3.1.25) seja derivável da ação efetiva t́ermica, então

Jµ =−δΓterm.

δ Aµ
. (3.1.26)

Mais precisamente, estamos supondo que exista algum limitede temperatura, tal que a corrente obtida via teoria

clássica de transporte seja idêntica a que é obtida da ação efetiva de teoria de campos. Como vimos na seção 2.4.2

(ver terceiro parágrafo após a equação (2.4.18)), no limite dealtas temperaturasa teoria de campos descreve um

sistema clássico. Lembrando que a ação efetiva é a soma de todos os diagramas 1PI (ver (A.0.14)) cuja forma

geral está dada em (3.1.12) e levando em conta que o limite dealtas temperaturas é obtido utilizando as expansões

do tipo (3.1.15), é possı́vel mostrar que de fato as relaç˜oes (3.1.25) e (3.1.26) são idênticas.

A fim de exibir em mais detalhes o mecanismo descrito no parágrafo acima, notamos primeiramente, que ao

substituir (3.1.23) em (3.1.25), a corrente pode ser escrita como

Jµ = ∑
n

[

e
∫

d4k kµ
n

∏
i=1

( −e
k ·∂ kαi Fαiβi

∂
∂kβi

)

f (0) +e↔−e

]

(3.1.27)

A conservaç̃ao da corrente∂µ Jµ = 0 é facilmente verificada notando que o operador 1/(k·∂ ) mais à esquerda se

cancela e, fazendo uma integração por partes em∂/∂kβ1
, o resultado se anula como conseqüência da anti-simetria

deFα1β1
.

Uma simples contagem de potências do momentok mostra que os termos de ordemn > 1, em (3.1.27),

serão todos sub-dominantes na temperatura (é claro que somente os termos comn ı́mpar contribuem). Pelo

mesmo argumento, o termo dominante,n = 1 será proporcional àT2 (assumindom≪ T, ou seja,k0/T ≃ |~k|/T)
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4. Integrando por partes e usando a anti-simetria deFµν(x) a contribuição dominante é

Jµ(x) = 2e2
∫

d4k

(

ηµβ

k ·∂ −kµ ∂ β 1
(k ·∂ )2

)

kα Fαβ f (0) + · · ·

= 2e2
∫

d4k
(

ηµβ ∂λ − δ µ
λ ∂ β

) kλ kα

(k ·∂ )2 Fαβ f (0) + · · · . (3.1.28)

Levando em conta a conservação da correnteJµ(x), mostrada acima, e a equação (3.1.26), somos levados a

considerar o seguinteansatzpara a ação efetiva invariante de gauge

Γterm =−1
2

∫

d4xAµ(x)J(1) µ(x)+ · · · , (3.1.29)

ondeJ(1) µ(x) representa o termo de primeira ordem emAµ escrito explicitamente em (3.1.28). Note que o fator

1/2 em (3.1.29) leva em consideração a maneira comoJ(1) µ depende dex através deAµ(x). Usando (2.1.5) é

imediato verificar que (3.1.29) é invariante de gauge. De fato, como na QEDFµν é invariante, então o próprioJµ é

invariante. Por outro lado, integrando por partes o termo contendo a variação∂µ ω deAµ e usando a conservação

da corrente, obtemos a invariância deΓterm.

Substituindo (3.1.28) em (3.1.29) e integrando por partes,obtemos a seguinte expressão para a ação efetiva

invariante de gauge

Γterm = e2
∫

d4x
∫

d4k

(

Fβ
λ

kλ kα

(k ·∂ )2 Fαβ

)

f (0)(k)+ · · · . (3.1.30)

A dependência explı́cita deΓterm na temperatura pode ser facilmente obtida substituindo a ordem zero de (3.1.17)

em (3.1.30) e usando a delta de Dirac para efetuar integral emk0. Fazendo tambémk = |~k|(1, k̂) ≡ T u(1, k̂),

resulta

Γterm = e2T2
∫ ∞

0
du

u
eu±1

∫

d4x
∫

dΩ
(2π)3

(

Fβ
λ

Kλ Kα

(K ·∂ )2 Fαβ

)

+ · · · , (3.1.31)

onde introduzimos o quadrivetorK ≡ (1, k̂) e a integração em dΩ se estende às direções dek̂. A integral em dk é

π2/6 ouπ2/12 respectivamente no caso fermiônico ou bosônico [Gradshteyn e Ryzhik 1980]. No caso da QED,

onde a interação ocorre somente com os férmions do meio t´ermico, teremos

Γterm =
e2 π2T2

12

∫

d4x
∫

dΩ
(2π)3

(

Fβ
λ

Kλ Kα

(K ·∂ )2 Fαβ

)

+ · · · . (3.1.32)

Esta expressão pode ser escrita numa forma ainda mais sugestiva, expressando os campos de gauge em termos

das componentes de Fourier5. Fazendo isso, teremos

Γterm =
1
2

∫
d4p

(2π)4 Ãµ(p)Πµν
transp.(p) Ãν(−p)+ · · · , (3.1.34)

onde

Πµν
transp.(p) =

e2 π2T2

3

∫
dΩ

(2π)3

(

ηµν − pµ Kν + pν Kµ

K · p +
p2Kµ Kν

(K · p)2

)

, (3.1.35)

é otensor de polarizaç̃aoque resulta do formalismo da teoria de transporte.

A unicidade doansatzpara a ação efetiva, em (3.1.29), pode agora ser testada diretamente comparando

4Note quef (x,k), introduzido em (3.1.17), possui grau−2 emk.
5

Aµ (x) =
∫

d4k
(2π)4 ei x·k Ãµ (k) ; δ (x) =

∫
d4k

(2π)4 ei x·k. (3.1.33)
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p

µ ν

k k + p

Figura 3.2:

(3.1.35) com o limite de altas temperaturas do tensor de polarização da QED. Além disso, também devemos

verificar que os diagramas 1PI com um “loop” térmico de férmions e possuindon = 4,6,8· · · fótons externos

(diagramas comn ı́mpar se anulam pelo teorema de Furry) são todos sub-dominantes6.Isso pode ser facilmente

constatado por contagem de potências, usando as regras de Feynman (2.1.56) e (2.1.59a) (no caso da QED,

Ta
i j = 1), bem como a relação (3.1.12) e a expansão (3.1.15). Desse modo, vemos que de fato a única contribuição

dominante proporcional aT2 é a do tensor de polarização e a amplitude frontal que contribui para (3.1.12) é a

mostrada na figura abaixo (está implı́cito um segundo diagrama com as setas de férmions invertidas). Calculando

esta amplitude frontal, expandindo o denominador como em (3.1.15) e substituindo o resultado em (3.1.12)

obtemos o mesmo resultado que em (3.1.35).

O mecanismo ilustrado acima nos dá uma indicação de como,em geral, a equação de transporte pode

ser umbom programapara o tratamento de teorias de campos no limite de altas temperaturas. De fato, esta

interessante conexão entre “hard thermal loops” e a equação de transporte sem colisões tem sido verificada

no caso da QCD (ver [Litim e Manuel 2002] para uma revisão geral sobre o assunto) e também no caso da

gravitação [Brandt, Frenkel e Taylor 1995]. Mais recentemente, obtivemos resultados semelhantes no caso de

teorias de gauge não comutativas [Brandt et al. 2002, Brandt, Das e Frenkel 2002, Brandt, Das e Frenkel 2003].

No entanto, a não linearidade das teorias não abelianas faz com que a obtenção de umansatzdo tipo (3.1.29), bem

como sua confirmação via cálculos perturbativos, seja muito mais complicada. Na próxima seção ilustraremos

esse problema no caso da gravitação.

No caso da teoria de Yang-Mills, a generalização mais natural doansatz(3.1.30) consiste em substituir∂ e

Fµν respectivamente pelo operador de derivada co-variante, dado em (2.1.19), e pelo o tensor não abeliano, dado

em (2.1.22) (e somar sobre os ı́ndices de cor). Fazendo isso,teremos

Γterm =
g2π2T2

12
N
∫

d4x
∫

dΩ
(2π)3

(

Faβ
λ

Kλ Kα

(K ·D)2 Fa
αβ

)

(3.1.36)

Esta ação invariante de gauge foi proposta originalmentepor Taylor e Wong [Taylor e Wong 1990] e confirmada

por diversos cálculos explı́citos de funções de Green t´ermicas 1PI utilizando inclusive diferentes tipos de fixação

de gauge [Frenkel e Taylor 1990, Frenkel e Taylor 1992, Brandt e Frenkel 1997, Brandt, Frenkel e Machado 2000,

Brandt, Frenkel e Machado 2000, Brandt, Das e Frenkel 2000].É evidente que a ação efetiva térmica da teoria

de Yang-Mills soma diagramas 1PI envolvendo um número qualquer de linhas externas (para ver isso, basta con-

siderar a expansão perturbativa do operador 1/(k·D) em 3.1.36)). A confirmação diagramática dessa propriedade

simples é um exercı́cio elementar de contagem de potências que consiste em usar (3.1.15) nas amplitudes fron-

tais possuindo um número qualquer de campos externosAµ , dada em (3.1.12). Isso mostra que de fatotodas

as amplitudes irão produzir uma contribuição dominanteproporcional àT2 7. No entanto, a consistência mais

6Seria interessante verificar se, por exemplo, a amplitude dequatro fótons concorda com a que seria obtida considerandoo termo quártico
não escrito explicitamente em (3.1.32). Para isso, terı́amos que levar em conta a massa não nula do elétron.

7Na QED não comutativa, diagramas com mais de duas linhas externas apresentam uma aparente contribuição de ordemT3 que se cancela
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completa doansatzsomente se manifesta quando realizamos um cálculo detalhado.

É interessante também procurar entender porque não foi necessário levar em conta otermo de colis̃ao no

programa descrito por (3.1.18). Vimos que a função de distribuição f (x, p) contém toda a informação sobre

os diagramas 1PI em ordem de um loop, que por sua vez podem ser interpretados fisicamente em termos de

excitações no meio térmico (plasmons) interagindo com campos externos, mas não entre si. As “colisões” entre

plasmons somente começam a aparecer em ordem de dois loops.Assim, enquanto os efeitos devidos a um loop

térmico podem ser descritos conhecendo apenas a dinâmicaclássica (F em (3.1.20)) não temos a priori uma

forma para o termo de colisãoC [ f ] que não seja fenomenológica. Por outro lado, é possı́velderivar a equação

de transporte completa (incluindo o termo de colisão) a partir da teoria de campos a temperatura finita. Isso

permite obter grandezas fı́sicas que dependem tipicamenteda dinâmica dos plasmons relativı́sticos tais como

viscosidades ou coeficientes de difusão [Arnold, Moore e Yaffe 2003].

quando usamosidentidades eiconaistais como

1
(p1 ·k)(p2 ·k)

+
1

(p1 ·k)(p3 ·k)
+

1
(p2 ·k)(p3 ·k)

= 0. (3.1.37)
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3.2 Propriedades do tensor de polarizaç̃ao abeliano e ñao-abeliano

Vejamos agora algumas propriedades do tensor de polarização em (3.1.35). Antes de mais nada, é importante

salientar que a forma deste tensor é a mesma que na teoria de Yang-Mills, diferindo apenas por um fatorCδ ab,

ondea,b = 1· · ·N2−1 para o grupoSU(N). De fato, como vimos acima, a generalização de (3.1.30) para o

caso de uma teoria não abeliana não irá alterar aformado termo quadrático. Sendo assim, as propriedades que

discutiremos a seguir são também verdadeiras para o caso da teoria de Yang-Mills.

Uma importante propriedade do tensor de polarização é a transversalidade

pµ Πµν
transp.(p) = 0 (3.2.1)

necessária para a invariância de gauge de (3.1.34). No presente contexto, essa propriedade se verificaao ńıvel do

integrandode (3.1.35). De fato, o tensor simétrico

Gµν(K, p)≡ ηµν − pµ Kν + pν Kµ

K · p +
p2Kµ Kν

(K · p)2 (3.2.2)

satisfaz a condição de transversalidadepµ Gµν = 0. Caso o resultado explı́cito da integral em (3.1.35) dependesse

de p de uma maneira co-variante de Lorentz, como ocorre na teoriaa temperatura zero, então existiria apenas

um tensor transversal em termos do qual poderı́amos escrever Πµν
transp.(p), a saberpµ pν −ηµν p2. No entanto,

podemos notar que a integral
∫

dΩGµν(K, p) depende dep0 e de~p de maneira independente. Essa falta de

co-variância reflete a escolha manifesta que fizemos para oreferencial do banho térmicoquando introduzimos

as distribuições térmicas em (3.1.6). Uma escolha mais geral consiste em tomar a quadri-velocidade do banho

térmico como sendo um quadri-vetor qualqueruµ de modo queK0→K ·u. Com essa dependência emu, o número

de possı́veis tensores simétricos, não necessariamentetransversais, passa de dois para quatro. Por exemplo,

poderı́amos usar umabase tensorialformada pelos tensoresηµν , pµ pν/p2, uµ uν e (pµ uν + pν uµ)/p ·u, onde

os dois últimos aparecem quando os efeitos térmicos são considerados8.

Esses quatro tensores podem ser linearmente combinados de maneira a constituir uma base que reflita mais

diretamente certas simetrias fı́sicas. Por completeza, vamos acrescentar também três tensores que aparecem

no contexto das teorias não-comutativas e são definidos emtermos de ˜pµ ≡ pν θνµ , ondeθνµ foi introduzido em

(2.3.1). Assim, em muitos casos é mais conveniente utilizar a seguinte base [Weldon 1999, Gross, Pisarski e Yaffe 1981,

Brandt, Frenkel e McKeon 2002]

Pµν
T ≡ 1

p2− (p ·u)2

[
pµ pν + p2uµ uν − p ·u(pµ uν +uµ pν)

]
−ηµν ,

Pµν
L ≡ pµ pν

p2 −ηµν −Pµν
T ,

P̃µν
T ≡ − p̃µ p̃ν

p̃2 ,

P̃µν
L ≡

(

pµ − p2

p ·uuµ
)

p̃ν +

(

pν − p2

p ·uuν
)

p̃µ ,

Pµν
5 ≡ ηµν

Pµν
6 ≡ 1

p ·u (pµ uν +uµ pν) ,

P̃µν
7 ≡ pµ p̃ν + p̃µ pν . (3.2.3)

8Na verdade, estas estruturas também podem aparecer quandocalculamos funções de Green usando gauges não co-variantes tais como o
gauge temporal.
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No presente contexto, apenas os dois primeiros tensores são relevantes. De fato, é fácil verificar que os tensores

Pµν
T,L obedecem à propriedade de transversalidade

pµ Pµν
T,L = 0, (3.2.4)

sendo quePµν
T ePµν

L são respectivamente transversais e longitudinais em relação à componente espacial dep, ou

seja9,

pi Piν
T = 0

pi Piν
L 6= 0.

(3.2.5)

Por construção, a soma

Pµν
T +Pµν

L =
pµ pν

p2 −ηµν (3.2.6)

resulta ser o único tensor transversal que pode ser construı́do na teoria à temperatura zero.

Em termos destas grandezas, podemos escrever a forma geral do tensor de polarização transversal como

(para simplificar a notação, omitiremos o subscrito “transp.” emΠµν
transp.)

Πµν = GPµν
T +F Pµν

L . (3.2.7)

Contraindo com os dois tensores e resolvendo o sistema obtemos

G =
1
2

[
(1−σ2)Π00−Πµ

µ
]

F = −(1−σ2)Π00; σ2≡ ω2

(~p)2 . (3.2.8)

Note que fizemos acontinuaç̃ao anaĺıtica p0→ ω . Usando (3.2.2),Gµ
µ = 2 e

G00 = 1− 2σ
σ −x

+
σ2−1

(σ −x)2 , (3.2.9)

ondex é o co-seno do ângulo formado entre~p e k̂ na integral (3.1.35). SubstituindoG00 e Gµ
µ em (3.1.35)

podemos fazer facilmente as integrações, resultando em

Πµ
µ = m2

D ; m2
D ≡

e2T2

3
, (3.2.10)

Π00 = m2
D

(

1− σ
2

log
σ +1
σ −1

)

, (3.2.11)

que mostra a dependência bastante simples namassa de Debey mD. Esse resultado mostra de maneira explı́cita

que a ação efetivainvariante de gauge, porém não local, em (3.1.34), descreve um sistema de campos de gauge

efetivamente massivos.

A fim de investigar em maior detalhe esses modos massivos, vamos agora determinar opropagador efetivo

Dµν resolvendo as equações (ver a equação (A.0.21) do apêndice A)

−Πµν = D
−1
µν −D

−1
0 µν

D
µα

D
−1
αν = ηµ

ν . (3.2.12)

9Observe que a transversalidade em relação àpi é uma consequência da transversalidade em relação à ambospµ e uµ
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Figura 3.3: Localização dos pólos dos dois modos do propagador térmico em teorias de gauge. A linha diago-
nal tracejada representa o cone de luz. Os modos espacialamente transversal e longitudinal são representados
respectivamente pelas linhas contı́nua e traço-pontilhada. Os valores positivos e negativos de|~p|2 correspondem
respectivamente à propagação e a blindagem dinâmica. Aescala está em unidades do quadrado da freqüência de
plasmaω2

pl = m2
D/3.

Usando a expressão paraD0µν dada em (2.1.55) (sem o fatorδ ab), teremos

D
−1
0 µν =−p2 ηµν −

(
1
ξ
−1

)

pµ pν . (3.2.13)

A solução de (3.2.12) pode ser mais facilmente obtida usando a seguinte decomposição para o propagador

D
µν = Pµν

T xT +Pµν
L xL. (3.2.14)

Substituindo (3.2.7) e (3.2.14) em (3.2.12), contraindo com os dois tensores e resolvendo o sistema de equações

obtemos10

xT =
ξ
p2 −

1
ω2−|~p|2 +G

xL =
ξ
p2 −

1
ω2−|~p|2 +F

. (3.2.15)

A solução numérica para a localização dos pólos é mostrada na figura 3.3. Esse é um resultado bem conhecido

de livro texto (ver por exemplo a equação (5.43) de [Kapusta 1989]). Estas equações nos informam sobre as

massas t́ermicas. No limite est́atico, σ = 0, as equações (3.2.8) se reduzem aG = 0 e F =−m2
D. Ou seja, o

modo espacialmente transversal,Pµν
T , não é blindado pela polarização do meio térmico e o modo espacialmente

longitudinal,Pµν
L , é blindado em uma escala de distância da ordem de 1/mD. De fato, o potencial elétrico de uma

cargaQ imersa no banho térmico

Φ(r) = Q
∫

d3k
(2π)3

ei~k·~r

|~k|2−F
=

Q
(2π)2

∫ ∞

−∞

sin(kr)
r

kdk

|~k|2−F
=

Q
4πr

e−mDr (3.2.16)

decai exponecialmente. Na teoria de resposta linear, o gradiente deΦ fornece o campo elétrico longitudinal

gerado pela cargaQ.

10Mesmo no caso geral com os sete tensores em (3.2.3) esse cálculo tedioso não leva mais do que cinco segundos em um computador com
processador de 260MH.
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No referencial de repouso do plasma somente ascomponentes espaciais Pi j
T = δ i j − pi p j/|~p|2 são não

nulas, sendo portanto um modo magnético. ComoG = 0, este modo não será blindado pelos meio térmico.

Naturalmente, estes resultados levam em conta apenas as correções de ordem de um loop. Uma outra questão

interessante é sobre o efeito que a não-comutatividade teria no valor das massas de blindagem. Na seção 4.1.2

apresentaremos uma possı́vel alternativa para analisar este problema.
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3.3 Equaç̃ao de transporte no campo de gravitaç̃ao

Consideremos, por simplicidade, um sistema de partı́culasde massa efetivamente nula, ou seja, muito menor

que a escala tı́pica de temperatura, e possuindoapenasinterações gravitacionais. Neste caso, devemos generalizar

grandezas (3.1.16) e (3.1.17) da seguinte maneira

dx4→
√

−g(x)dx0dx1dx2dx3 (3.3.1)

dk4→ 1
√

−g(x)
dk0dk1dk2dk3 (3.3.2)

e

f (xµ ,kµ)→ 1
(2π)3F(xµ ,kµ)δ (gµν kµkν). (3.3.3)

Usando as equações de movimento

kα =
dxα

dτ
e

dkα

dτ
=−Γα

µνkµ kν (3.3.4)

teremos
dkα
dτ

=
dgαρkρ

dτ
= gαρ

dkρ

dτ
+kρ dgαρ

dτ
=

gαρ
dkρ

dτ
+kρ∂σ gαρ

dxσ

dτ
=

gαρ
dkρ

dτ
+kρkσ ∂σ gαρ =

−gαρΓρ
µνkµ kν +kµkν ∂µgαν =

kµ kν (∂µgαν −Γα ,µν
)

=

kµkν
(

∂µgαν −
1
2

∂µgαν −
1
2

∂νgαµ +
1
2

∂αgµν

)

=

kµ kν
(

1
2

∂µgαν −
1
2

∂νgαµ +
1
2

∂αgµν

)

=
1
2

kµkν (∂αhµν). (3.3.5)

Na última linha os dois primeiros termos do lado esquerdo seanulam devido a anti-simetria sobµ → ν e no

lado direito usamos a definição do campo do gráviton introduzida em (2.2.9). Substituindo a primeira equação

de (3.3.4) e o resultado (3.3.5) em (3.1.19), obtemos

k ·∂ f (x.,k.) =−
(

1
2
(∂α hµν)kµ kν ∂

∂kα
+hµν kµ ∂ ν

)

f (x.,k.), (3.3.6)
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sendo que o produto escalar do lado direito ék · ∂ = ηµν kµ ∂ ν 11. A solução iterativa de (3.3.6) pode então ser

escrita como

f (n) =

(

−1
2

)n ( 1
k ·∂ L̂

)

· · ·
(

1
k ·∂ L̂

)

︸ ︷︷ ︸

n

f (0) (3.3.8)

onde

L̂≡ (∂α hµν)kµ kν ∂
∂kα

+hµν kµ ∂ ν +hµν kν ∂ µ (3.3.9)

e

f (0) =
1

(2π)3 δ (k2)NB(|k0|) (3.3.10)

A conexão com o formalismo de teoria de campos pode ser estabelecida através da relação (2.2.8), porém,

considerando que no presente contexto a açãoSM é na verdade uma ação efetiva térmicaΓgrav.
term. que emerge no

limite de altas temperaturas. Por outro lado, levando em conta (3.3.2), uma definição natural para o tensor de

energia momento é

Tµν =
1√−g

∫

d4kkµ kν f (x.,k.) =
∫

d4kkµ kν f (0)(k0)+O(h) (3.3.11)

O primeiro termo do lado direito da equação acima é o tensor de energia momento de um sistema de partı́culas

livres e os termos seguintes envolvem interações. Usando(3.3.8), podemos agora escrever oansatz

Γgrav.
term. = ∑

n

(

−1
2

)n 1
n!

∫

d4xhµ1ν1

∫

d4kkµ1 kν1

n

∏
i=2

(
1

k ·∂ (∂αi hµiνi )kµi kνi
∂

∂kαi

+

1
k ·∂ (hµiνi k

µi ∂ νi +hµiνi k
νi ∂ µi )

)

f (0)(k0) (3.3.12)

que se reduz à (2.2.10) no limite de campo fraco. O fator 1/n! leva em conta a simetria bosônica dos campos.

Vamos agora calcular explicitamente os termos de primeira esegunda ordem em (3.3.12). Na ordem mais

11Podemos mostrar que a densidade de probabilidade no espaçode fase,F , em (3.3.3), também satisfaz (3.3.6). De fato,

∂α f = δ (k2)∂α F +Fδ ′(k2)∂α gµν kµ kµ

∂ f
∂kβ

= δ (k2)
∂F
∂kβ

+Fδ ′(k2)2kµ gµβ

Substituindo as duas relações acima em (3.3.6), o coeficiente deFδ ′(k2) é

kα ∂αgµν kµ kν +2kµ gµβ Γγ
αβ kγ kα =

kα kµ kν ∂α gµν +2kα kβ kγ Γγ
αβ =

kα kβ gβ µ kγ ∂α gµγ +2kα kβ kγ Γγ
αβ =

kα kβ kγ gβ µ ∂α gµγ +2kα kβ kγ Γγ
αβ =

kα kβ kγ ′ (gγ ′γ gβ µ ∂α gµγ +2Γγ ′αβ
)

=

kα kβ kγ ′ (−gγ ′γgµγ ∂α gβ µ +2Γγ ′αβ
)

=

kα kβ kγ ′ (−∂αgβγ ′ +2Γγ ′αβ
)

=

kα kβ kγ ′ (−∂αgβγ ′ +∂αgγ ′β +∂β gγ ′α −∂γ ′gαβ
)

=

kα kβ kγ ′ (∂β gγ ′α −∂γ ′gαβ
)

= 0

onde utilizamos a relação
gαµ ∂γ gµβ =−gµβ ∂γ gαµ . (3.3.7)
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baixa, teremos simplesmente

Γgrav.
term. =−1

2

∫

d4xhµν
∫

d4k
(2π)3 kµ kν δ (k2)NB(|k0|)+ · · · , (3.3.13)

onde usamos (3.3.10). Procedendo como na passagem da equação (3.1.30) para (3.1.31), obtemos

Γgrav.
term. =−T4

2

∫ ∞

0
du

u3

eu−1

∫

d4xhµν
∫

dΩ
(2π)3 Kµ Kν + · · · . (3.3.14)

Efetuando a integração emu [Gradshteyn e Ryzhik 1980],

Γgrav.
term. =−π4T4

30

∫

d4xhµν
∫

dΩ
(2π)3 Kµ Kν + · · · . (3.3.15)

Em segunda ordem, há uma contribuição do primeiro termo do produtório em (3.3.12) (mas não da última

linha, que só vai contribuir a partir da terceira ordem) e a contribuição

hµ1ν1 kµ1 kν1−2kµ2 kν2 hµ2
ν1 hν2ν1 + · · · ,

onde está subentendido que as contrações são feitas coma métrica planaηµν de Minkowski12. Fazendo uma

integração por partes emk e procedendo como no cálculo do termo de primeira ordem, teremos

Γgrav.
term. = −π4T4

30

∫

d4xhµ1ν1

∫
dΩ

(2π)3

[

Kµ1 Kν1+

1
4

( ∂
∂Kα2

Kµ1 Kν1 Kµ2 Kν2

K ·∂ ∂α2

− ηµ2ν1 Kµ1 Kν2−ηµ1ν2 Kµ2 Kν1

−ηµ2µ1 Kν1 Kν2−ην2ν1 Kµ1 Kµ2

)

hµ2ν2

]

+ · · · , (3.3.16)

onde foi levado em conta a simetria bosônica e a simetria nosı́ndices de Lorentz dos camposhµν . Expressando

os campos em termos das componentes de Fourier, teremos

Γgrav.
term. =

∫
d4p

(2π)4

[

δ (p) h̃µν(p)Πµν (p)+
1
2

h̃αβ (p)Παβ µν(p) h̃µν(−p)

]

+ · · · , (3.3.17)

onde

Πµν =−κ
π4T4

30

∫
dΩ

(2π)3 Kµ Kν , (3.3.18)

Παβ µν (p) = −κ2 π4T4

60

∫
dΩ

(2π)3

[

p ·∂K
KαKβ KµKν

K · p
− ηµβ Kα Kν −ηαν Kµ Kβ

−ηµα Kβ Kν −ηνβ Kα Kµ

]

, (3.3.19)

onde aconstante de acoplamentoκ =
√

32π G foi agora introduzida fazendohµν → κhµν .

Como vimos na seção 2.2.2, a possı́vel invariância do funcional (3.3.12) sob as transformações (2.2.18)

implicaria nas identidades de Ward da forma (2.2.33). Em particular, (3.3.18) e (3.3.19) devem satisfazer a

12Esta última corresponde à expansão da métrica no termohµ1ν1 kµ2 kν2 gµ2µ1 gν2ν1 em (3.3.12).
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νµ

µ νβα
p

µ ναβ

p

Figura 3.4:

identidade

−
(

pαδ β
λ + pβ δ α

λ

)

Παβ µν(p) = κ Wαβ
µν λ (p,−p)Παβ . (3.3.20)

Usando (2.2.34) é fácil verificar que de fato a identidade acima é satisfeita. Procedendo com o termo de terceira

ordem, verificamos que também neste caso a identidade é satisfeita. Assim, podemos dizer que (3.3.12) tem boas

chances de ser de fato invariante de gauge.

Uma inspeção direta de (3.3.18) e (3.3.19) mostra que as seguintes identidades também são satisfeitas

ηµν Πµν = 0 (3.3.21a)

ηαβ Παβ µν(p) = −Πµν . (3.3.21b)

Esta identidade não é meramente acidental. Trata-se de uma identidade de Weylque reflete a invariância da ação

efetiva térmica sob a transformação conformegµν → exp[−σ(x)]gµν
13.

Resta ainda verificar se as funções 1PI geradas por (3.3.12) coincidem com aquelas calculadas pelo método

diagramático. A figura 3.4 mostra os diagramas que contribuem para a função de um e de dois grávitons no caso

de uma teoria escalar descrita pela ação

Sscal−grav =
1
2

∫

d4x
√−ggµν ∂µφ ∂νφ (3.3.22)

e usando (2.2.9) para obter as regras de Feynman14. Como nos casos anteriores, a parte térmica destes diagramas

pode ser expressa em termos das amplitudes frontais em (3.1.12) e a contribuição dominante, no limite de altas

temperaturas, é obtida utilizando (3.1.15). O resultado assim obtido coincide exatamente com as expressões

(3.3.18) e (3.3.19).

Em situações um pouco mais realı́sticas, devemos levar emconta quetodasas partı́culas (grávitons inclu-

sive) interagem gravitacionalmente. Mas a inclusão de mais graus de liberdade não massivos no formalismo de

transporte somente vai modificar (3.3.12) por um fator constante que conta osgraus de liberdade de helicidade.

O teste diagramático desta propriedade foi feito levando em conta as interações com fótons descritas pela ação

Sfoton−grav = −1
4

∫

d4x
√−ggµα gνβ Fµν Fαβ

− 1
2α

∫

d4x
√−g

(
DµAµ) (DνAν)

+
∫

d4xgµν√−g
(
∂µ c1)(∂νc2) (3.3.23)

13Para deduzir as identidades, considere a transformaçãohµν → (1−σ(x))hµν−σ(x)ηµν , comσ(x) infinitesimal, e imponha a invariância
da ação efetiva.

14Note que, semelhantemente ao caso da ação de Einstein-Hilbert, todos os vértices serão de grau dois no momento O mesmo é verdade
no caso da ação da QED em (3.3.23).
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Figura 3.5: A linha tracejada representa o ghost da QED.

µ νβα
p

νµ νµ µ ναβ
p

µ νβα
p

Figura 3.6: A linha traço-pontilhada representa o ghost dagravitação.

O cálculo dos diagramas da figura 3.5, no limite de altas temperaturas, mostra que de fato o resultado é exata-

mente o dobro do obtido para o caso de loops escalares. Esta propriedade foi confirmada até mesmo para o caso

em que são levadas em conta as interações entre os próprios grávitons, gerando os diagramas da figura (3.6)15 (o

segundo diagrama com loop de ghost subentende a superposição de dois diagramas com setas em direções opos-

tas). Os detalhes destes e outros cálculos estão nas referências [Brandt e Frenkel 1998, Brandt e Frenkel 1999,

Brandt e Frenkel 1993, Brandt, Frenkel e Taylor 1993, Brandt, Frenkel e Taylor 1992].

Cálculos ainda mais complicados, envolvendo a função detrês grávitons também confirmam oansatz

(3.3.12) [Brandt e Frenkel 1993]. Além disso, em [Brandt e Frenkel 1998], consideramos uma classe geral de

“gauges” do tipo Feynman-de Donder, na gravitação pura, ecalculamos as contribuições proporcionais aT4, T2

e logT. Em [Brandt, Cuadros-Melgar e Machado 2003] fizemos uma análise detalhada no caso dogauge tem-

poral axial. Entre outras coisas, todos estes cálculos confirmaram a independência de gauge das contribuições

dominantes.

Como o objetivo de tentar adquirir informação que seja independente da ordem de teoria de perturbação,

fizemos em [Brandt e Frenkel 1999] uma análise geral da estrutura da auto-energia do gráviton. Esse trabalho

é formalmente análogo ao que havia sido feito por Weldon nocaso da QCD [Weldon 1999]. Utilizando as

identidades BRST [Becchi, Rouet e Stora 1975, Tyutin 1975],foi possı́vel obter relações não-lineares entre certas

componentes da auto-energia (como veremos, existem em geral 14 componentes).

A definição do campo gravitacionalhµν em (2.2.9) não é a única possı́vel. Dentre as várias possibilidades, há

por exemplo a popularrepresentaç̃ao de Goldberg[Goldberg 1958]), onde
√−ggµν = ηµν + ηµν . No trabalho

15A complexidade algébrica destes cálculos, especialmente no caso do diagrama com dois vértices cúbicos, é de tal monta que o uso de
ferramentas computacionais decomputação simbólicatorna-se indispensável. Um exemplo tı́pico de programa utilizado pode ser visto na
páginahttp://calibre.if.usp.br/cgi-bin/form test1.

http://calibre.if.usp.br/cgi-bin/form_test1
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[Brandt e Frenkel 1993] calculamos a auto-energia do gráviton, utilizando diferentes representações para o campo

gravitacional. Impondo que a ação efetiva térmica seja independente de representação (além de ser invariante de

gauge), é possı́vel obter relações gerais para a auto-energia em diferentes representações. De fato, usando a

relação mais geral possı́vel entre duas representações quaisquer

hµν
′ = ahµν +bhλ

λ ηµν +chλ
λ hµν +d hµλ hν

λ +e
(

hλ
λ

)2
ηµν + f hαβ hαβ ηµν + · · · , (3.3.24)

e impondo a invariância da ação efetiva (3.3.17) obtemos,

Πµν = aΠµν
′ , (3.3.25)

e
Πµν αβ = a2Πµν αβ

′ (k) +ab
(

Πµν, ρ
′ ρ ηαβ + Παβ , ρ

′ ρ ηµν
)

+c
(

Πµν
′ ηαβ + Παβ

′ ηµν
)

+
d
2

(

Πµα
′ ηνβ + Πνβ

′ ηµα + Πνα
′ ηµβ + Πµβ

′ ηνα
)

. (3.3.26)

Uma das utilidades deste tipo de relação é que podemos calcular a auto-energia empregando a representação

mais conveniente. Por exemplo, se tivéssemos calculado asfunções de um e dois grávitons na representação de

Goldberg terı́amos obtido16,

Πµν
′ =

π4T4

30

∫
dΩ

(2π)3 Kµ Kν , (3.3.27)

e

Παβ µν
′ = −π4T4

60

∫
dΩ

(2π)3

[

p ·∂K
Kα Kβ KµKν

K · p
]

. (3.3.28)

Por outro lado, expandindo
√−ggµν vemos que a relação entre a representação (2.2.9) e a representação de

Goldberg é tal quea = −1, b = 1/2, c = −1/2, d = 1 e = 1/8 e f = −1/4 em (3.3.24). Substituindo estas

grandezas em (3.3.25) e (3.3.26) obtemos as expressões (3.3.18) e (3.3.19) (observe o cancelamento do segundo

e terceiro termos de (3.3.26)). Em vista da maior simplicidade da auto-energia na representação de Goldberg,

talvez fosse interessante repetir a derivação da ação efetiva nesta representação.

16Uma das vantagens desta representação é que o número de termos em cada um dos vértices é menor do que na representação (2.2.9).
Talvez essa seja a principal razão da popularidade da representação de Goldberg.



60

3.4 Propriedades do tensor de polarizaç̃ao gravitacional

Na seção anterior vimos que as funções 1PI de um e dois gr´avitons estão relacionadas pela identidade de

Ward (3.3.20). Como no caso da QED, esta importante propriedade de invariância de gauge se manifesta ao nı́vel

do integrando, sendo portanto independente da estrutura analı́tica destas funções. No entanto, tendo em vista

possı́veis aplicações, torna-se necessário efetuar asintegrais explicitamente. Felizmente, as integrais envolvidas

não são muito diferentes daquelas tratadas no caso da QED.O que muda é essencialmente a complexidade

algébrica.

Vamos começar com o cálculo bastante elementar da integral na função de um ponto em (3.3.18). Como nos

casos anteriores, é conveniente introduzir uma base tensorial que neste caso consiste em apenas dois tensores, a

saber,uµ uν e ηµν . Escrevendo
∫

dΩ
4π

Kµ Kν = auµ uν +bηµν (3.4.1)

e em seguida contraindo comuµ uν eηµν , obtemos facilmente (note queK ·u= 1 eK2 = 0) a= 4/3 eb =−1/3.

Levando estes valores em (3.4.1) e substituindo o resultadoem (3.3.18), obtemos

Πµν =−κ
ρS

2

(
4
3

uµ uν −
1
3

ηµν

)

(3.4.2)

onde

ρS≡
π2T4

30
(3.4.3)

é a densidade de energia de um gás ultra-relativı́stico departı́culas escalares. Note que, nesta ordem de aproximação,

o tensor de energia momento é (compare (2.2.10) com (3.3.17)) Tµν =−2Πµν .

O cálculo das integrais angulares em (3.3.19) segue essencialmente o mesmo algoritmo acima. Porém, a

base tensorial envolve todos os possı́veis tensores de quatro ı́ndices que podem ser formados comuµ , pµ e ηµν

possuindo as simetrias de (3.3.19). Uma análise direta daspossı́veis combinações simétricas, conduz à base

tensorial mostrada na tabela C.1 do apêndice C17.

O próximo passo é bastante direto, porém de uma imensa complexidade algébrica. Apesar disso, é impor-

tante ressaltar que as relações que apresentaremos a seguir são facilmente derivadas utilizando um programa de

computação simbólica que possua os elementos básicos de contração de ı́ndices de Lorentz. O algoritmo é exa-

tamente o que fizemos, usando papel e lápis, no caso da funç˜ao de um ponto ou até mesmo no caso do tensor

de polarização da QED. Primeiramente escrevemos o tensorde polarização (3.3.19) em termos da combinação

linear

Πµν αβ =−κ2 ρS

4

14

∑
j=1

T j
µν αβ

∫
dΩ
4π

C j =−κ2 ρS

8

14

∑
j=1

T j
µν αβ

∫ 1

−1
dxCj , (3.4.4)

ondex é o co-seno do ângulo entrêK e ~p. Tendo em vista que o integrando em (3.3.19) e a base tensorial são

ambos de grau zero nos momentos, os coeficientesC j só dependerão dex e da razãoσ2 = p2
0/(~p)2, introduzida

em (3.2.8). De fato,C j são soluções do sistema linear

14

∑
j=1

(

Tµν αβ
i Tj µν αβ

)

C j(σ ,x) = Gi(σ ,x) (i = 1..14), (3.4.5)

17Para gerar uma base deste tipo, escreva primeiramente as seguintes estruturas:η η , η p p, η uu, η u p+ η pu, p puu. Observe que para
cada uma destas estruturas, existe um tensor automaticamente simétrico colocando os ı́ndicesµ e ν em η ou emp p do último. As outras
possibilidades consistem em trocarµ por α nas anteriores e simetrizar. Isso perfaz um total de 10 tensores. Finalmente, existem mais 4
tensores obtidos das estruturasp p p p, uuuu, p p pue u p p p, cada uma das quais possuindo multiplicidade 1.
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com

Gi(σ ,x) = Tµν αβ
i

[

p ·∂K
KαKβ KµKν

K · p − ηµβ Kα Kν −ηαν Kµ Kβ

− ηµα Kβ Kν −ηνβ Kα Kµ

]

.

(3.4.6)

Resolvendo o sistema

C̄i ≡−1
8

∫ 1

−1
dxCi =−1

8 ∑
j

(Tµν αβ
i Tj µν αβ )−1

∫ 1

−1
dxGj(σ ,x) (3.4.7)

e calculando as 14 integrais elementares, obtemos18

C̄1 =
1
6
− P2

24
+

P4 L(σ)

8
(3.4.8a)

C̄2 = − 1
3

+
P2

12
− 5P4

24
+

5P6 L(σ)

8
(3.4.8b)

C̄3 = −P2

3
+

7P4

12
− 35P6

24
+

35P8 L(σ)

8
(3.4.8c)

C̄4 = −P2

24
+

P4L(σ)

8
(3.4.8d)

C̄5 =
P2

12
− 5P4

24
+

5P6 L(σ)

8
(3.4.8e)

C̄6 =

(

− 1
12

+
5P2

24
− 5P4 L(σ)

8

)

σ2 (3.4.8f)

C̄7 =

(
1
3
− 7P2

12
+

35P4

24
− 35P6 L(σ)

8

)

σ2 (3.4.8g)

C̄8 = P2

(

− 1
12
− 5P2

24
+

P2 L(σ)

2
+

5P4 L(σ)

8

)

(3.4.8h)

C̄9 = P2

(
1
6
− 2P2

3
− 35P4

24
+

15P4 L(σ)

4
+

35P6 L(σ)

8

)

(3.4.8i)

C̄10 =

(
1
6
− 2P2

3
− 35P4

24
+

15P4 L(σ)

4
+

35P6 L(σ)

8

)

σ2 (3.4.8j)

C̄11 =

(
1
4

+
35P2

24
− 5P2 L(σ)

2
− 35P4 L(σ)

8

)

σ2P2 (3.4.8k)

C̄12 = P4

(

L(σ)+5P2 L(σ)+
35P4 L(σ)

8
− 13

12
− 35P2

24

)

(3.4.8l)

C̄13 = P2

(

− 1
12
− 5P2

24
+

P2 L(σ)

2
+

5P4 L(σ)

8

)

(3.4.8m)

C̄14 =

(

− 1
12

+
5P2

24
− 5P4 L(σ)

8

)

σ2 (3.4.8n)

onde introduzimosP2 = σ2−1 e

L(σ) =
σ
2

ln
σ +1
σ −1

−1. (3.4.9)

por conveniência de notação. Assim a forma final para o tensor de polarização gravitacional é

Πµν αβ = ρS

14

∑
j=1

T j
µν αβ C̄ j . (3.4.10)

Esta expressão foi obtida originalmente por Rebhan [Rebhan 1991] em um estudo sobre instabilidades na gravitação

a temperatura finita. Posteriormente, foram consideradas as contribuições sub-dominantes na temperatura le-

vando em conta também os diagramas mostrados na figura 3.5. As expressões completas estão no apêndice B

da referência [Almeida, Brandt e Frenkel 1994]. Mais recentemente, a dependência de gauge das contribuições

sub-dominantes foi investigada em [Brandt, Cuadros-Melgar e Machado 2003].

Na seção 3.2 vimos que, no limite de altas temperaturas, o tensor de polarização dos campos de gauge de-

18Como nos casos anteriores, também esse cálculo tedioso n˜ao leva mais do que alguns segundos utilizando um computadormodesto.
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termina o comportamento dos modos coletivos efetivamente massivos que se propagam no meio térmico. Em

certas situações extremas, tais como as que ocorrem em cenários cosmológicos, o tensor de polarização gravi-

tacional também possui interesse. Ele descreve a respostaà perturbações da métrica e determina a evolução de

flutuações de grande escala. Há também em certa relevância na teoria de gravitação semi-clássica estocástica

[Hu e Verdaguer 2003] onde são estudadas as flutuações estatı́sticas da matéria no espaço curvo como uma forma

de embasamento para um melhor entendimento da teoria quântica da gravitação.

A propriedade de invariância sob a transformação conforme, refletida nas identidades (3.3.21), é crucial para

que possamos aplicar os resultados obtidos para as funções de um e dois grávitons ao estudo de perturbações da

métrica. Em primeiro lugar, ela permite que a matéria esteja em equilı́brio térmico, apesar da métrica ser depen-

dente do espaço-tempo. De fato, sendo a métrica conformemente plana, ds2 = σ(τ,~x)(dτ2−dx2), a temperatura

local em uma métrica curva de fundo é determinada pelo fator de escalaσ . Em segundo lugar, funções 1PI

térmicas, no espaço de fundo curvo, são obtidas por uma transformação conforme daquelas calculadas no espaço

plano.

Levando em conta que as identidades (3.3.20) e (3.3.21) fornecem um total de 11 condições, o número de

estruturas realmente independentes que podem aparecer em (3.4.10) se reduz de 14 para 3. Ou seja, é possı́vel

escolher uma nova base tensorial possuindo apenas 3 tensores. As funções de estrutura correspondentes poderiam

ser, por exemplo,

C1 =
1
ρS

Π0000(p), C2 =
1
ρS

Π µ
0µ 0(p), C3 =

1
ρS

Π µν
µν (p). (3.4.11)

Usando a expressão (3.3.19), obtemos

C1 = L(σ)− 1
4
, C2 =−1, C3 = 0. (3.4.12)

Procedendo como na seção IV de [Brandt e Frenkel 1998], o propagador efetivo do gráviton é obtido a partir

da ação total

S[g] = S[g]+ Γgrav.
term., (3.4.13)

ondeS[g] é a ação de Einstein em (2.2.1) eΓgrav.
term. é dada por (3.3.17). O cálculo auto-consistente do propagador

efetivo deve levar em conta uma métrica de fundo curva (por´em conformemente plana), tal que

gµν = g(0)
µν + δgµν , (3.4.14)

Considerando a variação de segunda ordem

δ 2S[g] =
1
2

∫

d4x
√

−g(0) δgαβ Pαβ µν δgµν , (3.4.15)

um cálculo direto, nos dá

Pαβ µν (p,u) =
{[

ηαν pβ pµ −ηαβ pµ pν +
1
2

ηαβ ηµν p2− 1
2

ηαµ ηβ ν p2

−8π Gρ
(

1
3

ηβ µ (4uαuν −ηαν)+
1
6

ηαβ (4uµuν −ηµν)

)

+(simet. µ ↔ ν)
]

+(simet. under α↔ β )

}

−16πGΠαβ µν (p,u) . (3.4.16)

O propagador efetivo (inverso dePαβ µν(p,u)) somente pode ser obtido se impusermos vı́nculos fı́sicos para
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as flutuações da métrica. A imposição de que flutuações de spin 0 ou 1 não se propagam nos leva a conside-

rar flutuaçõesδgµν respectivamente detraço nuloe transversais[Gribosky, Donoghue e Holstein 1989]. Estas

condições implicam que somente as componentes transversais e de traço nulo (TT) de
(
Pαβ µν)−1

vão contribuir

para a equação de resposta linear

δgαβ =−16πG
(

Pαβ µν
)−1

δTµν . (3.4.17)

Uma base de tensores TT e que também satisfazem as condições de ortogonalidade e idenpotência é dada por

T
αβ µν

I =
14

∑
i=1

cI i T
αβ µν , I = A,B,C. (3.4.18)

onde os coeficientescI i estão dados na tabela 3.1. Calculando as projeções dePαβ µν(p,u) na base TT, obtemos

i cA i cB i cC i

1
1
2

0 0

2
1
2

p2

(p ·u)2− p2 −1
2

p2

(p ·u)2− p2 0

3
1
2

(p2)
2

((p ·u)2− p2)2 −2
(p2)

2

((p ·u)2− p2)2

3
2

(p2)2

((p ·u)2− p2)2

4 −1
2

0
1
6

5 −1
2

p2

(p ·u)2− p2 0
1
2

p2

(p ·u)2− p2

6 −1
2

p ·u
(p ·u)2− p2

1
2

p ·u
(p ·u)2− p2 0

7 −1
2

p2 p ·u
((p ·u)2− p2)

2 2
p2 p ·u

((p ·u)2− p2)
2 −3

2
p2 p ·u

((p ·u)2− p2)
2

8
1
2

(
(p ·u)2− p2)−1 −1

2
(p ·u)2

p2 ((p ·u)2− p2)
0

9
1
2

2(p ·u)2− p2

((p ·u)2− p2)
2 −2

(p ·u)2

((p ·u)2− p2)
2

1
2

2(p ·u)2+ p2

((p ·u)2− p2)
2

10
1
2

p2

(

(p ·u)2− p2
)2 −1

2
3(p ·u)2+ p2

((p ·u)2− p2)
2

3
2

(p ·u)2

((p ·u)2− p2)
2

11 −1
2

p ·u
((p ·u)2− p2)

2

(
(p ·u)2+ p2

)
p ·u

p2 ((p ·u)2− p2)
2 −1

2

(
2(p ·u)2+ p2

)
p ·u

p2 ((p ·u)2− p2)
2

12
1
2

(
(p ·u)2− p2)−2 −2

(p ·u)2

p2 ((p ·u)2− p2)
2

1
6

4(p ·u)4 +4(p ·u)2p2 +(p2)2

(p2)2 ((p ·u)2− p2)
2

13 −1
2

(
(p ·u)2− p2)−1

0
1
6

2(p ·u)2+ p2

p2 ((p ·u)2− p2)

14
1
2

p ·u
(p ·u)2− p2 0 −1

2
p ·u

(p ·u)2− p2

Tabela 3.1: Componentes dos tensores transversais e de trac¸o nulo.

as seguintesrelações de dispers̃aopara os três modostransversais e de traço nulo

p2 =
ρS

M̄2
P

(
5
9

+
1
2

P4L− 1
6

P2
)

p2 =
ρS

M̄2
P

(
2
9
−2P4L+

2
3

P2 +
10
9

1
P2

)

p2 =
ρS

M̄2
P

(
8
9

+3P4L−P2+
28
27

1
P2

)

. (3.4.19)
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Figura 3.7: Relações de dispersão para os modos de propagação em unidades de
√ρs/M̄P. A diagonal tracejada

representa o cone de luz.

Como um exemplo simples mostramos na figura 3.7 os modos de propagação que ocorrem para valores reais de

ω ≡ √ρS/M̄P ω̄ e |~p| ≡ √ρS/M̄P p̄. Analisando o comportamento quandok̄→ 0 vemos que, semelhantemente

às equações da QCD em (3.2.15), os três modos possuem umafreqüência de plasma comum, dada por

ω̄pl =

√

22
45

. (3.4.20)

Para grandes momentos ¯p≫ 1, o comportamento assintótico é

ω̄A = p̄A +
5

18p̄A
(3.4.21a)

ω̄B = p̄B +

√

5
18

(3.4.21b)

ω̄C = k̄C +

√

7
27

. (3.4.21c)

Portanto, neste limite, o modo A possui uma massa efetivam2
A = 5/9(ρS/M̄2

P). Por outro lado, os outros dois

modos adquirem uma massa que cresce ilimitadamente. Abaixoda freqüência de plasma, surge, ao invés de

uma massa de blindagem, como ocorre na QCD, uma instabilidade acima de um comprimento de onda crı́tico

[Rebhan 1991]. Seria interessante investigar o papel que a não comutatividade desempenharia neste contexto.
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4 Efeitos t́ermicos na teoria de Yang-Mills
não-comutativa

4.1 O limite de altas temperaturas da teoria de Yang-Mills ñao-comutativa

A existência da ação efetiva térmica para a teoria comutativa dada por (3.1.36) nos leva naturalmente a

investigar o problema análogo na versão não comutativa da teoria. Logo de inı́cio nos defrontamos com uma

diferença importante, em relação à teoria comutativa,que diz respeito às escalas envolvidas. De fato, enquanto

na teoria comutativa os “hard thermal loops” são completamente definidos considerando-se a região onde os

momentos externosp são tais quep≪T, na teoria não comutativa temos que levar em conta também amagnitude

do parâmetroθ pT (θ ≡
√

θµν θ µν ). O primeiro passo para investigar os detalhes desse problema consiste em

analisar o comportamento das funções 1PI de dois e três pontos no limite de altas temperaturas. Esta abordagem

será descrita nas subseções seguintes utilizando as técnicas descritas na seção 3.1. Além disso, vamos aplicaras

técnicas apresentadas na seção 3.2 para investigar as massas térmicas no caso não comutativo.

4.1.1 O tensor de polarizaç̃ao

Na figura 4.1 são mostrados os diagramas que contribuem parao tensor de polarização na teoria de Yang-

Mills não-comutativa. A figura 4.2 mostra as amplitudes correspondentes que contribuem para a equação (3.1.12).

Usando as regras de Feynman obtidas na seção (2.3.3) e fazendo a expansão (3.1.15) na regiãop≪ k∼ T, as

técnicas descritas na seção 3.2 resultam em

ΠAB
µν =

4g2Nδ A,B

(2π)3

∫
d3k

2|~k|
[
1− δ A,0cos(p̃·k)

]
NB(|~k|)Gµν(k, p)

∣
∣
∣ ; p̃µ ≡ pνθνµ (4.1.1)

(a) (b) (c)

A

k

A −µ Bν

A − µ − Bνpp
k

k + p

k

k + p

p p

pp

µ Bν

Figura 4.1: Diagramas que contribuem para o tensor de polarização da teoria de Yang-Mills não-comutativa. Está
subentendido um segundo diagrama com loop de ghosts possuindo setas no sentido anti-horário.
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ondek0 = |~k|. O tensorGµν(k, p), dado por (3.2.2), é o mesmo que foi obtido na teoria de Yang-Mills usual.

Portanto, a propriedade de transversalidade

pµ ΠAB
µν = 0 (4.1.2)

é, também no caso da teoria não comutativa, verificada ao nı́vel do integrando. Considerando os quatro possı́veis

tensores transversais, podemos escrever

ΠAB
µν = ΠAB

1

(

ηµν −
pµ pν

p2

)

+ ΠAB
2

(

pµ −
p2

p ·uuµ

)(

pν −
p2

p ·uuν

)
1
p2

+ ΠAB
3 p2p̃µ p̃ν + ΠAB

4

[(

pµ −
p2

p ·uuµ

)

p̃ν +

(

pν −
p2

p ·uuν

)

p̃µ

]

(4.1.3)

Substituindo (4.1.1) em (4.1.3), e usando as técnicas de computação simbólica mencionadas na seção 3.2, obte-

mos

ΠAB
1 = Πµ AB

µ +(σ2−1)ΠAB
00 −

p̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν ; σ2≡ p2

0

~p2 (4.1.4a)

ΠAB
2 = σ2 Πµ AB

µ +2σ2(σ2−1)ΠAB
00 −σ2 p̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν (4.1.4b)

ΠAB
3 =− 1

p̃2p2 Πµ AB
µ − σ2−1

p̃2p2 ΠAB
00 +2

p̃µ p̃ν

p̃4p2 ΠAB
µν (4.1.4c)

ΠAB
4 = (σ2−1)

p0p̃µ

p̃2p2 ΠAB
µ0 (4.1.4d)

(estamos considerando somente a não-comutatividade entre coordenadas espaciais, ou seja,θ0µ = 0).

k k k k+ p k

p

k k − p k

p

k k+ p k k k − p k

p p p

p p

µ ν µ ν

p µ ν ν µ

p pν µ

(a) (bii)(bi)

(ci) (cii)

BA A B B A

A B B A

Figura 4.2: Amplitudes de espalhamento correspondentes aotensor de polarização da teoria de Yang-Mills não
comutativa. A direção do momento do ghost é para a esquerda, como a do momento correspondente do glúon.
Contribuições comk→−k estão sub-entendidas.

O cálculos das integrais em (4.1.4), feito no apêndice (B), resulta em

p̃µΠAB
µ0 = 0, (4.1.5)

Πµ AB
µ = Nδ A,B g2T2

3

[

1− 6
π2 δ A,0

∞

∑
n=1

1
n2 + τ2

]

, (4.1.6)
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ΠAB
00 =

2g2Nδ A,B T2

(2π)2

∫ 1

−1
dζ
[

1− 2σ
σ − ζ

+
σ2−1

(σ − ζ )2

]

×
[

π2

6
− δ A,0

∞

∑
n=1

n

[n2 + τ2(1− ζ 2)]3/2

]

. (4.1.7)

e

p̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν = −2g2Nδ A,B T2

(2π)2

∫ 1

−1
dζ
{[

σ2−1
(σ − ζ )2

1− ζ 2

2
−1

]

×
[

π2

6
− δ A,0

∞

∑
n=1

n

[n2+ τ2(1− ζ 2)]3/2

]

+ δ A,0 σ2−1
(σ − ζ )2

1
2τ2

∞

∑
n=1

(

n−
√

n2 + τ2(1− ζ 2)
)2(

n+2
√

n2 + τ2(1− ζ 2)
)

(n2 + τ2(1− ζ 2))
3/2







, (4.1.8)

onde introduzimos a grandezaτ2 ≡ p̃2T2 = (θµν pν )2T2.

Vamos agora analisar alguns casos limites. Quandoθ pT≫ 1, os termos proporcionais àδA,0 se anulam e o

resultado pode ser facilmente integrado, resultando em

Πµ AB
µ = Nδ A,B g2T2

3
, (4.1.9)

ΠAB
00 = N δ A,B g2T2

3

(

1− σ
2

log
σ +1
σ −1

)

(4.1.10)

e
p̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν =−Nδ A,B g2T2

3
σ
2

[
1
2
(σ2−1) log

σ +1
σ −1

−σ
]

(4.1.11)

Por outro lado, quandoθ pT≪ 1, podemos extrair das somas em (4.1.6), (4.1.7) e (4.1.8) a contribuição

dominante emτ2. Usandoζ (2) = π2/6 eζ (4) = π4/90, obtemos

Πµ AB
µ ≈ Nδ A,B g2T2

3

[

1− δ A,0+
(π τ)2

15
δ A,0

]

, (4.1.12)

ΠAB
00 ≈ Nδ A,B g2T2

3

[(

1− σ
2

log
σ +1
σ −1

)

(1− δ A,0)

+
(πτ)2

15

(

2−3σ2+
3
2

σ(σ2−1) log
σ +1
σ −1

)

δ A,0
]

(4.1.13)

e

p̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν = −Nδ A,B g2T2

3

{
σ
2

[
1
2
(σ2−1) log

σ +1
σ −1

−σ
]
(
1− δ A,0)

+
(π τ)2

15

[

1− 15
4

σ2 +
9
4

σ4− 9
8

σ
(
σ2−1

)2
log

σ +1
σ −1

]

δ A,0
}

.

(4.1.14)

Termos de ordemτ4, ou superior, podem ser calculados de maneira similar.

Um outro limite interessante é o limite estáticoσ → 0. Neste caso, a integração sobreζ pode ser feita em
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(4.1.7) e 4.1.8), resultando em

lim
σ→0

ΠAB
00 = Nδ A,B g2T2

3

[

1− 6
π2

∞

∑
n=1

n2

(n2 + τ2)2 δ A,0

]

, (4.1.15)

lim
σ→0

p̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν =−2Nδ A,B g2T2

π2 δ A,0
∞

∑
n=1

τ2

(n2 + τ2)2 . (4.1.16)

As somas em (4.1.6), (4.1.15) e (4.1.16) podem ser efetuadas, resultando em [Gradshteyn e Ryzhik 1980]

∞

∑
n=1

1
n2 +a2 =

π
2a

coth(π a)− 1
2a2 , (4.1.17)

∞

∑
n=1

1
(n2 +a2)2 =

π
4a3coth(π a)+

π2

4a2csch2(π a)− 1
2a4 . (4.1.18)

O que resulta em

Πµ AB
µ = Nδ A,B g2T2

3

[

1−3

(
1

π τ
coth(πτ)− 1

(π τ)2

)

δ A,0
]

, (4.1.19)

lim
σ→0

ΠAB
00 = Nδ A,B g2T2

3

{

1− 3
2

[
1

πτ
coth(πτ)−csch2(πτ)

]

δ A,0
}

(4.1.20)

e

lim
σ→0

p̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν = −Nδ A,Bg2T2csch2(πτ)

2(π τ)2

[

1+(πτ)2−cosh(2πτ)+
πτ
2

sinh(2πτ)
]

δ A,0.

(4.1.21)

Usando os resultados acima, podemos agora obter o limite estático das equações (4.1.4a), (4.1.4b) e (4.1.4c)

(mostramos no apêndice B queΠAB
4 = 0). Da equação (4.1.4a), teremos

lim
σ→0

ΠAB
1 = lim

σ→0
Πµ AB

µ − lim
σ→0

ΠAB
00 − lim

σ→0

p̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν . (4.1.22)

Usando (4.1.6), (4.1.15) e (4.1.16), obtemos

lim
σ→0

ΠAB
1 = 0. (4.1.23)

O limite estático deΠ2, na equação (4.1.4b), se comporta comoσ2. Portanto,Π2 contribui somente paraΠAB
00 ,

na equação (4.1.3), mas não paraΠAB
i j ou ΠAB

0i (i, j = 1,2,3). Usando (4.1.4c), obtemos no limite estático deΠ3

lim
σ→0

ΠAB
3 = − 1

|~̃p|2|~p|2
lim
σ→0

[

Πµ AB
µ −ΠAB

00 −2
p̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν

]

= − lim
σ→0

p̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν (4.1.24)

Finalmente, substituindo (4.1.21) em (4.1.24) e usando relações funcionais entre funções hiperbólicas, obtemos

lim
σ→0

ΠAB
3 =−Nδ A,B δ A,0g2T2

[
1

sinh2(π τ)
− 2

(π τ)2 +
cosh(π τ)

π τsinh(π τ)

]

. (4.1.25)

Podemos também examinarΠAB
µν no limite de grandes comprimentos de ondaσ → ∞ e τ → 0. Neste caso,
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vemos que as equações (4.1.6), (4.1.7) e (4.1.8) resultam

ΠAB
00 −→ 0,

ΠABµ
µ −→ Nδ A,B g2T2

3

(
1− δ A,0) ,

p̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν −→ Nδ A,B g2T2

9

(
1− δ A,0) . (4.1.26)

4.1.2 Blindagem eĺetrica e magńetica

Substituindo (4.1.25) em (4.1.3) podemos obter as componentesΠAB
i j . É interessante notar que na teoria de

Yang-Mills usual,ΠAB
00 , que fornece a massa elétrica, é não nulo masΠAB

i j se anula. Na versão não-comutativa

da teoria, a equação (4.1.25) mostra queΠAB
i j 6= 0 quandoA = 0 (setorU(1)). Isto parece ser consistente com as

interações magnéticas adicionais que foram introduzidas devido à não-comutatividade.

Para examinar os aspectos mais essenciais deste problema, vamos considerar o caso especial da teoria com

simetriaU(1) (QED não-comutativa) e aplicar as técnicas apresentadasna seção 3.2 ao caso não comutativo. Em

primeiro lugar, estendemos a parametrização (3.2.7) de modo a incluir os outros dois tensores transversais em

(3.2.3), obtendo assim

Πµν = G(Pµν
T − P̃µν

T )+F Pµν
L + G̃P̃µν

T + F̃ P̃µν
L . (4.1.27)

Em seguida expressamosG, F, G̃ e F̃ em termos das componentes calculadas acima, obtendo

G = (1−σ2)Π00−Πµ
µ +

p̃µ p̃ν

p̃2 Πµν (4.1.28a)

G̃ = − p̃µ p̃ν

p̃2 Πµν (4.1.28b)

F = −(1−σ2)Π00 (4.1.28c)

F̃ =
p̃µ Π0µ

p̃2 p0
σ2 = 0. (4.1.28d)

(Note que as relações acima se reduzem ao limite comutativo em (3.2.8) quando fazemos̃G→ G e eliminamos

p̃µ p̃ν/p̃2Πµν .) As equações (3.2.12) são então resolvidas usando a seguinte parametrização para o propagador

D
µν = (Pµν

T − P̃µν
T )xT +Pµν

L xL + P̃µν
T x̃T + P̃µν

L x̃L +Pµν
5 x5 +Pµν

6 x6 +Pµν
7 x7. (4.1.29)

Um cálculo direto fornece

xT =
ξ
p2 −

1

p2
0−|~p|2 +G

(4.1.30a)

x̃T =
ξ
p2 −

1

p2
0−|~p|2 + G̃

(4.1.30b)

xL =
ξ
p2 −

1

p2
0−|~p|2 +F

(4.1.30c)

x5 =
ξ
p2 (4.1.30d)

x̃L = x6 = x7 = 0. (4.1.30e)

Note que não há uma dependência de gauge nos pólos fı́sicos do propagador.

A equação (4.1.22), mostra queG = 0 no limite estático,para qualquer valor deθ pT. Portanto, a massa
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magnética usual segue sendo nula mesmo na versão não-comutativa da teoria. Por outro lado,F e G̃ são, no

mesmo limite,

F =−e2T2

3

[

1− 3
2

(
cothπτ

πτ
−cosech2πτ

)]

(4.1.31a)

G̃ =−e2T2

2

[
cothπτ

πτ
+cosech2πτ− 2

(πτ)2

]

, (4.1.31b)

onde usamos os resultados da seção anterior fazendoN = 1 eg = e. Na figura abaixo mostramos o gráficos de

−F e−G̃, os quais, em vista das relações (4.1.30a) podem ser interpretados como as massas de blindagem dos

modos elétrico e “magnético”.
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No limite comutativo, as duas massas tendem a zero, restandoapenas a contribuição fermiônica paraF, dada em

(3.2.10).É interessante notar que no limiteτ = θ pT→ ∞ a massa elétrica tende para o mesmo valor da massa

de Debye em (3.2.10). Por outro lado, a blindagem magnéticaatinge um máximo para um valor especı́fico do

parâmetro da escalaθ T. Uma análise mais detalhada da fı́sica envolvida poderia ser feita levando em conta a

versão não comutativa da teoria de resposta linear.
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4.1.3 A funç̃ao de três pontos

As figuras 4.3 e 4.4 mostram respectivamente as representações diagramáticas da função 1PI de três pontos

e das amplitudes correspondentes que contribuem para a equação (3.1.12). Vamos considerar primeiramente

as possı́veis estruturas geradas pelos fatores trigonométricos associados aos diagramas (a), (b) e (c) da figura

4.4. A expressão (2.3.37) mostra que estes diagramas envolvem o produto de três funções trigonométricas cujos

argumentos são (p3 =−p1− p2)
1
2
(−k− p1)×k =

k× p1

2
, (4.1.32a)

1
2
(−k− p1− p2)× (k+ p1) =

k× p2

2
+

p1× p2

2
, (4.1.32b)

e
1
2
(−k)× (k− p3) =

k× p3

2
. (4.1.32c)

Usando uma relação trigonométrica elementar para o senoou co-seno do segundo argumento acima, é possı́vel

então escrever o diagrama (a) da figura 4.4 como

A
gl ABC

µνλ =

[

sin

(
p1× p2

2

)

Cgl ABC
sin (k)+cos

(
p1× p2

2

)

Cgl ABC
cos (k)

]

Lgl
µνλ . (4.1.33)

Da mesma forma as amplitudes em (b) e (c) são

A
gh ABC

µνλ =

[

sin

(
p1× p2

2

)

Cgh ABC
sin (k)+cos

(
p1× p2

2

)

Cgh ABC
cos (k)

]

Lgh
µνλ . (4.1.34)

As grandezasCgl ABC
sin , Cgl ABC

cos , Cgh ABC
sin eCgh ABC

cos envolvem um fator contendo as constantes de estrutura do grupo

U(N) e o produto de funções trigonométricas, seno ou co-seno,cujos argumentos são(k× pi)/2, i = 1,2,3. As

estruturas de LorentzLgl
µνλ e Lgh

µνλ evolvem produtos escalares e tensoriais contendopi e k e são semelhantes

aquelas da teoria comutativa.

Vamos agora considerar a regiãopi≪ k∼ T (i = 1,2,3) e usar as expansões do tipo 3.1.15 para expandir as

as estruturas de Lorentz. Como os diferentes termos da expansão serão funções pares ou ı́mpares da variável de

integraçãok. Os coeficientes dos termos ı́mpares emk serão

Agl ABC
sin =

1
2

(

Cgl ABC
sin (k)−Cgl ABC

sin (−k)
)

Agh ABC
sin =

1
2

(

Cgh ABC
sin (k)−Cgh ABC

sin (−k)
)

Agl ABC
cos =

1
2

(

Cgl ABC
cos (k)−Cgl ABC

cos (−k)
)

Agh ABC
cos =

1
2

(

Cgh ABC
cos (k)−Cgh ABC

cos (−k)
)

(4.1.35)

E os coeficientes dos termos pares serão

Sgl ABC
sin =

1
2

(

Cgl ABC
sin (k)+Cgl ABC

sin (−k)
)

Sgh ABC
sin =

1
2

(

Cgh ABC
sin (k)+Cgh ABC

sin (−k)
)

Sgl ABC
cos =

1
2

(

Cgl ABC
cos (k)+Cgl ABC

cos (−k)
)

Sgh ABC
cos =

1
2

(

Cgh ABC
cos (k)+Cgh ABC

cos (−k)
)

(4.1.36)
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1
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Figura 4.3: Diagramas que contribuem para a função de três pontos.
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Figura 4.4: Amplitudes de espalhamento correspondentes aos diagramas da figura 4.3. A direção do momento
do ghost é a mesma que a do glúon correspondente. Estão subentendidos diagramas obtidos por permutações dos
vértices.
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Introduzindo a notação

(FA)BC≡ fBAC, (DA)BC≡ dBAC (4.1.37)

e

cp≡ cos(p×k), cpq≡ cos(p×q), c1
2 p≡ cos(

1
2

p×k), s1
2 p≡ sin(

1
2

p×k), c1
2 p×q≡ cos(

1
2

p×q) (4.1.38)

podemos escrever

Agl ABC
sin = −Tr

[

FADBDC c1
2 p1

c1
2 p2

s1
2 p3
−FAFBFC c1

2 p1
s1

2 p2
c1

2 p3

+FC DADBs1
2 p1

c1
2 p2

c1
2 p3
−FBDC DAs1

2 p1
s1

2 p2
s1

2 p3

]

. (4.1.39)

Usando as relações

TrFAFBFC =−N
2

f ABC =−TrFADBDC, (4.1.40)

e também a popriedade cı́clica do traço, obtemos

Agl ABC
sin = −N

2
f ABC

[

c1
2 p1

c1
2 p2

s1
2 p3

+ c1
2 p1

s1
2 p2

c1
2 p3

+s1
2 p1

c1
2 p2

c1
2 p3
− s1

2 p1
s1

2 p2
s1

2 p3

]

= −N
2

f ABCsin

(
p1 + p2+ p3

2
×k

)

= 0. (4.1.41)

O mesmo tipo de cálculo resulta em

Agh ABC
sin = 0. (4.1.42)

Portanto, não existirão contribuições ı́mpares que sejam proporcionais à sin[(p1× p2)/2].

Vejamos agora as contribuiçõesAgl ABC
cos e Agh ABC

cos . Neste caso, será necessário levar em conta as seguintes

expressões

TrDADBDC =
N
2

ηABCdABC; ηABC≡ dAdBdC−4δA+B+C,0

TrFAFBDC = −N
2

cAcBdC dABC; cA≡ 1− δA,0; dA≡ 1+ δA,0 (4.1.43)

Um cálculo direto fornece

Agl ABC
cos = −Tr

[

FAFBDC c1
2 p1

c1
2 p2

s1
2 p3

+DAFBFC s1
2 p1

c1
2 p2

c1
2 p3

+FC FADBc1
2 p1

s1
2 p2

c1
2 p3

+DADBDC s1
2 p1

s1
2 p2

s1
2 p3

]

(4.1.44)

Ao contrário do coeficiente anti-simétrico de sin[(p1× p2)/2], Agl ABC
cos não é trivialmente nulo. Usando a ciclici-

dade do traço podemos escrever,

Agl ABC
cos = Tr

[

−FAFBDC c1
2 p1

c1
2 p2

s1
2 p3

+
1
3

DADBDC s1
2 p1

s1
2 p2

s1
2 p3

]

+ cyclic permut.. (4.1.45)

A expansão das estruturas de Lorentz possui um termo denominadosuper-dominante, que na teoria comutativa

poderia dar uma contribuição proporcional àT3, caso não se cancelasse por simetria. Essa estrutura é essencial-
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mente a mesma para os três diagramas (a), (b) e (c) da 4.4 sendo proporcional à

kµkνkλ
k · p1k · p3

. (4.1.46)

Incluindo o fator de cor e o fator cos
( p1×p2

2

)
teremos

cos

(
p1× p2

2

)

Agl ABC
cos (p1, p2, p3)kµkν kλ

1
k · p1k · p3

. (4.1.47)

A única parte de (4.1.47) que muda, quando incluı́mos as permutações cı́clicas, é o seu denominador. Usando

conservação de momento
1

k · p1 k · p2
+

1
k · p1 k · p3

+
1

k · p2 k · p3
= 0. (4.1.48)

Portanto esta contribuição é nula também no caso da teoria não-comutativa.

Aplicando o mesmo procedimento para as estruturas simétricas, obtivemos

Sgl ABC
cos = Tr

[

FAFBFC c1
2 p1

c1
2 p2

c1
2 p3

+FADBDC c1
2 p1

s1
2 p2

s1
2 p3

+FBDC DAs1
2 p1

c1
2 p2

s1
2 p3

+FC DADBs1
2 p1

s1
2 p2

c1
2 p3

]

= −N
2

f ABCcos

[
1
2
(p1 + p2+ p3)×k

]

=−N
2

f ABC, (4.1.49)

Sgh ABC
cos = Tr

[

FAFBFC
(

c2
1
2 p1

c2
1
2 p3
−c1

2 p1
c1

2 p3
s1

2 p1
s1

2 p3

)

−FADBDC
(

c2
1
2 p1

s2
1
2 p3

+c1
2 p1

c1
2 p3

s1
2 p1

s1
2 p3

)

−FBDC DA
(

s2
1
2 p1

s2
1
2 p3
−c1

2 p1
c1

2 p3
s1

2 p1
s1

2 p3

)

−FC DADB
(

s2
1
2 p1

c2
1
2 p3

+c1
2 p1

c1
2 p3

s1
2 p1

s1
2 p3

)]

= −N
2

f ABC, (4.1.50)

Sgl ABC
sin = Tr

[

−FAFBDC c1
2 p1

s1
2 p2

s1
2 p3
−FBFC DAs1

2 p1
s1

2 p2
c1

2 p3

+FC FADBc1
2 p1

c1
2 p2

c1
2 p3

+DADBDC s1
2 p1

c1
2 p2

s1
2 p3

]

= −N
2

dABC[1+cp1

(
δ A,0δ B,0δC,0− δ B,0δC,0− δ A,0)

− cp2

(
δ A,0δ B,0δC,0− δ A,0δC,0− δ B,0)

− cp3

(
δ A,0δ B,0δC,0− δ A,0δ B,0− δC,0)] (4.1.51)
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e

Sgh ABC
sin =

1
4

Tr
[
FAFBDC +FADBFC +DAFBFC−DADBDC

+cp1

(
FAFBDC +FADBFC−DAFBFC +DADBDC)

+cp2

(
−FAFBDC +FADBFC−DAFBFC−DADBDC)

+cp3

(
−FAFBDC +FADBFC +DAFBFC +DADBDC)]

= −N
2

dABC[1+cp1

(
δ A,0δ B,0δC,0− δ B,0δC,0− δ A,0)

− cp2

(
δ A,0δ B,0δC,0− δ A,0δC,0− δ B,0)

+ cp3

(
δ A,0δ B,0δC,0− δ A,0δ B,0− δC,0)] . (4.1.52)

Substituindo as equações (4.1.49), (4.1.50), (4.1.51) e(4.1.52) em (4.1.33) e (4.1.34) obtemos a seguinte

expressão para as amplitudes (a), (b) e (c) da figura 4.4

A
ABC

µνλ

∣
∣
∣
(a),(b),(c)

= −N
2

[

f ABCcos

(
p1× p2

2

)

+dABC(1+OABC)sin

(
p1× p2

2

)]

×
[

Lgl
µνλ +Lgh

µνλ

]

, (4.1.53)

onde

OABC = cos(p1×k)
(
δ A,0δ B,0δC,0− δ B,0δC,0− δ A,0)

− cos(p2×k)
(
δ A,0δ B,0δC,0− δ A,0δC,0− δ B,0)

+ cos(p3×k)
(
δ A,0δ B,0δC,0− δ A,0δ B,0− δC,0) . (4.1.54)

O comportamento oscilatório deOABC contrasta com os outros termos em (4.1.53), especialmente no limite

θ pT≫ 1, quando sua contribuição para a integral é efetivamente nula. Adicionando as permutações cı́clicas, e

introduzindo o resultado explı́cito para a contribuiçãodominante do fator de Lorentz, teremos

lim
(θ pT)→∞

A
ABC

µνλ

∣
∣
∣
(a),(b),(c)

= − iNCABC(p1, p2)

k · p3

[
kµ kν kλ p2

3

(k · p1)2 +2
kµ kλ p3ν

k · p1
+(µ ↔ ν)

]

+ [(A,µ , p1),(C,λ , p3)]←→ [(C,λ , p3),(A,µ , p1)] . (4.1.55)

A contribuição dos diagramas (d), (e) e (f) da figura 4.4 pode ser calculada de maneira similar, resultado em

A
ABC

µνλ

∣
∣
∣
(d),(e),( f )

= −2iN dABCsin

(
p1× p2

2

)

cos(p1×k)
(
δ A,0δ B,0δC,0− δ B,0δC,0− δ A,0)

×
kµ ηνλ +kν ηµλ +4kλ ηµν

k · p3

+ ([(µ , p1),(ν, p2)])←→ ([(ν, p2),(µ , p1)])

+ cyclic perm. of (µ , p1), (ν, p2) (λ , p3). (4.1.56)

Vemos que (4.1.56) se anula no caso da teoria comutativa quando sin((p1× p2)/2) = 0 e é efetivamente nulo no

limite θ pT≫ 1.

Obtivemos assim a forma geral das amplitudes mostradas na figura 4.4 bem como o limite especialθ pT≫ 1

quando os resultados se simplificam consideravelmente. No caso geral, a expressão para a função de três pontos
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é obtida em termos da amplitude, usando a expressão (4.1.56) de tal forma que

ΓABC
µνλ (p1, p2, p3) =− 1

(2π)3

∫
d3~k

2|~k|
N(|~k|) A

ABC
µνλ

∣
∣
∣
k0=|~k|

; A,B,C = 0,1,2, · · · ,N2−1. (4.1.57)

O cálculo completo das integrais em (4.1.57) é bastante complicado, até mesmo no caso da teoria comutativa. No

entanto, precisamente como nos casos analisados anteriormente, nos quais a condiçãopi ≪ k∼ T foi utilizada,

verificamos que a identidade de Ward

pλ
3 ΓABC

µνλ (p1, p2, p3) = igCABX(p1, p2)
(
ΠXC

µν (p1)−ΠXC
νµ (p2)

)
(4.1.58)

é satisfeita paraquaisquer valoresdeθ pT. Ou seja, temos aqui exatamente o tipo de identidade que aparece em

(2.1.69b) envolvendo os vértices da ação clássica (fazendo a substituiçãof abc→CABC(p1, p2)). No caso especial

θ pT≫ 1 a identidade é facilmente verificada usando (4.1.55) e a expressão para o tensor de polarização em

(4.1.1).

Embora estes resultados sejam formalmente semelhantes ao que se obtém na QCD comutativa, podemos no-

tar algumas importantes diferenças especialmente no que se refere à dependência com a temperatura. Ao contrário

da QCD, as integrais em (4.1.57) não possuem simplesmente um comportamentoT2, mas simT2 f (θ pT), onde

p representa um dos momentos externos. Além disso, as equações (4.1.20) e (4.1.25), juntamente com a iden-

tidade de Ward (4.1.58), implicam que olimite est́atico da funç̃ao de tr̂es pontośe não nulo. Este importante

resultado contrasta com a QCD onde o tensor de polarizaçãoé a única função 1PI que possui limite estático não

nulo na regiãopi ≪ k∼ T. Há portanto, uma possı́vel contribuição extra para os efeitos de blindagem.

4.1.4 Aç̃ao efetiva

A identidade de Ward (4.1.58), satisfeita para valores quaisquer deθ pT, nos leva naturalmente a considerar

a possibilidade de uma descrição dos fenômenos na escalapi ≪ k∼ T em termos de uma ação efetiva. Terı́amos

assim uma generalização da QCD comutativa onde a ação efetiva desempenha uma papel importante no programa

de ressoma dos efeitos da escala de momento durok∼ T. É interessante salientar que o setorU(1) se desacopla

no limite θµν → 0 e os resultados usuais da QCD comutativa são recuperados.Efeitos de mistura UV/IR, bem

conhecidos na teoria a temperatura nula, não estão presentes, uma vez que a temperaturaT fornece um corte

ultravioleta para as amplitudes térmicas, tornando o limite θµν → 0 suave.

As principais propriedades verificadas pelo cálculo direto das amplitudes nas seções 4.1.1 e 4.1.3 podem ser

sumarizadas como:

(a) As amplitudes, no espaço de configuração, possuem não localidades da forma(k ·∂ )−1.

(b) Os integrandos em (3.1.12) serão sempre funções homogêneas emk multiplicadas por fatores trigonométricos.

(c) As amplitudes satisfazem identidades de Ward como em (2.1.69) comf abc→CABC(p1, p2).

Supondo que estas propriedades se generalizem para todas asordens, e usando argumentos empregados em

[Brandt et al. 1993], talvez seja possı́vel determinar a ação efetiva térmica da versão não comutativa da QCD.

Um primeiro passo nessa direção foi dado na referência [Brandt et al. 2002] utilizando uma versão não-

comutativa do formalismo de equação de transporte, descrito na seção 3.1.2, para regiãoθ pT≫ 1. Neste caso,
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a integração da equação de transporte forneceu o seguinte resultado1

Γnc
therm[A] =

g2 π2T2

12
N
∫

d4x
∫

dΩ
(2π)3

[(
Kα

K̂ ·D
FA

µα

)

⋆

(
Kβ

K̂ ·D
FA µβ

)]

, (4.1.59)

ondeFA
µν TA = Fµν é dado por (2.3.29). Esta é a generalização mais naturalque poderı́amos esperar partindo

da ação efetiva da teoria de Yang-Mills comutativa, dada em (3.1.36), e introduzindo o produto Grönenwold-

Moyal. As derivadas funcionais desta ação concordam com os resultados obtidos para as funções 1PI de dois

e três pontos, obtidas nas seções anteriores, no caso especial θ pT≫ 1. Entretanto, levando em conta que a

identidade de Ward em (4.1.58) foi verificada para qualquerθ pT, é natural supor que exista uma ação efetiva

mais geral. Uma parte de resposta à esta questão foi obtidaem [Brandt et al. 2003] onde o limite estático foi

considerado. Um aspecto central revelado por esta análisefoi a necessidade de se encontrar a correta definição

para a generalização não-comutativa do termo de “força” análogo àFα na equação (3.1.24).

Este problema foi investigado em [Brandt, Das e Frenkel 2002], onde propusemos uma equação de trans-

porte para excitações térmicas possuindo cargae, e obtivemos, a partir dessa, a auto-energia e a função de

três fótons, correspondentes às contribuições de “loops” fermiônicos carregados. Em seguida, consideramos

a equação de transporte que descreve as contribuições de “loops” bosônicos neutros (fótons). Essa equação des-

creve excitações térmicas, não puntiformes, as quais interagem de uma maneira intrinsecamente não comutativa

com os campos externos aplicados ao plasma. No limite de pequenos valores dos momentos externos, essa nova

interação é caracteristicamente do tipoquadrupolo, possuindo também termos não locais.É interessante notar

que a imagem convencional de excitações neutras descritas em termos de dipolos [Sheikh-Jabbari 1999], adquire

um comportamento térmico efetivamente quadrupolar para escalas de altas temperaturas. Naturalmente, um im-

portante teste para esta proposta de ação efetiva foi a concordância com os resultados apresentados nas seções

anteriores, paraθ pT assumindo quaisquer valores2.

Mais recentemente, esta proposta de equação de transporte foi derivada a partir do operador de Wigner na

QED não-comutativa [Brandt, Das e Frenkel 2003]. Usando a equação de transporte assim obtida, foi possı́vel

verificar que as funções 1PI de dois e três pontos concordam com os resultados aqui obtidos, para qualquerθ pT,

no caso especial do grupoU(1). Posteriormente, em [Das et al. 2003] o método de quantizac¸ão com campo de

fundo [Dewitt 1967, Honerkamp 1972] foi empregado para derivar a função de Wigner e foi obtida uma forma

fechada para a função de distribuiçãof (x,k) da QED não-comutativa. Em vista da similaridade formal existente

entre a QED não-comutativa e a teoria de Yang-Mills, os desenvolvimentos descritos acima tiveram recentemente

uma interessante aplicação no contexto da QCD comutativa, onde foi obtida a forma fechada para a função de

distribuição [Frenkel e Taylor 2004].

1Estamos adotando a notação e convenções compatı́veis com o presente trabalho.
2Uma forma mais compacta dos resultados das seções anteriores, particularizados para o casoN = 1, está dada nas equações (13), (14) e

(15) de [Brandt, Das e Frenkel 2002].
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5 Consideraç̃oes finais e alguns possı́veis
desdobramentos

Apresentamos aqui alguns temas relacionados a um conjunto especı́fico de trabalhos que desenvolvemos

ao longo dos últimos anos, com ênfase na linha de pesquisa sobre teorias de calibre a temperatura finita e sua

generalização para espaços não-comutativos. Procuramos incluir trabalhos que possuem certas caracterı́sticas

comuns, mesmo que somente do ponto de vista formal. A inclus˜ao de outros temas, como por exemplo os

trabalhos sobre teorias de Chern-Simons, tornaria o texto longo e pouco coeso.

Alguns dos problemas aqui abordados podem vir a produzir certos desdobramentos. Por exemplo, o pro-

blema da blindagem magnética em teorias de Yang-Mills não-comutativas, levando em conta a teoria de resposta

linear e possı́veis contribuições da função de três pontos. O estudo de correções de ordem de dois loops e

correções para a pressão também pode vir a ser investigado.

Um outro problema que temos procurado entender, mais recentemente, é sobre a possibilidade de que os

efeitos de não-comutatividade possam influenciar tambémas interações gravitacionais. Uma possı́vel motivação

para este estudo são os efeitos produzidos pela introduç˜ao da escalaθ T, especialmente a modificação das relações

de dispersão da teoria de Yang-Mills vista na seção 4.1.2. Uma questão imediata que podemos tentar responder é

sobre qual seria a modificação introduzida nos modos transversais e de traço nulo discutidos na seção 3.4.

O primeiro passo para iniciar esta investigação consisteem saber qual seria a ação que descreve as interações

com os campos do grávitonhµν quando a não-comutatividade é levada em conta. Este problema tem sido inves-

tigado recentemente em diversos trabalhos com diferentes nı́veis de profundidade1. O tipo de abordagem que a

primeira vista nos pareceu mais simples e familiar é a adotada por Moffat em [Moffat 2000, Moffat 2000] cuja a

motivação principal era investigar as propriedades de renormalizabilidade da versão não-comutativa da gravitac¸ão

(a conclusão destas investigações é que a teoria permanece não renormalizável). A não-comutatividade foi intro-

duzida de maneira bastante simples, trocando os produtos usuais na expansão perturbativa da ação de Einstein-

Hilbert, em (2.2.1), pelo produto de Grönenwold-Moyal em (2.3.22).

No entanto, não é evidente que essa maneira de introduzir anão-comutatividade seja compatı́vel invariância

de gauge da ação, uma vez queθµν não se transforma como um tensor. Na verdade, como o caráter não-tensorial

deθµν viola até mesmo a simetria de Lorentz, certas generalizações do produto de Grönenwold-Moyal tem sido

consideradas [Carlson, Carone e Zobin 2002, Das e Frenkel 2004]. No caso das interações gravitacionais, talvez

seja possı́vel introduzir um produto de Grönenwold-Moyalmodificado onde a derivada usual é substituı́da por

uma derivada co-variante e o parâmetro não comutativo porum tensor. Em 1+1 dimensões esta possibilidade foi

explorada na referência [Barcelos-Neto 2002]. Uma caracterı́stica comum destas generalizações é que o produto

1Ao invés de citar um longa lista de referências, sugerimosuma busca emhttp://www.slac.stanford.edu/spires/hep/ , usando
palavras tais como “gravity” e “noncommutative”.

http://www.slac.stanford.edu/spires/hep/
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de Grönenwold-Moyal perde sua simplicidade original e certas propriedades simples, tais como a associatividade

e a ciclicidade, podem deixar de ser verdadeiras. Isto tornaria a realização de cálculos explı́citos extremamente

complicada, mesmo no caso de uma expansão perturbativa de campo gravitacional fraco.

Por outro lado, nossa experiência com as teorias de gauge formuladas a temperatura finita revela a existência

de teorias efetivas cujos açõesnão s̃ao invariantes sob transformações globais mas exibem invariância sob as

transformações locais. Um exemplo explı́cito é o funcional obtido em (3.3.16) que é invariante sob (2.2.18)

mas é dependente do referencial do banho térmico. De fato,embora os termos individuais em (3.3.16) sejam

dependentes de referencial2 eles estão relacionados entre si por identidades de Ward. Ou seja, mesmo na presença

donão tensor uµ , o funcional ação efetiva é invariante sob transformações locais.

Vimos, na seção 2.2.1, como a ordem mais baixa da expansãoação de Einstein-Hilbert, dada em (2.2.21),

é obtida utilizando apenas a invariância sob as transformações (2.2.18), e mencionamos que este procedimento

poderia ser iterado de maneira a obter as ordens superiores.Essa simples técnica de livro texto3 talvez possa

ser aplicada com o objetivo de construir a versão não comutativa da ação (3.3.22) que é o modelo mais simples

envolvendo interações gravitacionais4. A maneira mais geral de parametrizar as diferentes ordens ´e

S(0)
ncs =

1
2

∫

d4xηµν ∂µφ ∂νφ , (5.0.1a)

S(1)
ncs =

1
2

∫

d4xC(1)µνµ1ν1 hµ1ν1 ⋆ ∂µφ ⋆ ∂νφ , (5.0.1b)

S(2)
ncs =

1
2

∫

d4xC(2)µνµ1ν1µ2ν2 hµ1ν1 ⋆hµ2ν2 ⋆ ∂µφ ⋆ ∂νφ , (5.0.1c)

... (5.0.1d)

S(n)
ncs =

1
2

∫

d4xC(n)µνµ1ν1...µnνn hµ1ν1 ⋆ · · ·⋆hµnνn ⋆ ∂µφ ⋆ ∂νφ . (5.0.1e)

A ordem zero é simplesmente a teoria escalar livre, uma vez que o produto⋆ não modifica a parte quadrática. As

estruturasC(n) envolvem combinações de produtos da métrica de Minkowski. Por exemplo, levando em conta a

simetria dehµ1ν1 podemos escrever

C(1) = aηµνηµ1ν1 +b
(
ηµµ1ηνν1 + ηµν1ηνµ1

)
. (5.0.2)

Note que estruturas envolvendo derivadas estão excluı́das por razões de dimensionalidade e localidade (a não

localidade está restrita ao produto⋆). É interessante notar que, independentemente do valor das constantesa eb,

esta simetria implica em

S(1)
ncs=

1
4

C(1)µνµ1ν1

∫

d4xhµ1ν1

{
∂µφ ,∂ν φ

}

⋆
. (5.0.3)

Portanto o vértice correspondente envolve somente o cos(p1× p2), ondep1 e p2 são os momentos associados

às partı́culas escalares (ver equação (2.3.24)). Esta simetria da ação sobθµν ↔ −θµν é possivelmente uma

propriedade que deve ser mantida em ordens superiores.

Os coeficientesa e b podem agora ser determinados relacionandoS(1)
ncs com S(0)

ncs via invariância sob as

transformações locais. Nesta ordem, apenas o termo independente dehµν em (2.2.18) é relevante. Mas devemos

2O exemplo mais simples disso é o termo de ordem mais baixa em (3.3.15).
3Ver por exemplo a página 422 da referência [Zee 2003].
4Note que não podemos introduzir efeitos de não comutatividade fazendo simplesmente a substituição dos produtos decampos na ação

(3.3.22) pelo produto Grönenwold-Moyal, pois isso certamente violaria a invariância local da ação.
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também incluir a variação do campo escalar. Na teoria comutativa, terı́amos simplesmente

δφ = ω µ ∂µφ . (5.0.4)

A paridade deS(0)
ncs+S(1)

ncssobθµν ↔−θµν nos informa que a generalização natural de (5.0.4) deve ser

δφ =
1
2

{
ω µ ,∂µ φ

}

⋆
. (5.0.5)

Da mesma forma, os termos em (2.2.18) que evolvem produtos devem ser substituı́dos pela metade do anti-

comutador Moyal5. Impondo a condição de invariânciaδ (S(0)
ncs+S(1)

ncs) = 0, um cálculo direto fornecea = 1/2 e

b =−1/2 em (5.0.2). Portanto, a ação até primeira ordem emhµν é

Sncs=
1
2

∫

d4x

(

ηµν +
1
2

ηµν hα
α −hµν

)
1
2

{
∂µφ ,∂νφ

}

⋆
+O(h2). (5.0.6)

Este resultado é de certa forma trivial, tendo em vista que otermo entre perêntesis é simplesmente a linearização

de
√−ggµν . Nesta ordem não ocorrem produtos⋆ envolvendo os próprios campos gravitacionais. No entanto,

ele tem o mérito de mostrar a sistemática a ser empregada para ordens superiores6.

Embora o conjunto de equações (5.0.1) não constitua a forma mais elegante de escrever uma ação, toda a

informação relevante para a obtenção das regras de Feynman pode em pricı́pio ser assim obtida. Na verdade,

mesmo que tivéssemos uma forma fechada para a ação7, a expansão em (5.0.1) seria o ponto de partida em

cálculos perturbativos das funções de Green da teoria. Por exemplo, uma vez obtida a forma deS(2)
ncs, poderemos

calcular a versão não comutativa do tensor de polarizaç˜ao gravitacional cujos diagramas são idênticos aos mos-

trados na figura 3.4. Note que a contribuição para a função de um ponto (primeiro diagrama da figura 3.4) pode

ser calculada usando somente a ação dada em (5.0.6). Porém, o resultado será o mesmo que na teoria comutativa,

pois o momento externo é nulo neste caso.

Mesmo sem ter a forma explı́cita do tensor de polarização,podemos adiantar qual seria a sua estrutura geral.

Vimos como a introdução deθµν na QED gerou duas novas estruturas transversais. Da maneirasemelhante,

no caso gravitacional, devemos levar em conta todas as poss´ıveis estruturas tensoriais. Para referência futura,

apresentamos na tabela C.2, do apêndice C, os possı́veis tensores que devem ser incluı́dos de maneira a estender

a base mostrada na tabela C.1. Além disso, exibimos tambéma forma geral dos novos modos transversais e de

traço nulo.

5É interessante notar que na QED não-comutativa a transformaçãoθµν ↔−θµν e Aµ ↔−Aµ possui uma interpretação em termos de
conjugação de cargaquando levamos em conta que o espectro das teorias não-comutativas contémdipoloscujo momento de dipolo é pro-
porcional àθi j pj [Sheikh-Jabbari 2000]. A equação (2.3.29) mostra queFµν muda de sinal sob estas transformações e a ação correspondente
permanece invariante. Ao mesmo tempo, as transformaçõesde gauge são consistentes com esta invariância da ação,como pode ser visto
tomando, por exemplo,N = 1 em (2.3.35).

6O cálculo algébrico das ordens superiores pode em princı́pio ser implementado em um algoritmo de computação simbólica. O resultado
deste cálculo nos dirá se este cenário é consistente.

7Não está descartada a possibilidade de se encontrar umansatza partir da forma individual de cada termo.
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APÊNDICE A -- Equação de Dyson-Schwinger

TomandoFi [φ ] = fi = constante vemos que a (2.1.77) se reduz a

(
δS
δφi

[
1
i

δ
δJ

]

+Ji

)

Z[J] = 0. (A.0.1)

Esta é a importanteequaç̃ao de Dyson-Schwingerpara o funcional gerador das funções de Green desconexas

[Dyson 1949, Dyson 1949, Schwinger 1951, Schwinger 1951]. Na linguagem diagramática esta equação permite

obter todos os diagramas de Feynman que contribuem para um dado processo, ordenando-os de acordo com o

número de vértices (a ordem em teoria de perturbação). Por exemplo, em um cenário fı́sico descrito por uma

ação possuindo termos cúbicos e quárticos a versão diagramática da equação (A.0.1) é

= + +__ __
!32

1 1 . (A.0.2)

A interpretação fı́sica é clara. A amplitude de probabilidade de desaparecimento ou criação de uma partı́cula,

representada pelo diagrama do lado direito, é obtida pela superposição das amplitudes de probabilidade dos

processos deabsorç̃ao ou criaç̃ao por uma fonte(representada pela cruz) e de processos envolvendo cada uma

das possı́veis interações. O diagramarepresenta o funcional gerador

Z[J] =
∞

∑
m=0

1
m!

Gi1,···imJi1 · · ·Jim, (A.0.3)

ondeGi1···im é a função de Green dem pontos. Portanto, qualquer função de Green desconexa pode ser obtida

via diferenciação funcional da equação (A.0.2). Os diagramas até uma dada ordem perturbativa são obtidos pela

iteração da equação. A representação diagramáticaé também útil para estabelecer a relação entre o funcional

geradorZ[J] e o funcional geradorW[J] da funç̃oes de Green conexas. De fato, ao seguir uma linha para dentro

de uma função desconexa, ocorrerá a fatoração entre uma parte que se conecta à linha e o restante, de tal forma

que podemos escrever

=
�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������
�������

1
i

δZ[J]

δJi
=

δ W[J]

δJi
Z[J]

. (A.0.4)

Ou seja,

Z[J] = eiW[J]. (A.0.5)
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Naturalmente, os processos fisicamente interessantes sãoaqueles descritos pelas funções de Green conexas

Gc
i1,···im em termos das quais

W[J] =
∞

∑
m=0

1
m!

Gc
i1,···imJi1 · · ·Jim. (A.0.6)

Usando (A.0.1) e (A.0.4), a correspondente equação de Dyson-Schwinger para as funções conexas pode ser

escrita como1
δS
δφi

[
δW[J]

δJ
+

δ
δJ

]

+Ji = 0. (A.0.7)

No caso de uma teoria com interações cúbica e quártica, esta equação possui a seguinte versão diagramática

+
2
1

+
2
1
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!3

1

+ __
!3
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3

(A.0.8)

Em geral, diagramas conexos, tais como os que aparecem no exemplo mostrado na equação (A.0.8), podem

ainda ser expressos em termos dosdiagramas de Feynman 1PI(“one particle irreducible”). De fato, seguindo

uma linha qualquer de um diagrama conexo, teremos a seguintesituação descrita na figura abaixo
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. (A.0.9)

Ou seja, a linha que penetra o diagrama conexo pode encontraruma fonte (denotada pela cruz) ou um digrama

1PI. O diagrama 1PI, por sua vez, pode estar conectado por uma, duas, etc, linhas a diagramas conexos. As

funções de Green representadas pelos diagramas 1PI
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�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������

i
j

k...
≡ Γi j ···k (A.0.10)

são definidas de tal forma que não podem ser desconectadas cortando-se somente uma de suas linhas internas.

1Estamos usando a relação
1

Z[J]
δ

δJ
(Z[J] f [J]) =

(
δW[J]

δJ
+

δ
δJ

)

f [J].
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Além disso, ao contrário das funções de Green conexas,Γi j ···k não possui propagadores nas pernas externas. Os

ı́ndicesi, j, · · · k estão diretamente associados aos vértices do diagrama 1PI. Introduzindo o “campo”φ através

da relação

φi ≡
δW[J]

δJi
=

������
������
������
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������
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������

, (A.0.11)

podemos escrever a forma analı́tica de (A.0.9) como

φi = ∆i j

(

Jj + Γ j + Π jk φk +
1
2

Γ jkl φk φl + · · ·
)

, (A.0.12)

onde∆i j é o propagador nu eΠ jk é aauto-energia pŕopria (note que esta é umaequaç̃ao integralpara o campo

φ ). É conveniente também definir a grandezaΓi j ≡−∆−1
i j + Πi j de modo a reescrever (A.0.12) como

Ji + Γi + Γi j φ j +
1
2

Γi jk φ j φk + · · ·= 0. (A.0.13)

Introduzindo aação efetiva(funcional gerador das funções de Green 1PI)

Γ[φ ] = ∑
m=1

1
m!

Γi j ···k

m
︷ ︸︸ ︷

φk · · · φ j φi , (A.0.14)

podemos reescrever a relação (A.0.9) entre funções conexas e 1PI como

�������
�������
�������
�������
�������
�������

�������
�������
�������
�������
�������
�������

+ = 0

Ji +
δΓ[φ ]

δφi
= 0

. (A.0.15)

As relações (A.0.11) e (A.0.15) podem ser sumarizadas natransformaç̃ao de Legendre

W[J] = Γ[φ ]+ φi Ji . (A.0.16)

Note que as condiçõesδW/δφ = δΓ/δJ = 0 seguem da relação acima, usando (A.0.11) e (A.0.15).

A fim de obter as equações de Dyson-Schwinger para as funç˜oes 1PI, podemos agora utilizar a equação

(A.0.11) eliminando derivadas em relação àJ por derivadas em relação àφ de tal forma que

δ
δJi

=
δφ j

δJi

δ
δφ j

=
δ 2W[J]

δJiδJj

δ
δφ j

. (A.0.17)

O lado direito desta relação pode ser implicitamente expresso em termos de funções 1PI tomando a derivada

funcional de (A.0.15) em relação àJj

0 = δi j +
δ

δJj

δΓ[φ ]

δφi
= δi j +

δ 2W[J]

δJjδJk

δ 2Γ[φ ]

δφkδφi
. (A.0.18)

O significado diagramático desta relação torna-se mais claro quando separamos a ação efetiva em uma parte livre

e uma parte de interação

Γ[φ ] =−1
2

φi ∆−1
i j φ j + ΓI [φ ] (A.0.19)
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de tal forma que podemos extrair de (A.0.18) a seguinte relac¸ão
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�������
�������
�������
�������
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+ · · ·

δ 2W[J]

δJiδJj
= ∆i j + ∆ik

δ 2ΓI [φ ]

δφkδφl
∆l j + · · ·

. (A.0.20)

Assim,δ 2W[J]/δJiδJj ≡W′′[J] é o propagador completo o qual soma todas as auto-energias próprias. Ou seja,

W′′[J] =
1

∆−1−Γ′′I [φ ]
. (A.0.21)

Temos agora todas as relações necessárias para reescrever uma equação de Dyson-Schwinger diretamente para

as funções de Green 1PI. Usando as equações (A.0.11) e (A.0.15) podemos agora reescrever a equação (A.0.7)

trocando derivadas em relação aJ por derivadas em relação aφ bem como utilizar (A.0.21). Fazendo isto, teremos

δΓ[φ ]

δφi
=

δS[φ ]

δφi

[

φ +W′′[J]
δ

δφ

]

. (A.0.22)

Esta importante relação revela uma das razões para a denominação “ação efetiva” utilizada paraΓ[φ ]. Vemos

que se as derivadas funcionais forem desconsideradas, a ação efetiva se reduz à ação clássica. O papel das

derivadas é gerar “loops”, ou seja,correç̃oes qûanticasou flutuaç̃oes t́ermicas. É conveniente exibir a estrutura

da equação (A.0.22) no caso mais concreto de uma teoria possuindo interações cúbicas e quárticas, como fizemos

anteriormente. Neste caso, a equação (A.0.22) adquire a seguinte forma

δΓ[φ ]

δφi
= −∆−1

i j φ j +
1
2

γi jk φk φ j +
1
6

γi jkl φl φk φ j

+
1
2

γi jk
δ 2W[J]

δJkδJj
+

1
2

γi jkl φl
δ 2W[J]

δJkδJj

+
1
6

γi jkl
δ 2W[J]

δJjδJm

δ 2W[J]

δJkδJn

δ 2W[J]

δJl δJp

δ 3Γ[φ ]

δφmδφnδφp
.

(A.0.23)

Na primeira linha da equação acima temos as contribuições da ação clássica (estas contribuições são de fato

puramente cĺassicas, quando o campoφ é dado pelo primeiro termo do lado esquerdo da equação (A.0.12)).

Também no caso da equação (A.0.23) é conveniente escrever a correspondente versão diagramática, que é dada

por
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A linha cortada com “/”, no primeiro diagrama do lado direito da equação, representa o inverso do propagador (um

“vértice” quadrático). As funções de Green próprias podem agora ser obtidas iterativamente tomando derivadas

de (A.0.24) em relação àφ . Por exemplo, tomando a primeira derivada em relação àφ , teremos a seguinte

equação de Dyson-Schwinger para a auto-energia
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. (A.0.25)

Na relação acima foi empregada a identidade

δ
δφi
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(A.0.26)

que pode ser obtida a partir de (A.0.20).
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APÊNDICE B -- Cálculo de funç̃oes de estrutura na teoria de

Yang-Mills não-comutativa

Vamos calcular as integrais nas equações (4.1.4a)–(4.1.4d). Consideremos primeiramente

p0p̃µΠAB
µ0 =

2g2Nδ A,B

(2π)3

∫
d3~k

|~k|
N(|~k|)

[
1− δ A,0cos(k · p̃)

]
K · p̃

[
p2

(K · p)2 −
p0

K · p

]

. (B.0.1)

Usando um sistema de coordenadas formado pelos eixos~p
|~p| e

~̃p
|~̃p| e levando em conta que o integrando é uma

função ı́mpar de~K · ~̃p, concluı́mos que

ΠAB
4 = 0. (B.0.2)

UsandoGµ
µ = 2, o traço pode ser escrito como

Πµ AB
µ =

4g2Nδ A,B

(2π)3

∫
d3~k

|~k|
N(|~k|)

[
1− δ A,0cos(k · p̃)

]
. (B.0.3)

Usando as coordenas mostradas na figura B.1,

p~

p
pp~φ

ψ

k

x

Figura B.1:

k · p̃ =−|~p|θ |~k| cos(ψ), (B.0.4)

podemos escrever (comu≡ |~k|T )

Πµ AB
µ =

4g2Nδ A,BT2

(2π)3

∫ ∞

0

udu
eu−1

∫ 2π

0
dφ
∫ 1

−1
dζ
[
1− δ A,0cos(τ uζ )

]

=
8g2Nδ A,BT2

(2π)2

∫ ∞

0

udu
eu−1

[

1− δ A,0 sin(τ u)

τ u

]

. (B.0.5)
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Expressando a distribuição de Bose em termos da série geométrica,

1
eu−1

=
∞

∑
n=1

e−nu,
u

eu−1
=−

∞

∑
n=1

d
dn

e−nu. (B.0.6)

∫ ∞

0

udu
eu−1

=−
∞

∑
n=1

d
dn

∫ ∞

0
due−nu =

∞

∑
n=1

1
n2 =

π2

6
(B.0.7)

e, semelhantemente,
∫ ∞

0

sin(bu)du
eu−1

=
∞

∑
n=1

∫ ∞

0
sin(bu)e−nudu

=
∞

∑
n=1

∫ ∞

0

1
2i

(

e(ib−n)u−e(−ib−n)u
)

du= b
∞

∑
n=1

1
b2 +n2 , (B.0.8)

obtemos de (B.0.5)

Πµ AB
µ =

8g2Nδ A,BT2

(2π)2

[

π2

6
− δ A,0

∞

∑
n=1

1
n2 + τ2

]

(B.0.9)

Empregando as coordenadas mostradas na figura B.2,

ΠAB
00 =

2g2Nδ A,B T2

(2π)3

∫ 1

−1
d(cos(ψ))

∫ ∞

0

duu
eu−1

∫ 2π

0
dφ
[

1− 2σ
σ −cos(ψ)

+
σ2−1

(σ −cos(ψ))2

]

×
[
1− δ A,0cos(τ u sin(ψ)cos(φ))

]
. (B.0.10)

Usando [Gradshteyn e Ryzhik 1980]

p~ p~p

p

φ

ψ

k

x

Figura B.2:

∫ 2π

0
dφ cos(a cos(φ)) = 2πJ0(a), (B.0.11)

obtemos

ΠAB
00 =

2g2Nδ A,B T2

(2π)2

∫ 1

−1
d(cos(ψ))

∫ ∞

0

duu
eu−1

[
1− δ A,0J0(τ u sin(ψ))

]

×
[

1− 2σ
σ −cos(ψ)

+
σ2−1

(σ −cos(ψ))2

]

. (B.0.12)

Usando a relação
∫ ∞

0

duu
eu−1

J0(au) =−
∞

∑
n=1

d
dn

∫ ∞

0
e−nuJ0(au) (B.0.13)



88

podemos escrever [Gradshteyn e Ryzhik 1980]

=−
∞

∑
n=1

d
dn

1√
n2 +a2

=
∞

∑
n=1

n

(n2 +a2)3/2
≈ π2

6

(

1− π2a2

10

)

. (B.0.14)

De acordo com as equações (B.0.7) e (B.0.14), (B.0.12) pode ser escrita como

ΠAB
00 =

2g2Nδ A,B T2

(2π)2

∫ 1

−1
dζ
[

1− 2σ
σ − ζ

+
σ2−1

(σ − ζ )2

]

×
[

π2

6
− δ A,0

∞

∑
n=1

n

[n2 + τ2(1− ζ 2)]3/2

]

. (B.0.15)

Finalmente, vamos calcularp̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν . Usando (4.1.1) e as coordenadas mostradas na figura B.2, obtemos

p̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν = −2g2Nδ A,B T2

(2π)3

∫ 1

−1
d(cos(ψ))

∫ ∞

0

duu
eu−1

∫ 2π

0
dφ

×
[

σ2−1
(σ −cos(ψ))2 (sin(ψ)cos(φ))2−1

]

×
[
1− δ A,0cos(τ u sin(ψ)cos(φ))

]
. (B.0.16)

Fazendo a integração emφ [Gradshteyn e Ryzhik 1980]

∫ 2π

0
dφ cos2 φ cos(acos(φ)) =

1
2

∫ 2π

0
dφ(1+cos(2φ))cos(acos(φ)) = π [J0(a)−J2(a)] , (B.0.17)

obtemos

p̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν = −2g2Nδ A,B T2

(2π)2

∫ 1

−1
d(cos(ψ))

(

−
∞

∑
n=1

d
dn

∫ ∞

0
e−nudu

)

×
{[

σ2−1
(σ −cos(ψ))2

sin2 ψ
2
−1

]
[
1−J0(τ u sin(ψ))δ A,0]

+
σ2−1

(σ −cos(ψ))2

sin2 ψ
2

J2(τ u sin(ψ))δ A,0
}

. (B.0.18)

De maneira semelhante à (B.0.7) e (B.0.13), teremos no presente caso

∫ ∞

0

duu
eu−1

J2(au) =−
∞

∑
n=1

d
dn

∫ ∞

0
e−nuJ2(au) (B.0.19)

que pode ser escrita como [Gradshteyn e Ryzhik 1980]

−
∞

∑
n=1

d
dn

∫ ∞

0
e−nuJ2(au) = −

∞

∑
n=1

d
dn

a−2(
√

n2 +a2−n)2
√

n2+a2

=
1
a2

∞

∑
n=1

(n−
√

n2 +a2)2(2
√

n2 +a2+n)

(n2 +a2)3/2

≈ 3
4

a2
∞

∑
n=1

1
n4 =

π4a2

120
. (B.0.20)

Podemos agora reduzirp̃µ p̃ν

p̃2 ΠAB
µν a expressão envolvendo a integral emζ = cos(ψ) dada na equação (4.1.8).
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APÊNDICE C -- Estrutura geral do tensor de polarização

gravitacional

A estrutura geral do tensor de polarização pode ser escrita como

Πµν αβ (p,θ ,u) =
29

∑
i=1

ci(p,θ ,u)T i
µν αβ (p,θ ,u). (C.0.1)

As 14 primeiras estruturas são dadas na tabela C.1. As novasestruturas, mostradas na tabela C.2, foram obtidas

a partir da tabela C.1 segundo a seguinte sistemática. Primeiramente consideramos o conjunto formado por

T 6, . . . ,T 14 trocandok→ k̃ e u→ k̃. Procedendo da mesma maneira com as estruturasT8, T12 T13, cada uma

delas vai gerar uma única estrutura. Já as seis restantes geram duas estruturas cada. Isso produz as 15 estruturas

mostradas na tabela C.2, onde foram introduzidos fatores apropriados de modo a torna-las admensionais.

A partir destas estruturas, é possı́vel gerar cinco grandezas transversais e de traço nulo, mutuamente ortogo-

nais, as quais podem ser expressas em termos das combinações lineares

TI =
29

∑
j=1

cI j
T j ; I = A,B,C,D,E. (C.0.2)

O trabalho hercúleo envolvido no cálculo das constantes de estrutura foi feito com o uso de computação simbólica.

Os resultados são mostrados na tabela C.3 e estão expressos em termos dos parâmetros

r2
c =

p2
0

|~p|2 −1 e r2
nc = |~̃p|2 |~p|2. (C.0.3)

Temos assim a generalização não-comutativa dos resultados da tabela 3.1.

Expressando as componentes transversais e de traço nulo dotensor de polarização na forma (omitindo

ı́ndices)

ΠTT = cATA +cBTB +cCTC +cDTD +cETE (C.0.4)

e empregando (C.0.1) obtemos

cA = 2c1 + r2
cr2

nc

(

c24−
3c22

4

)

(C.0.5a)

cB = 2

(

c1−
c2

r2
c

)

+ r2
cr2

ncc24 (C.0.5b)

cC = 2

(

c1−
4c2

3r2
c

+
c3

3r4
c

)

− r2
cr2

nc

2
c22 (C.0.5c)

cD =−r2
cr2

nc

(

c24+
3c22

8

)

(C.0.5d)

cE = r2
cr2

nc
c22

4
. (C.0.5e)
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Portanto, as cinco constantes de estrutura que determinam aparte transversal e de traço nulo do tensor de

polarização sãoc1, c2, c3, c22 a c24.

T1
µν αβ = ηµα ηνβ + ηµβ ηνα

T2
µν αβ = ηµαuνuβ + ηµβ uνuα + ηναuµuβ + ηνβ uµuα

T3
µν αβ = uµuνuαuβ

T4
µν αβ = ηµν ηαβ

T5
µν αβ = ηµν uαuβ + ηαβ uµuν

T6
µν αβ =

1
p ·u

[
(ηµα pν + ηνα pµ)uβ +(ηµβ pν + ηνβ pµ)uα+

+(ηµαuν + ηναuµ)pβ +(ηµβ uν + ηνβ uµ)pα
]

T7
µν αβ =

1
p ·u

(
pµuνuαuβ + pνuµuαuβ + pαuµuνuβ + pβ uµuνuα

)

T8
µν αβ =

1
p2

(
ηµα pν pβ + ηµβ pν pα + ηνα pµ pβ + ηνβ pµ pα

)

T9
µν αβ =

1
p2

(
pµ pνuαuβ + pα pβ uµuν

)

T10
µν αβ =

1
(p ·u)2

[
(pµ uν + pνuµ)(pαuβ + pβ uα)

]

T11
µν αβ =

1
p2 p ·u

(
uµ pν pα pβ +uν pµ pα pβ +uα pµ pν pβ +uβ pµ pν pα

)

T12
µν αβ =

1
p4 pµ pν pα pβ

T13
µν αβ =

1
p2

(
ηµν pα pβ + ηαβ pµ pν

)

T14
µν αβ =

1
p ·u

[
ηµν

(
pαuβ +uα pβ

)
+ ηαβ

(
pµuν +uµ pν

)]

Tabela C.1: Base tensorial para o tensor de polarização dográviton no espaço-tempo comutativo. As quatorze
estruturas independentes construı́das comηµν , pµ e uµ satisfazem a condição de simetriaT i

µν,αβ = T i
νµ,αβ =

T i
µν,β α = T i

αβ ,µν .
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T15
µν αβ = p2

(
ηµα p̃ν p̃β + ηµβ p̃ν p̃α + ηνα p̃µ p̃β + ηνβ p̃µ p̃α

)

T16
µν αβ = p4p̃µ p̃ν p̃α p̃β

T17
µν αβ = p2

(
ηµν p̃α p̃β + ηαβ p̃µ p̃ν

)

T18
µν αβ = (ηµα pν + ηνα pµ)p̃β +(ηµβ pν + ηνβ pµ)p̃α

+(ηµα p̃ν + ηνα p̃µ)pβ +(ηµβ p̃ν + ηνβ p̃µ)pα

T19
µν αβ = p ·u

[
(ηµα p̃ν + ηνα p̃µ)uβ +(ηµβ p̃ν + ηνβ p̃µ)uα

+(ηµαuν + ηναuµ)p̃β +(ηµβ uν + ηνβ uµ)p̃α
]

T20
µν αβ = p2

(
pµ p̃ν p̃α p̃β + pν p̃µ p̃α p̃β + pα p̃µ p̃ν p̃β + pβ p̃µ p̃ν p̃α

)

T21
µν αβ = p ·u

(
p̃µuνuαuβ + p̃νuµuαuβ + p̃αuµuνuβ + p̃β uµuνuα

)

T22
µν αβ = pµ pν p̃α p̃β + pα pβ p̃µ p̃ν

T23
µν αβ = p2

(
p̃µ p̃νuαuβ + p̃α p̃β uµuν

)

T24
µν αβ = (pµ p̃ν + pν p̃µ)(pα p̃β + pβ p̃α)

T25
µν αβ = (p ·u)2

[
(p̃µ uν + p̃νuµ)(p̃αuβ + p̃β uα)

]

T26
µν αβ =

1
p2

(
p̃µ pν pα pβ + p̃ν pµ pα pβ + p̃α pµ pν pβ + p̃β pµ pν pα

)

T27
µν αβ = (p ·u) p2

(
uµ p̃ν p̃α p̃β +uν p̃µ p̃α p̃β +uα p̃µ p̃ν p̃β +uβ p̃µ p̃ν p̃α

)

T28
µν αβ = ηµν

(
pα p̃β + p̃α pβ

)
+ ηαβ

(
pµ p̃ν + p̃µ pν

)

T29
µν αβ = p ·u

[
ηµν

(
p̃αuβ +uα p̃β

)
+ ηαβ

(
p̃µuν +uµ p̃ν

)]

Tabela C.2: Quinze estruturas independentes construı́dascom ηµν , pµ , uµ e p̃µ ≡ θµν pν e satisfazendo a
condição de simetriaT i

µν,αβ = T i
νµ,αβ = T i

µν,β α = T i
αβ ,µν .
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i cAi
cBi

cCi
cDi

cEi

1
1
2

0 0
1
2

9
4

2
r2
c

2
− r2

c

2
0 0

3r2
c

2

3
r4
c

2
−2r4

c
3r4

c

2
− 3r4

c

2
9r4

c

4

4 − 1
2

0
1
6

− 1
2

− 13
4

5 − r2
c

2
0

r2
c

2
− r2

c

2
− 5r2

c

4

6 − r2
c

2
− 1

2
r2
c

2
+

1
2

0 0 − 3r2
c

2
− 3

2

7 − r2
c

(
r2
c +1

)

2
2r2

c

(
r2
c +1

)
− 3r2

c

(
r2
c +1

)

2

3r2
c

(
r2
c +1

)

2
− 9r2

c

(
r2
c +1

)

4

8
rc

2

2
− r2

c

2
− 1

2
0 − 1

2
3r2

c

2
− 3

4

9

(
r2
c +2

)
r2
c

2
−2r2

c

(
r2
c +1

)
(
3r2

c +2
)

r2
c

2
−
(
3r2

c +2
)

r2
c

2

(
9r2

c +14
)

r2
c

4

10
r2
c

(
rc

2 +1
)

2
−
(
r2
c +1

)(
4r2

c +3
)

2

3
(
r2
c +1

)2

2
− 3

(
r2
c +1

)2

2

(
3r2

c +3
)(

3r2
c +1

)

4

11 − r2
c

(
r2
c +1

)

2

(
r2
c +1

)(
2rc

2 +1
)

−
(
3r2

c +2
)(

r2
c +1

)

2

(
3r2

c +2
)(

r2
c +1

)

2
−
(
9r2

c +2
)(

r2
c +1

)

4

12
r4
c

2
−2rc

2
(
r2
c +1

)
(
3r2

c +2
)2

6
−
(
3r2

c +4
)

r2
c

2

(
9r2

c +4
)

r2
c

4

13 − r2
c

2
0

r2
c

2
+

1
3

− r2
c

2
− 5r2

c

4
+2

14
r2
c

2
+

1
2

0 − r2
c

2
− 1

2
r2
c

2
+

1
2

5r2
c

4
+

5
4

15 0 0 0
1

r2
ncr2

c

3
2r2

ncr2
c

16 0 0 0
4

r4
ncr4

c
− 6

r4
ncr4

c

17 0 0 0 0 − 4
r2
ncr2

c

22 0 0 0 0
4

r2
ncr2

c

24 0 0 0 − 1
r2
ncr2

c
− 3

2r2
ncr2

c

Tabela C.3: Componentes dos cinco tensores transversais e de traço nulo na base dos tensores exibidos nas tabelas
C.1 e C.2.
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