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RESUMO

Apo6s uma breve revisao sobre topicos basicos de tedeigauge, apresentaremos resultados relacionados
a um conjunto de trabalhos que tratam do formalismo de tder@mpos a temperatura finita aplicada ao estudo
de teorias de gauge. A enfase serd mais especificamenteabathos sobre a versao nao-comutativa destas
teorias. Um dos principais objetivos destes trabalhoséestigacdo fendmenos no limite de altas temperaturas
em termos de uma agao efetiva invariante de gauge. Coaclas com uma breve discussao sobre a possibilidade
de se introduzir a ndo-comutatividade em presenca dagiies gravitacionais.
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1 Introducao

Fendmenos térmicos e ultrarelativisticos sao conausstemas tdo complexos quanto a cosmologia do
universo primordial e a astrofisica de estrelas compamiasniesmo experimentos de colisdo de ions pesados
realizados em laboraté6trio. Presentemente, o formaltsiorico para descrever certos regimes destes fendmenos
é fornecido pela teoria de campos a temperatura finita. Emiuvel fundamental, mas nao necessariamente o
mais fundamental, essa descricao se da em termos dastelericampos de gauge, ou seja, das teorias de gauge
abelianas, ndo-abelianas e da gravitagéoportanto importante que o formalismo teodrico seja dedgilo
da maneira mais completa possivel, em todas as suas esttamitavés de solucdes explicitas das equacdes
envolvidas nestes modélos tebricos.

A derivacao de resultados analiticos em teoria de carapesnperatura finita encontra dificuldades se-
melhantes aquelas enfrentadas na teoria quantica deosamspal, a temperatura zero. Uma das maneiras de
abordar os diversos problemas envolvidos, consiste enlizarts técnicas deoria de perturbago. Os temas
aqui abordados empregam essencialmente este mesmo tgami&at Porém, veremos que, sob certas condicoes,
€ possivel obter informacao sobre todos os termosriaérturbativa a partir do conhecimento de um nimero
finito de termos e de certas simetrias. Uma das condic@esqu isso ocorra & a possibilidade de se variar o
parametrdemperatura Taté certos limites extremos.

Antes de apresentar os problemas mais especificos, aclkamaniente acrescentar um capitulo reunindo
0s principais conceitos pertinentes a esta linha de pesqlgso sera feito no proximo capitulo, onde apresenta-
remos uma breve revisdo sobre certos aspectos de teorigside, intera¢des gravitacionais, teoria de campos
em espacgos hao-comutativos e teoria de campos a tenmyaefiaita. Esta pequena revisao visa também fixar
certas convencdes e notacdes. Aleém disso, preterslenamar a atencao para certos conceitos e propriedades
gue foram temas de outros de nossos trabalhos, alguns des\godazem parte da linha principal aqui exposta.

No capituldB sao apresentadas algumas técnicas maisitisas que foram desenvolvidas e aplicadas por
nos e outros pesquisadores. De maneira geral, estesimahedtam do limite de altas temperaturas e da obtencao
da acao efetiva termica. No capitlllo 4 tratamos de temais recentes relacionados com efeitos térmicos em
teorias de gauge nao-comutativas. Apresentaremos oslasldetalhados das fungcdes de Green térmicas que
constituem um importante passo para se obter a acaoaetit/teorias de gauge nao-comutativas e também a
forma explicita desta acao em certos limites.

Encerraremos com algumas consideracdes finais no tijtonde serédo discutidas, de maneira superficial,
algumas idéias sobre a possibilidade de se introduzioacoénutatividade nas interagdes gravitacionais. Emobr
aparentemente fora de contexto, este assunto possui,dedeeuma interessante conexao com certos aspectos
das teorias de gauge a temperatura finita, especialmentgerseqefere a invariancia local de um acao que nao
possui invariancia de Lorentz.



Ao longo de todo o texto, utilizaremos o sistema de unidades = kg = 1 (kg € a constante de Boltzmann).
As coordenadas de espaco-tempaao rotuladas por indices gregps ¥, o --- = 0,1,2,3), comx’ =t, e as co-
ordenadas espaciaispor indices latinosi = 1,2,3). Os sinais da métrica de Minkowskt” sao(+,—, —, —).
A métrica do espacgo-tempo curvo & denotadaghr Para ndo quebrar a continuidade da apresentacao; acres
centamos trés apéndices.



2 Alguns conceitos da Teoria de Campos

A finalidade deste capitulo & apresentar um breve surdasadéias basicas envolvidas nos trabalhos que
serao descritos nos capitulos seguintes. Embora suealsi¢gja completamente dispensavel para quem ja tenha
estudado estes assuntos em um dos diversos livros textosgms ae revisao, achamos til reunir em um mesmo
capitulo os véarios resultados que serao referenciads<apitulos posteriores. Ao mesmo tempo, estaremos
também padronizando a notacao e convengdes utilzadas

Na proxima secao serao introduzidos alguns topi@scdos sobre teoria de Yang-Mills, com énfase na
obtencao dasegras de FeynmanNa segunda secao trataremos da formulacao da graeitammo uma teoria
de campos no contexto da expansao de campos fracos. Emdaeagaiterceira secao, introduziremos os alguns
conceitos da teoria de campos espacgos &o comutativog da formulacao das teorias de gauge nestes espacos.
Finalizaremos este capitulo introduzindo os conceitdsdaa de campos a temperatura finita no formalismo do
tempo imaginario.

2.1 Simetria interna local

2.1.1 Breve hisbrico

A idéia de que todas as interagdes da natureza sao flemdaimente descritas pteorias de campogos-
suindoinvariancia sob transformdies de gauge locaisonstitui um dos principios mais importantes da fisica
das particulas elementares. Antes que esse principionselidasse da forma como o entendemos atualmente,
um longo caminho foi percorrido. Weyl em 1918 introduziu eoeito de invariancia de gauH@eneralizando
a Teoria da Relatividade Geral de modo a descrever a gravita® eletromagnetismo de maneira unificada
[Weyl'1918]. Embora aidéia original de Weyl tenha falhadmo uma teoria fisii
passo na direcao do entendimento do significado da anveiade gauge e de suas implicacgdes fisicas. O passo

esse foi um importantissimo

seguinte foi dado por Fock em 1926 ao estabelecer a conex@®aambiglidade de escolha dos potenciais
vetor e escalar na teoria de Maxwell e a transformacao skelteal da funcado de onda do el’etrcﬁ'ﬂ.impor-
tante ressaltar que a formulacado do principio de iaweni& local, da maneira como o entendemos hoje, esta
dada nas equacdes (5) (transformacdes dos potereig@¥)transformacao de fase local) do artigo de Fock em
[Eock1976]. Logo depois, o proprio Weyl[Weyl T929], inspio também por idéias de Lond@nCondon 1927],

10 termo “gauge”, que pode ser traduzido como calibre, teeeosigem na idéia desenvolvida por Weyl, segundo a qualassce
comprimentos e tempos seriaralibradospor fatores nao integrélveisrg gduA , ondeA* seria identificado com o potencial eletromagnético.
Assim, da mesma forma que a interacao gravitacional peddescrita em termos da conexao entre referenciais Jacelstromagnetismo
seria descrito em termos da conexao entre escalas locais.

2A natureza quantica da matéria introduz uesaala natural dada pelo comprimento de onda Compton de uma particulaadeam,

Ac = h/mg a qual nao pode depender da posi¢ao. Por outro ladejade de invariancia local de escala estaria em con&radiom este
fato.




consagrou o principio de invariancia de gauge no contisitamente correto. Com essa interpretacao, foi
possivel obter um entendimento das interacdes elegpét@as em termos de um principio simples, bem como
estabelecer a relacdo entre a conservacao da catgaseta invariancia local (um exemplo da relacao entre
simetrias e leis de conservagao que ja era conhecidosuodaes simetrias de espaco-tempo).

Ao mesmo tempo, ficava claro que outras interacdes estavanividas nos fendmenos que ocorrem na
escala sub-nuclear. Ja por volta da década de 19Geaagdes forteshaviam sido bastante estudadas do ponto
de vista fenomenoldgico. Uma interessante questao, dimpte vista tedrico, era a possibilidade de descrever
todasinteracdes em termos de teorias possuindo as mesmatecttazas de simplicidade do Eletromagnetismo
de Maxwell e, especialmente, de sua versao quantizadajawasEletrodinamica Quantica (Q&))

Yang e Mills, em 1954, aplicaram o principio de invariankical de gauge as intera¢cdes entre nucleons
(prétons e néutrons), impondo que a simetria sob tramsfgdes do spin isotopico fosse localmente realizada
[Yang e Mills T954]. Ao contrério do que ocorre na QED, ong®tencial eletromagnéticl, ndo possui carga
e portanto nao interage consigo mesmo (a QED & uma teweir)i, a construcao de Yang-Mills leva naturalmente

a equacdes nao-lineares para os potenciais. Tais fpatesao denominados campos de ganfe abelianos

Uma importante caracteristica destes campos vetoraisuamassa nula Embora as interacdes entre protons

e néutrons nao pudesse ser descrita como sendo mediagarfioulas de massa mHai idéia de Yang-Mills
tornou-se o prototipo para 0s avancgos que vieram a oawerea de vinte anos depois com o desenvolvimento da
Cromodiramica Qlﬁntica(QCDﬁ, teoria de gauge que descreve as interacdes fortes emstelon constituintes
mais elementares dos nucleons, e da teoria unificada desgdés eletrofracas. Pela segunda vez o principio de
invariancia local teve que esperar mais um pouco para gueosge(do fisico pudesse ser devidamente apreciado.
De qualquer forma, ja era claro que tanto a QED como a g@iotabedeciam a este principio. Restava saber
se as interacdes que se manifestam na escala microa¢apibém poderiam ser entendidas com base no mesmo
principio.

2.1.2 Construg@o de Yang-Mills

A idéia basica da simetria de gauge pode ser exemplificadzguinte forma. Consideremos um sistema
fisico descrito por uma lagrangiana invariante sob tamsacdes de um grupo de simetria contiAo pro-
movermos a simetria a uma simetria local, fazeGde G(x), ondex = x;, (u = 0,1,2,3) sao as coordenadas do
espaco-tempo, somos obrigados a generalizar as derivadaisd,,, substituindo-as paterivadas co-variantes
D, = d, —iAy. As grandezag,, sao potenciais vetores possuindo componentes nos gesadialgebra de
Lie do grupoG e se transformam de tal forma gDg se transforme co-variantemente. Portanto, a simetrid loca
nos forga a introduzir o camply, o que por sua vez determingd@ma das interagesentreA;, e os campos
de matéria, assim como suas auto-interacdes (estas, wan@mos, surgem quando o grupo de simetria & nao-
abeliano). No caso das interagdes eletrofracas ha ujurtorde potenciaig, que podem ser identificados com
o foton e os bosons vetoriat8, W+, enquanto na QCB, contém os campos dgglions

A fim de ilustrar explicitamente a aplicagao do princigéogauge, consideremos inicialmente a Lagrangiana

3Utilizaremos sempre as iniciais da denominag&o em #rigglesa, a saber, “Quantum Electrodynamics”

40 curto alcance das interacdes nucleares, mediadasquar piassivos, ja era conhecido ha bastante tempo. A mastss mediadores
havia sido prevista teoricamente por Yukawa em 1835 [YUKE®®!] e confirmada experimentalmente por Lattes, OcchialPowell em
1947 [Lattes, Occhialini e Powell 1947]. Yukawa e Powelbforlaureados com o prémio Nobel em 1949 e 1950, respectitame

SNovamente estamos utilizando as iniciais da denoming@&antum Chromodynamics”




de Dirac para férmions livres de massa

2O =i gy aup —mPy. (2.1.1)

Naturalmente os fendmenos fisicamente mais interessantedveminteragdesentre os férmions. A fim de
descrever tais fendmenos, teriamos que adicionaeamo de interago a.#(%, assumindo, da maneira usual,
que a interacao &€ mediada por um outro campo. No entaatomnta infinidade de possibilidades, compativeis
com a invariancia de Lorentz, para um tal termo de intvac¢”™

Alem da simetria sob transformagdes de Lorentz, a lagiama.# (%) & também invariante sob a seguinte
transformacao de gauggéobal
l,U—>ei°’L/J, (2.1.2)

ondew & um nimero real. Esta simetria global também nao éisofe&para restringir a forma de um possivel
termo de interacgao.

Vejamos o que ocorre quando impomos o principiingariancia localfazendow — w(x). Obviamente, a
lagrangiana livre[{Z111) ndo é invariante sob transtmg®es locais e se modifica como

209 - 20 _ gy, w. (2.1.3)

Neste ponto, podemos observar que a grandeza proporeidpal pode ser cancelada se adotarmos o seguinte
procedimento. Primeiro adicionamos a lagrangiana livnetermo denteragdo envolvendo untampo vetorial
A, de tal forma que a lagrangiana total (livre mais interaé&dada por

Lmar=1 QY O —mPyY + Py P Ay (2.1.4)
Em seguida impomos a lei de transformacadgeomo sendH
Ay — Ay + Ouw. (2.1.5)

Vemos assim que o principio de invariancia local traz gmema previsao fenomenologica bem determinada, a
saber, dorma da interadoentre os campos da teoria. Temos uma teoria envolvendmespia campos vetoriais
interagentes, cujas leis de transformacao sao dadas egliacde§ (Z.1.2) (commdependente das coordenadas
de espaco-tempo) E1ZL.5). Resta saber qual & a dinatagsica ded\,(X).

Mencionamos anteriormente que a simetria local pode sdementada substituindo a derivada usual por
uma derivada co-variant®y,. E imediato verificar que, de fato, a lagrangidnal2.1.4)telakle [ZZI1) substi-
tuindogy, por

Dy =0u—iAy. (2.1.6)

Além da simplicidade formal, o procedimendg — D, nos indica um possivel caminho para estabelecer a
conexao com a forma dagrangiana de Maxwell Levando em conta que o tensor de campo eletromagnético
Fu.v € anti-simétrico nos indices de Lorentz & natural sujper este possa ser escrito em termos do comutador
das derivadas co-variant@s,, Dy]. De fato, podemos verificar facilmente que

Fuvy = —i[Dy,Dy] = 0uAy — dvAL —i[AL, AV (2.1.7)

Naturalmente, o Gltimo termo, envolvendo o comutador @ospos de gauge\,,A,] & identicamente nulo no

6As equacdedZ1.5) ETZIL.2) correspondem as egsig§pe (9) do artigo de Fock el [FOCK 1926].



caso da teoria de Maxwell. Mas a generalizacao para o éas@lpeliano torna-se imediata a partir da equacao
@ZI1) e sera utilizada mais adiante.

A lagrangiana que descreve a dinamica dos campos de gaggan@iana de Maxwell) & dada Bor

Liaxwell = *%Fuv FUV, (2.1.8)
ondeFHY & dado porllZTIl75em o termdA,, Ay ]. Podemos observar quéyaxwel € a forma mais simples com-
pativel a invariancia de Lorentz. Mais adiante mostrar®que \vaxwell € também invariante sob transformacdes
de gauge.E importante ressaltar que a invariancia de gauge e de tzaémda permite outros tipos de ter-
mos na lagrangiana. Dentre as possibilidades podemos omandermos envolvendo o tensor totalmente anti-
simétrico e#V9P, “poténcias” maiores d&,, H ou mesmotermos de Chern-SimorjfEhern e Simons 1974,
[Deser, Jackiw e Templeton 1982] quando a dimensao do @s$papo for impar. No presente caso, temos uma

teoria de campos definida pela lagrangiana da QED
Z0ED = LMaxwell + Zmat, (2.1.9)

onde Lvaxwell € -Lmat SA0 respectivamente dadas or(2.1.4Y e (2.1.4), queagiamte sob as transformacdes

locais [Z1.P) e[[Z.T15).

Vamos agora considerar o caso em e A, € nao nulo. Existem diversos cenarios fisicamente distin
nos quais isso pode ocorrer. Por exemplo, na QCD ou na tdetiafeaca ou mesmo no contexto mais atual
das teorias de campos formuladas em espacos nao comst@&rabo 2003]. Tanto no caso da QCD como na
teoria eletrofraca o grupB8U(N) (N = 3 para a QCD &\ = 2 para a teoria eletrofraca) desempenha um papel
fundamental como o grupo de transformacdes nao-alsliaBsse sera o cenario que vamos considerar aqui,
deixando para mais tarde o caso de espacos nao comutativos

A grandezaN representa o nimero de componentes do espinor de Dirapagaede simetria interna (Yang
e Mills haviam proposto um dubleto de isospin formado pestados p (proton) e n (néutron) e transformando-
se sob o grup®U(2)). Suponhamos agora que os espinores[em [2.1.1) sdo obgEhbEomponentesy =
Y, Yo, -+, YN, € se transformam como
Y—Uuy, (2.1.10)

ondeU & um elemento do grupBU(N). Comoy — UT eUTU = 1 a lagrangiana livre & invariante quando
U nao depende das coordenadas do espaco tempo. Imponddigécote localidade das transformacoels—
U (x)) vemos que

A — 3 (UY) =Uay + (a,U) Y =U [duy+ (UTU) ). (2.1.11)

A invariancia é recuperada fazendo a substituigagy — D, ondeD, & dada pela equacdo{2]1.6) cém
nao-abeliano. Porém agora o potengigldeve ser transformar de tal forma que a condigéo de céneie

Dy —UDu (2.1.12)

70 sinalnegativona lagrangiana de Maxwell leva a um coeficiep@sitivo para(dpAi )2, ou seja, quanto maior for a variagao temporal
maior sera a agao.

8Em um trabalho recentE [Brandt, Medina e Machado R002]stigemos lagrangianas do tipo Born-Infdld [Born e Intel@4kno con-
texto de teorias efetivas que emergem no limite de baixagieseda teoria de cordas abertas. Obtivemos todos os temiokvendo cinco
tensores de campo ou duas derivadas co-variantes e quaiposgsimbolicamentd;® + (DF )2F2).



seja satisfeita. Usando (Z 110 (21. 1 e(P.1.6) agmET.IP) nos da
Ay —UAUT—i(gu)UT=U (A, +id,)UT. (2.1.13)
A (ltima igualdade decorre da condigdd) T = 1 que por sua vez permite escreyéyU)U T=_u (duUT).

Podemos agora inferir algumas importantes propriedadistes@s pelos potenciais nao abeliadgs Ob-
viamente, tendo em vista a equivaléncia fisica dos paenelacionados po{Z.T]13), callatem que ser uma
matrizN por N, como & o caso dg. Alem disso, essas matrizes podem ser tomadas consisgmtte como
hermitianas uma vez quel{ZT) 3) preserva a condidgo- Al = 0. Escrevendo os elementos do grgid(N)
explicitamente em termos dos geradores hermitidifasomo

U=¢e®T (2.1.14)

e considerando as transformacdes @ofrinfinitesimalU ~ 1+ i w?T?2, obtemos a partir dE{Z.TI13)
Ay — Ay + 0P T4 w?[T3 A, (2.1.15)

Tomando o traco dE{Z.T115) e usanddite= 0 bem como a propriedade ciclica no termo envolvendo o cadhout
vemos que o traco d&, nao se transforma. Portanto, podemos toAjaconsistentemente como matrizes de
traco nulo.

As duas propriedades acima verificadas, a saber, herrailieié traco nulo, nos permitem expressar 0s
potenciais ndo abelianos em termos dos geradGtesa seguinte maneira

Ay=MT?, (2.1.16)

ondeA’, sao grandezas reais. Logo, em uma teoria nao abelianaige gistem tantos potenciais quantos sao
os geradores do gru@J(N), ou sejaN? — 1 potenciais (8 gllions no caso da QCD). Substituindd€m1@)
algebra de Lie dos geradores

[T TP) =ifabeTe, (2.1.17)

(fab¢ s30 aconstantes de estrutudo grupo) obtemos a seguinte transformacao para os pateA;

onde
Dﬁb = 6ab0“ - fabCAﬁ (2.1.19)

€ o operador dderivada co-variante na representegadjunta E interessante observar gue parandependente
das coordenadas de espago-tempo os poterdjas transformam como membrosrépresentago adjuntado
grupo (sao submetidos & uma “rotacao” infinitesimal spago de dimensad? — 1).

Usando[[Z1713) podemos facilmente verificar que o teRgpem [Z1Y) se transforma como
Fow—U FuvUT- (2.1.20)

Desta relacao segue imediatamente que a grandgegdtt” & invariante sob as transformacoes locaiSJeN).
Portanto, a versao nao abeliana da lagrangiana de Magaa@d ser escrita como

1
Maxwell = — 5t Fuw FHY. (2.1.21)



Substituindo a relaca@{Z.1]116) em211.7) e usahdal@),lpodemos obter a forma explicita das compo-
nentes=7, deF,, = F§, T? como sendo dadas por

Fay = 0uAy — 0uAG + F22°AD AS. (2.1.22)
Usando[[Z.17118), bem como a relaﬁéo
fabefcde+ fbcefade+ fbdefcae: 0 (2.1.23)

podemos verificar facilmente que
Fay — iy — F°aFS,. (2.1.24)
Ou sejaF}, transforma-se como um membro da representagéo adjunta.

Levando em conta a normalizacao
1
tr7aTh = > 5%, (2.1.25)
a lagrangiand (ZT.P1) pode entao ser reescrita em terefef§, ¢omo

1
Aaawell = 4F[j‘v Fakv, (2.1.26)

Temos assim, sumarizando, uma teoria definida pela lagmaagi
zn ZMaxwell r?\gv (2-1-27)

onde 3, el € Zmat S@0 dadas respectivamente for (Z11.26)€2.1.4), considie, nesta Gltimay como um
espinor deN componentes internas. A teoria de campos classica asémdde invariante sob as transformacoes
@I1I0) e[[Z118) (note que a invariancia local da QEQueecomo um caso particular tomantf¥¢ = 0 e

w? = w).

2.1.3 Quantiza@o e regras de Feynman

A quantizagao perturbativa de teorias de campo pode smafmente sumarizada em termosidiegrais
de trajebria através da seguinte relagao

Z[J] = /D(pe *'J‘D*/D(p loK-gtiv(p)+ide

V(-3
78]

r\m—\
7<\»—\

(2.1.28)

Do lado esquerdo temos o funcional geradorfdagdes de Greede uma teoria de campgsgrérica. O campo
@ representa aqui um “vetor” cujas componengegncapsulam as coordenadas de espago-tempo, indices de

Lorentz, indices de simetria interna (cor), etc. O “pradesicalar” *” em (ZI.28) representa uma soma sobre
indices de Lorentz, indices internos e também as coaddende espaco-tempo, ou seja, umiegral. A matriz
formalK define otermo quadaticoda teoria e a grande¥d @) representa todos os termos envolvendo poténcias

de @ maiores do que dois. Estas grandezas podem ser lidas dérgtima lagrangiana da teoria.

A passagem da primeira para a segunda linhEde(2.1.28x&i@icalculo déntegrais gaussianas-ungdes
de Green sdo entao obtidas perivago funcionalem rela¢ao d, ou seja, aplicando o operaddfdJ no lado

9Esta relagzo segue da identidade de Ja@sh{T®, T¢]]+permut. ciclicas: 0.



direito de [ZI.28). Este algoritmo produz expressdea parfungdes de Green que podem ser sinteticamente
representadas em termos diieyramas de Feynmaia teoria os quais descrevem processos fisicos de pr@magac
e interacao (produzindo espalhamento ou decaimentaulnsa associados aos camgdgarticulas). Este € o
Unico significado que atribuiremos a expressoes cbmIod@), ou seja, um algoritmo bastante direto que permite
conectar a a¢ag@] com as regras de Feynman da teoria quantica. Na pragcpiédntemente os problemas sao
primeiramente reconhecidos e resolvidos via formalisragm@imatico e s6 depois formulados elegantemente na
linguagem de integrais funcionais. De fato, foi dessa faymaFeynmar] [Feynman 1963] descobriu que a teoria
quantica nao pode ser consistentemente definida utlzaimplesmente a acao classica de Yang-Mills (alem de
um termo de fixacao de gauge como na QED)[Em{2.1.28).

Ao tentarmos aplicar a relagdo(Z2.1.28) no caso da teerigathg-Mills, nos deparamos de imediato com
um problema fundamental, a sabi€ma&o possui inversaDe fato, podemos verificar facilmente que a makriz
correspondente a expressBo(Z11.21) é proporciongde@ador

fransy = MMV 0% — 04a". (2.1.29)

Notando que
Ay w(X) Qftaney =0 (2.1.30)

ou seja,Qhansy POSSUIaUto-valoresnulos, concluimos que a matiz ! ndo existe no caso da teoria de Yang-
Mills. Ao nivel classico esta caracteristica & bem @mitha na teoria de Maxwell, onde sabemos que a solu¢ao
da equacad, F*¥ = JV ou, equivalentement§,, A’ = JV, somente pode ser obtida fazendo wesaolha de
gaugepara os potenciais,. Ou seja, ha varios (uma infinidade) potenciais corredpotes a um mesmo sistema
fisico.

Este problema torna-se mais critico no caso das teor@sbélianas e constituiu um importante obstaculo
para que a teoria de Yang-Mills pudesse ser aceita, tendastanavdificuldade de se obter regras de Feynman
e realizar calculos perturbativos. Progressos nesteadirforam também importantes para as primeiras tenta-
tivas de se quantizar a gravitagdo. No inicio dos ano®,18éynman observou que seria necessario introduzir
campos ficticios (fantasmas) a fim de cancelar uma aparietagdo de unitariedadg [Feynman IP63]. Esse pro-
cedimento foi depois confirmado por DeWitt em calculos nia@alhados[[Dewitt 1967]. Mais tarde, Faddeev
e Popov|[Faddeev e Popov 1967] desenvolveram um méto@ongisto para lidar com este tipo de problema,

ao nivel quantico, no contexto de integrais de trajatou seja, na formulagdo sintetizada €m{2]1.28), bem
como esclareceram o papel dos fantasmas. Esse métodmneiabao caso da teoria de Yang-Mills e também na
gravitacdo (em geral, em teorias de gauge nao lineares).

A fim de ilustrar os principais aspectos do método, vamosidenar a expressao do lado esquerdo de
(ZI.Z28) comlJ = 0. Alem disso, vamos focalizar apenas a teoria pura de ¥éilg{sem os férmions) que &
onde esta o problema. Neste caso, a grandeza relevante é

Z[0] = / DASSA; g2 [A] = / XL e (2.1.31)

onde Z\3, e €Sta dada en{ZTI6). Primeiramente, podemos verifiaquedida de integréiio DA em
(Z131), da mesma forma que a ag®f, [A], também & invariante. De fato, sob uma transformacagadee
A — A“ teremos
aAwa
DA — DA det( 5 E ) — DA det(éab— fabcwc) =DA(1+ O0(w?)), (2.1.32)

A
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onde utilizamod([Z118) e a identidade
def(1+4L) =9 — 1 1 trlL + 0(L?). (2.1.33)

Podemos entao reformular o problema de quantizacao detemnia de gauge da seguinte maneira. Temos que
calcular uma integral cujo integrando permanece consémi@m sub-espaco das variaveis de integracao. Assim
0 problema consiste em fatorizar explicitamente a intggraobre as chamadambitas de gaugede maneira
analoga a fatorizagdo d@m) que ocorre em uma integral do tigadxdy exp[S(x? +y?)] quando utilizamos
coordenadas polaresrf2 o “volume” do grupo de rotacdes em duas dimensdes).cG@memos, ao separarmos
este fator, teremos, ao mesmo tempo, resolvido o problerdefder o termo quadratico da agao, umavez que a
matrizK em [ZZI.ZB) sera modificada. Seguindo o procedimento degleace Popov, definimos inicialmente a
grandeza\[A] através da relacdo

1=AA /Dwé[f(A“’)], (2.1.34)

onde f(A“) & uma grandezdependente de gaug@a é ofuncional delta de Dirac Como a integracao é feita
sobre todo o espacgo de gauge, € imediato verificarjagé independente de gauge. Inserindo(2]1.34) no
integrando de[{Z.1.B1), teremos

z[0] = / Dw / DAeNax A A[A] 5[ f (A®))]. (2.1.35)
Fazendo a transformagao inversa> A¥ e usando a invariancia deA, Sty [A] € A[A] obtemos finalmente
Z[o] = (/Dw) /DAA[A] S[f(A)] &Stax A (2.1.36)

Embora o volume de um grupo compacto seja finito, a integratDw) & infinita, uma vez que ha um elemento
do grupo para cada ponto do espacgo-tempo. A definicacodia tiguantica é feita eliminando este fator infinito
do funcional gerador. Equivalentemente, estamos intiadoaimansatzsegundo o qual a medida invariante na
integragdo funcional (mesmo cahg# 0) deve ser substituida pPAA[A] 5[ f (A)].

A funcdof(A) define o tipo de fixagado de gauge utilizado para quantizeo@et. Usualmente ela & tomada
como sendo linear er da seguinte forma

f(A)=GHAZ — 02, (2.1.37)

ondeGH & um operador ou um vetor qualqueo® & uma funcao qualquer das coordenadas de espago-tempo.
Por exemplo, a escolha usual na QED é o chamado gauge eoresondesH = 9H. A forma explicita deA[A]
pode agora ser facilmente obtida. Substituiddo (211.37{&Mm34), teremos

ALA] = </ Dw3[GH A% — aa]) o (2.1.38)

Em seguida, levamos em conta d\j&] sempre aparece multiplicado piiGH A}, — @] e fazemos a transformagao

(Z1.18), obtendo

-1
ALA] = (/ Dw3[GH (fawabAg - a“wa)]) b (2.1.39)
onde- - - representa 0s termos que nao contribuem quando multelgaord [GH A‘f} — 04|. Definindo o operador
K3(x,y) tal que
/ d*y K2 (x,y) wP(y) = GH (fabcwb A — 0y wa) (2.1.40)
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e usando a identidade

/ch‘S[K ‘0] = (detk) %, (2.1.41)
obtemos
A[A] = detk = / De; Deyel Shosi€.¢2] (2.1.42)
onde
SyrostCa, €zl = [ dxay Gl Kan(x) B(Y) (2.1.43)
e c(x), i = 1,2 s@o variaveis de Grassmann conhecidas cfamtasmas de Faddeev Popo% denominagao

“fantasmas” & devida ao fato de que esses campos violamex@opin-estatistica, tendo em vista que, embora
sejam campos escalares, eles anti-comutam. Esta wotag8eitavel uma vez que tais campos nao estao asso-
ciados com particulas fisicas. Na teoria de campos admtya finita somos levados a atribuir uma estatistica
térmica de Bose-Einstein para os fantasmas.

Usando a forma explicita d€?° que pode ser derivada a partir ZE{2.L.40), obtemos
SyhosCr, C2] = / d'x G (x)GH (5209, — 1A% ) B(x). (2.1.44)
Em termos do operador de derivada co-variantelem (2.1 ei®nos

Syhos{C, C2] = /d“xc} X) GH D2 C(x). (2.1.45)

E possivel também obter uma forma exponenciadaddi@)]. Levando em conta que a integral funcional
em [ZZ1.3B) ndo depende d€A) e, em particular, ndo depende d& podemos multiplica-la por um funcional
qualquer deg e integrar sobrer. Uma escolha conveniente &

e72i_E [d*a(x)?

) (2.1.46)
ondeé & uma constante, e usando o funcional delta de Dirac, teremo
Z= / DA De; D €faxHiSghostt St (2.1.47)
onde
Six = f% /d“xf(A)2 - f% /d"’x(G“A‘Z)Z. (2.1.48)

Podemos notar que ocorrera uma grande simplificacaosoadzateoria abeliana. De fato, tomarf@®¢ =0,
vemos que o campo de fantasmas se desacopla dos campos ee gantggracao funcional solee ¢, resulta
em um fator constante que pode ser omi@o Naturalmente, estamos supondo @itedepende linearmente
dos campos de gauge. Algumas escolhas mais populareG/aéo as seguintes:

e Gauge de CoulomiGH = (0,73).
e Gauge de Lorent:GH = gH.

e Gauge Axial:GH = n#, ondenH define uma direcao fixa no espago-tempo.

e Gauge temporalGH = (1,0).

10N entanto, este fator possui um papel importante na camtaigs graus de liberdade da QED formulada a temperatura finita
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Em cada um destes casos, o paramétriatroduzido em[[Z1.46), pode ser variado produzindo toda classe

de gaugeg

Podemos agora retornar a relagag (Z11.28) considesmylonte forma para a agcao
S[A’ C1, CZ] = SJ/I%X. + Sghost"F Six.- (2.1.49)

Vemos que o term&;x modifica o termo quadratico e® , de tal forma que agorapropagadorda teoria
pode ser obtido. Por exemplo, no caso do gauge de Loreremads; apostegrag@o por partes

SA ¢, 0] = /d"’x( qu A +Cnghost b+$int.) , (2.1.50)
onde ogermos de interaio em #"" serao explicitados mais adiante e
QIS = _ 5,02, (2.1.51)
O novo operador quadratico
QY = G [n“vaz (1 %) a*‘d”} 6ab( - Eﬁ"@”) (2.1.52)

(Qhansy € aparte transversatlefinida em[ZZI.29)) pode ser facilmente invertido. De, fatequagzo

Qhg DIy (x—y) = 8}/ 808 (x—y) (2.1.53)
tem a seguinte solugao
. d*k ~ el
DZK(X—V)=I/WD§§(I<)€“‘X v, (2.1.54)
onde 5 kukv
1Bl (9= ~ijz s {n“” (1-&) =5 (2.1.55)

€ opropagador livreno espagco dos momentos. O parémetrtmplicito na integrall[Z1:47), & infinitesimal e
positivo, de tal forma a tornar a integracao funcionaMawgente para grandes valores do integrando. Estamos
também levando em conta o fatgy presente na exponencial eln(2.1.47) (este procedimeréi@sasistente-
mente adotado mais adiante quando forem definideegjess de Feynmapara o propagador dos fantasmas e para
as interacdes). De maneira semelhante, os propagadofeswion e de fantasmas sao obtidos respectivamente

de [ZI1) e[(Z131), sendo dados por

Saa [ . K4m
Sk = e~ e—merie

(2.1.56)

Bost= i 2.1.57
| KR+ie Oab: ( )

A fim de obter as regras de Feynman para&rsicesda teoria, vamos inicialmente escrever a lagrangiana
de interacdaZ™. Colecionando os termos envolvendo interagdes entrérasidns, os campos de gauge e 0s

Muitas vezes é interessante investigar a dependénciaugegcalculando as fungdes de Green para valores quaidguée Este
tipo de abordagem foi empregada por nos tanto paraO [Brandt e Frenkel 1986] quanto nos estudos mais recen@setatura finita

[Brand renkel e Machado 2000, Brandt, Das e Frenke Eﬁi)at, Cuaaros—vegare Viachado 2D03].
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fantasmas, presentes nas expres$gesl(2[L.4) 2. 1ZG1&R), teremos

i — 1
LN = gy AT S g (AT - 0AG) AOH A
1
7O FRFelAR ADATHATY g F°GI GGy ACH. (2.1.58)
Note que estamos introduzindo explicitamentpastante de acoplamento fgzendoA — gAe.¥ — £ /d?.
Levando em conta a simetria bosdnica dos campos de gaugerepaedades de ciclicidade e de anti-simetria
das constantes de estrutufd@i¢ = fbc@ — fcab g fabc — _fach) 3 expressao pai®™ =i [d*x.Z" gera os

seguintes vértices no espaco dos momentos

u,a

L igyH T, (2.1.59a)

H,a
I(1
A 9 1% [(ku — ko) 1Y + (ko — ka)“n " +
3 2
ASC v, b
(kg_kl)vnﬂ, (2.1.59b)
M,a v,b
7i92 [fabefcde(nu)\nvp . nupnv)\)
0.d AiC

Jrfade]ccbe(r’y)\nvp - nuvn)\p)

Jrfacefbdemuvn)\/ﬁ)7nupr"/)\ )} , (2.1.59c)
a,p

é . gfabopH, (2.1.59d)
C,/ N \b
AT

N

onde esta implicito um fator de conservagao de mom@m))“é(Zk. Todos os momentos sao tomados en-

2Fatores de simetria serdo levados em conta no calculicéaplas amplitudes quanticas.
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trando nos vértices. Cada um dos propagadores é reprdsatda maneira usual pelos seguintes diagramas

k .
k -
k .

T 1o 9 (2.1.60)

Vimos que a definicao da teoria quantica de gauge requetr@ducao de termos adicionais na acao de
Yang-Mills envolvendo os fantasmas de Faddeev-Popov.doeao acoplamento entre os fantasmas e os campos
de gauge, as transformacdes de gauge usuals em12. 1IZIMEB] nao sao uma simetria da agdo modificada em
(Z.1.29). Somos entao levados naturalmente a supor quengos de fantasmas também devem se transformar
de maneira a compensar a transformacao dos campos de gatige de examinar esta possibilidade, vamos
supor que o parametro infinitesimal da transformacao aleg possa ser escrito em termos dos campos de
fantasmas?(x), da seguinte maneira

w?(X) = (6A) c5(x). (2.1.61)
A grandezad)A & uma variavel de Grassmar(id4 )? = 0) independente das coordenadas de espago-tempo e que
satisfaz a relagado de anti-comutacao
{(dA),c5(x)} =0. (2.1.62)
Note quedA desempenha o importante papel de manter o carater bosimgarametro. Em termos dansatz
(ZI81), as transformacdes de gauge lo€ais(d.1. IO podem ser reescritas como

SY=i(dM) T3y, (2.1.63)
5A% = (8A)D3Pch. (2.1.64)

A transformacad(Z1.64) introduz a seguinte modifiwagd termo de fixacdo de gauge €m (211.48)

1
g

A invariancia & recuperada, se definirmos a variacan @éen [Z1.4b) como sendo dada por

(GHAZ)(8A) (GY D3 ch). (2.1.65)

o1
55 =1(6)) 7 " A (2.1.66)

No entanto, a acdo para os campos de fantasmas em12dn#m vai se transformar sdb (Z.1.64 € (Z]1.66).
Esta transformacgao pode ser compensada de tal formarandee a correspondente variacao do carnpoé
possivel mostrar, usando integragao por partes e aid@elet de Jacobi dada el {23.23), que a transformacéo

procurada &
3¢ = —%(51\) fabCeh . (2.1.67)

Observe que a anti-simetria d@°° e o carater grasmaniano dos campdazem com que o lado direito da

expressao acima seja nao nulo.

Outra importante propriedade das transformadoes @), {B166) e[[Z1.87) & que elas mantém invariante
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amedida de integraio funcionalem [Z1.4F). Isto ocorre porque o determinante das maijeesbiano)

O (A% (X) + 0A% (X)) v [ xal abc .c
omy) 5" (x—y) 3 (5%°+ (83) 1045
O(cT(X)+0CE(X) <4\ sab
2 5E) 1 = 0(x-y)d
O(c3(x) + oc3 al abc ¢
(Cz();)cg(y)cz(x)> _ 54(X—y) (5 b_ (5A)f b CZ) (2.1.68)

é igual a um (isto pode ser facilmente verificado usando prigdade grasmaniarfaA )2 = 0 e a anti-simetria
de f2b9),

Sumarizando, as transformac¢oEs (Z1.44), (2. 1.66)Ieq®). deixam a aca§ (2. 1]49) invariante, generali-
zando assim a simetria de gauge da acao classica. A datzalesta simetria foi feita independentemente por

mais de um grupo de pessoas, tendo sido denomirteataforma@es de BRS]Becchi, Rouet e Stora 1975,
[Tyutin 1975 Zinn-Jusfin 1974]. Ela desempenha um papebitapte no estudo das propriedades de renorma-

lizabilidade da teoria de gauge. De maneira geral esta isar@rmite estabelecer relacdes entre diferentes

amplitudes quanticas (ou térmicas) da teoria.

2.1.4 ldentidades de Ward

Vamos agora explorar uma interessante conexao entreréimei sob transformacdes dos campos e certas
identidades entre as fun¢des de Green da t%ri&o presente contexto das teorias ndo abelianas de gaige, t
identidades sao denominaddsntidades de Slavnov-Taylf$lavnov 1972, Taylor 1971]. Antes de abordarmos
0 caso geral, vamos examinar o papel destas identidadesitexttndateoria classicadescrita pela lagrangiana
de Yang-Mills dada polZI.R7). Isso permitira obter awggta basica destas identidades, comum a qualquer
teoria possuindo simetria local de gauge.

Considerados separadamente, os termos quadratico ecaisitauacdes do tipo clbicA®, e quarticaA?,
nao sao invariantes sob a transformacao de gauge®?. N entanto, a invariancia da lagrangiana faz com que
um termo de ordem” esteja relacionado com outro de ord&fT!, uma vez que a transformacao dm(2.11.18)
envolve a combinacao de um termo de ord&he outro de ordend!. Este simples fato tem uma importante
conseguiéncia no entendimento da propriedade de traadidaide do termo quadratico, exibida €m (Z1.30). De
fato, aplicando a transformacdo(2.1.18) na lagrang@daZ®), a invariancia do termo de ordem mais baixa em
A (ordem um) é equivalente a propriedade (ZIL-BONas ordens seguintes, a condicao de invariancia iaplic
em identidades entre o termo clbico e o termo quadratariagao de ordem dois efY) e entre o termo quartico
e o0 termo clbico (variagao de ordem trés Am Tais identidades sao especialmente (teis quanddaEsad
espaco dos momentos onde normalmente os calculos peitabsao realizados. Neste caso, elas assumem as

137 forma abeliana destas identidades foi descoberta por Wi 1950] e generalizada para todas as ordens pertuabaiior Ta-
kahashil[Takahashi 1957]. Para uma interessante abordsm@e o impacto destas identidades no desenvolvimentmda tee campos ver
[JACKiw 1997 ].

144 trasnversalidade deixaria de ser valida caso houvessemmo linear (“tadpole”) na agio. Como veremos, estaipiisade de fato
ocorre no caso da agao efetiva térmica da gravitagao.
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seguintes form@

(2.1.69a)
v,e
(ks +ka)” @ ko = gf*eQihlka) +1(c,A k) < (d,p,ks)] (2.1.69b)
p,d AsC
M,a V,b Vv,e
k
N
/kZ :  gabe
(k2+k3+k4)“ = -—igf K, K
% 2y
3
p.d AsC P,d AC
duas permutacdes ciclicas d
{(baVaKZ)a (C7A7k3)7 (d7p5k4)}
(2.1.69c)
onde
Qlfans(K) = K2nHY — kK’ (2.1.70)

€ a representacdo do operador dado por{d.1.29) no@sjgscmomentos. A conservacao de momento, cuja
direcdo esta indicada pelas setas, esta implicitaodastestas identidades.

Por consisténcia, a variagio da aco de ordéuieve ser nula, uma vez que no existem termos de ordem
maior na agdo. De fato, tomando a variagao do termaigoata lagrangiand {Z.1.P1)

5 (%tr (A, A [A“,A"]) = 2tr[5A,, Ay] [AH, AY] (2.1.71)
e usando a equacdo(Z1.15), o termo de ordéna expressio acima pode ser escrito como
2itr[[H, A, A [AH AY] =0; H= T2 (2.1.72)

Esta identidade pode ser diretamente verificada, expamdimdomutadores e utilizandgeopriedade &clica
do traca

Existem muitos outros cenarios onde ocorrem identidaufdsgas a§{2.1.69) envolvendo, em geral, vértices
de interacao entre um nUmero qualquer de particulastaUoenario emerge por exemplo em teorias efetivas des-
critas por lagrangianas envolvendo poténcias maiorég@d@agrangianas do tipo Born-Infeld[Born e Inield 1934]),
dando origem a vértices de ordem maior do que quatro, 0s @stariam relacionados de maneira analoga a
(Z1.69t). Taidagrangianas efetivase revelam, por exemplo, no limite de baixas energias datédercor-
das abertal [Brandt, Medina e Machado 2002]. Uma situagatoga surge naxpanso de campo fracaa
gravitacao, que também produz infinitos vértices,dielzados por identidades de Ward, refletindo a simetria

15para a verificagao da identida@&{2.1169c) é precisaartia [ZZL2B).
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sob transformacdes locais de coordenadas. Ha tamb@socdasgdes efetivasérmicas em teorias de gauge,
onde existem infinitos vértices efetivos (funcdes dee@it&rmicas) relacionados, dois a dois, por identidades de
Ward possuindo a mesma estrutura[de (211.69).

E possivel também explorar as identidades de Ward naiseintierso, ou seja, investigando a possibilidade
de se construir uma acao invariante de gauge, simplesmentevendo todos os possiveis termos de o&lem
n=23,---, compativeis com a simetria de Bose e invariancia de lioyendeterminando a estrutura destes
termos a partir da invariancia de gauge. Estariamos assistruindoa agao a partir do zero (a ordem zero fica
determinada a menos de uma constante de normalizacat)raiaente este tipo de construcao é dispensavel
no caso da teoria de Yang-Mills ou da gravitacao de Einstgha vez que nesses casos a forma completa da
acao invariante pode ser obtida de maneira mais diretaéniPcesta pode ser a Unica alternativa no caso de
teorias de calibre mais gerais, como por exemplo a gréatégrmulada no espaco-tempo nao comutativo. Esta
possibilidade sera examinada em maior detalhe na Bécéo 5

Vejamos agora a forma das identidades de Ward no caso gerakja, quando consideramos todas as
corregdes qénticaspara os vértices enl (Z.1159). Tais correcdes vao nagassgente envolver diagramas pos-
suindolinhas internasde campos de gauge, ou seja, propagadores. Vimos que, [gaeatgs grandezas possam
ser definidas, nao podemos nos restringir somente aosggrasentes na acao classica, mas devemos levar em
conta a acao da teoria quantica dada por (2. 1.49), eendtrfixagdo de gauge e fantasmas. Portanto, no caso
geral, as identidades de Ward devem ser dedutiveis a garSimetria dduncional gerador géantico sob as

transformacgdes de BRST dadas for (Z1.64), (2. 1.461&D-

A fim tornar a analise suficientemente geral e a0 mesmo teng® compacta, consideremos mais uma
vez a forma do funcional gerador dada dm (211.28). A ideaveltonsiste em notar que o lado esquerdo de
(Z1.28) € independente da variavel de integragate modo que a transformacaaténto pode ser um parametro
infinitesimal como uma variavel de Grassmann)

a — @+eFR[g
Flel = fi+fijo+fixga+- - (2.1.73)

mantémZ[J] inalterado. A medida de integracao e o integrando sefoanam respectivamente como

SF [<0]‘ ( 6F.[<p])
Do — detlgj—e¢———|=Dop|l-e—/—F
Y J o@; ¢ oq
gSel+ide  _, dSlgl+ide {1+i8< 099] +J|) [(p]} ) (2.1.74)
oq
Levando as transformacdoés2.1.73) Em(2]1.28) e agdagpamtermos de ordemteremos
/qu{ (—+J.) (] — Shle ]} gsiel+ive — g (2.1.75)
0@
Utilizando a equivaléncia
190
8- T53 (2.1.76)
podemos escrever
0S[19d 19 OF [1 9 B
(@B e Eha)e- e

E interessante considerar o caso especidhdariancia translacionalda integral funcional, ou seja, quando
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F[@] = fi = constante. No apéndi€d A mostramos como isto levacgg@es de Dyson-Schwingeara 0s

funcionais geradores.

Nos casos mais gerais, quando ha uma simetria,G@hqualquer, a acao é invariante

39¢] _
W|:|[(0] -0 (2.1.78)

e também anedida de integraip funcionak invariante

OFilg] _
sq =° (2.1.79)
Quando isto ocorre, a equaclio(Z1.77) nos idieatidade de Ward
3R |2 Z[J]=0 (2.1.80)
(R 6J — V. i

Derivando a equagao acima em relacadb teremos as diversas identidades de Ward que relacionamgses
de Green desconexas, geradas pelo funcidnal

As condicdes que nos levaram a equafao (2.1.80), a adheariancia da acao e da medida, sao precisa-
mente aquelas satisfeitas pelo funcional gerador da tderiéang-Mills dado pollZT%7) devidamente modifi-
cado com os termos de fontes para os campos de gauge e fantdlkrate caso, d5 podem ser diretamente lidos
nas equacoeb (Z. 1164 (Z.1.66 e (Z11.67). No entamgiiéntemente & mais Util obter as identidades de Ward
para aacio efetival” geradora das funcdes de Green 1Pl (ver a equicag (\1folapéndicEIA). Entre outras
coisas, isto permitira também estabelecer a conexacasoisentidade§{Z.169), obtidas a partir da invariancia
daacao classicade Yang-Mills, no limite classico. Alem disso, podemossistigar, em geral, a relacao entre as
simetrias da acao efetiva e da acao classica.

Usando a relaca@{AQl15) do apéndide A, podemos reesdfE&T.8D) como

52—([:’] R {%] zy)=o0. (2.1.81)

Ou seja, a acao efetifd ] & invariante sob a transforma@o

@ a+eFioh, Rloby =R 5| 20 (21.83)
Esta transformacéo de simetria certamente coincide Ebin/B) no caso especial quanBosao funcionais
linearesdos camp(@. No entanto, ja sabemos que isto ndo é a regra geral, untpueas transformacdes BRST
possuem termos nao lineares. Portanto, as transfoenalghsimetria da acao efetiva serao diferentes, tendo em
vista que a média de um funcional nao linear nem sempreick@rcom o funcional dos valores médios. De
fato, a forma de{F.>Jq, como um funcional de depende em geral da dinamica do sistema, sendo usualnd&nte n
local. Por outro lado, as transformacdes de BRST possumearcaracteristica especial que permite simplificar o
tratamento do problema da simetria da acao efetiva. @e f@demos facilmente verificar, a partir fe{2Z1..64),

16Estamos usando

757 | 55| 29 =010, (2.1.82)

7Para um dadq, a corrente); & a que faZ@) igual aq.
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(Z16%) el[Z1.97) e também usando a identidade de JE&AGLB), que

5(Dic3) = 0
3(faechc) = o (2.1.84)

Tomando a simetria de BRST como o prototipo para possbases mais gerais, vamos entao supor que as
transformactes el (Z.1173) também possug@mopriedade de nilp@nciaexemplificada enf{Z1.B4). A fim de
explorar esta propriedade de maneira a obter identidadéfsoepara a acao efetiva, introduzimos um conjunto
de campos classict§ e definimos umaova ago efetivade tal forma que

Fe] — e, K] =W[Jpk, K] —@- X, (2.1.85)
onde
dWlpiK] — /que(is[qo]ﬂl:-mia-go)_ (2.1.86)

e esta subentendido q&gp| € a agao contendo os termos de fixacao de gauge e denfiastad correntd, k &
aquela requerida para que os campadsnham o valor esperado

SWI[J,K]
53

@ : (2.1.87)

Seguindo 0s mesmos passos que nos levaram a re[acal{2 lisando a propriedade de nilpoténdig & 0),

obtemos
ol [¢,K]

%@
onde(--- )k € o valor esperado calculado na presenca da cordetts campos externd& Ou seja,

(Fi)ak =0, (2.1.88)

fD(pﬁ[(p]e(iS[¢]+iF-K+iJ-q0)
(Oleak = [DeliSe+iFK+ide)

(2.1.89)

A grande vantagem deste procedimento & que agora & pbsgpressar o valor esperadofgaliretamente em
termos de derivadas funcionais da acao efetiva. Tomawdeoieada de[(Z.1T.85) em relaca&a teremos

STlo.K] _ OWlpK]  OWlpK] 8% 33

oK; OK; 53 oK A5k (2.1.90)

Usando a equacab(Z.T1187), vemos que os dois Gltimossdmequacdo acima se cancelam. Levando em conta
e as equac0eE(Z. 1186 e (Z2.1.89), teremos

orfe.K] _ oWl K]
SK; SK;

= (F)ik (2.1.91)

Substituindo a equacao acima dm(2.]1.88), obtemos g &guZinn-Justin

ol [, K] ol [o,K]
OK; 6qq

= 0. (2.1.92)

A equacao acima constitui um importante passo para a degnagfio da renormalizabilidade das teorias de gauge.

As identidaded{Z.1.69) podem agora ser entendidas comaomnsaqgiiéncia direta de{Z2.11.92). Isto pode
ser facilmente constatado, tomando o limite classicd_de92) quando os as médias quanticas (ou termicas) se
reduzem aos valores classicos dos operadores, ouBeja — F, e derivando funcionalmente em relag&o aos
campos.

Em muitas situacdes estamos especificamente interesssadorma explicitamenfgerturbativade [Z.1.9P)
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em uma expansao de “Ioopé.interessante considerar, tendo em vista principalmerdaplacacdes que faremos
mais adiante, o termo de ordem de um “loop” €mM{2]1.92). Atidade correspondente &

Og,K] or [(PK]+ We,K] or 9, Kl_o
6K. oqQ OK; oq

, (2.1.93)

onde os indice$0) e (1) denotam respectivamente as contribui¢cdes para a defieaede ordem zero e um
“lOOpH.

Por exemplo, tomando uma derivada [fe{Z11.93) em relag@oreo caso em que o indigecorresponde
ao campo de gaug@, teremos a seguinte identidade de Ward envolvendo a coigfiitnde ordem de um loop
para o tensor de polarizacBlg (ver no apéndicElA, especialmente a equagao (A.0.18)o@s grandezas estao

definidas)
orO oy ar® . 5rO o o

— M = —A"— A I 2.1.94
5Ki 2 5Ki g 5(0] 5Ki : 5q0j6Ki b ( o )
onde e
m _ or
= 5q (2.1.95)

Em praticamente todos os casos de interesse fisico, aegnaﬂ](a) € nula para todos os campos fisicos descritos
coletivamente pelo indide Na teoria de Yang-MiIIsI,'i(”), também se anula em qualquer ordequando o indice
coletivoi percorre os valores correspondes ao campo de g&tiggeremos mais adiante que na gravitagao as
contribuigdes érmicasparal’i(l) sao nao nulas (com o indicpercorrendo os valores correspondentes ao graviton
hwﬂ. A fim de expressar o caso da teoria de Yang-Mills de maneira exalicita, devemos utilizar a equacao
ZI29) para&ﬁl e e tambem[[Z1$4) para a derivada em relacko &leém disso, devemos lembrar que o
segundo termo do lado direito de{2.1.94) & nao nulo quariddicei emK; percorre os valores correspondentes
ao campo de fantasno@@. Fazendo isto, a equacd0(Z2.1.94) nos da

/ o (0, c3) M2 = / IXMAQEY (2.1.96)

onde introduzimos a grandeza
ra = (DaPch) (2.1.97)

obtida pela substituicao dE{Z.11.64) dm (Z11.91). Sempeea médig:--) preservar a invariancia de Lorentz,

o lado direito de[[ZI.96) sera nulo, pdi§ sera necessariamente proporcional & uma deridadaQly,q, €

o tensor transversal dado pbr{2.1.29). Certamente estearanecessariamente caso quando, por exemplo,
levamos em conta os efeitos térmicos, uma vez que o banimictéintroduz uma dire¢aa, no espaco do
Minkowski. Este fato sera analisado mais detalhadamentapituldB. Veremos que apenas no caso especial do
limite de altas temperaturastransversalidade do tensor de polarizagdo é prese(aagtandezd (2.107) & sub-
dominante no limite de altas temperaturas). Uma analisebte completa da estrutura do tensor de polarizagao
na teoria de Yang-Mills térmica é feita por Weldon ém [Vegld999]. O problema analogo na gravitagéo foi

investigado por nos erqi [Brandf e Frenkel 1998, Brandt eRaleib99].

180 processo de desaparecimento de um glion viola a congerdaccarga de cor. Por exemplo, um diagrama do tipo tagesksuindo
um loop de gllon se anula devido a anti-simetria das corestale estrutura. Note que a regularizagao dimensiomahperatura zero daria
um resultado nulo mesmo no caso da gravitagao.

19€ precisamente esta contribuicao que vai cancelar queno tée fixacao de gauge eﬁﬁl.
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2.2 Interag0es gravitacionais

No breve historico apresentado na sefag P.1.1 mencim®m@omo a gravitacado inspirou as idéias mais
profundas envolvidas nas teorias de gauge. Na preseréie samos explorar 0s aspectos da gravitacao que
revelam a grande analogia existente entre as interac@ésagionais, mediadas pelo campo tensorial do grayiton
e as interacdes mediadas pelos campos vetoriais de Yé

Consideremos inicialmente a acao de Einstein-H I’-‘- ert

1
Mp/d“x\/_R ME= o= 2.2.1)

ondeg = detg,, denota o determinante da métrica do espago-teRa curvatura escaldd & a constante de
Newton eMp & a massa de Planck modificda A dependéncia explicita na métriga, esta encapsulada nas

seguintes relacdes

=" Ruy, (2.2.2a)
Ruk = R’ juics (2.2.2b)
R vk = Oy T — T A, + TG, Th, —T9, T, (2.2.2¢)
1
M = 59" (0vGou+ uGpv — FpGuv) (2.2.2d)
e
9" dav =3} (2.2.2€)

E interessante destacar, no presente contexto, as segcamgeteristicas da acdo de Einstein-Hilbert. A
primeira delas & a evident@o linearidade ou seja, a acao contém termos evolvendo o produto dedealsis
tensoreg),y. Uma outra propriedade evidente & que todos os termosadepagsuem exatamente duas poténcias
da derivadal, como pode ser verificado diretamente nas relagges)2RoR Gltimo, e talvez o mais importante,
€ que a forma desta acao € determinada pela invarigobitansformacegerais de coordenadaio tipo

xH — xXH = xH — wH(x). (2.2.3)

Embora a gravitacao tenha sido originalmente deserdapor Einstein em termos estritamente geomeétricos,
€ também possivel adotar um ponto de vista onde indesagfavitacionais sao descritas, de maneira analoga as
outras interacdes conhecidas, pela troca dos quanta @ammpo gravitacionalou sejagravitons E este o en-
foque utilizado na presente abordagem e também nos tbglle serao descritos mais adiante. Como veremos,
ha certas limitagdes intrinsecas neste tipo de aberdaglém disso, o proprio conceito fisico de gravitomeo
ser questionavel e talvez desnecessario. Por outro éapossivel tratar de maneira bastante direta certos tipos
de problemas e ao mesmo tempo expor as limitacdes destdagieon através calculos explicitos.

Antes de prosseguir, sera necessario entender de quéransi@descritas as interacdes gravitacionais com
0s outros campos da natureza. O procedimento mais simplasiginconsiste em modificar a acao de teoria
de campos, originalmente formulada no espaco de Minkoweshvariante sob transformacgdes de Lorentz, de
modo a torna-la invariante sob as transformadbes]2.2s3x condicao sera satisfeita se adotarmos as seguinte

20A analogia pode também ser tracada adotando-se um ponistdenais geomeétrico tal que o analogos dos potencialéadg-Mills
sdo as conexdes de Christoffel definidas na equiCa@-No entanto, nao sera esta a alternativa aqui adotada

?INesta se¢ao adotaremos a dimensionalidade4 para o espago-tempo.

22A massa de Planck é usualmente definida, sem o fatgflér, comoMp = 1/G ~ 10° Mproton™ 10'9GeV.
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prescricdes minimas

/‘d4X—> /d“x =g, (2.2.4a)
T (2.2.4b)

e
dy — Dy, (2.2.4)

ondeD,, & a derivada co-variante da relatividade geral satistizen

Duep=0duo, (2.2.5a)

Dy @u =0y @ — Ty ¢, (2.2.5b)

Do @uv = 90 Guv — Mg Pav — 05 Puuars (2.2.5¢)
Do Quv... = 05 @uv... —umTr para cada indice (2.2.5d)

Por exemplo, seguindo as prescri¢cdes acima, a aca@eosia de campos escalares em interacdo com campos
gravitacionais é
' 1
Sscal[@,9] = /d“xw—gi (9" 0upoyp—nPy). (2.2.6)

As equacBes de movimento classicas sao obtidas usapdadpio variacional na acao total. Fazendo isso,

obtemos a equacao de Einstein

1
Ruv - E RQJV = 787TG Tuv, (2.2.7)

ondeT,,, & otensor de energia-momenrassociado aos diversos campos de natureza nao gravib@éh e TH
sao respectivamente a densidade e o fluxo de energia-moment

2.2.1 Gravitagao como uma teoria de campos

VVamos agoraintroduzir o contexto fisico onde a nocaaéeitpn, mencionada acima, emerge naturalmente.
Nosso ponto de partida sera um dos resultados mais prasuledi@oria de gravitagao, sintetizado na relacao

2 38
V=900uy

Esta relacao nos informa que o tensor de energia-moriétitpode ser obtido considerando a aggo de quais-

THY = (2.2.8)

quer outros campos, formulada no espaco de méfig¢seguindo as prescricdes dadas EM{P.2.4)) e tomando a
variagao em relagéogy,, mantendo fixo. E instrutivo notar gue, independentemente do interessc B
nas propriedades das interagdes gravitacionais, gie[@cZB) fornece uma maneira simples e fundamental de
se obter o tensor de energia momento usual no espago plavimkiewvski. De fato, introduzindo o camgg,y
tal qu

Guv = Nuv + v, (2.2.9)

expandindo a a¢a8y até primeira ordem e, e levando em cont@{Z2.2.8), teremos

Su :S\A(h:O)—/d“x (%th“"Jrﬁ(hz)). (2.2.10)

23Estamos absorvendo um fatgB2mG em huv. Portantohy,, & admensional.
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Ou seja, o efeito da gravita¢ao é “sentido” por todos asosicampos através do acoplamentbgiecom o tensor
de energia-momento respaco planoDo ponto de vista fisico, este € um bom motivo para selatribstatus de
campo do gavitonao tensor de MinkowsHKi,,. Temos assim um cenario onde a interagao gravitaciamate
no espaco plano de Minkowski, analogamente a interdoaampo do fotoi,, com a corrente eletromagnética
JH,

Fazendo uma breve digressao, antes de prosseguir, é&sisaete notar que esta abordagem permite também
obter certas propriedades gerais do tensor de energia-mionie fato, considerando a forma geral da agao

Su= /d"’x\/_—g (A+9" By + 69" Cupp+ ) (2.2.11)

expandindo a métrica até primeira ordemgm
V—g=1+ %nw hyy +6(h?); gV =nt’ —hHV + G(h?) (2.2.12)

e comparando coni{2.Z]10), obtemos a seguinte expressdlggea o tensor de energia-momento no espaco
plano
Ty =2 (BW+2CMP:7AP+---) w2, (2.2.13)

onde.Z é a densidade de lagrangiana no espaco de Minkowski. Tdoratraco
n* Ty = —4A—-2n*"Byy. (2.2.14)

Vemos que nao ha uma contribuicao do terg%g’\pcw)\p para o traco do tensor de energia-momerﬁo.
precisamente este tipo de termo que sera gerado ao apis@asiprescricoeE (Z.P.4) a lagrangiana de Maxwell
(Z18). Portando, o tensor de energia momento de camporakegnético possui traco nulo.

Substituindo[(Z.2]9) na acao gravitaciofal(d.2.1) exdeas relacdeE(2.2.2), vamos obter uma acéo para o
campo do graviton dada por uma soma de infinitos termos eemoodescente de “poténcias” gy, iniciando
pelo termo quadratico. Como vimos anteriormente, todo®sos envolverao exatamente duas derivadas
Esquematicamente podemos escrever [Zeel2003]

Syrau [N = M,%/d4x(0h0h+ hohoh+h2ohdh+ ). (2.2.15)

Cada um dos termos acima representa, na verdade, uma cgatdes diversas possiveis contragdes de indices
dos campo$,, e das derivadag,. Obviamente estas contracdes s&o feitas com o tensoird@Wski 17,y

e cada termo individual & uescalar de LorentzDeixando de lado as 6bvias dificuldades de calculo aigéb
(estas podem ser tratadas utilizand@emputado simiblica) temos aqui um cenario conceitualmente idéntico
ao das teorias de campos usuais onde a acao possui um teath@iico e termos de interagao. Os termos de
interacdo enf{ZZ2.15) descrevem o auto acoplamentoalitgn de maneira analoga aos termos de interacao da
teoria de Yang-Mills. Enquanto a auto-interacao dos @t Yang-Mills ocorre porque 0s campos carregam
carga, no caso dos gravitons a auto-interacao se da@argraviton (como qualquer outra particula) carrega
energia.

A forma explicita de cada um dos termos €ém (Z212.15) podelsataodiretamente substituindo (Z12.9) em
[Z2) e[ZZ11) e expandindo a métrica, sua inversa esteainante até a ordem desejalaossivel também
explorar uma interessante alternativa, baseada em congids de simetria, que alem de tornar os calculos
muito mais simples, permite identificar o canipg como um auténtico campo de gauge, analogo ao campo de
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Yang-Mills. O ponto chave consiste em notar que a agaol@)Zequivalente a acab{Z.P.1)) é invariante sob a
transformacad(Z.2.3), sob a qual a métrica transfasen@emo (até primeira ordem emn)

) = 2 O gl
= (8] +duw(x)?) (55 +avw(x)3) Yap(X)
Guv (X = 0(X)*0aGuy(X) = Guv(X) + Yav(X)Iu@(X)* + Gapu(X) 9y (X)*
00w = GavOu®” + gaudy w” + w*daguy (2.2.16)

Na dltima linha,dg,y = g,y — guv € wH séo fungdes da* B Usando a equac¢ab{Z25b) a Gltima linha da
equacao acima pode ser escrita de maneira bem mais eegand

Portanto, usand@{Z.2.9), vemos que o campo gravitaciertedssforma como

A equivaléncia formal entre e a transformacao de gaugegspotenciais de Yang-Mills efa{211.18) & evidente.
E importante ressaltar que a transformad@o {2 2.18)e@ar em hyv, como pode ser constatado substituindo
(ZZ9) na tltima linha dd{ZZ116), mantendo derivadas @udices em baixo e coordenadas com indice em
cima. Portanto, a gravitagdo formulada como uma teoriead@pos revela sua invariancia de gauge de maneira
equivalente a teoria de Yang-Mills.

Na seca@Z.T14 mencionamos que as identidades de Wargk(fitdncia da invariancia sob transformacdes
locais) podem ser aplicadas no sentido inverso, ou seja) dedo a determinar a forma da acado. Mostraremos
agora como isso pode ser feito no caso da gravitacao. A&ponceitualmente interessante este procedimento
evita o trabalho tedioso envolvido na expansao da métdoamecando pelo termo quadratico, escrevemos todas
as possiveis contracdes compativeis com a invagadelorentz e contendo duas derivadas. A acao mais geral
que satisfaz este critéri

Sh = /d“x(aﬁah“"d"hw +bdgh};0%hy +cdgh® oHhy, +da*hgovhyy ) . (2.2.19)

Impondo a condigao de invariana&’[h] = L[] — S[h] = 0, comhy,, dado por[ZZ8), e usando integracao
por partes para a contribuicao linear By, teremos a seguinte condi

(4a+2c) w' 920" hyy + (4b+ 2d) " 929" h+ (2c + 2d) w’ 8,0 hy,, = 0. (2.2.20)

A existéncia de trés estruturas independentes e quatsiartes a serem determinadas & uma excelente oportu-
nidade de fazer contato com o limite newtoniano, fixando anatizacdo em termos da constante de Newton.
Como veremos, isso requer uma normalizacio tal que, edades devi2, as constantes edi{Z220) sejam

24/ respostad @ de um campa a uma transformacao de coordenadas recebe o nonterigada de Lie
25Devemos considerar todas as contracdes de pares desradimi?1hH1V19%ht2V2, Ha dois termos cona; contraido con, e dois
termos conr; contraido com um dos indices HeEsta sistematica pode ser generalizada para ordenseseper
3260 termo quadratico efnse combina com a variagao da parte clbica da agao pnoiuas condi¢cdes que determinam a acao em ordem
he.
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escolhidas coma=1,b= —1,c= —2 ed = 2. Substituindo estes valores dm (2.P.19), teremos
M3 1 1
Sh = 2 /d“x (E(?ah“"d"hw — S0ahfiohy—
dgh?Vakhy, +a“hgthW). (2.2.21)

Como nao poderia deixar de ser, se tivéssemos feito alo&ireto, tedioso e ndo instrutivo, usando a expansao
da métrica nas equaco€s(212.Are(2.2.1), teriamddoodimesmo resultado acima.

Em principio podemos prosseguir com este algoritmo, alatdarmos de ordem superior dmcomo o0s
indicados simbolicamente efi{2.2.15). No apéndice A deréetial[Brandf e Frenkel 1993], onde calculamos
0 vértice de trés gravitons em ordem de um “loop”, sAddaist os termos de ordem alt@ e as respectivas

expressdes no espaco dos momentos (regras de Fe@mﬁn)eriormente, ja haviam sido obtidos os termos

até orderrh® que foram utilizados na referéncfa [Capper, Leibbrandeaifdno 1973] para o calculo do tensor

de polarizacao do graviton, a temperatura zero, usaggldarizacao dimensional.

2.2.2 Regras de Feynman

A obtencao das regras de Feynman para os veértices queedascas auto-interagdes do graviton (vértice
clibico, quartico, etc) & um procedimento automatizgue nao envolve qualquer tipo de dificuldade concei-
tual. Como ja mencionamos, “qualquer computador”, devielate programado, pode fazer i@o Por isso,
vamos focalizar aqui a obtencao pimpagador do gaviton Um texto classico sobre este assunto é a referéncia
[Veliman 1975], onde o ponto de partida & a construgaordpggador de uma particula de spin 2, levando em
conta que as duas outras possibilidades mais simples, spirspin 1, sdo descartadas por fatos experimentais
elementar@.

Em grande parte o problema principal envolvido na obtertigipropagador do graviton ja foi tratado na
secad Z 113 quando tivemos que inverter o termo quadrath [Z1.21) proveniente da acao de Yang-Mills. A
fim de exibir explicitamente o problema analogo da gra@ita& conveniente usar integracao por partes de modo
a escrevel[[ZZ21) como

M2 :
Sl = =2 / d*x / dx by QI8 g, (2.2.22)
ondeQ{ﬁg’;,gf atua no espaco linear de tensores (de Minkowski) sint&trite dois indices. Sabemos que o
operadoQ-Y: 2F possui auto-valores nulos, uma vez que a invariancia dgegaplica em

QUi &P B = 0. (2.2.23)

Portanto, ndo é possivel obter o operador invers@{qﬂ;’gg\,ﬁ, ou seja, ndo podemos obter o propagador do
graviton. A solucao para este problema é a mesma engaegacaso da teoria de Yang-Mills, a saber, fazemos
uma escolha de gauge, impondo uma condi¢cao sobre os cdmpaie tal forma que a integragao funcional

2'Na verdade, o programa de calculo simbélico utilizado calsulos da referéncid_[Brandt e Frenkel 11993] empregcetainente as
formulas [ZZ1) 722 2) e, em seguida, as identidadé¥atd dadas enf{ZZB3), decorrentes[de(212.18), foraipagtils como um teste
dos resultados. Um algoritmo computacional baseado ndraogée da a¢éo ordem a ordem, como descrito nesta sggée vir a ser uma
interessante alternativa.

28E interessante gue os primeiros programas de computagdolEa foram desenvolvidos com o proposito de realizaculos em
teorias de gauge. De fato, o proprio Veltman desenvolveinicio da década de 1960, um programa chamado Schopr{§thubbe 1974,
Veltman e Willlams 1991].

290 campo gravitacional n&o pode ser escalar (spin 0) umaweagravitagio se acopla a energia, a qual ndo & umedegimmesca-
lar. Um campo vetorial (spin 1) também deve ser descarta@tholo em vista que particulas e anti-particulas, de gealtipo, interagem
gravitacionalmente da mesma maneira.
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em [Z1.ZB) seja feita somente sobre regides nao coreecpexat transformacdes de gauge. Seguindo o procedi-
mento adotado para a teoria de Yang-Mills, introduzimos emmd extra a acao, o qual viola a invariancia sob
transformacgdes de coordenadas, e modifica termo qizalde tal forma a torna-lo inversivel. Uma escolha
usual para esta fixacdo de gauge consiste em adicionarom tal que a equagao de movimento resultante &
a equacao de ond?s?hw =0, no vacuo. Por isso esta escolha € as vezes denongaade harmnica. Esta
escolha também resulta na forma mais simples para o prdpgg@aalogamente ao caso do gauge de Feynman
na QED. Para ver como isso pode ser feito, consideremoalimiente a forma explicita do termo quadratico em
(ZZ22) a qual pode ser escrita equivalentemente ¢imo
sl = G[ Km0z e o2y
+ nPoHo% +nHP Yo% 4 nv9oHoP 4+ ke 9voP
— 2pHv3U9R _2nP a“au], (2.2.24)

onde foi introduzida a grandeza
1
Kuv; aB = > (nua Nvg +Nup Nva — Nuv naﬁ) . (2.2.25)
E facil verificar que (aqui as contracdes sao efetuadasamétrica de Minkowskij,v)
. 1
Kiav; po KPP = = (5;} 5 +af 53) =1, (2.2.26)

ondel "ﬁv € a matriz identidade no espaco de tensores simétricdsidéndices. A identidad€{Z.Z]26) sugere
gue uma escolha de gauge conveniente & aquela que elidogmds termos d&{2.2124), exceto o primeiro. Esse
critério pode ser implementado adicionando a agaoifgi@enal o seguintéermo de fixago de gauge

L, [h = %g%/d“xf“(h) f(h) com fH(h) = gghH — %a“hg (2.2.27)

e fazendd = 1@. Desse modo, o novo termo quadratico pode ser facilmeveetido, usandd{ZZ.26), levando
a seguinte expressao para o propagador do graviton ag@sig momento

b kooap oo (k_le):;nuanvwnugnva—nwnw
AR R R R I 2 K+ie '

(2.2.28)

Este € 0 analogo do propagador no gauge de Feynman na QEPdoecomZ1.35)). Na gravitacdo este gauge
é freqlientemente denominado gauge de Feynman-De Dobldes. classe mais geral de gauges co-variantes
(co-variancia de Lorentz) & caracterizada por um pané@mealé qualqu@.

O carater nao linear da gravitacao requer, tal como odatele Yang-Mills, a utilizacao do formalismo de
Faddeev-Popov. De fato, adotando um procedimento analogla secab 2.-1.3 somos levamos a introduzir na
acao gravitacional um termo que descreve a interacfie emmpos vetoriais figtios (variaveis de Grassmann)

e os gravitond[Fradkin e Tyufin 7970]. Este termo extra é&eseguinte forma

5tq(h, w)

Syrosil @1, 62] = — [ dxe 55& 73 (2.2.29)

30Esta forma & obtida usando integragao por parted €nPlB, Simetrizando nos pares de indices de cada campo elteesn conta a
simetria bosonicav « af3.

3INote que este termo & de fatéo invariantesob transformagdes gerais de coordenadas.

32Na gravitagao a classe de gauges co-variantes de Loréneaees enhy,, pode ser mais geral ainda. Por exemplo, uma escolha do tipo

fH(h) = dgh® — B gHh) foi considerada na referéncfa [Capper 1980].
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onde f#(h,w) & uma funcao qualquer dependente de gauge, como por kxaoyela dada eni {22127
interessante observar que enquanto na teoria de Yang-dgilighosts sao vetores na representacao adjunta do
grupoSU(N), &1 e 6>, em [ZZ2P), sdo vetores no espago de Minkowski.

Usando a equa¢ab(Z.2116) e a formdgeada eml[ZZ27), obtemos a partir[de{ZR.29) as segueyess
de Feynman para o propagador de fantasmas e para o vértiterdeao no gauge de Feynman-De Donder

U K v = ghost Nuv
: D = : 2.2.30
—_— D —— Hv k2—|—|8 ( )
e
a\
'\\k1
N KV~ ghost
Rezaza Va,B;uv(kl’kz)’ (2.2.31)
A

onde(a,k;) e (B,k2) sao os respectivos indices de Lorentz e momentos dosfaasg 1v) sdo os indices de
Lorentz do graviton e

1
Ve e (ki ke) = 2 [kl ke Mpa My — (klﬂ ke +kay kzﬁ) va
1
+ (klv ko, — ko, kla) Nug + > (kla le + ki, kzﬁ) Nuv +H < V:| . (2.2.32)

Nao apresentaremos aqui a forma explicita dos vértigbga, quartico, etc, que descrevem as auto-intesagde
entre gravitons. Como ja mencionamos anteriormentasesgras de Feynman sdo derivadas por um programa
de computacao algébrica que faz integracao por pagegando a partir d¢{Z.2.1) todos os termos representa-
dos simbolicamente el (Z.21f%) Em seguida o programa substiiipor —ik nos diversos termos e faz as
permutacdes de indices e momentos levando em conta aiailmesonica e a simetria dg, sobu < v (ver o

apéndice A da referéncia|Brandt e Frenkel 1993]).

As identidades de Ward envolvendo os infinitos vérticeedad, 7}y, .. ;;,vn»

da invariancia da acao de Einstein-Hilbert sbb (Z12. 88plogamente ao procedimento adotado na teoria de

podem ser derivadas a partir

Yang-Mills (se¢ao[[Z.114)). Fazendo isso, teremos

o5V V10 sH 1 n 1
o (n“l 5/\1+n ' 5/\1) Po 7/111V1U2V2U3V3---Unvn (p

ap27p35"' apn) =
KW (P P%) Y its v (PF+ P2 P+, ")

1 .3 -1 1 3 2
+KW1731\Y:«;1)\ (P%P7) AVUZV1U2V2H4V4-“UnVn (p +Pp%p5 P 7pn)

+ leil‘)/nl)\ (pl7 pn) /qu;iu2V2---un71Vn71 (pl + pn7 p27 Ty pnfl) ) (2233)
onde
. 1 1 .
Wyiwa (P P) = 5 (0l flya + 86 1ip) P+ 504 05 P + = v (2:2.34)

e pl+ p?+ -+ p" = 0. Na referéncid [Brandi e Frenkel 1993] estas identidéatesn utilizadas para verificar

as regras de Feynman para os vértices de até cinco grvistamos denotando os vértices proprios da mesma
maneira que na secfig 3.3, tendo em vista que, como verg@mdsnite de altas temperaturas, o funcional
gerador das funcdes de Gremmicasde n gravitons também € invariante sdb (Z.2.18). Conseigileente

337 integragao por partes n&o & um passo essencial nagdad\das regras de Feynman. No entanto, ela é (itil pavar @@ passagem para
0 espaco dos momentos mais sistematica.
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as correspondentes funcdes 1P| termicas tambémesasief(Z.2.33).

Podemos agora empregar as regras de Feynman gravitac@nai&lculos perturbativos utilizando as
técnicas usuais de teoria de campos. No entanto, €& inmp@ftEmbrar que existem importantes diferencas em
relacao a teoria de Yang-Mills, sendo que a mais no#aaao renormalizabilidadela teoria perturbativa de-
finida pela soma das acoés (Z.2.1B), (ZI2.27) e (d.2.29) pidsente contexto, este problema ja & entendido
h& mais de trinta anos. No inicio da década de 1970 't Headfltman mostraram que as divergéncias ultra-

violetas em calculos de ordem de um loop, surpreendentensncancelan [Hooftf e Veliman 1974]. Porém,
este cancelamento deixa de ocorrer quando sao introcuesdateracdes com a matéfia [Hooft e Veliman 1974,
[Deser, Tsao e Nieuwenhuizen 1974, Deser e Nieuwenhuizel] d87mesmo na teoria sem matéria em ordem
de dois IoopﬂmmEZPdotando-se um ponto de vista mais moderno, a teoria deve
ser reinterpretada como urteoria efetivaque surge no limite de baixas energias de uma teoria maiafuealtal
[Gomis e Weinberg 1995, Deser 2000, Burgess P003] e queztpbssa ser empregada em escalas de energia tais
gue a fisica mais fundamental nao se manifesta. Uma plidaile seria a existéncia de uma fisica diferente, e

nao entendida completamente até o presente, em escalegetia da energia de PlanckWG = 1019mpmto,@.
Nosso principal interesse tem sido o calculdal®ps €rmicosno formalismo de teoria de campos a temperatura
finita, onde a temperatura constitui um “cutoff” naturalgas divergéncias ultravioletas. Como veremos na
secad_3M, quando a temperatura é suficientementdeaitanenos coletivosaracterizados por uma escala de
energia-momentk admitem, em principio, uma descricao em termos de ampragbes de ordem de um loop,
desde que a temperatufaesteja no intervale < T < Mpianck

34Em versdes supersimeétricas da gravitagao as diveim@se cancelam em ordem de @ige
ou dois loops [IGrisaru1977]. Este resultado & uma corsen@ das identidades de Ward supersimétricas
[Grisaru, Pendleton e Nieuwenhuizen 1077].

35Na verdade, dependendo da escala de energia dos fendnmenbsd®s, & possivel adotar um ponto de vista ainda naigrpatico e
considerar valores bem menores para esta escala.
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2.3 [Espacos ao comutativos
2.3.1 Principais motivages
A idéia de que as coordenadas de espaco-tempo possanomadac em escalas de distancia muito pe-

quenas (por exemplo, da ordem da escala de PlancR? ) foi formalizada pela primeira vez por Snyder em
1947 [Snyder 1947, Snyder IQA@} De maneira analoga aos observaveis de momento e pasicihecanica

quantica, a ndo comutatividade das coordenadas intrilulas minimas de espago-tempo, dentro das quais ha
uma indeterminacao dos respectivos observaveis. Assinteracao pontual deixa efetivamente de existir e as
divergéncias ultravioletas sao regularizadas por utal@snaloga a constante de Planck na Mecanica Quantica
Esta maneira de “resolver” o problema das divergénciaavidietas possuia ainda o atrativo de ser em principio
uma formulacao invariante de Lorentz, ao contrario de gcorria com as regularizagdes conhecidas na época.

Esta abordagem foi logo esquecida tendo em vista que, naanggsata, 0 programa denormalizgo de

teorias quanticas de campos acabava de obter pleno syaragurevisao de observaveis fisicos da D

Ha no entanto um argumento heuristico e fisicamente lagiesfundo para a possivel existéncia de umain-
certeza para os observaveis de espago-tempo. O arguseatesenvolve a partir da combinacao da gravitagdo de

Einstein com as relacdes de incerteza de Heisenberggdmtemaneirg [Doplicher, Fredenhagen e Roberts|1994,

[Doplicher, Fredenhagen e Roberts 1995]. Uma medida dedmsimm precisaa leva a uma indeterminacao

na energia da ordem de/d (considerando as massas de repouso muito pequenas)ulésriba regido de
localizagdo. Como vimos na se¢ao anteridgrsor de energia-momentg,T por sua vez, gera uma métriga,

de acordo com a equacao de EinstEIN(2.2.7). Portantatgoior for a precisao da medida maior sera o campo
gravitacional gerado pelo processo de medida. A locd@izagixara de ter um significado operacional quando
a intensidade do campo gravitacional for suficientemergedg a ponto de impedir que qualquer sinal saia da
regiao de localizacao. Possivelmente, a naturezatigasto campo gravitacional devera também ser levada em
conta em um tal cenario.

O ponto de partida mais natural para a formalizacao detééss € a relacdo de comutacao
XM, %] =i6HY. (2.3.1)

Nesta relacdo osperadores hermitiano% sao associados as coordenadas ustigisie maneira analoga ao
procedimento adotado na mecanica quantica para se assbservaveis aos operadores. Estaremos aqui foca-
lizando o caso mais simples quan@®’ &€ uma matriz anti-simétridadependente de'x O conceito heuristico
descrito acima segue imediatamente, uma vez que a ralagg@mutacao implica na relacao de incerteza

1
AxH AXY > §|9“"|. (2.3.2)

Ou seja, um ponto qualquer do espaco-tempo deixa de teficégin. Temos agora o analogo de uma célula de
Planck para o espaco-tempo e a descricio de fendmesimssfem escalas de distancia da ordery/dedeve
necessariamente fazer uso dos elementos de uma algetramatativa. Neste contexto, a motivacao de Snyder
pode ser entendida uma vez que os fendmenos em escalasaheidisnenores do qud@ seriam intrinse-

36Consta que estas idéias ja haviam sido consideradas peertderg em uma carta escrita para Pierls. A idéia teriagmagado até
Snyder pela via Pierls- Pauli— Oppenheimer— Snyder [Jackiw 2002].
37Feynman, Schwinger e Tomonaga completaram a renormatizia; Eletrodinamica Quantica em 1948 e receberam cipiéabel em

1965 [Feynman 1948, Schwinger 1948, Tomonaga e Oppenh&ddé&il. Dyson mostrou a equivaléncia entre os formalisneoSeynman e
Schwinger e calculou corre¢des de ordem superior paréaezagao do vacud [Dyson 1949].
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camente inacessiveis, de maneira semelhante ao procedideregulariza¢do por “cutoff” dos diagramas de
Feynman. Os desenvolvimentos mais recentes vieram a mqstrasta expectativa nao se realizou de fato e o
parametrd nao regulariza todas as divergéncias da teoria.

O conceito matematico dgeometria @o comutativgpara o espago-tempo foi redescoberto na década de
1980, em trabalhos dos matematicos Connes e Woronowicgenezalizaram a no¢cao de uma estrutura diferen-

cial para o caso nao comutativo [Connes 1985, Woronowi8z|119

Nos (ltimos anos o interesse em teorias nao comutativasrfovado quando se descobriu que a dinamica
da corda aberta na presenca de um campo anti-simétrieosgodescrita, em certos limites, em termos de teorias
de gauge formuladas em espacos nao comutafivos [Sel

Varios outros desenvolvimentos e ramificacdes sobrétde campos nao comutativa, bem como uma lista
bastante completa de referéncias, podem ser encontnadosres artigos de revisao tais corho [Szabo 2003]. Fa-
remos a seguir uma breve apresentac¢ao de alguns conoeii®diretamente relacionados com as pesquisas que
desenvolvemos sobre o aSSL@DUm tratamento mais aprofundado de certos topicos, comexamplo a re-
normalizabilidade de teorias nao comutativas ou o tratdonge modelos super-simétricos, pode ser encontrados

nas referéncia§ [Girotti 2003, Gomes 2001].

2.3.2 Quantiza@o de Weyl e o produto de Gbnenwold-Moyal

O formalismo que descreve a nao comutatividade do esfgagpe se inspira em algumas idéias fundamen-
tais da Mecanica Quantica. Uma destas idéias, introduzor Weyl, & a prescricao para se associar determinados
operadores quanticos a uma fungao classica das e@&ide espaco de fage [Weyl 19P7, Weyl 1931]. Como ve-

remos a seguir, esta prescricao permite descrever ogaspao comutativos de maneira bastante geral e estudar
sistematicamente as teorias de campos definidas nestesgspa

Vamos supor que todos os campos da teoria, representadgoad(x), satisfacam asondi@es usua@
gue permitem representa-los em termos de componentes derFou

f(k) = / dPxe ke £ (x). (2.3.3)

O espaco nao comutativo é definido pela substituicad' g@r operadores hermitian®®, satisfazendo a relacao
(Z31). Ou seja, os operadoré'sadquirem o status dgeradoresle uma algebra ndo comutativa de operadores.
A quantizagao de Weyl estabelece uma correspondéntia &idlgebra dos campos e algebra dos operadores.
Dadas as componentes de Fourier de um campo qualquer poiteradazir osimbolo de Weyl

~ D ~ . Au
P11 /(gn')‘D F(k) &kt (2.3.4)

O mapeamento entre operadores e campos € realizado pedalope

A(x) = Pk dku® gkt (2.3.5)
=/ @np o

38Como uma indicag@o da popularidade adquirida por estmassle pesquisa, é interessante notar que esta referf@ncitada 1510
vezes até a presente data (10.05.2004), de acordo covhitg:slac.stanford.edu/spires/hepl/.

39%/amos nos basear principalmente na referéficia [Szabd.2003

40As derivadas de qualquer ordem se anulam no infinito tantepa® de posicao quanto no espaco de momento.
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em termos do qual podemos reescrelier(P.3.4) como
f]— /de F(x) Ax). (2.3.6)

Note que nocaso comutativoou seja, quand@“’ = 0, o operadoA(x) se reduz & funcao delta de Dirac
8P (X—x). Em geraIA(x) € o objeto que faz a interpolagao entre os operadores gee/ds campos.

E possivel também mapear as derivadas usuais em “desivde@peradores definidas pelo operador anti-
hermitianoi d, em termos das relagdes

[0, %] = &Y | [0,,0,] = 0. (2.3.7)
Usando[[Z.315) podemos verificar facilmente que
[0, (X)) = =0, AX). (2.3.8)
Substituindo a relacao acima el (213.6) e integrando adep, obtemos a relacao

[0, /dD d, £ = H0,1]. (2.3.9)

A relacgéo [Z318) permite também definir os geradoretartins de translacdes eé«'p“éu) tais que a se-
guinte identidade & verificada

e—vﬂﬁu A( ) v“ﬁu — [dw ]—I—;VUV [gu,[aw ]]

= A(x+v). (2.3.10)

Introduzindo agora a operacao wlaco, denotada por Tr, definida na algebra dos operadores deaNesdndo

Z38), teremos
TR f] = /de £(x) TrAX). (2.3.11)

Usando a identidadETZ.3110) @@priedade tclica do tracq vemos que TZ\(X) € independente de Adotando
a normalizacao 'IZ%(X) =1, a (ltima equagao acima nos da

T [f /def (2.3.12)
Ou seja, draco dos operadores de Weykepresentado por unreegragio dos campas
A relacao[[2Z.316) nos da diretamente os operadores déaNaytir dos campos ou seja,
;w//[f] (2.3.13)

E igualmente importante saber a forma explicita da seldpversa correspondente e das condicdes para sua
existéncia. Esta relacao pode ser obtida conhecendgsmiuto de dois operadorAsem pontos quaisquer do
espaco-tempo. Usando a equa¢ag (P.3.5)ceraula de Baker-Campbell-Hausdo(fémbrando que, de acordo
com [Z31)[x*,xV] comuta conx?),

ikt Gk, 27 o ik R ik R ik R K R o ORV Ky gl kKR (2.3.14)
teremos de de/

~ ~ uv J\QH i Uil M

Bdw)= [/ D T ® L bt (2.3.15)
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Usando[[Z316) confi = exp(i(k, +k;,)%*), a relagao acima pode ser escrita como

Als) A APk dOK D k) A e 5V kK ikt ik
A(x)A(y)://WW/d 26 KTk R () @3 0" kiukd gkt k¥ (2.3.16)

Calculando as integrais gaussianaskeak’ (estamos assumindo que a maglipossui inversa), teremos

Ao 1 " DA @2 (02 (y-2)
AXAY) = Tprgem / d®zA(2)e . (2.3.17)
Usando a normalizacao do tracoMe a anti-simetria d8 1, obtemos a seguinte condicaoattonormalidade

Tr(A(x)A(y)) =3P (x—y). (2.3.18)

Multiplicando o lado esquerdo dETZI.6) @hly), tomando o traco e usando a relagga{2]3.18) obtemos final
mente a a seguinte relacdo para a inversh.del2.3.6)

f(x)=Tr (#[f]AX)). (2.3.19)

A funcéo f(x) assim obtida a partir do correspondente operador quaatiEmominadéungdo de distribuigo
de WignerfWigner 1932] e o mapeamento realizado pgx) € o analogo daorresponéncia Weyl-Wigneda
teoria quantica usual.

A relacao[Z:3719) pode ser usada para se obter sistenmeaite a representacao no espaco de coordenadas
de produtosde operadore®’ [f], #[g], etc. Uma tal expressao constitui o ponto de partida paggpgesamos
mapear os operadores de Wigner de uma teoria de campos eudlgu exemplo, o produto de dois operadores
possui a seguinte expressao no espaco de coordenadas

(7107 19Aw) = m [[yPz fy)ge 1 byt a2’ (23,20

onde usamos as relac6gs (2.3 6L (213.17 e (2.3.18)nddsa expressab {2.8.4) no prod%df] %[g], subs-
tituindo as componentes de Fourier dor(d.3.3) e levandoartaa formula de Baker-Campbell-Hausdorff em

(313, podemos escrever

Vg =7 [f«d, (2.3.21)
onde
D Dy/ o it o
g xgx) = // (gnl)( (gnth(k)g(k/—k)eze kuky gk

(2.3.22)

é oproduto estrelade Gronenwold-Moyal[Groenewold 1946, Moyal 1p49].

E interessante considerar algumas consequiéncias simalexpressa@{23122). Por exemplo, usando a
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anti-simetria de9#Y, o comutador e o anti-comutadde Gronenwold-Moyal podem ser escritos como

[F(%), 93]

FO)xg(x) —g(x)  f(x)
= 2if(x)sen<%<d—“9“" 0_\:> g(x), (2.3.23)

{f(¥), 90} = f()*g(x)+9(X) = f(x)
_ 2f(x)cos<%(d_“9“"0_\:) gx). (2.3.24)

No caso geral (produto de varios operadores), somos levedonsiderar a seguinte extensao da formula

Z32D)
0

fl(xl) koK fn(xn) = a!:LeXp<2 o" —— XK PV aib) fl(xl) e fn(Xn)- (2-3-25)
Vemos assim que o produto de Gronenwold-Moyal constitia aiternativa ao produto de operadores de Weyl.
A nao comutatividade se manifesta como uteformaéo do produto de fun¢des das coordenadas do espacgo-
tempo. Integrando a express80 (Z.B.25) em todo espagwete usando a equacdio (2.8.12) obtemos a seguinte
relacao explicita entre as duas maneiras de se repaesem@o comutatividade

(7 (0] A /de Fy(X) -k Fn(X). (2.3.26)

Levando em conta a propriedade de ciclicidade do traca/gonos que a integral de um produto de Gronenwold-
Moyal permanece invariante quando permutamos ciclicagnastfuncdes,(x). No caso especial de duas
funcdes, teremos

/def gl /deg X) % f(x /def (2.3.27)

Esta igualdade pode ser verificada diretamente usando eZeniA3.2P) e notando que os termos envolvethdo
se anulam ao serem integrados por partes. Vemos que a gaegra espaco de coordenadas & formalmente uma
operacao de “traco” do produto deformado de funcgdes.

2.3.3 Regras de Feynman da teoria de Yang-Mills em espac¢odarcomutativos

O formalismo geral apresentado na se¢ao anterior poderiewipio, ser aplicado a qualquer teoria de
campos. Na versao ndo comutativadgmsidade de lagrangiarda teoria, cada um dos campos e suas derivadas
sao substituidos pelos correspondentes operadores yle Wecdo a teoriaé entdo obtida pela operacao de
traco, introduzida en{Z3112), e a relacBo (Z13.26)neregada. Finalmente, a forma explicita do produto de
Gronenwold-Moyal dado pof{Z.3122) € empregado.

Poderiamos entao supor que a versao nao comutativeoda tee Yang-Mills descrita pela lagrangiana
(ZI.2%) seguiria os passos descritos acima sem nenhund&@oradicional. Ha no entanto um importante
detalhe fisico, especifico das teorias de gauge, que delevado em conta. Devemos lembrar que a construgdo
da teoria de Yang-Mills usual poderia ter sido feita levaadoconta ndo apenas a simetria sob transformacdes
de S(N), mas sim o grupdJ (N) = U (1) x SU(N)/Zy. Porém, na teoria de campos comutativa, o “foton”,
associado &) (1), se desacopla dd$? — 1 campos de gauge associadoSW(N). O mesmo n&o vai ocorrer
na versao nao-comutativa da teoria de Yang-Mills. De,fatny e h sdo dois elementos do grupo, em geral
det{g h) ## det(g) » deth). Portanto, o grupo especial unitario ndo & um grupo nag@spao-comutativo. Por
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outro lado, devido a propriedadexh)" = h'«+g', o produtog« h de duas matrizes unitarias & sempre unitario.
A possibilidade de se introduzir outros grupos de gaugsteimgida se quisermos manter a associatividade da

algebra nao-comutativa [Matsubara 2000, Madore et @l0R0

Somos entao levados a considerar a seguinte versacon@utativa da acao de Yang-Mills

" 1 1 1. .
SRS /d“xTr <ZFWF“" - %(a“A“)H Slico d,DHc, — ig,DH cz*cl)> (2.3.28)
onde
Fuv - d“AV - avAu - |g [Au,Av}*, (2.3.29)
e
Ap=ATA A=0---N°—1 (2.3.30)
A versao nao-comutativa da transformacgao de gaug€&&nii) @
Ay — Au+ 3w+ (wx Ay —Ayx w) (2.3.32)
ou, equivalentemente,
ATA ATA A i B A TB i B A TB
ALTA = ATA+ 9,0 TA+ > [ A] {TA TR+ 5 {o? AR}, [TATE]. (2.3.33)
Usando as relacdes,
[TATB) =ifascTC, {TA T8} =dapcTC, Tr(TATE)=5"8 (2.3.34)

onde as grandezdagc e dagc Sa0 as constantes de estrutura do glup) respectivamente simétrica e anti-
simétrica, podemos escrever

i 1
A — A+ e+ 5 [0 Al dasc— 5 {0 A}, fasc (2.3.35)

Note que mesmo no cadd= 1 (QED nZo comutativa), quand® = 1 e dggo = 2, as transformacdes mantém
um carater nao-abeliano.

Usando identidades do tipo

1 1
A, = 3 (A AS) [TATE] 42 (A0 AS], (TATE), (2.3.36)

bem como as relagdds123.34), a afA0 (A 3.28) podeserssa diretamente em termos dos canijps, e c.
Em seguida, usandb(Z.3123e(Z.3.24) e expressando oosamptermos de suas componentes de Fourier, as
regras de Feynmapodem ser lidas diretamente d&M. Os resultados assim obtidos generalizam as regras de
Feynman da teoria usual, dadas €m (Z2.1.5BD). (211 .58cT &84, pela substituicdo das constantes de estrutura
fabc por

CABC(py, po) = FABC cos(%) + dABcsin(y); p1 X P2 = p Ouy py (2.3.37)

e levando em conta que;, p2 € p3 estdo associados aos campos cuja cor & respectivadeBte C. Os
propagadores sao obtidos BE{2.) .59y e (211.57) fazéMtle> 5°B. A teoria perturbativa assim definida possui

41 Estas transformagdes sdo compativeis com a condg@aitariedade

U *UTx) =UT(0)+U(x) = In. (2.3.31)
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as propriedades de invariancia sob transformactes &TBRe renormalizavel [Bonora e Salizzoni 2001]. Na
secad 4]l vamos aplicar estes resultados ao estudo ds figimicos em teorias de calibre ndo-comutativas,
utilizando o formalismo apresentado na sdcab 2.4.
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2.4 Teoria de camposa temperatura finita

2.4.1 Motivacao e consideragdes gerais

A teoria de campos a temperatura finita fornece uma dé@scregm termos das intera¢gdes fundamentais,
gue é apropriada para sistemas térmicos cuja naturez#ica e relativistica sao igualmente importantes. Por
exemplo, a descrigao do universo primordial, em cosmal@gn termos de um plasma de particulas elementares.
Ha portanto dois cenarios, igualmente importantes, guagicam neste formalismo. O primeiro deles & aquele
descrito peldeoria quantica de campgsempregada na descricao da dinamica quantica de p@xé&sESs como
a colisdo entre um elétron e um anti-elétron. Um aspeaatddmental da fisica codificada na teoria quantica de
campos é o conceito diituagio quantica como caracterizado no principio de incerteza de Heisgngeitos
das flutuagdes quanticas em processos fisicos saesmpados por diagramas de Feynman possuindo linhas
internas. O segundo cenario que compde a teoria de cantpoparatura finita &€ aquele descrito pale@nica
estatstica Aqui, estamos interessados em estudar fendmenos endoluen nUmero muito grande de particulas,

e o0 conceito délutuago estaiisticadeve ser levado em conta.

O formalismo que resulta desta combinacgao de teoriatipaéae campos com a mecanica estatistica & certa-
mente apropriado para o estudomieblemas de muitos corpaesja dinamica fundamental &€ descrita por campos
qguanticos. Deste modo, estao sendo levados em conta,sawariempo, flutuacdes quanticas e estatisticas. Por
esta razao, & de se esperar que a teoria de campos a temgéndta possua uma estrutura muito mais rica e
interessante do que a teoria quantica de campos usuambderentretanto que vari@spectos formaise asse-
melham bastante nos dois casos, sendo que a teoria de casnpbgade ser obtida como o limite de temperatura
zero da teoria de campos a temperatura finita.

Para ilustrar de maneira bem simples o tipo de descris@zaffornecido pela teoria de campos a tempera-
tura finita & interessante considerar, de maneira queditat processo elementar de propagacao do elétron. As
flutuacBes quanticas do vacuo estgmprepresentes e devem ser levadas em conta neste processo.el@rim
diagrama na figura

5 U o}

ilustra uma das possiveis contribuicdes de flutuagi@sticas onde as linhas internas represemarticulas

virtuais, presentes no vacuo, interagindo com o elétron (assusyipoo simplicidade, que somente as interacdes
eletromagnéticas estao presentes). No Gltimo diagdanfegura acima esta representada uma das contribuicdes
do efeito de interacao do elétron c@articulas reaigpresentes no meio térmico possuindo distribuicdo deBos
Einstein (fotons)ng, ou de Fermi-Dirac (elétrons)r. Ja os dois diagramas centrais representam a mistura dos
efeitos térmicos e quanticos. Como veremos na seci@8td interpretacao fisica qualitativa esta de fato de
acordo com o formalismo teoria de campos a temperatura. finita

Existem atualmente formalismos bem compreendidos e delséns para o estudo de teoria de cam-
pos a temperatura finita. Na verdade existem trés formaisiistintos, porém equivalentés [Maisubara 1955,
[Schwinger 1961, Umezawa, Matsumoto € Tachiki 1982], sendagda um deles pode ser o mais adequado para
determinadas aplicagdes. O mais antigo destes formadisdesenvolvido por Matsubafa [Matsubara 1955], &
mais apropriado ao estudo fBadmenos de equbrio, sendo que fendmenos com variacao temporal podem, em
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principio, ser analisados utilizando-se continuagalitica. Nos outros dois formalismos a variavel tempéra
mantida inalterada, e a temperatura & introduzida atrdgé&ondicdes de contorno. Estes sao os chanfados
malismos de tempo reaD mais antigo deles, introduzido por Schwinger no contdgtmtegrais de trajetoria, &
conhecido comtrajetoria temporal fechad§schwinger 196/1]. O segundo, mais recente, desenvolvidd pe-
zawa utiliza o método de quantizacdo candnica via ajuees (embora também neste caso, seja possivel utilizar

integrais de trajet6ria) e &€ conhecido codmtdmica de campo&tmicogUmezawa, Matsumoto e Tachiki 1982].

De maneira geral, o formalismo de teoria de campos a tempatfatita difere das abordagens mais antigas
Lifshitz e Pitaevskil 198 ka 1971].
Uma das vantagens da abordagem utilizada pela teoria deosartpmperatura finita, & a possibilidade de uma

tais como ateoria cingtica

0] ou a teoria de muitos corppsttéee Walecl

formulacao em termos detegrais de trajebria, bastante semelhantda(2.1.28), e a aplicagao ao estudorihs
decalibre ndo-abelianagjuaisquer. Alem disso, & possivel obter uma formuacavariante de LorentzZComo
veremos, estas vantagens sao uma conseqiiéncia daaegadibrmal com a teoria quantica de campos.

Nesta secao introduziremos as idéias basicas do femalde Matsubara, denominaffrmalismo do
tempo imagiario. Estas idéias serao empregadas nas aplicacdes queemriaremos ao longo de todo este
trabalho. O objetivo central desta secao é introduzstamatica para oalculo perturbativade médias térmicas
que pode, em principio, ser empregada em qualquer tedigiga de campos.

Relagdes termodiramicas

Os processos de criacao e aniquilacao de particifasps das teorias quanticas relativisticas, sao mais
apropriadamente descritos em termos do ensegratel cardnico. Um sistema em equilibrio térmico possuindo
valores médios da energia e quaisquer cargas consevadsacterizado por sumaatriz de densidadg, satisfa-
zendo[p, I:|] — 0 (H é ooperador hamiltonianpe a condi¢io de maxima entropia

S={(—Inp)=-Trplnp. (2.4.2)

A temperaturd = 1/ e os potenciais quimicqs sao introduzidos como multiplicadores de Lagrafige T 1
e a; = — B determinando a energia médid) e as cargas médidsl) a partir de[H,Ni] = 0 e [N;,N;] =0,
respectivamente. Isso determina
[):Z’lexp{—ﬁl—]—zaiﬂi}, (2.4.2)
|

onde o fator de normalizac@oé a funcao de particao grande candnica.

Z(V,B, ) = Trexp{—BH — Y ai Ni}. (2.4.3)

A funcao de particd@ determina as grandezas termodinamicas tais como pressaopia, energia e den-
sidades de cargas, denotadas respectivamente Bpmg & e .4#". No limite termodinamico, estas grandezas
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sao dadas por

P = T—=yhZ (2.4.4)
B 0P

S = SNV=oz (2.4.5)

& = (AN = éa;r;;z, (2.4.6)

N = <Ni>/vzg—:. (2.4.7)

2.4.2 Formalismo do tempo imagiario

O resultado central desta secdo €& a expressao gerah ffangdo de particio dada pbr(2.4.17). Esta ex-
pressao constitui uma generalizacao [de {211.28) pai@so de sistemas térmicos. A seguir apresentaremos
algumas motivacdes para a introducaolde (214.17).

Mecanica estatistica e teoria de campos no espaco euclidiano

A conexao entre mecanica estatistica e teoria quasiticampos possui umainteressante motivacao heuristica
baseada em um argumento bastante simples e fisicamentegwafavido a Bloch[[Bloch 19%8]. Bloch obser-
vou que o operador@H, na funcao de particio, pode ser identificado com o cloerde evolucio “temporal”
ao longo deeixo temporal imagiério. Ou seja, formalmente, o operador quantico de evolueamporal e'tH
se transforma em&H quando realizamos@ontinuago anaiticat — —i 3.

Em retrospectiva, esta observacao nos leva a considpoasséilidade de que a teoria de campos a tempera-
tura finita possa ser formulada a partindasao euclidianado funcional gerador eni {Z.1128), obtida fazendo a
rotagao de Wick t— —itg, ondetg € o “tempo euclidiano”. A fim de ilustrar a idéia basica cam exemplo
especifico, porém bastante tipico, consideremos oduati

7 - / DoeS® (2.4.8)
com
1
ol = [ x| 5007 V(o). (249)
Fazendo a rotacao de Wick, teremos
d°x — —idted® 1x=—-idBx,
1 2 1 2 1 2
5097 -V(9) — —5(%9)"—5(09)"~V(9)
1
= - {é(ago)%rvw)} (2.4.10)
E

de modo que a versao euclidianalde(2.4.8) &
7 - / Doe 19, (2.4.11)
onde

el = [ x| 5002 +V(0)] 2412

E
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A integral funcional euclidiana efi{Z.4]11) sugere, gatiliamente, a conexao com a mecanica estatistica,
levando em conta qu&:[¢] pode ser considerado comdumcional de energigestatico, para o campm@. Para
exibir explicitamente esta conexao, consideremos pramente um sistema de particulas possuindo energia
E(p,q). Neste caso a funcao de partigiassicaé

7 I'Ii/dpidqie’Bqu). (2.4.13)
Fazendo a integracdo nos momergasomitindo o fator constante,
Z-n / ddgie PV(@. (2.4.14)

Tomando o limite continub— x e q; — ¢(x), somos levados a uma integral funcional comolem(2.4.14 563,
amea@nica estditstica chssicano espaco d® dimensdes pode ser obtida considerando tenea de campos
euclidianaformulada enD dimensdes. No entanto, nosso interesse m@@nica estdstica quanticadescrita

a partir das intera¢des fundamentais de uma teoria ipadmativistica. Vejamos a seguir como isso pode ser
conseguido.

Consideremos a fun¢ao de particao quantica

Z=tre P" =5 (ne”P"|n) (2.4.15)

n

de bésons cujo hamiltonianoHe. Lembrando que uma grandeza da forma gek ™ |B) pode ser expressa
em termos de uma integral de trajetorias de mecanicatigaafazendo as substituicdes- —i 3, |A) — |n),
|B) — |n) e finalmente somando sobjre, obtemos

Z—tre PH — / Dge /s drL(@), (2.4.16)
per.

O simbolo [, significa que a integragao funcional é feita sobre tocasagetoriasy(t) sujeitas a condicao
de contornag(0) = q(B) (veremos mais adiante que no caso de férmions a condigiodnti-periodicidade
q(0) = —q(B)). Esta condicao & o reflexo da operacao de trago naufagao funcional.

A generalizacao para um cenario que incorpore efeitasivisticos torna-se agora bastante evidente. Efe-
tuamos a mesma generalizacao que nos leva da teoriaiguéatparticula para a teoria quantica de campos,
considerando uma teoria de campos formuladal dimensdes (a express@o (2.4.16) € o caso partibuta0).
Neste caso, a funcgado de particao é

Z—trePH = / Dge /6 4t/ PxZ (o], (2.4.17)
per.
com a integracao sobre todas as configuractes queazatisf

@(X,0) =X, B), (2.4.18)

onde as duas condi¢cdes (periodicidade ou anti-peralile) sdo satisfeitas para campos bosdnicos ou ferrofni
respectivamente.

O ansatz(ZZ.1IT) nos informa que a fisica térmica de um sistemanticd emD dimensdes espaciais
pode ser descrita por uma teoria de campos euclidiana fada@nD + 1 dimensdes espago-temporais, com o

42Note que ap6s a rotagdo de Wick a dependéncia tempdral de existir e passamos a uma descricao estatica noespalidiano de
D dimensdes espaciais. Uma questao interessante ¢ aifidade de se introduzir dependéncia temporal em obsers termodinamicos
fazendo a rotacao inversa.
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“tempo” T restrito ao intervalo & 17 < B e satisfazendo as condi¢des de contdino (2.4.18).

E interessante observar que no limite de temperatura nutmdpp — « a expressad{ZA17) se reduz
a teoria de campos usual formulada no espaco euclidiaste(naso, as condi¢cbes de contorno deixam de ser
importantes).

Por outro lado, no limite de altas temperatuis;> 0, {ZZ.1¥) se reduz 8(2Z.4111), ou seja, a dinamica do
sistema térmico pode ser descrita classicamente.

Regras de Feynmanérmicas

O calculo direto da expressdo (2.4.17) apresenta as nsefsmmaidaveis dificuldades da teoria de campos
usual. Uma opcao natural & a expansao perturbativa enosede diagramas de Feynman. Dada uma teoria
de campos qualquer e suas regras de Feynman usuais a temgeesd, podemos imediatamente escrever as
correspondentes regras de Feynman térmicas substitiidds os momentds= (ko,K) por (iah, k), onde

2nmT (boson$

wh = ; N=—o00, ... +00 (2.4.19)
2n+1)mT (fermiong

sao as frequiéncias de Matsubara. Além disso as integgaobre momentos internos sao modificadas segundo

/‘dkode f(ko,K) — 27T Z/def(i e, K). (2.4.20)

As duas relagdes acima sao uma consequiiéncia simpleta@dh passagem para o espaco euclidigge-(iw)
e das condicdes de (anti)periodicidade no intervalodfiifit3] (w discreto).
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3 Algumas €cnicas e resultados sobre fuoes
de Green érmicas

3.1 Funges de Greenérmicas e amplitudes frontais

Consideremos uma teoria de campos qualquer descrita paagioalassica sem termo de massa. Sabemos
que (veja o apéndi¢e’A0.1) a acao efetiva pode ser esqeam termos dos diagramas 1PI da teoria. No presente
contexto, teriamos unegao efetivaérmicacuja contribuicao perturbativa mais importante & dastadpgramas
em ordem de um loop. Veremos a seguir que & possivel obiexpressao geral para todos os diagramas 1PI,
em ordem de um loop, ja tendo efetuado a soma sobre afreigis"de Matsubara.

Um diagrama 1PI qualquer, em ordem de um loop, possuiriias externas, tem a seguinte forma

L
| G e ). (3.1.1)

onde
1 1 t(k; p1,---,pL)

A=T = - il
- kozzlwhk%—kz (ko+ p10)? = (K+ P)* (ko= PLo)®— (K—PL)?

et(k;p1,---,pL) podem ser tensores de Lorentz ou qualquer objeto possuidd®s correspondentes as coor-

(3.1.2)

denadas de espaco-tempo.

Sob certas condi¢Bes bastante g@a&'&somaﬂ pode ser transformada em uma integral no plano complexo
usando a identidade (no lado direikg,& uma variavel complexa continua)

00

TS f(koiah)zimlyédl@f(ko)%[coth(%ﬁkoﬂﬂ. (3.1.3)

n=—oo

Aqui o contorno de integraca@ & o mostrado na figura (a) abaixo. Empregando o contornwaiqnte6
mostrado na figura (b) acima, podemos reescrever o ladoodite[31.B) como

! [ [ ottt [om( Foka)]| 5 [ det [coth(%ﬁko)ﬂ G

21 | Jiw—5 —joo+6

1Uma condigao importante & que a fungéh nao possua polos ao longo do eixo imaginario. Em teoriagadge isso nem sempre &
verdade. Por exemplo, quando usamagsoge temporak preciso adotar prescricdes especias para o calcilmdées de Green, tais como

as utilizadas en{[Brandt, Frenkel e Machado 2000, Brandideas-Melgar e Machado 2003].
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ReR ReR

COCDLNCINCNCD O

(a) (b)

Figura 3.1:

Fazenddkg — —kg na primeira integral obtemos

L1 (ko) + (o) [coth(%ﬁkoﬂil- (3.1.5)

2_7'[i —jo+0

Usando a identidade algébrica

1 1 +1 1 @3Bk 4 g 3Bk
= |:C0th(-ﬁko):| E— %
2 2 2 3flo o 350

1 2Pk + g~ 7Bk 4 g 2Bkog~ 3Bk

2 e%ﬁh);e*%ﬁko
1 1 1

= —4+4_- 4N A,
2 eﬁkozpl 2 B’F(kO) (3 6)

obtemos a seguinte forma geral para a soma sobre as fidgéiéle Matsubara

i+ dkg
—jco+0 ﬁ

A= e lf0)+ (ko) [f (ko) + F(—ko)] Na (ko) (3.1.7)

ieo ATT
A relacao [3117) possui uma interpretacao importéisiea. Vemos que a contribuicdo de ordem de um
loop para uma funcao de Green térmica 1Pl qualquer semEm® na soma de uma parte euclidiana, que é in-
dependente da temperatura e idéntica a rotacao de Vdidowtribuicao de temperatura zero, com uma parte
dependente a temperatura. Esta Ultima envolve explieitderas distribuicdes de Bose-Einstein ou Fermi-Dirac,
introduzidas em[(311.6), e tende a zero no linfite~ 0. Esta expressao também mostra que as distribuicdes
térmicas no segundo termo de(311.7) impedem o surgimentiivérgéncias ultravioletas. Ou seja, a tempera-
tura de fato desempenha o papel de um “cutoff” natural pativasgéncias ultravioletas do segundo termo de
@I1). Ja o primeiro termo necessita, em geral, de setaegado da maneira usual utilizando, por exemplo,
regularizacao dimensional. Em teorias renormalizgvs@bemos como eliminar a dependéncia nesse regulador.
No caso de teorias nao renormalizaveis existe a poskididi de que, em certos intervalos de temperatura, o
regulador seja efetivamente desprezivel. No que se segoes/focalizar a parte térmica destas amplitudes 1PI.

Substituindo o resultado obtido para a soma sobre asdneigs de Matsubard, (311.7), na expressao geral
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para as fungdes de Green termichs. (B.1.1), obtemosimnsegxpressdo para a parte térmica
/ﬂ/imw 0 Neye (ko) [ (koK) + (ko) (3.1.8)
(2m)3 w5 2mi
Fazendo a mudanca de variakeb —k no segundo termo, obtemos
/%/':‘;g—;‘?r\lgf(k@ [f(ko,K) -k — —K]. (3.1.9)
Em teorias escalares ou teorias de calibre formuladas iiwedle Feynman (ou Feynman-De Donder, no caso

da gravitacao), temos sempre a seguinte forma

ko 1 1 - tkpy,p2-opL) (3.1.10)

TR (kot pro)— (Kt P2 (Ko PLo)2— (K— Pu)?

Além disso, coma(k; p1, p2--- pL) n&o possui polos no plano complexo, podemos calculdniaate a integral

emkp usando decomposicao em termodmdedes parciais

1 1 1 1
(ko+pio)2— (k+1)2  2[k+pi| | ko+pio— K+ Bl ko+ pig+ [K+ il

(3.1.11)

e fechando o contorno no plano direito. Usandpegiodicidadedas distribuicdes térmicass r (X + pig) =
Ng.r (X) (x & 0 moddulo de alguma combinagdo de momentos) e redefivintomento de integrac&oresulta na
seguinte relacao

&k Ngr (|
= ——=—=a/ (K, p1, P2, -, 3.1.12
/(27.[)3 2K (k; P, P2, PL) ( )
- - thermal
onde« (k; p1,---,pL) & dada por

R P R R permut.

iclic. d
(K Pr, P2, , PL) = woowl vl o TSI ke ok (3.1.13)

kK k+R k-R &
K2=0

Veremos mais adiante que esta forma de expressar as fute@zreen termicas 1P| & extremamente conveniente
para se obter as propriedades gerais da acao efetivedégoe emerge no limite de altas temperaturas.

Um caso especial da equagBo (311.12) foi originalmergersdo por Barton como uma espécieatesatz
[Barton 1990] para o comportamento de fotons e elétrermitos. De maneira geral, a equadag (311.12) revela
gue as fun¢des de Green térmicas 1Pl podem ser intedpsatamo descrevendo o comportamento de “particulas
térmicas” possuindo distribuicao de Bose-Einstein etnti-Dirac, interagindo com campos externos.

E também interessante notar que uma vez que a soma sobegjadrfcias de Matsubara ja foi realizada,
podemos fazer umeontinua@o analtica nas frequéncias externas para valores em todo o planolexonp
(por exemplo, para o espaco de Minkowski). Fisicamentariesnos descrevendo regimes fora do equilibrio
térmico, como por exempli@ndmenos de transporiaduzidos por campos externos. Veremos a seguir que esta
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interpretacao é de fato possivel especialmente quesnkideramos o limite de altas temperaturas.

3.1.1 Aregio de “hard thermal loops”

Consideremos os cenarios fisicos nos quais seja pbssparar as escalas de distancia média entre as
particulas, da ordem d¢'T, das escalas de comprimentos de onel@xcitades coletivasla ordem de A(gT),
ondeg representa o parametro perturbativo (tipicamente a antestie acoplamento). Em termos de func¢des de
Green térmicas, este cenario & descrito por contiiesigiehard thermal loopgaracterizadas por

kKT > p~gT, (3.1.14)

ondep; sao os momentos externos na funcao de Green termici@adss as excitacdes coletiva®) epresenta
0 momento tipico das particulas termicas Em{311.12).

Do ponto de vista técnico, a separacao das escalas &tepris com a seguinte expansao em série de
poténcias dos momentos externos nas amplitudes fromta{S.&.1B)

1 1 (p)? (p)*
p2i2pk  2p-k (2p-K2 | 2pRE (3.1.15)

Levando em conta também a possivel dependéncia de momesntértices de7 (k; p1, p2, -+, pL) € coletando
os termos de mais alta ordem dmemos uma maneira sistematica de obter as contribug@®ébkard thermal

Ioops“H.

2Tendo em vista que as manipulagdes algébricas podemnse tiastante complicadas, o uso do computactimputag&o simbolidaé
imprescindivel, especialmente quando tratamos de tedeaalibre onde a natureza tensorial dos campos de catibotve varios indices
descrevendo graus de liberdade de espago-tempo e cor.
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3.1.2 Cone®o com a equago de transporte

Existe uma outra abordagem para descrever o acoplamerg@antpos médios (possuindo grandes compri-
mentos de onda) e particulas. Uma das principais mateéspara este tipo de abordagem, no presente contexto,
€ a possibilidade de obter uma forma fechada para a agieeetermica que encapsula todos os efeitos de altas
temperaturas. Para tornar isso possivel, veremos queesséio introduzir uma corrente que pode ser definida
em termos da distribuicdo no espago de fase. A conex@ioteoria de campos a temperatura finita emerge
quando esta mesma corrente & expressa em termos de defivadianais da acao efetiva térmica (amplitudes

térmicas 1PI).

Consideremos inicialmente um sistema de particulas @jaidade de probabilidade no espaco de fase &
uma fungad (x*,ky) tal que o nimero de particulas em um elemento de volumepiesle fase &

dN = F (x* ky) 3(k? — m?) dk* dx?. (3.1.16)
A funcao de distribuicao classica
1
H — U 2 _
f(xH,ky) (ZH)SF(X ki) O (K> —nP) (3.1.17)
é solucao daquago de transporte
%f(x, k)=¢%. (3.1.18)

ondex ek sdo as coordenadas e momento da particolé e tempo proprio. A grandezd é otermo de coligo,
gue assumiremos, em primeira aproximagao, como sencdanuDs detalhes da interacdo entre campos e as
particulas sao explicitados quando reescrevemos a &gjdi@dransporte na forma

of dx* Jf dkg

— = = 1.1
axd dr | Ok dr (3.1.19)
e usamos as equagoes classicas de movimento
kg =mPE, a5 (3.1.20)

=m——; m
dr dr
onde.#, & uma 4-forca envolvendo explicitamente os campos. Fareso, teremos a seguinte forma para a

equacao de transporte
k-0 f(x,k)=—-%-0 f(x,k). (3.1.21)

Vamos agora aplicar a equacdo (3.]1.21) ao cenarioftdcum plasma nas proximidades do equilibrio
térmico. No equilibrioF (x,k) & a distribuicdo de Bose-Einstein ou Fermi-Ditdgr (|k0|), introduzidas em
@E.18), que de fato & solucao e(3.1.21) no caso enmZjue0, ou seja, quando os campos estao “desligados”.
No caso mais geral podemos tentar obter uma solucao patiia da forma

f(xK) = FO%) + FUx K+ FD(x k) +-, (3.1.22)

ondef(™ envolve o produto da campos, ou seja, & de ordema constante de acoplamento da interacao entre

3Esta aproximagao esta relacionada com a aproximagaodgém de um loop na teoria de campos a temperatura finita.
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0s campos e as particulas. Desse modo, podemos escregeirdgessolucao iterativa

F0) _ (_qpn <%g¢‘.@k> <%32.ak> £0), (3.1.23)

n

Para nao perder de vista alguns dos aspectos fisicoc@ssamvolvidos na equivaléncia entre o formulagao
em termos da equacao de transporte e aquela em termosrdetfaamal loops”, vamos agora aplicar a equacao
(3.I.ZB) ao caso do plasma neutro da QED. Neste caso, aat&orc

ondee é a carga do elétron. A interacao do plasma com o camjgorextia origem a uma corrente
= /d“kk“ le 0 K) + e —d. (3.1.25)

A contribuicaoe +—— —e garante que em ordem zero a corrente &€ nula, como devegaigeum plasma neu-
tro. Em um plasma carregado, a corrente em ordem z]é%,tamb’em seria nula por causa da simetria das
distribuicdes térmicas (o integrando envolveria o pitodle uma funcdo simétrida® pork;).

Vejamos agora sob quais condices as equaBges(3.B22YB) el[3.1.25) podem ser relacionadas com a
teoria de campos a temperatura finita. A chave para estasstante conexao é a equadag (Al0.15) do apéndice
A Se admitirmos que a corrente em (3.1.25) seja derivavatdo efetiva &érmica entdo

- 5rterm

= .
7

(3.1.26)

Mais precisamente, estamos supondo que exista algum tieitemperatura, tal que a corrente obtida via teoria
classica de transporte seja idéntica a que € obtidaZiaedetiva de teoria de campos. Como vimos na de¢ad 2.4.2
(ver terceiro paragrafo apos a equa¢ag (214.18)) mitdidealtas temperaturaa teoria de campos descreve um
sistema classico. Lembrando que a acao efetiva & a sertwdds os diagramas 1Pl (VEL{A.d.14)) cuja forma
geral esta dada eln{3.1112) e levando em conta que o limékadstemperaturas € obtido utilizando as expansdes

do tipo [ZIIb), € possivel mostrar que de fato as oelsf3.1.25) d{31.P6) sao idénticas.

A fim de exibir em mais detalhes o mecanismo descrito no pafégcima, notamos primeiramente, que ao
substituir (31.23) enf{3.IP5), a corrente pode ser @sooitno

n
w_ 4 g 9 )0 _
J Zle/d kk“i|_l<k.ak Forp akgi)f teo e] (3.1.27)

A conservago da corrented, JH = 0 & facilmente verificada notando que o operagfdk19) mais & esquerda se
cancela e, fazendo uma integragao por parted &g, , 0 resultado se anula como conseqiiéncia da anti-simetria
de Falﬁl'

Uma simples contagem de poténcias do momé&ntwostra que os termos de ordem- 1, em [B1217),
serao todos sub-dominantes na temperatura (é claro guense os termos com impar contribuem). Pelo
mesmo argumento, o termo dominarmte; 1 sera proporcional &2 (assumindan < T, ou sejako/T ~ |E|/T)
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H. Integrando por partes e usando a anti-simetrig,g€x) a contribuicao dominante &

Hx) = 2e2/d4k <——k“03(k FIE )kaFan(O)—i—
I ke
- 2e2/d4k (n“B(?,\—éfdﬁ)a(.—a)zFan(o>+~~-. (3.1.28)

Levando em conta a conservacao da corr@hit®), mostrada acima, e a equacBo (311.26), somos levados a
considerar o0 seguintnsatzpara a acao efetiva invariante de gauge

Mem= 3 [ XA IVER) 4., (3.1.29)

ondeJ™ ¥ (x) representa o termo de primeira ordem &tnescrito explicitamente erfii{3.1128). Note que o fator
1/2 em [3I.20) leva em consideragio a maneira cdhd depende de através ded(x). Usando[[Z1I5) &
imediato verificar qud{3.I.P9) & invariante de gauge. e tmo na QEDF,, & invariante, entao o proprit &
invariante. Por outro lado, integrando por partes o ternmbeswlo a variagad, w deA,; e usando a conservagao
da corrente, obtemos a invariancialdgm.

Substituindol(3.1.28) eri(3.1129) e integrando por padie'emos a seguinte expressao para a agao efetiva

rtermfe‘z/d4 /d4k< FP i ﬁ) f(o)(k)Jr"'. (3.1.30)

invariante de gauge

(k-09)?

A dependéncia explicita dgerm Na temperatura pode ser facilmente obtida substituinddenozero dd{3.1.17)
em [3L3D) e usando a delta de Dirac para efetuar integr&perfazendo tambérk = |k|(1,k) = T u(1,k),

resulta
doQ KA K@
r 7e2T2/ d /d“ / F? Fap |+ 3.1.31
term ue“il 23 (K 0) +e ( )
onde introduzimos o quadrivetsr= (1, R) e aintegracao emise estende as direcdeside? integral em ¢ &
11 /6 ou 11? /12 respectivamente no caso fermidnico ou bosofico [Gitaga € Ryzhik 1980]. No caso da QED,
onde a interagao ocorre somente com os fermions do edo, teremos
e mT? ©dQ KA K@
Mem= ot [ / FP Fag |+ 3.1.32
term = "5 / e\ T r e ep) " (3.1.32)

Esta expressao pode ser escrita numa forma ainda maidisagespressando os campos de gauge em termos
das componentes de Fowﬁerazendo isso, teremos

1/ dp -
Mierm =3 / (2,54 Au(P) Migansp(P) Av(—p) + -+ (3.1.34)
onde emT? rdQ [, pKY+p'KH  p?KHKY
ntransp(p) =73 / (2n)3 n= - K-p + K-pZ ) (3.1.35)

€ otensor de polarizao que resulta do formalismo da teoria de transporte.

A unicidade doansatzpara a acao efetiva, efd{3.1.29), pode agora ser testegtardente comparando

“Note quef (x,k), introduzido em[[32LA7), possui grai emk.
5

4 X . 14 .
A“(X):./ ((Zjnl;“éx.kA“(k); 6(X):./ (grg“ e (3.1:33)
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Figura 3.2:

@B I3%) com o limite de altas temperaturas do tensor deipat@o da QED. Alem disso, também devemos
verificar que os diagramas 1P| com um “loop” térmico de ferm e possuinda = 4,6,8--- fotons externos
(diagramas com impar se anulam pelo teorema de Furry) sao todos sub—@nmiﬂ.lsso pode ser facilmente
constatado por contagem de poténcias, usando as regrasydmdn [Z1.96) € (2. 1.99a) (no caso da QED,
Ti# = 1), bem como a relacad (3.1112) e a expankdo (3.1.15seesdo, vemos que de fato a Unica contribuicao
dominante proporcional @2 & a do tensor de polarizagao e a amplitude frontal queriboinpara [ZL1R) & a
mostrada na figura abaixo (esta implicito um segundo dimgrcom as setas de féermions invertidas). Calculando
esta amplitude frontal, expandindo o denominador como[EMI®) e substituindo o resultado emM3:1.12)
obtemos o mesmo resultado que €m{3]1.35).

O mecanismo ilustrado acima nos da uma indicacao de cemogeral, a equacao de transporte pode
ser umbom programapara o tratamento de teorias de campos no limite de altasetemupas. De fato, esta
interessante conexao entre “hard thermal loops” e a &gude transporte sem colisdes tem sido verificada

no caso da QCD (vei_[Litim e Manuel 2002] para uma revisa@lgesbre o assunto) e também no caso da
gravitacao[[Brandt, Frenkel'e Taylor 1995]. Mais recemate, obtivemos resultados semelhantes no caso de
teorias de gauge nao comutativias [Brandf ef al. 2002, Br&yad e Frenkel 2002, Brandt, Das e Frenkel 2003].

No entanto, a nao linearidade das teorias nao abelianasfiaque a obtencéo de wnsatzlo tipo [3.1.2P), bem

como sua confirmacao via céalculos perturbativos, sejgonmuiais complicada. Na proxima secao ilustraremos
esse problema no caso da gravitacao.

No caso da teoria de Yang-Mills, a generalizacdo maisrabtio ansatzZ3.1.30) consiste em substituire
F.v respectivamente pelo operador de derivada co-variarde,efa [ZZ19), e pelo o tensor nao abeliano, dado
em [Z12P) (e somar sobre os indices de cor). Fazenddéssnos

P2 /4 / dQ ap KAKO o
rterm—il2 N [ d*x (27_[)3 F - F (3136)

Esta acdo invariante de gauge foi proposta originalmemt&aylor e Wong[[Taylor e Wong 19P0] e confirmada
por diversos calculos explicitos de funcdes de Greanitas 1Pl utilizando inclusive diferentes tipos de fa@c¢

de gaugg/[Frenkel e Taylor 1990, Frenkel € Taylor 1992, Bramdienkel 1997, Brandt, Frenkel e Machado 2000,
[Brandt, Frenkel e Machado 2000, Brandt, Das e Frenkell2(f£)(ﬂvidente gue a acao efetiva térmica da teoria

de Yang-Mills soma diagramas 1Pl envolvendo um nimeroogealde linhas externas (para ver isso, basta con-
siderar a expansao perturbativa do operad@k D) em[3.13B)). A confirmacao diagramatica dessa propdieda
simples & um exercicio elementar de contagem de potequiconsiste em us&r(3.1.15) nas amplitudes fron-
tais possuindo um numero qualquer de campos extekppdada em[[3112). Isso mostra que de faitas

as amplitudes irdo produzir uma contribuicio domingmegorcional a2 H No entanto, a consisténcia mais

6Seria interessante verificar se, por exemplo, a amplitudgido fotons concorda com a que seria obtida consideraietono quartico
nao escrito explicitamente efl{3.1l.32). Para isso,tegaque levar em conta a massa nao nula do elétron.
“Na QED n&o comutativa, diagramas com mais de duas linhesastapresentam uma aparente contribuiczo de 6Fdeme se cancela
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completa dansatzsomente se manifesta quando realizamos um calculo détalha

E interessante também procurar entender porque nao dessario levar em contatermo de coligo no
programa descrito poE{31118). Vimos que a fungdo deiliscao f (x, p) contém toda a informagéo sobre
os diagramas 1Pl em ordem de um loop, que por sua vez podemtesgarétados fisicamente em termos de
excitagdes no meio térmico (plasmons) interagindo campns externos, mas ndo entre si. As “colisdes” entre
plasmons somente comecam a aparecer em ordem de dois Asgis, enquanto os efeitos devidos a um loop
térmico podem ser descritos conhecendo apenas a dinatagsica & em [3.1.2D)) ndo temos a priori uma
forma para o termo de colis&6[f] que ndo seja fenomenologica. Por outro lado, &€ posderdlar a equacéo
de transporte completa (incluindo o termo de colisao) dirpdat teoria de campos a temperatura finita. 1sso
permite obter grandezas fisicas que dependem tipicandenténamica dos plasmons relativisticos tais como

viscosidades ou coeficientes de difugao [Arnold, Moorefee Yz 03].

quando usamaslentidades eiconaitis como
1 1 1
+ +
(P1-K)(p2-K) (1K) (p3-K) ~ (p2-K)(p3-k)

=0 (3.1.37)
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3.2 Propriedades do tensor de polariza@o abeliano e @o-abeliano

Vejamos agora algumas propriedades do tensor de polaoieag[3.1.35). Antes de mais nada, & importante
salientar que a forma deste tensor & a mesma que na teorandells, diferindo apenas por um fat6r52®,
ondea,b = 1---N? — 1 para o grup&U(N). De fato, como vimos acima, a generalizacao[de (3.1.3@) pa
caso de uma teoria nao abeliana nao ira altefarraado termo quadratico. Sendo assim, as propriedades que
discutiremos a seguir sao também verdadeiras para o edsoria de Yang-Mills.

Uma importante propriedade do tensor de polarizacaoa@naversalidade

Pu n#;nsp(p) =0 (3.2.1)

necessaria para a invariancia de gaug&de (3.1.34). Memteecontexto, essa propriedade se verdicevel do
integrandode [3-1.3b). De fato, o tensor simétrico

pHKY+ p'KH  p?KHKY
K-p (K-p)?

satisfaz a condicao de transversalidpgd&HY = 0. Caso o resultado explicito da integral €m(3]1.35) depsse

de p de uma maneira co-variante de Lorentz, como ocorre na tademperatura zero, entao existiria apenas

G*(K,p)=nH" — (3.2.2)

um tensor transversal em termos do qual poderiamos esﬂéﬁ,%p(p), a sabepH p¥ — n*Y p2. No entanto,
podemos notar que a integrAtQ GHV (K, p) depende dey, e dep de maneira independente. Essa falta de
co-variancia reflete a escolha manifesta que fizemos peterencial do banho&rmicoquando introduzimos

as distribuicdes térmicas el (3]1.6). Uma escolha maial gonsiste em tomar a quadri-velocidade do banho
térmico como sendo um quadri-vetor qualqugde modo qué&o — K -u. Com essa dependéncia eno nimero

de possiveis tensores simétricos, nao necessariarmantyersais, passa de dois para quatro. Por exemplo,
poderiamos usar unimse tensoriaformada pelos tensoreg'’, pH p’/p?, utu’ e (p* u’ + p’u*)/p-u, onde

os dois Ultimos aparecem quando os efeitos térmicosa@mderados.

Esses quatro tensores podem ser linearmente combinadangérana constituir uma base que reflita mais
diretamente certas simetrias fisicas. Por completezapsaacrescentar também trés tensores que aparecem
no contexto das teorias nao-comutativas e sao definidasrenos dep; = p¥ 6, onded,, foi introduzido em
2313). Assim, em muitos casos & mais conveniente utdizaguinte basg [Weldon 1999, Gross, Pisarski e Yaffe] 1981,
[Brandt, Frenkel e McKeon 2002]

1

PHV = u v+ 2uuuv_ u uuv+uu VAT uv,
T 7p2_(p,u)2[p P’ +p p-u(p P —n

_ iy
R = BF -t
suv Pu Py
PT p— - ﬁ27

2
SHY u p U\ =v vip_v ~U
T = <p p-uu)p+<p p-uu>p’
P5“V = nHv
1

RV = ),
P = phpY 4 ptp (3.2.3)

8Na verdade, estas estruturas também podem aparecer quaogdlamos fungdes de Green usando gauges nao coteariais como o
gauge temporal.
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No presente contexto, apenas os dois primeiros tensaseelsiantes. De fato, é facil verificar que os tensores
PF| obedecem a propriedade de transversalidade

puPry =0, (3.2.4)

sendo qu@#" e Pﬁ“’ sao respectivamente transversais e longitudinais ergéi@acomponente espacialpleou

sejad,
piPy = 0
(3.2.5)
pRY # O
Por construgao, a soma
U AV
PHY | pHY ppg’ —pHv (3.2.6)

resulta ser o Unico tensor transversal que pode ser coistia teoria & temperatura zero.

Em termos destas grandezas, podemos escrever a forma geesisdr de polarizacao transversal como
(para simplificar a notagao, omitiremos o subscrito ‘$mhemﬂ#;nsp)

n* =GPRY +FRY. (3.2.7)

Contraindo com os dois tensores e resolvendo o sistema obtem

1
G = ;[(1- 0?) Moo —M*]
W2
F = —(1-0)Ng; 0°= e (3.2.8)
Note que fizemos eontinuago anaitica py — w. UsandolIBIZ]Z)G,‘f =2e
20 0°-1
=1-—+t— 2.
Gon 07x+(07x)2’ (3.2.9)

ondex & o co-seno do angulo formado enfiee k na integral [ZI35). Substituinddgo € Gﬁ em [31.3b)
podemos fazer facilmente as integracdes, resultando em

eT?
|—|H“ = m% ; = 3 (3.2.10)

2 o—-1
gue mostra a dependéncia bastante simplesassa de Debeygn Esse resultado mostra de maneira explicita

Moo= B (1—9|og0+1), (3.2.11)

gue a acao efetivimvariante de gaugeporém nao local, eni.{3.T134), descreve um sistema dea@ad®pgauge
efetivamente massivos

A fim de investigar em maior detalhe esses modos massivogsvagora determinarmropagador efetivo
Puv resolvendo as equagdes (ver a equagag (A.0.21) dalmeEH)

_ -1 -1
_I_Iuv — @[JV _@0 uv

gHt g, = nh. (3.2.12)

90bserve que a transversalidade em relacfoguma consequéncia da transversalidade em relacabaésame uy
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(/)2

(9| /wn)®

Figura 3.3: Localizagao dos polos dos dois modos do gager termico em teorias de gauge. A linha diago-
nal tracejada representa o cone de luz. Os modos espacéatrensversal e longitudinal sédo representados
respectivamente pelas linhas continua e trago-podtlh@s valores positivos e negativos| g correspondem
respectivamente a propagacao e a blindagem dinamieac#la esta em unidades do quadrado da freqiiéncia de

plasmaw?, = g /3.
Usando a expressao parg,,, dada em[ZT55) (sem o fatot?), teremos
Doty = =P Nuw — <11> Py Pv- (3.2.13)
¢
A solucao de[(3.2.12) pode ser mais facilmente obtidadsarseguinte decomposicao para o propagador
M =P xr + PV x. (3.2.14)

Substituindo[(3.217) 41321 4) el (33.12), contraindm o3 dois tensores e resolvendo o sistema de equagdes
obtemo

N S
TP &P |pP+G
x — S 1 (3.2.15)

P? - |pP+F

A soluc@o numérica para a localizacao dos polos &mda na figur3]3. Esse & um resultado bem conhecido

de livro texto (ver por exemplo a equacao (5.43)|de [Kap@889]). Estas equacdes nos informam sobre as
massasérmicas No limite esético, 0 = 0, as equacdeET{3.2.8) se reduze@ & 0 eF = —md. Ou seja, 0
modo espacialmente transvers%#,v, nao é blindado pela polarizagao do meio térmico e oovegpacialmente
IongitudinaI,PL“", & blindado em uma escala de distancia da ordenyahg 1De fato, o potencial elétrico de uma

cargaQ imersa no banho térmico

(3.2.16)

Bk € Q osinkr) kdk Q.
*0=C/ Grp ).t

decai exponecialmente. Na teoria de resposta linear, aegutedded fornece o campo elétrico longitudinal
gerado pela carg@.

19Mesmo no caso geral com os sete tensored €mk3.2.3) essle ¢attioso nao leva mais do que cinco segundos em um codyrutam
processador de 260MH.
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No referencial de repouso do plasma somenteasponentes espaciais! P= &'/ — p' pl/|p|2 s@0 nao
nulas, sendo portanto um modo magnético. Cdine 0, este modo nao sera blindado pelos meio térmico.
Naturalmente, estes resultados levam em conta apenasragstes de ordem de um loop. Uma outra questao
interessante & sobre o efeito que a nao-comutatividaidente valor das massas de blindagem. Na sEgad 4.1.2
apresentaremos uma possivel alternativa para analisgoredlema.
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3.3 Equago de transporte no campo de gravitago

Consideremos, por simplicidade, um sistema de partid@asassa efetivamente nula, ou seja, muito menor
que a escala tipica de temperatura, e posswapdoasnteracdes gravitacionais. Neste caso, devemos géaeral

grandezad(3.1]6) E13.1117) da seguinte maneira

dx* — /—g(x)dxdx dx?dx® (3.3.1)
dk* — ;dkodkldkzdkg (3.3.2)
-9(x)
© 1
f(xH ky) — (Zn)sF(x“,ku)é(g“"k“kv). (3.3.3)

Usando as equacdes de movimento

Ko — dx? dk®

_ % K oy 3.4
dr € dr kv (33.4)
teremos
o _ QGapk? _ (I o Wap _
dr dr Prdr dr
dkP daxe
gapE =+ kpdagapg =

dkP
gapﬁ + kPk? 059ap =
_gaprﬁvkukv + kMK’ 0yQay =
k'K (uGav —Tapv) =

1 1 1
k“kv (dugav - éaugav - éd\/gau + Eaaguv) =

1 1 1 1
K <§aﬂgav a Eavgau + Eaaguv) - Ekukv (o). (3.3.5)

Na Gltima linha os dois primeiros termos do lado esquerdansgam devido a anti-simetria sgh— v e no
lado direito usamos a definicdo do campo do graviton thizada em[[2.2]9). Substituindo a primeira equacao

de [3233H) e o resultadb(3B.5) e (3.1.19), obtemos

k-af(x,k)=— (%(aa hyy ) KH k"% +hyykH 0V> f(x.k), (3.3.6)
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sendo que o produto escalar do lado direito & = nyy k* 0¥ E A solugao iterativa dd{3.3.6) pode entao ser

escrita como .
1 1 - 1 -
fm)z(‘i) (ﬁ")"'(ﬁL) 1o (3.3.8)

n

onde 5
L = (9 hyv) k¥ kvmmwku 3" +hyy k¥ OH (3.3.9)
e
1
0 _ 2
f (2m)3 (k%) Na([kol) (3.3.10)

A conexao com o formalismo de teoria de campos pode seredstida através da relacda (2]12.8), porém,
considerando que no presente contexto a &aé na verdade uma acao efetiva ternfigsy,. que emerge no
limite de altas temperaturas. Por outro lado, levando entacfi3:?), uma definicao natural para o tensor de
energia momento &

1 3 3
THY — 2 /d“kk“k"f x k) = /d“kk“ka(O) ko) + &(h (3.3.11)
= (k)= (ko) + ()

O primeiro termo do lado direito da equacgao acima € o teds@nergia momento de um sistema de particulas
livres e os termos seguintes envolvem interacdes. UsEhd®), podemos agora escrevearsatz

e -y (—) / XNy, / ki kv

n

n ) F)
|_L( aCﬁhIJlVl)k K a—ka.

ia(hu, K0 4y K 04)) 10 (k) (3.3.12)

que se reduz &{ZZ110) no limite de campo fraco. O fatat leva em conta a simetria bosonica dos campos.

Vamos agora calcular explicitamente os termos de primeseganda ordem eri{3.3]112). Na ordem mais

11podemos mostrar que a densidade de probabilidade no edpégseF, em [Z3.B), também satisf{Z1313.6). De fato,
0u f = 3(K)0aF +F &' (K)0a 0" Ky ky
of oF , uB
3k~ 5(K) o +FJ'(K)2k,g
Substituindo as duas relagdes acima E@L{B.3.6), o cawhoiteF &' (k%) &

K% 0a g Kk + 2ku g P T gk k™ =

K kuky g’ + 2k KKy Y =

KIKP ggyikyda gy + 2K KK Tl 5 =
KKPKyGppu0a gy + 2K KK Tl 5 =
KK (yyUpuda g + 2 yap) =
KK (~0yy0" dalpy + 2 yap) =
KKPKY (—0aGpy +2T yap) =
KKK/ (~0aGpy +Jaly s+ OpOya — Oy Gap) =
KK (3pGya — Oy Gap) =0
onde utilizamos a relagcao
9o dy9"? = 0P d,gay. (3.3.7)
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baixa, teremos simplesmente

, 1 © d'k
ri =5 [dxn | T2 kv 8K Na(kal) + -+ (3.3.13)

onde usamo$(3.310). Procedendo como na passagem dae{®4c3D) pard(3.1.81), obtemos

T4 [ oo - dQ
grav. - 4. Vv o
Fem =~ /o dueﬂ—l./d X / e (3319

Efetuando a integracéo emjGradshteyn e Ryzhik 1980],

T4 dQ
rorav _ —W/d“xhﬂv /WKH Kyt (3.3.15)

Em segunda ordem, ha uma contribuicdo do primeiro teronprddutorio em[[3.3:12) (mas nao da Gltima
linha, que sb6 vai contribuir a partir da terceira ordem) efticbuicao

bt k“l kV1 - ka kvz h52 h'2% ...,

1

onde esta subentendido que as contragdes sao feitaa ovétrica planag,, de Minkowski@. Fazendo uma
integracao por partes eke procedendo como no calculo do termo de primeira ordeemnies

: T dQ
rg;’in\q - _W‘/d“Xhul‘}l/W{Kul KV1+

- r’llzvl KUl KV2 - '7111\/2 Kuz KV1

—Npapy Ky Kug = Nuguy Ky Ky ) h“zvz} 4+ (3.3.16)

onde foi levado em conta a simetria bosonica e a simetrianuises de Lorentz dos camplyg,. Expressando
0s campos em termos das componentes de Fourier, teremos

d* - 1- "
i = [ e | SR PIMu(p)+ 30PN Mg (MR (-p)] . @37)
e M —fKﬂ d—QK K (3318)
oY 30 J (2m3 M -
T4 [ do KaKgKuKy
Map(P) = g5 [ P&
— Nup Ka Ky = Nav Ky Kp
—Nua Kg Ky —NygKa KU:|; (3.3.19)

onde aconstante de acoplamento= /321G foi agora introduzida fazendu,, — khyy.

Como vimos na se¢d0 2.P.2, a possivel invariancia doidmal [333TP) sob as transformactEs (Z12.18)
implicaria nas identidades de Ward da forfia(Z212.33). Entiquéar, [333.IB) e[(3.319) devem satisfazer a

12Esta Gltima corresponde & expansao da métrica no tempk,, kv, g#2H1 g2V em [T3IR).
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pv
o MV
p
ap Hv
p
Figura 3.4:
identidade
—(pef +pPso) M = KkW°E. (p,—p)Mys. (3.3.20)
p A+p A aﬁuv(p) uv)\(pa p) af

Usando[[Z.2:34) é facil verificar que de fato a identidatima é satisfeita. Procedendo com o termo de terceira
ordem, verificamos que também neste caso a identidadsteat Assim, podemos dizer quie(3.3.12) tem boas
chances de ser de fato invariante de gauge.

Uma inspecao direta dE{3.3118[€ (3.8.19) mostra quegasrges identidades também sao satisfeitas

n*Ny = 0 (3.3.21a)
NN P = —Mpy. (3.3.21h)

Esta identidade nao € meramente acidental. Trata-se d@entidade de Weyjue reflete a invariancia da acao
efetiva termica sob a transformac&o confogpge — exp[—o(X)] guv E

Resta ainda verificar se as fun¢des 1PI geradagpor (B&itZidem com aquelas calculadas pelo método
diagramatico. A figuri3l4 mostra os diagramas que comnibpara a funcao de um e de dois gravitons no caso
de uma teoria escalar descrita pela agao

seal-grav _ % /d4X\/—_gg“Vl9u(00v(0 (3.3.22)

e usandd{Z.219) para obter as regras de Fey@‘n@mmo nos casos anteriores, a parte termica destes diagram
pode ser expressa em termos das amplitudes frontais_efABela contribuicio dominante, no limite de altas
temperaturas, & obtida utilizanda (3.1.15). O resultashina obtido coincide exatamente com as expressoes

C3TH) el3.319).

Em situagdes um pouco mais realisticas, devemos levaioaia queiodasas particulas (gravitons inclu-
sive) interagem gravitacionalmente. Mas a inclusdo de gnaius de liberdade nao massivos no formalismo de
transporte somente vai modificRr{3:3.12) por um fator @tstque conta agraus de liberdade de helicidade
O teste diagramatico desta propriedade foi feito levamia@nta as interacdes com fotons descritas pela agao

goton-grav - _ —%/d4XV?g9“a 9" Fuv Fap
R LN TV GICYS
+ /d“xg“"\/fg (9uct) (0vc?) (3.3.23)

13para deduzir as identidades, considere a transfornfagae (1— o(X))huy — 0(X) Ny, comao(x) infinitesimal, e imponha a invariancia
da acao efetiva.

1“Note que, semelhantemente ao caso da agao de EinstbirtHibdos os vértices serdo de grau dois no momento O mesmrdade
no caso da agao da QED €m(3.3.23).
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Figura 3.6: A linha trago-pontilhada representa o ghogjrdaitacao.

O calculo dos diagramas da figliral3.5, no limite de altas ¢eatpras, mostra que de fato o resultado & exata-
mente o dobro do obtido para o caso de loops escalares. Bgi@epiade foi confirmada até mesmo para o caso
em que sdo levadas em conta as interacdes entre osqagpaivitons, gerando os diagramas da figura (4.6
segundo diagrama com loop de ghost subentende a sup@mdsiclois diagramas com setas em dire¢cdes opos-
tas). Os detalhes destes e outros calculos estao nagnates|[Brandi e Frenkel 1998, Brandt e Frenkel 1999,
Brandf e Frenkel 1998, Brandt, Frenkel e Taylor 1993, Braadinkel e Taylor 1992].

Céalculos ainda mais complicados, envolvendo a funcadréte gravitons também confirmamamsatz
(312) [Brandi e Frenkel 1903]. Alem disso, em [Brandfenkel
“gauges” do tipo Feynman-de Donder, na gravitagao pucajailamos as contribui¢des proporcionais’aT?

e logT. Em [Brandt, Cuadros-Melgar e Machado 2I003] fizemos umésandetalhada no caso dmuge tem-
poral axial. Entre outras coisas, todos estes calculos confirmaraaepémdéncia de gauge das contribuicdes

[ 1998], consideramos uma classe geral de

dominantes.

Como o objetivo de tentar adquirir informacado que sejapehdente da ordem de teoria de perturbacao,
fizemos em[[Brandi e Frenkel 1999] uma analise geral datesirda auto-energia do graviton. Esse trabalho
é formalmente analogo ao que havia sido feito por Weldorcasn da QCDI[[Weldon 19P9]. Utilizando as
identidades BRST [Becchi, Rouet e Stora 1975, Tyufin L¥aébhossivel obter relacdes ndo-lineares entre certas
componentes da auto-energia (como veremos, existem eirlgeramponentes).

A definicao do campo gravitaciongl, em [ZZP) ndo é a Gnica possivel. Dentre as variastplidades, ha
por exemplo a populaepresentago de GoldbergGoldberg 1958]), ondg/—gg"¥ = n*¥ +n*". No trabalho

15A complexidade algébrica destes calculos, especiabmentcaso do diagrama com dois vértices cibicos, & de talantpie o uso de
ferramentas computacionais demputacao simbolicéorna-se indispensavel. Um exemplo tipico de prograrizado pode ser visto na
paginehttp://calibre.if .usp.br/cgi-bin/form_testil



http://calibre.if.usp.br/cgi-bin/form_test1
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Brand
gravitacional. Impondo que a acao efetiva térmica sgjapendente de representacao (aléem de ser invariante de

T e Frenkel 1993] calculamos a auto-energia do grayutilizando diferentes representacdes para o campo

gauge), & possivel obter relacdes gerais para a aetgiarem diferentes representacdes. De fato, usando a
relacdo mais geral possivel entre duas represergagizgsquer

2
hEY — ah*’ + by, nHY +ch, Y L d A hY, +e (hﬁ) NHY 4 fhygh®® nhv ... (3.3.24)

e impondo a invariancia da acao efetiya(3.8.17) obtemos

nHY =ant, (3.3.25)
e
nwar — a2t P g tab(nfY P, naf 0P, pv)
+c (N nef +niPne) . (3.3.26)
45 (R B e g

Uma das utilidades deste tipo de relacao &€ que podemoslaab auto-energia empregando a representacao
mais conveniente. Por exemplo, se tivessemos calculafime8es de um e dois gravitons na representacao de
Goldberg teriamos obti

®T4 [ dQ
pv _
N = =5 (stKqu, (3.3.27)
e
mT4 r dQ Ka KKKy
noew — _ : pRHTV 3.3.28
! 60 (271)3{IO KT Kop ( )

Por outro lado, expandindg—gg*¥ vemos que a relagdo entre a representdcac(2.2.9) eeseepacao de
Goldberg é tal qua=—-1,b=1/2,c=-1/2,d=1e=1/8ef =—-1/4 em [Z32K). Substituindo estas
grandezas eni(3.3P5)[€(3.3.26) obtemos as expre§sBeB)3 [3.3.119) (observe o cancelamento do segundo
e terceiro termos d€{3.3]26)). Em vista da maior simplibidda auto-energia na representacdo de Goldberg,

talvez fosse interessante repetir a derivacao da defiveenesta representacao.

18Uma das vantagens desta representaco & que o nimenonds em cada um dos vértices & menor do que na represefBED).
Talvez essa seja a principal razao da popularidade dasegeegéo de Goldberg.
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3.4 Propriedades do tensor de polarize#o gravitacional

Na sec¢ao anterior vimos que as func¢des 1Pl de um e dastgns estao relacionadas pela identidade de
Ward [3:32D). Como no caso da QED, esta importante pragutede invariancia de gauge se manifesta ao nivel
do integrando, sendo portanto independente da estrutafdiean destas funcdes. No entanto, tendo em vista
possiveis aplicacdes, torna-se necessario efetuateggais explicitamente. Felizmente, as integrais esigab
nao sao muito diferentes daquelas tratadas no caso da QEDe muda & essencialmente a complexidade
algébrica.

Vamos comecar com o calculo bastante elementar da imtegfancéo de um ponto efi(3:3118). Como nos
casos anteriores, € conveniente introduzir uma basertehgoe neste caso consiste em apenas dois tensores, a

saberuy Uy e nyy. Escrevendo
dQ

AT
e em seguida contraindo carpuy ey, obtemos faciimente (note qe u=1 eK?=0)a=4/3eb=—-1/3.
Levando estes valores em314.1) e substituindo o resuitad@.3.1B), obtemos

KuKy =auguy +bnyy (3.4.1)

Ps 1
onde 214
T

€ adensidade de energia de um gas ultra-relativistipadizulas escalares. Note que, nesta ordem de apraéimac
o tensor de energia momento & (comphre(212.10) Eom () I 47 = —2MHY.

O calculo das integrais angulares dm (3.83.19) segue éabeante 0 mesmo algoritmo acima. Porém, a
base tensorial envolve todos os possiveis tensores dedudices que podem ser formados com py € Nuv
possuindo as simetrias de(3.3.19). Uma analise diretpadssiveis combinacdes simétricas, conduz a base
tensorial mostrada na tab&alC.1 do apéndlee C

O proximo passo € bastante direto, porém de uma imensplewiaiade algébrica. Apesar disso, & impor-
tante ressaltar que as relacdes que apresentaremostasdegiacilmente derivadas utilizando um programa de
computacgao simbolica que possua os elementos bastcosntracao de indices de Lorentz. O algoritmo € exa-
tamente o que fizemos, usando papel e lapis, no caso dadfaeclim ponto ou até mesmo no caso do tensor
de polarizacdo da QED. Primeiramente escrevemos o telespolarizacad (3.3.]19) em termos da combinacao
linear

ZFS 2 Ps & j ! j
— - ) 4.4
IIIJVGB_ E “VC{B C —K JElluvaﬁ/ldXC, (3 . )

ondex & o co-seno do angulo entkee . Tendo em vista que o integrando dM(3.B.19) e a base tehs@oia
ambos de grau zero nos momentos, os coefici@ited dependerzo dee da raza@? = p3/(p)?, introduzida
em [3ZB). De fataC! sdo solucdes do sistema linear

lZ(TI“V"BTJWGB) Cl(0,x) =Gl (0,%) (i=1.14), (3.4.5)
J:

1’para gerar uma base deste tipo, escreva primeiramenteuisteggestruturasg n, n pp, Huu, nup+n pu, ppuu Observe que para
cada uma destas estruturas, existe um tensor automatieasierétrico colocando os indicgse v emn ou emp p do Ultimo. As outras
possibilidades consistem em trogampor a nas anteriores e simetrizar. Isso perfaz um total de 10 tesisd-inalmente, existem mais 4
tensores obtidos das estrutu@spp uuuy pppueuppp cada uma das quais possuindo multiplicidade 1.
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com
Gl(0,x) = Tiuvaﬁ p.aK%.K;KV —  NugKa Ky —Nav Ky Kg
— Nua KgKy =Ny Ka Ky |-
(3.4.6)
Resolvendo o sistema
g=_1 /1 G =1 3 (THV 9P, )*l/l G (0,%) (3.4.7)
8./.1 84! uv ap -1 ’
e calculando as 14 integrais elementares, obt@ms
& - é, S_Z PALB(‘” (3.4.83)
G - ,%+i’_:,52_T+w (3.4.80)
& 7%2 . 71%4 - %F;ﬁ N 35P88L(a> (3.4.80)
Ci = —;+ P4;(U> (3.4.8d)
& - E_: , 52_'j N 5"6;(“) (3.4.8¢)
& - (’%2*52_22*#) o2 (3.4.8f)
& - (% B % 3224 B 35P‘;L<o)) o2 (3.4.80)
G - P <,1i2,52_22 W+W) (3.4.8n)
& = P (é B 2%2 B % N 15P44L(0) 35P‘;L(o)) (3.4.8)
G - ( % B ZTF:Z B 3254 N 15P44L<o) N 35p68 L(o) ) 02 (3.4.8)
Co - P (L(J) 5pLo)+ BELO 18 3252) (3.4.8)
Co - P2 <71i27 Cl L 5F’4g<°>) (3.4.8m)
Cu - (,liz 52%2 - W) 2 (3.4.8n)
onde introduzimo®? = g?—1e
L(o) = %Ing—ifl. (3.4.9)
por conveniéncia de nota¢ao. Assim a forma final para sotetle polarizagao gravitacional &
14 _
Muvapg = Ps ]Zl Tl apC (3.4.10)

Esta expressao foi obtida originalmente por Rebhan [RehB81] em um estudo sobre instabilidades na gravitagao
a temperatura finita. Posteriormente, foram considerasl@mtribuicdes sub-dominantes na temperatura le-
vando em conta também os diagramas mostrados na figlira 8.8xpkessdes completas estao no apéndice B

da referéncig JAImeida, Brandt e Frenkel 1994]. Mais réesrente, a dependéncia de gauge das contribuicbes

sub-dominantes foi investigada em [Brandt, Cuadros-Malddachado 2003].

Na se¢a@-312 vimos que, no limite de altas temperaturas)sot de polarizagdo dos campos de gauge de-

18Como nos casos anteriores, também esse calculo tedhoseva mais do que alguns segundos utilizando um computaoidesto.
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termina o comportamento dos modos coletivos efetivameat&sivDs que se propagam no meio térmico. Em
certas situacdes extremas, tais como as que ocorrem d@riaenosmologicos, o tensor de polariza¢ao gravi-
tacional também possui interesse. Ele descreve a resppstdaurbacdes da métrica e determina a evolucao de
flutuacdes de grande escala. Ha também em certa relevaa teoria de gravitacdo semi-classica estocastica

[Hu'e Verdaguer 2003] onde sao estudadas as flutuac@tstsas da matéria no espago curvo como uma forma

de embasamento para um melhor entendimento da teoriacpéatgravitacao.

A propriedade de invariancia sob a transformacao coméorefletida nas identidad€s(3.3.21), € crucial para
gue possamos aplicar os resultados obtidos para as fidedem e dois gravitons ao estudo de perturbacdes da
métrica. Em primeiro lugar, ela permite que a matérig@s equilibrio térmico, apesar da métrica ser depen-
dente do espago-tempo. De fato, sendo a métrica confoemterplana, & = o(t,X)(dr2 — dx?), atemperatura
local em uma meétrica curva de fundo & determinada pelo fator c@lees. Em segundo lugar, fungdes 1PI
térmicas, no espaco de fundo curvo, sao obtidas por lanafarmacao conforme daquelas calculadas no espaco
plano.

Levando em conta que as identidades (313.20 e (3.3.21¢dem um total de 11 condicdes, o nUmero de
estruturas realmente independentes que podem aparedBIEmP) se reduz de 14 para 3. Ou seja, & possivel
escolher uma nova base tensorial possuindo apenas 3 tenAsffeingdes de estrutura correspondentes poderiam
ser, por exemplo,

1 1 1
¢ =—n . G=—n,"(p), G==n,"0p). 3.4.11
1= 0000(P), 2 s ou olp), 3 it (p) ( )
Usando a expressdo (3.3.19), obtemos
61 = L(O')—%7 ¢ =-1, %¢;=0. (3.4.12)

Procedendo como na sec¢ao |V de[Brandt e Frenl

Kell1998hmagrador efetivo do graviton € obtido a partir
da acéo total

Sig] = Sig] + M (3.4.13)

ondeS[g] € a agao de Einstein el {ZR.1) & & dada pol(3:3:17). O calculo auto-consistente do praghay
efetivo deve levar em conta uma métrica de fundo curveefpadnformemente plana), tal que

v = Giv + 59, (3.4.14)

Considerando a variagao de segunda ordem

528[9] = %/d4x\/ —g© 5gaBPaB“V59uv; (3.4.15)
um célculo direto, nos da
afuv _ av B U aﬁuvlaﬁuvzlauﬁvz
PP (pu) = {[n®pPpt—nPpp’ + 30PNt pt - SnHnPYp

—8mGp (%nﬁ“ (AU’ —n®) + én"ﬁ (4utu’ — r,“"))
+ (simet p < v)} + (simet undera « B)}
—16nGNYFHY (p,u). (3.4.16)

O propagador efetivo (inverso d&FHY(p,u)) somente pode ser obtido se impusermos vinculos fisiacs p
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as flutuagdes da métrica. A imposicao de que flutuacleespin 0 ou 1 nao se propagam nos leva a conside-

rar flutuagdesgy, respectivamente deaco nuloe transversaigGribosky, Donoghue e Holstein 1989]. Estas

condicBes implicam que somente as componentes traasverde traco nulo (TT) d@P"B “")7l vao contribuir
para a equacao de resposta linear
-1
39ap = — 167G (P“B W) STHY, (3.4.17)

Uma base de tensores TT e que também satisfazem as cemdigdrtogonalidade e idenpoténcia & dada por
14
FOBW ZC“TGB W | =AB,C. (3.4.18)
i=

onde os coeficientas; estdo dados na tab€lal3.1. Calculando as projecoR$"# (p,u) na base TT, obtemos

i Ca; CB; Cci
1 % 0 0
3 i S 0
2(p-u)2;p2 2(p-U)22—p2
3| 1 (@ (P 3 (P2
2 ((p-u2- p?)? ((p-u)2—p?)? 2 <<p-uffp2>2
4 -5 0 5
5 1 P’ 0 1 P’
2 (p-uj2—p? 2 (pu?_ 2
6 1 pu 1 pu 0
2 (p-u*—p? 2 (p-u?—p?
2| 1 ppu ,  P’p-u 3 pPpu
G N ((p~U()2)|g2)2 2 ((p-up2—p?’
_ -u
0| 300" | ’
o | 12(puw’-p L, (pw? 1 2(p-u)?+p?
2 ((p-up=p?° ((p-w? - p2)” 2 ((p-up—p?°
10| 1 P’ _13(pu’+p? 3 (py
2 ((pur-p)" | 2(prur-p 2 ((p-uy?— p2)?
11| L pu ((p-w?+p?) p-u 1 (2(p-u?+p?)p-u
2 ((p-u)?—p?)? |02((|0-(U)2—)2I02>2 ( 2 )92<(FE-U>2)§ 4 2( 22
1 -2 p-u 14(p-u)*+4(p-u)?p*+(p
12| Z((p-u?-p? -2 -
21((p =) P2 ((p-u2—p2)® | 6 £|c>2)22(((|0-)u2 P’
-1 p-u)+p
13| 5 ((p-u)*~p’) 0 6 12 ((p-u2—p?)
| l_Ppu 0 _1__pu
2 (p-u)2—p? 2 (p-u?—p?

Tabela 3.1: Componentes dos tensores transversais € datrac

as seguinterelagdes de dispeém para os trés moddsansversais e de traco nulo

2 Ps (5 14 1
= P (2, Zpy Zp
P M2 (9*2 6
_ PS(Z_opy fp2y o
P Mg(g T3 T gm
2 _ Ps (8 qpa p2, 281
? = <9+3PL P+ ). (3.4.19)
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Figura 3.7: Relacdes de dispersao para os modos de @acimgm unidades qg;Ts/l\Zp. A diagonal tracejada
representa o cone de luz.

Como um exemplo simples mostramos na figurh 3.7 os modos gagagao que ocorrem para valores reais de
w= \/[Ts/Mpﬁ_) elpl= \/;TS/I\ZP p. Analisando o comportamento quari?ie» 0 vemos que, semelhantemente
as equacdes da QCD e 3.2.15), os trés modos possuelfnegfiéancia de plasma comyrdada por

_ 22
Para grandes momentpss> 1, o comportamento assintotico &
WA = Ppa+t > (3.4.21a)
A - pA 18m s
W = _+\/5 (3.4.21b)
= P8 18 4.
Y (3.4.21c)
. = 57 4.

Portanto, neste limite, 0 modo A possui uma massa efetfva: 5/9(ps/M3). Por outro lado, os outros dois
modos adquirem uma massa que cresce ilimitadamente. ABaifeequéncia de plasma, surge, ao invés de
uma massa de blindagem, como ocorre na QCD, uma instalaliaeicha de um comprimento de onda critico

Rebhan 1991]. Seria interessante investigar o papel qée aomutatividade desempenharia neste contexto.
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4  Efeitos €rmicos na teoria de Yang-Mills
nao-comutativa

4.1 O limite de altas temperaturas da teoria de Yang-Mills @o-comutativa

A existéncia da acao efetiva termica para a teoria cativat dada por{3.1.B6) nos leva naturalmente a
investigar o problema analogo na versao nao comutativieedria. Logo de inicio nos defrontamos com uma
diferenca importante, em relacao a teoria comutatjue, diz respeito as escalas envolvidas. De fato, enquanto
na teoria comutativa os “hard thermal loops” sdo completam definidos considerando-se a regidao onde os
momentos externgssao tais qu@ < T, na teoria nao comutativa temos que levar em conta tamiéagaitude
do parametr@d pT (6 = \/W). O primeiro passo para investigar os detalhes desse pratdensiste em
analisar o comportamento das fun¢des 1Pl de dois e trésgno limite de altas temperaturas. Esta abordagem
sera descrita nas subsecdes seguintes utilizandordsdé descritas na sedaal3.1. Alem disso, vamos aplcar
técnicas apresentadas na sdcab 3.2 para investigasaasriarmicas no caso nao comutativo.

4.1.1 O tensor de polarizago

Na figurd 4L sao mostrados os diagramas que contribuenoparsor de polarizacdo na teoria de Yang-
Mills ndo-comutativa. A figure-4l2 mostra as amplitudesespondentes que contribuem para a equéigao (B.1.12).
Usando as regras de Feynman obtidas na s€caal(2.3.3)releaexpansad{3.1]115) na regidex k ~ T, as
técnicas descritas na se¢ad 3.2 resultam em

AB _ 4PN B Pk A0 ~ T LRk W
My = W/m [1—6"cogf- k)| Ne(|k|) Guv(k, p)|; P = P"6uy (4.1.1)
k K k
g /VW«
puA _pVB \\\~<—’/
k+p k+p

(a) (b) (c)

Figura 4.1: Diagramas que contribuem para o tensor de pa{#@o® da teoria de Yang-Mills nao-comutativa. Esta
subentendido um segundo diagrama com loop de ghosts pdesétas no sentido anti-horario.
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ondeky = [k|. O tensorG,y (k, p), dado por[[32]2), € o mesmo que foi obtido na teoria de Ydilig-usual.
Portanto, a propriedade de transversalidade
pH nﬁEZO (4.1.2)

é, também no caso da teoria ndo comutativa, verificad&abdo integrando. Considerando os quatro possiveis
tensores transversais, podemos escrever

AB AB Pu Py AB p? p’ 1
e = i (B (o ) () 5

2 2
+ MABp2p,p, + MAB pr - %uu) By + <pv - %Uv) ﬁ“] 4.1.3)

Substituindo[[Z1]1) enfi{4.1.3), e usando as técnicas m@atacao simbolica mencionadas na s€cdo 3.2, obte-
mos

MAB = MHAB 1 (02— 1)1 ﬁ‘ifv nae,; azg—é (4.1.4a)
N48 = o?n*® 4 20%(0% - HNEE - 0? pﬁ nus (4.1.4b)
néB:_ﬁzlpz HAB_ p2p21 MAB 4 2%422 [AB (4.1.4c)

A8 _ (g2 1) Fgglz‘zl A8 (4.1.4d)

(estamos considerando somente a nao-comutatividadeamirdenadas espaciais, ou séjg,= 0).

PUA pvB PUA PpvB pvB PHA
k+P k
(a) (bi) (bll)
PUA pvB pvB PHA
KokEP Kk kP Kk
(ci) (cii)

Figura 4.2: Amplitudes de espalhamento correspondentemngor de polarizagao da teoria de Yang-Mills nao
comutativa. A direcao do momento do ghost & para a esgueoino a do momento correspondente do glion.
Contribui¢cBes conk — —k estao sub-entendidas.

O calculos das integrais efn{411.4), feito no apénditer@ulta em

f)“”;w*o (4.1.5)
e _nore STl B g 1 (4.1.6)
H 3 2 nZlanrTz ’ o
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s 20°NOMBT2 20 0?1
Moo = o /dz[ GZ+(GZ)2]

X

e d n
[E RPN z2>]3/2] | D

pu % AB B 2g2N6A’BT2 1 -1 1— ZZ
S et

v 02 n
[F — "0 n; 1 2(1- 52)]3/2]

5A’0 o2-1 i 0 (n_\/m)z(n+2 n2+T2(1—ZZ))

(0-¢)22r? & (N2 -+ 12(1— 72))°/?

'Oz

X

+

, (4.1.8)

onde introduzimos a grandeza= f? T2 = (6, p”)° T2

Vamos agora analisar alguns casos limites. Quahgl® > 1, os termos proporcionaisia o se anulam e o
resultado pode ser facilmente integrado, resultando em

22
MHAB _ N 58 %7 (4.1.9)
a9 1 T2 o, o+l
Mg =N &% 2 (1 2|g _1> (4.1.10)
e v 22

Por outro lado, quand6 pT < 1, podemos extrair das somas dm (4.1[6), (¥.1.[)e14.1.8hilsuicao
dominante ent?. Usando (2) = 1?/6 e (4) = /90, obtemos

212
umB o sAB9 T AOD_ (m1)% a0
iR~ Ngre S [1 5 ot (4.1.12)

AB
I_IOO

Q

272
N6A’B—g; [( 1-Zo g—0+1> (1— 8*0)

()% (5 2024 35162 1110g 2t L) 570
+ 15 2—30 +20(0 1)Ioga_1 0 (4.1.13)

pHPY aB AB T2 (o1, , U+1 A0

(mo)? [, 15 5 9 4 9 U+1 A0
T 70 70 80( )Iog )

(4.1.14)
Termos de ordem®, ou superior, podem ser calculados de maneira similar.

Um outro limite interessante € o limite estatigo— 0. Neste caso, a integracao sofrpode ser feita em
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&) €4.118), resultando em

2T2 0 2
a0 T 1 6 & N a0
lim 38 = N&*® =11 nzn;(nzﬂz)za : (4.1.15)
jim 2P MAB — onere g0y T (4.1.16)
00 p? m? Zl(nz—i-rz)z' o
As somas enf{Z.1.6Y (4. T115)[e14.1.16) podem ser efetpatadtando en] [Gradshteyn e Ryzhik 1980]
l 1 T 1
Z P 2—acoth(rra) eyl (4.1.17)
n=1
d 1 m mw 1
nzlm = ggacothina) + 4—azcscﬁ(na) ~ 5 (4.1.18)
O que resultaem
KB A9’ T? 1 1 AO
n =No™ 3 [l 3( coth(mr) — )2 o™, (4.1.19)
g°T? 371 A0
lim Nog=No"BZ__— {1 = | — coth(rr) — cschf(mr) | 6™ (4.1.20)
3 2 |mr
e
o prpY AB _ AB 2 2CSCR( T ) B LA A0
CI)TO 52 My = —N&Fg°T 2(mr2 {1+( )2 — cosH2mT) + 2smh(ZnT)} oMb,
(4.1.21)

Usando os resultados acima, podemos agora obter o limitecestias equacods{Z4.1.4&), (41 .49 e (411.4c)
(mostramos no apéndiE& B qOi§® = 0). Da equacad(4IKa), teremos

Pp nAe. (4.1.22)
~o P2

Ilmol'lAB: I|m Nk, AB

Usando[[4.116)[14.115) ET4.1116), obtemos
lim M98 =o0. (4.1.23)

0—0
O limite estatico dél,, na equacad{Z.L1b), se comporta casfo Portanto1, contribui somente par@}®,
na equacad{4.].3), mas ndo pElAjaB oungB (i, j = 1,2,3). Usando[ZI3c), obtemos no limite estaticdde

imm4® = ————1i { HAB_ —2IO P’ I'IAB}
00 Bl2[pl2o—o| * Mo p2

i PP
= —lm = s (4.1.24)

Finalmente, substituind@{Z.T]121) e {4.1.24) e usandgdels funcionais entre funcdes hiperboblicas, obsemo

1 2 cosHT)
AB _ AB 5A0.2T2 _
I|m Nn3®=-No&""d""g°T [sinhz(rrr) (T2 + nrsinh(rrr)] . (4.1.25)

Podemos também examirﬁﬁ? no limite de grandes comprimentos de omda» «» e T — 0. Neste caso,
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vemos que as equacOEsS (411 6).(4.1.7 e4.1.8) resultam

néOB - Oa
2T2
i — NS*EE (1829,

nAB Ncs’*Bﬂ 1- 5”0 4.1.26
[T — 9 ( ) ( L. )

pHpY
7

4.1.2 Blindagem ektrica e magretica

Substituindo[[£1.25) eni [4.1.3) podemos obter as compesEﬁjB. E interessante notar que na teoria de
Yang-Mills usual,M$8, que fornece a massa elétrica, & nao nulo ﬁr@%se anula. Na versao nao-comutativa
da teoria, a equacab (4.1l 25) mostra ﬁiﬁé # 0 quanddA = 0 (setorU (1)). Isto parece ser consistente com as
interacdes magnéticas adicionais que foram introdsitbvido & ndo-comutatividade.

Para examinar os aspectos mais essenciais deste problanas vonsiderar o caso especial da teoria com
simetriaU (1) (QED nao-comutativa) e aplicar as técnicas apresentadsscab 312 ao caso ndo comutativo. Em
primeiro lugar, estendemos a parametriza§ag {3.2.7) a#ora incluir os outros dois tensores transversais em
(3.Z3), obtendo assim

n* =G(PEY —PEY) + FPHY + GRFY +FRHY. (4.1.27)

Em seguida expressam@sF, G e F em termos das componentes calculadas acima, obtendo

G = (1702)I'Ioo—l'l“u+—p‘éfvl'l“v (4.1.28a)
< PP
é = 7% M- (4.1.28b)
F = —(l—Uz)l_loo (4.1.28¢)
- By MOH

P Po

(Note que as relagdes acima se reduzem ao limite comuetiMZZB) quando fazem@&— G e eliminamos
Pupv/PPNHY.) As equacde$(3.2112) sao entdo resolvidas usandyuinge parametrizagao para o propagador

MY = (PFY —PE ) xr + P s+ PR S+ BV R+ PEY xs + PEY X+ PYY X7 (4.1.29)

Um calculo direto fornece

3 1
Xr o= - 4.1.30a
T T R Rre (309
. ¢ 1
S T S 4.1.30b
T P P2 [p2+6 ( )
3 1
X = - 4.1.30c
- P P |p2+F ( )
& — é (4.1.30d)
XX = Xg=x7=0. (4.1.30e)

Note que nao ha uma dependéncia de gauge nos polassfatcpropagador.

A equacao[[4.1.22), mostra = 0 no limite estaticopara qualquer valor dé9 pT. Portanto, a massa
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magnética usual segue sendo nula mesmo na versio nagativenda teoria. Por outro lads, e G s&o, no

mesmo limite,

2
F— _eT? 17§ cothrrr cosechmT (4.1.31a)
3 2 T
~ €2T2 [ cothrr 2
G=——- { + cosechArnT — W] : (4.1.31b)

onde usamos os resultados da se¢ao anterior fazé¢ndh e g = e. Na figura abaixo mostramos o graficos de
—F e —G, os quais, em vista das relacdEs{4.1.30a) podem sepiietados como as massas de blindagem dos

modos elétrico e “magnético”.

0.3 0.06
0.25 0.05
0.2 0.04
0.15 0.03
0.1 0.02
0.05 0.01
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
T T

No limite comutativo, as duas massas tendem a zero, reséquah@s a contribuicao fermidnica p&radada em
BZID). E interessante notar que no limite= 8 pT — o a massa elétrica tende para 0 mesmo valor da massa
de Debye em[{3.2.10). Por outro lado, a blindagem magnatioge um maximo para um valor especifico do
parametro da escaT. Uma analise mais detalhada da fisica envolvida poderidegta levando em conta a

versao nao comutativa da teoria de resposta linear.
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4.1.3 Afuncdo de trés pontos

As figura{ZB €414 mostram respectivamente as repredestdi@agramaticas da funcao 1PI de trés pontos
e das amplitudes correspondentes que contribuem para edeq@IIPR). Vamos considerar primeiramente
as possiveis estruturas geradas pelos fatores trigdriooseassociados aos diagramas (a), (b) e (c) da figura
E3. A expressad{Z.3B7) mostra que estes diagramasvenvol produto de trés funcdes trigonomeétricas cujos
argumentos sa@g = —p1 — P2)

1 k>< P1
5( k—p1) x 5 (4.1.32a)
1 k x X
5("‘— P1— P2) X (K+p1) = 2p2 + oL 2 p27 (4.1.32b)
© k
%(fk) « (k- pa) = X2p3_ (4.1.32c)

Usando uma relagao trigpnomeétrica elementar para o @emo-seno do segundo argumento acima, & possivel
entdo escrever o diagrama (a) da figura 4.4 como

AINEC [sm ( P1 ) p2> CIABC(K) + cos<Ll ; p2> cggg\BC(k)} L9, (4.1.33)

Da mesma forma as amplitudes em (b) e (c) sao
79N ABC_ P1x P2 Cah ABC | P1 X P2 C9h ABC )y | L9h 4134
UVA sin 2 Sin ( ) +Ccos 2 COS ( ) HVA ( T )

2691 ABC Cgl ABC (-gh ABC

oin <in e CIBC envolvem um fator contendo as constantes de estrutura go gru

As grandeza
U(N) e o produto de fungdes trlgonom’etricas Seno ou co-srIjos argumentos sd& x p;)/2,1=1,2,3. As
estruturas de Loremlzgl o € L v, €volvem produtos escalares e tensoriais contgnaok e sao semelhantes

aquelas da teoria comutatlva.

Vamos agora considerar a regigo< k~ T (i = 1,2,3) e usar as expansdes do fipg 3.11.15 para expandir as
as estruturas de Lorentz. Como os diferentes termos da s&paprao funcdes pares ou impares da variavel de
integracad. Os coeficientes dos termos impareskeserao

Agl ABC _ (Cgl ABC(k Cgl ABC

sin sin

Agh ABC _ (Cgh ABC(k) Cgh ABC

(%)
S0 - )
)
)

| ABC _ | ABC | ABC
AGAEC — (82 — Clit

AZhLABC— (chSABC(k — MBS —k) (4.1.35)
E os coeficientes dos termos pares serao
%lnABc ; (CgsgllnABC(k JrCgllnABc )
S?.'; ABC % (Cgi: ABC() 1-C g: ABC )
20— 5 (cahe™c( +cE2e(—h)
hABC_ ; (B0 + CehLE k) ) (4.1.36)



72

RAC RAC RAC
k k=1 k y \‘\ kR, k/ \ k-R
k+R ﬁﬁé:q\wﬁ\ ﬁf/k:.q
BUHA P,vB
RuA P,VB BUA P,vB
(a) (b) (©)
AAC p,vB BUHA
k k- B, k -8 K k=R
RUA BVB RAC RHA PvB RAC
(d) (e) Q)

Figura 4.3: Diagramas que contribuem para a funcao deuatos.

RUA PVB RAC RUA PVB RAC RHA PBVB RAC
R N A S O T
M ® kKR kK K kiR kB K
(a) (b) (c)
RUA  PVB RAC RAC RMHA PVB VB RAC RUA
(d) (e) ®

Figura 4.4: Amplitudes de espalhamento correspondengediagramas da figula3.3. A direcao do momento
do ghost &€ a mesma que a do gliion correspondente. Estatentidos diagramas obtidos por permutagdes dos
vértices.
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Introduzindo a notacao

(Fa)gc = feac: (Da)gc =deac (4.1.37)

1 1 1
cp=cogpxKk), cpg=cogpxQq), c%pzcos(épxk), s%pzsm(ipxk), c%pxqzcos(épxq) (4.1.38)

podemos escrever

glABC _ ARBRC ApBC
A, = —Tr|F"D"D C1p, Clp, Sips -F°F°F C1p,Sp, Clps
CnHARB BHC nA
+F~D"D Stp, Cip, © —F°D*D S1p, S1p, Sips |- (4.1.39)
Usando as relacdes
N
TIFAFBFC = -5 fABC — _TrFADBDC, (4.1.40)
e também a popriedade ciclica do trago, obtemos
JABC fﬂfABC[c +c c
Asin - 2 11302 Shps T CLpiSip, Clps
+S%plc%r)2 C%Ps 75%915%925%93}
N .
- ——fABcsm(w x k) —o0. (4.1.41)
2 2
O mesmo tipo de calculo resulta em
AZABC_ o (4.1.42)

Portanto, ndo existirao contribuicdes impares qjsns@roporcionais a sjfip; x p2)/2].
. 2~ gl ABC gh ABC , , . .
Vejamos agora as contribuictagys e Al -~ Neste caso, sera necessario levar em conta as seguintes
expressoes
N
TrDADBDC = ETIABCdABC; Nasc = dadsdc —4daB1C0
N
TrFAFBDC = ——CaCadc d?BC ca=1—0n0; da=1+ a0 (4.1.43)

Um calculo direto fornece

glABC _ Ar-BRC Ar-BpC
ACOS = Tr [F F°D C%mC%p Sl +D"FFF Slpl Clp C%ps
CrrARB ARBRC
+FCFADRCy sy ¢y +DADPDCs; sy 1p3} (4.1.44)

gl ABC

Ao contrario do coeficiente anti-simétrico de[$m x p2)/2], A2 nao é trivialmente nulo. Usando a ciclici-

dade do traco podemos escrever,
1
glABC __ _EAEBRC ARBRC
Alos™ = Tr|-FAFPD%¢y, ¢y s, + 3D DED sy pzs%ps]
+ cyclic permut (4.1.45)

A expansao das estruturas de Lorentz possui um termo deadosuper-dominanteque na teoria comutativa
poderia dar uma contribuig&o proporciondl} caso n&o se cancelasse por simetria. Essa estruturareiess
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mente a mesma para os trés diagramas (a), (b) e [Cllda 4 & gembrcional a

4 4.1.46
K- pik- p3 ( )
Incluindo o fator de cor e o fator c¢§+52) teremos
cos< P1 % ) ALLBC (1, P2, p3)kukvky ; (4.1.47)
K- pik- p3

A (nica parte de[{4I27) que muda, quando incluimos asytecdes ciclicas, & o seu denominador. Usando

conservacao de momento
1 1 1

+ + =
k-pik-pz  k-pik-ps  k-pz2k-ps
Portanto esta contribuigdo & nula também no caso ditedo-comutativa.

(4.1.48)

Aplicando o mesmo procedimento para as estruturas soaétbtivemos

IABC __ A C ARnBRC
BB = Tr|FAFRFCcy, ¢y 0 +FADPD ey, sy s
CnA CnhARB
+F D~D S%plc%pZS%szrF D™D s%pls%pzc%ps}
N 1
——fABccos[—

N
5(P1+ P2+ p3) % k] =5 (4.1.49)

C21 —C1, C1

P1 5P3 2P1 3P

(7]
NI

S

QSABC - Tr |:FAFBFC (CZ% pL

N—

P3

Nl

n
n

Ke]
=
|_\Uf\) m\._((?\:
o)
[
NI
el
=
NI
el
@
NI
o
=
NI
el
<

el
[
(@]
NI
el
=
NI
el
[
(7]
NI
o
=
(7]
[N
5
S— ~—— —

aQ
NIRN N

+

O

—5 1A%, (4.1.50)

IABC _ _EAEBRC _EBECpPA
P = Tr[-FARPDCcy, sy, sy, —FRFCDRS sy

Cr-ARB ARnBRC
+FCFADRCy ¢y, €y, + DADPD sy, ¢y sy |
_ 7§dABC [1+ CP;L (5A7068,05C,0 . 68’050’0 . 6A’O)
. sz (5A’068’06C’0 - 5A,05C,0 o 63,0)

¢ (5A05BO5C0 5A.,05B~,0_5C~,0)] (4.1.51)
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NABC = %Tr [FAF®DC + FAD®FC + D*FPFC - D*D®D"
+cp, (FAFEDC + FADBFC - DAFBFC + DADBDC)
+cp, (~FAFEDC + FADBFC — DAFBFC — DADBDC)
+Cpy (—FAFEDC + FADBFC + DAFBFC 1 DADBDC)]

= ,gdABC [1+CP1 (5A’058’05C’07 68’050’07 6A’O)
—Cp, (5A’068’06C’0 _ 5A,05C,0 _ 68’0)

+ Cp, (070580550 — 520580 — 50)] . (4.1.52)

Substituindo as equacdds (4.1.4B), (41.90), (4. 1.5AES2) em[[£.T1.33) €{4.T134) obtemos a seguinte
expressao para as amplitudes (a), (b) e (c) da fl[gura 4.4

AN oo *g [fABccos<¥) +d"B¢(1+ 0" sin ( P1 ; pzﬂ
x L+ (4.1.53)
onde
OPBC —  cogpy x k) (840550550 _ 58050 _ 5A0)
— cogpa x k) (50550550 _ 5A05C0 _ 580)
T cogpsx k) (50580550 — §A0SBO _ 5C0) . (4.1.54)

O comportamento oscilatorio d@ 8¢ contrasta com os outros termos dm_(Z411.53), especialmentienite
6pT > 1, quando sua contribuicao para a integral & efetivaenenia. Adicionando as permutacdes ciclicas, e
introduzindo o resultado explicito para a contribuig@oninante do fator de Lorentz, teremos

, iNCAES(py, py) [Kukv Ky P3|  Kuky ps
lim  7”BC _ ! 1, [ Ky Ky P3 [ V(e v
(OpT)—e  HVA l(@),(b),(0) K-p3 (k- p1)? K- p1 (W )
+ [(Avﬂ, pl)a (C,/\,p3)] — [(Cv/\vp3>a (Avl‘la pl)] . (4155)

A contribuicao dos diagramas (d), (e) e (f) da figura 4.4epset calculada de maneira similar, resultado em

ABC __oin dABCin [ PLX P2 A0sB0sCO  sBO0sCO  sAO
7% e " 2iNd S|n<72 >cos(p1><k) (67°8%95%0 — 650550 — 6°7)
Ky Nua + Ky Ny + 4Ky Ny
K- p3
+ ([(H,P1), (v, p2)]) < ([(v, p2), (1, P1)])
+ cyclic perm of (4, pa), (v, P2) (A, Pa)- (4.1.56)

Vemos quel{41.36) se anula no caso da teoria comutativalqusm((p; x p2)/2) = 0 e € efetivamente nulo no
limite 6pT > 1.

Obtivemos assim a forma geral das amplitudes mostradasuna[#gh bem como o limite espec&p T > 1
guando os resultados se simplificam consideravelmenteabtmgeral, a expressao para a funcao de trés pontos
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€ obtida em termos da amplitude, usando a expreEsao@ydeFal forma que

1 rd%k . -
rﬁe}?(pla p25 p3) = W/mN(“(D JZ{UA\/BAC kOZ‘R‘; Aa B,C: 07 1727"' ,sz 1. (4157)

O calculo completo das integrais m(4.1.57) & bastamwplticado, até mesmo no caso da teoria comutativa. No
entanto, precisamente como nos casos analisados antenie;smos quais a condicgp < k ~ T foi utilizada,
verificamos que a identidade de Ward

P3 Thos (PL, P2, P3) = 19CA®*(py, p2) (M5 (1) — MY (p2)) (4.1.58)

é satisfeita parguaisquer valoresle 6 p T. Ou seja, temos aqui exatamente o tipo de identidade quecpam
(ZI.59b) envolvendo os vértices da agao classicaifida a substituicab?*® — CABC(py, p2)). No caso especial
OpT > 1 aidentidade é facilmente verificada usarldo {411.55) epeesgao para o tensor de polarizagdo em

E1).

Embora estes resultados sejam formalmente semelhantes ae qbtém na QCD comutativa, podemos no-
tar algumas importantes diferencas especialmente neqeése a dependéncia com a temperatura. Ao contrario
da QCD, as integrais efi{Z.1157) ndo possuem simplesmentemportament® 2, mas siml? f(6 pT), onde
p representa um dos momentos externos. Aleém disso, as@pIBET.20) d(4.T.P5), juntamente com a iden-
tidade de Ward{Z-I.58), implicam qudimite eshtico da funéo de tés ponto£ nao nulo. Este importante
resultado contrasta com a QCD onde o tensor de polariZzaedmica funcao 1PI que possui limite estatico nao
nulo na regia@; <« k~ T. Ha portanto, uma possivel contribuicao extra pardeitos de blindagem.

4.1.4 Ado efetiva

Aidentidade de Ward{Z1.b8), satisfeita para valoressguedr ded p T, nos leva naturalmente a considerar
a possibilidade de uma descricao dos fendmenos na gseal& ~ T em termos de uma agao efetiva. Teriamos
assim uma generalizacao da QCD comutativa onde a agleeedesempenha uma papel importante no programa
de ressoma dos efeitos da escala de momentokdurd. E interessante salientar que o séidll) se desacopla
no limite 6,, — 0 e os resultados usuais da QCD comutativa séo recuperaf®ms de mistura UV/IR, bem
conhecidos na teoria a temperatura nula, nao estao pessemma vez que a temperatdrdornece um corte
ultravioleta para as amplitudes térmicas, tornando ddifj, — O suave.

As principais propriedades verificadas pelo calculo didzts amplitudes nas se¢fes4. LT eW.1.3 podem ser
sumarizadas como:
(a) As amplitudes, no espaco de configuracao, possuenoadlidades da formgk- d)’l.
(b) Osintegrandos efi{3.1112) serao sempre fungdesdmeas erk multiplicadas por fatores trigonométricos.
(c) As amplitudes satisfazem identidades de Ward com@&nb®.comfaP¢ — CABC(py, p,).

Supondo que estas propriedades se generalizem para todedeas, e usando argumentos empregados em
Brand

[t et al. 1993], talvez seja possivel determinaréagfetiva térmica da versao nao comutativa da QCD.

Um primeiro passo nessa dire¢ao foi dado na referéhaanid et al. 2002] utilizando uma versao nao-
comutativa do formalismo de equacao de transporte, ilesa secab 3.112, para regii@ T >> 1. Neste caso,
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a integragao da equacao de transporte forneceu o $egeimltacﬂ
g* 1 T? / 4 / dQ KT oA Kg
e A = N ——F —E_FAHB 4.1,

ondeFlﬁ, TA = Fyy € dado por[[Z:3:29). Esta é a generalizagdo mais najueapoderiamos esperar partindo
da acao efetiva da teoria de Yang-Mills comutativa, dadaf&1.36), e introduzindo o produto Gronenwold-

Moyal. As derivadas funcionais desta acao concordam conesultados obtidos para as funcdes 1PI de dois
e trés pontos, obtidas nas se¢des anteriores, no casoia@$pp T > 1. Entretanto, levando em conta que a

identidade de Ward eni{Z.1158) foi verificada para qual@ueT, & natural supor que exista uma acao efetiva
dBrandt et al. 20C
considerado. Um aspecto central revelado por esta arfiéliasnecessidade de se encontrar a correta definicao

mais geral. Uma parte de resposta a esta questao foi abtid

3] onde o limite estatico foi

para a generalizagdo nao-comutativa do termo de “f@galogo a7, na equagad(3.1.P4).

Este problema foi investigado ein [Brandt, Das e Frenkel|RGfifle propusemos uma equacao de trans-

porte para excitacdes térmicas possuindo carga obtivemos, a partir dessa, a auto-energia e a funcao de
trés fotons, correspondentes as contribuicdes depddfermidnicos carregados. Em seguida, consideramos
a equacao de transporte que descreve as contribuiedésops” bosdnicos neutros (fétons). Essa equacae des
creve excitacdes térmicas, nao puntiformes, as gosagem de uma maneira intrinsecamente nao comutativa
com 0s campos externos aplicados ao plasma. No limite deepegwalores dos momentos externos, essa nova
interacao é caracteristicamente do tquadrupolqg possuindo também termos nao locdisinteressante notar
gue a imagem convencional de excitacdes neutras desentaermos de dipolos [Sheikh-Jabbari 1999], adquire

um comportamento térmico efetivamente quadrupolar pEralas de altas temperaturas. Naturalmente, um im-
portante teste para esta proposta de acao efetiva foi@mtamcia com os resultados apresentados nas se¢des
anteriores, par@ p T assumindo quaisquer valafies

Mais recentemente, esta proposta de equacao de tram$piaderivada a partir do operador de Wigner na

QED nao-comutativd [Brandt, Das e Frenkel 2003]. Usandquagao de transporte assim obtida, foi possivel

verificar que as funcdes 1P| de dois e trés pontos congocdan 0s resultados aqui obtidos, para qualguet,

no caso especial do gruf(1). Posteriormente, eni [Das et al. 2D03] o método de quafiizeem campo de
fundo [Dewitt 1967 Honerkamp 1972] foi empregado paravéera funcéo de Wigner e foi obtida uma forma
fechada para a funcao de distribuicga, k) da QED nao-comutativa. Em vista da similaridade formadtexite
entre a QED nao-comutativa e a teoria de Yang-Mills, osrmleseimentos descritos acima tiveram recentemente
uma interessante aplicacado no contexto da QCD comutatnde foi obtida a forma fechada para a funcao de

distribuicao [Frenkel e Taylor 20D4].

1Estamos adotando a notaczo e convengdes compativeis presente trabalho.
2Uma forma mais compacta dos resultados das se¢des agseparticularizados para o case= 1, esta dada nas equacdes (13), (14) e
(15) de [Brandt, Das e Frenkel 2002].
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5 Considerafes finais e alguns posgeis
desdobramentos

Apresentamos aqui alguns temas relacionados a um conjspéxiéico de trabalhos que desenvolvemos
ao longo dos Ultimos anos, com énfase na linha de pescopiisa teorias de calibre a temperatura finita e sua
generalizacdo para espagos nao-comutativos. Pmoograncluir trabalhos que possuem certas caracteristicas
comuns, mesmo que somente do ponto de vista formal. A acldg outros temas, como por exemplo 0s
trabalhos sobre teorias de Chern-Simons, tornaria o tertgole pouco coeso.

Alguns dos problemas aqui abordados podem vir a produzinsdesdobramentos. Por exemplo, o pro-
blema da blindagem magnética em teorias de Yang-Millsatioutativas, levando em conta a teoria de resposta
linear e possiveis contribuicdes da funcao de trésgs O estudo de correcdes de ordem de dois loops e
correcdes para a pressao também pode vir a ser invéstiga

Um outro problema que temos procurado entender, mais eoente, & sobre a possibilidade de que os
efeitos de nao-comutatividade possam influenciar tamdeimteracdes gravitacionais. Uma possivel motivaca
para este estudo sao os efeitos produzidos pela intodigzéscal@ T, especialmente a modificacao das relacdes
de dispersao da teoria de Yang-Mills vista na s€caol4Un®a questao imediata que podemos tentar responder &
sobre gual seria a modificacao introduzida nos modosueasais e de traco nulo discutidos na sdcab 3.4.

O primeiro passo para iniciar esta investigacao consiasteaber qual seria a acado que descreve as intera¢des
com os campos do gravitdn,, quando a nao-comutatividade & levada em conta. Estegunaldem sido inves-
tigado recentemente em diversos trabalhos com difereites e profundidaﬂe O tipo de abordagem que a
primeira vista nos pareceu mais simples e familiar & a @dgtar Moffat em[[Moffat 2000, Moffat 2000] cuja a
motivacao principal era investigar as propriedades derraalizabilidade da versao nao-comutativa da gra&dac
(a conclusao destas investigacdes & que a teoria peomado renormalizavel). A nao-comutatividade foiantr
duzida de maneira bastante simples, trocando os produiassusa expansao perturbativa da acao de Einstein-
Hilbert, em [ZZ11), pelo produto de Gronenwold-Moyal EaB(22).

No entanto, nao é evidente que essa maneira de introdo@o-aomutatividade seja compativel invariancia
de gauge da agéo, uma vez dlj® nao se transforma como um tensor. Na verdade, como o cagateéensorial
de 6, viola até mesmo a simetria de Lorentz, certas generéizago produto de Gronenwold-Moyal tem sido
consideradas [Carlson, Carone e Zobin 2002, Das e |
seja possivel introduzir um produto de Gronenwold-Mayabificado onde a derivada usual & substituida por

Fren@d].28o caso das interacdes gravitacionais, talvez

uma derivada co-variante e o parametro nao comutativaipdensor. Em % 1 dimensdes esta possibilidade foi

explorada na referéncig [Barcelos-Neto 2002]. Uma carestica comum destas generalizagdes & que o produto

1Ao invés de citar um longa lista de referéncias, sugerioma busca efttp: //www.slac.stanford.edu/spires/hep/) usando
palavras tais como “gravity” e “noncommutative”.
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de Gronenwold-Moyal perde sua simplicidade original ¢asepropriedades simples, tais como a associatividade
e a ciclicidade, podem deixar de ser verdadeiras. Isto fiaraaealizacao de calculos explicitos extremamente
complicada, mesmo no caso de uma expansao perturbatieargmagravitacional fraco.

Por outro lado, nossa experiéncia com as teorias de gaugaléas a temperatura finita revela a existéncia
de teorias efetivas cujos acteSo sio invariantes sob transformacdes globais mas exibemiameia sob as
transformacdes locais. Um exemplo explicito & o funalmbtido em[[3:3716) que é invariante sBh (ZP.18)
mas & dependente do referencial do banho térmico. Dedatbora os termos individuais el {3.3.16) sejam
dependentes de referenamles estao relacionados entre si por identidades de Warslej@, mesmo na presenca
doné&o tensor i, o funcional agao efetiva & invariante sob transfoi@eadocais.

Vimos, na secab 2.4.1, como a ordem mais baixa da expags@ode Einstein-Hilbert, dada em{2.2.21),
€ obtida utilizando apenas a invariancia sob as transfobes[[Z.2.18), e mencionamos que este procedimento
poderia ser iterado de maneira a obter as ordens superigsss. simples técnica de livro telittalvez possa
ser aplicada com o objetivo de construir a versao nao cativatda acad(3.3.P2) que &€ o modelo mais simples
envolvendo interacdes gravitaciorﬂisA maneira mais geral de parametrizar as diferentes omlens *

1
% = E/d“xn“vdmpﬁv(p, (5.0.1a)
1
ho_ é/d"’xC(l)“"“l"lhulvl*z?uq)*(?\,(p, (5.0.1b)
2(:)5 _ %/d4XC(2)uVH1V1H2V2hulvl*huz‘/z*d“qo,(dvqj, (5.0.1¢)
(5.0.1d)
n o _ 1 d*x CMHVHLVL. Vi |y h 0 0
s = 5 X Ilel*“.* IJnVn* u(p* qu_ (5016)

A ordem zero é simplesmente a teoria escalar livre, umaweogrodute- nao modifica a parte quadratica. As
estrutura<(" envolvem combinagdes de produtos da métrica de Minkbvk exemplo, levando em conta a

simetria deh,,,, podemos escrever
C(l) — an“vnulvl + b (nﬂﬂln‘/‘/l + nHVanﬂl) . (5_0_2)

Note que estruturas envolvendo derivadas estao exslygiciarazdes de dimensionalidade e localidade (a nao
localidade esta restrita ao produo E interessante notar que, independentemente do valor dasotes e b,
esta simetria implica em

b _ %Cmuvum / Xty {0,0.0,0) (5.0.3)

Portanto o vértice correspondente envolve somente (@g£ospz), ondep; e p; SA0 0s momentos associados
as particulas escalares (ver equa¢ag (2.3.24)). Hektirm da acdo soby, — —6,, & possivelmente uma
propriedade que deve ser mantida em ordens superiores.

.. . . o . . i~ .
Os coeficientes e b podem agora ser determinados reIacmnaBSdb com S&C)s via invariancia sob as
transformacdes locais. Nesta ordem, apenas o termoéndepte dé,, em [ZZ1IB) é relevante. Mas devemos

20 exemplo mais simples disso & o termo de ordem mais baixEEI).

3Ver por exemplo a pagina 422 da referénEia [Zee 2003].

“Note que nao podemos introduzir efeitos de n&o comutatiié fazendo simplesmente a substituicao dos produtoamigos na ag&o
B322) pelo produto Gronenwold-Moyal, pois isso cedata violaria a invariancia local da ag&o.
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também incluir a variagdo do campo escalar. Na teoriautativa, teriamos simplesmente
op = w" due. (5.0.4)
A paridade des O+ S%)Ssobe,w — —6y,y nos informa que a generalizagéo naturalde(b.0.4) deve se

1
op= é{w“,du(p}*. (5.0.5)

Da mesma forma, os termos eM (2.2.18) que evolvem produt@srdser substituidos pela metade do anti-
comutador Moyﬁ. Impondo a condicao de invariéncﬁ@é@# §@S) =0, um célculo direto fornece=1/2 e
b= —1/2 em [R0P). Portanto, a acéo até primeira ordengye

1 1 1
Sies= 5 /d"’x (nuv + Enuv he, — hu\/) > {0u0,0,0}, +O(H?). (5.0.6)

Este resultado € de certa forma trivial, tendo em vista cieeno entre peréntesis & simplesmente a linearizagao
de /—gg". Nesta ordem nao ocorrem produsosnvolvendo os proprios campos gravitacionais. No entanto
ele tem 0 mérito de mostrar a sistematica a ser empregaaaens superior

Embora o conjunto de equacdEs(d.0.1) nao constituanaafonais elegante de escrever uma acao, toda a
informacao relevante para a obtencao das regras derfegypode em pricipio ser assim obtida. Na verdade,
mesmo que tivessemos uma forma fechada para aﬂagﬁexpanséo eni(5.0.1) seria o ponto de partida em
calculos perturbativos das funcdes de Green da teooiaeX@mplo, uma vez obtida a formaéé)s, poderemos
calcular a versao nao comutativa do tensor de pola@gcavitacional cujos diagramas sao idénticos aos mos-
trados na figurBz3l4. Note que a contribuicdo para a fudedum ponto (primeiro diagrama da fig{iral 3.4) pode
ser calculada usando somente a acao dadheml(5.0.6)n Rorésultado sera o0 mesmo que na teoria comutativa,
pois 0 momento externo € nulo neste caso.

Mesmo sem ter a forma explicita do tensor de polarizgg@demos adiantar qual seria a sua estrutura geral.
Vimos como a introducéo dé,, na QED gerou duas novas estruturas transversais. Da maeeiehante,
no caso gravitacional, devemos levar em conta todas asvpisssestruturas tensoriais. Para referéncia futura,
apresentamos na tabglalC.2, do apérdice C, os possiveisds que devem ser incluidos de maneira a estender
a base mostrada na tabEIaIC.1. Além disso, exibimos tanabferma geral dos novos modos transversais e de
traco nulo.

5E interessante notar que na QED nao-comutativa a tranat@od),, — —6,, e Ay — —Ay, possui uma interpretagao em termos de
conjugacao de cargguando levamos em conta que o espectro das teorias nadativasiconténdipolos cujo momento de dipolo & pro-
porcional &6;j p! [Sheikh-Jabbari 2000]. A equacdo(2.3.29) mostrafgemuda de sinal sob estas transformagdes e a agao cardesye
permanece invariante. Ao mesmo tempo, as transformai®gauge sao consistentes com esta invariancia da em@o, pode ser visto
tomando, por exempld\ = 1 em [Z33b).

60 calculo algébrico das ordens superiores pode em piinser implementado em um algoritmo de computagao dioebé resultado
deste calculo nos dira se este cenario & consistente.

"Nao esta descartada a possibilidade de se encontransatza partir da forma individual de cada termo.
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APENDICE A - Equacdo de Dyson-Schwinger

Tomandd~ [¢] = f; = constante vemos que[@{21.77) se reduz a
0S[19d
— |-= ] Z|J] =0. A.0.1
(B[18] ) wo
Esta & a importantequag@o de Dyson-Schwinggrara o funcional gerador das fun¢des de Green desconexas

[Dyson 1949 Dyson 194P, Schwinger 1p51, Schwinger [195&]lilyuagem diagramatica esta equacao permite
obter todos os diagramas de Feynman que contribuem paradorpdacesso, ordenando-os de acordo com o

namero de vértices (a ordem em teoria de perturbacaa).efemplo, em um cenario fisico descrito por uma
acao possuindo termos clbicos e quarticos a versgeedigatica da equacdo (AD.1) &

4 _ /.X N %@ N %ﬂ (A0.2)

A interpretacao fisica € clara. A amplitude de prokidhile de desaparecimento ou criagao de uma particula,
representada pelo diagrama do lado direito, &€ obtida pglarposicdao das amplitudes de probabilidade dos
processos dabsor@o ou criago por uma fontgrepresentada pela cruz) e de processos envolvendo cada uma
das possiveis interacdes. O diagra®n@epresenta o funcional gerador

Z[J| = i %Gil,---imJil"'Jimv (A.0.3)

m=0 m

ondeG;, ..., € a funcao de Green de pontos. Portanto, qualquer funcao de Green desconexagardbtida
via diferenciacao funcional da equacho{Al.0.2). Ogdienas até uma dada ordem perturbativa séo obtidos pela
iteracdo da equacao. A representacdo diagram@tiaenbém Util para estabelecer a relacao entre o foatio
geradorZ[J] e o funcional geraddiV[J] dafung@es de Green conexaBe fato, ao seguir uma linha para dentro
de uma fungao desconexa, ocorrera a fatoracao entagante que se conecta a linha e o restante, de tal forma

@ 00

que podemos escrever

(A.0.4)

Ou seja,
z[J) = &"bl, (A.0.5)
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Naturalmente, os processos fisicamente interessanteagsédes descritos pelas funcbes de Green conexas
Gf ..; em termos das quais
1,>"Im

© 1
W= 5 HGicl,-.-imJil“'Jim- (A.0.6)
m=0"""

Usando [[AON) e[{A0Ql4), a correspondente equagdo derbgshwinger para as funcdes conexas pode ser

escrita co
O0S[OoW[J] o

% [T + a] +J=0. (A.0.7)

No caso de uma teoria com interagdes clbica e quartagguacao possui a seguinte versao diagramatica

@ - — +@ g

+L% +1@
3! 3!

L1

3!

(A.0.8)

Em geral, diagramas conexos, tais como os que aparecemm@lexaostrado na equacda (Al0.8), podem
ainda ser expressos em termos d@gramas de Feynman 1Rlone particle irreducible”). De fato, seguindo
uma linha qualquer de um diagrama conexo, teremos a segitiureao descrita na figura abaixo

.—'”% = ———X +
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(A.0.9)

Ou seja, a linha que penetra o diagrama conexo pode encanteafonte (denotada pela cruz) ou um digrama
1PI. O diagrama 1PI, por sua vez, pode estar conectado pgrduas, etc, linhas a diagramas conexos. As
funcdes de Green representadas pelos diagramas 1P

ek (A.0.10)

sao definidas de tal forma que nao podem ser desconectadasdn-se somente uma de suas linhas internas.

1Estamos usando a relacao
15 oWl B
7535 @10 = (T4 35 ) 1o
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Além disso, ao contrario das funcdes de Green conéxasy nao possui propagadores nas pernas externas. Os

indicesi, j, --- k estao diretamente associados aos vértices do diagramiatt®duzindo o “campo’p através
darelagao
OW([J]
=" = A.0.11
=33 ( )
podemos escrever a forma analiticalde(A.0.9) como
1

ondeAjj & o propagador nul j & aauto-energia pbpria (note que esta & uneguagio integralpara o campo
). E conveniente também definir a grandéze= fAﬁle Mij de modo a reescrevér(A0]12) como

1
Ji+ri+ri,-qq+§rijk<pj<n<+---:0. (A.0.13)

Introduzindo aacgao efetiva(funcional gerador das funcdes de Green 1PI)

m

1 —_——~
Mol =3 Tt aa, (A.0.14)
m=1"""

podemos reescrever a relacBo (A.0.9) entre funcdesxesre 1Pl como

—X + = 0
(A.0.15)
_ orfgl _
J + 50 = 0
As relacoes[A.011) €[A.015) podem ser sumarizadasinaformago de Legendre
W =T[g]+@J. (A.0.16)

Note que as condicOe®V /@ = oI /3J = 0 seguem da relacao acima, usarido (Al0.1LY e (A.0.15).

A fim de obter as equacgdes de Dyson-Schwinger para asdésntPl, podemos agora utilizar a equacao
(A0.13) eliminando derivadas em relacad por derivadas em relacaagde tal forma que

5 op & o°W[J] o

5_~]i75_\]i5(pj o 0J;dJ; 5—(pj

(A.0.17)

O lado direito desta relacao pode ser implicitamente esqw em termos de fung¢bes 1Pl tomando a derivada
funcional de[AX0.T5) em relacaala

5 o[y S°W[J] 62T [¢]

0=08i153 5q ~ %" 356% spda’

(A.0.18)

O significado diagramatico desta relagao torna-se nteis quando separamos a a¢ao efetiva em uma parte livre
e uma parte de interacao
1
o] :_émAijlq)J +Ti[g) (A.0.19)
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de tal forma que podemos extrair feA0.18) a seguintedelac

(A.0.20)

Assim,5°W([J]/3J,6J; = W"[J] & o propagador completo o qual soma todas as auto-energizsgs. Ou seja,

1
W= ———. (A.0.21)
i)
Temos agora todas as relacdes necessarias para reesorevequacao de Dyson-Schwinger diretamente para
as funcdes de Green 1PI. Usando as equafges (A.0.IIDEHA podemos agora reescrever a equdcag |A.0.7)

trocando derivadas em relacad por derivadas em relacaapbem como utilizad{A{0.21). Fazendo isto, teremos

orfg] oS¢ niq O
oy e [qo+W &) %} | (A.0.22)

Esta importante relacéo revela uma das razdes para aniteaghio ‘acao efetivd utilizada paral [¢]. Vemos

gue se as derivadas funcionais forem desconsideradagoaeéetiva se reduz a acao classica. O papel das
derivadas & gerar “loops”, ou sefmrreg@es quénticasou flutua@es ermicas E conveniente exibir a estrutura
da equacad(A.0.22) no caso mais concreto de uma teosaipo® interagdes clbicas e quarticas, como fizemos
anteriormente. Neste caso, a equafag (Al0.22) adquegarge forma

3T [¢) 1, L !
S0 " —Aijl(ijrEVijk(aK(ijréWik'qq(p‘(pj
LLo oW 1 SAW
2Yik 5503, T2 5503,

1 SwW[) AW W (g
6" 53,80m 33830 5483y SGOMEB,’

+
(A.0.23)

Na primeira linha da equacao acima temos as contrikgig¢ia acao classica (estas contribuicdes sao de fato
puramente dssicas quando o campg & dado pelo primeiro termo do lado esquerdo da equdcanId)).
Também no caso da equacBo{A.D.23) é conveniente es@@orrespondente versdo diagramatica, que &€ dada

por

(A.0.24)
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Alinha cortada com/*, no primeiro diagrama do lado direito da equacao, regareso inverso do propagador (um

“vértice” quadratico). As funcdes de Green proprias@m agora ser obtidas iterativamente tomando derivadas

de [AQ2Z%) em relacdo @. Por exemplo, tomando a primeira derivada em relac@mp &remos a seguinte

equacao de Dyson-Schwinger para a auto-energia

Na relacao acima foi empregada a identidade

o

que pode ser obtida a partir d€7A.J.20).

(A.0.25)

(A.0.26)
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APENDICE B - Calculo de fun@es de estrutura na teoria de
Yang-Mills nao-comutativa

Vamos calcular as integrais nas equacbes4.1[4a)&@. Lonsideremos primeiramente

_ 2¢°N M d3k
—(2m)3 ||<|

2
o128 N(K]) [1— 8*0cosk- )] K- p[ P DO} (B.0.1)

(K-p2 K-p

Usando um sistema de coordenadas formado pelos %E(es% e levando em conta que o integrando & uma
funcio impar d& - B, concluimos que
nyB=o. (B.0.2)

UsandoGﬁ =2, 0 trago pode ser escrito como

I_Iu AB 492N 5A’B d3k

e I N(|K) [1— 8*Ocogk- f)] . (B.0.3)

Usando as coordenas mostradas na figuda B.1,

p

A

Figura B.1:

k-p=—|p| 0K cogy), (B.0.4)

podemos escrever (comn= ‘Tﬂ)

4 2N6ABT2 ) 2r[ .
[HAB _ g / udu /le 6A°cos(TuZ]

N SABT2 oo i
8N SABT udu {1_5/4,0 S'”(TU)]. (B.0.5)

(2m)2 0o e—1 TUu
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Expressando a distribuicao de Bose em termos da séne&doa,

1 _ - —nu u _ - d —nu
lel_nZle T nZldne ' (8.06)
o udu n_ e 1
[ zdn/ due ™= 3 5= (B.0.7)
e, semelhantemente, b )d
® sin(bu)du nu
L @1 Z/ sin(bu)e ""du
— < 1 (ib—nju (—ib—nju _ 1
= Z/ 5 (e )du_bn;m, (B.0.8)
obtemos dd{B.015)
8g°NS*BT2 | 1P > 1
uAB _ 99 T sa0
M= (2m)2 [ 6 n; n2+ 12 (8.0.9)
Empregando as coordenadas mostradas na figura B.2,
2¢9°NoAB T2 duu 2m 20 0°—1
nes = 7/ (co / d [l— +
: (2 W o—cosy) | (0 coty)?
x  [1-6*Pcogrusin(y )cos((p))]. (B.0.10)
Usando|[Gradshteyn e Ryzhik 1980]
"\
ﬁ/<(P/ )
Figura B.2:
2
depcogacoq)) = 2mly(a), (B.0.11)
obtemos
2N SAB T2
nag = M/ d(cogy)) / duul [1- 80 (Tusin(y))]
20 0°—1 }
X - + B.0.12
e e (8012

Usando a relagcao

—nu
/ T 1Jo au) Z dn/ Jo(au) (B.0.13)
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podemos escrever [Gradshieyn e Ryzhik 1980]

0 2
== an 21 5= n23/2 ~ f(l__nza)_ (B.0.14)

Ldnyn2raz &L (nP+a?) 6 10

De acordo com as equacdESTB 0.1 e (Bl10.1Z), (B.0.12 pedescrita como
29°NoAB T2 1 20 0%—1
AB __ o

g = o L[5 )

X [ z T Zz)]?’/zl (B.0.15)

. BH v
Finalmente, vamos calcul@r)%p I'Iﬁ?. Usando[(Z.T11) e as coordenadas mostradas na figira BePhabt

U xV 2 2N6ABT2 dUU 2Tr
e = /d cosw) [

0-2_ . 2
[W(SIH(W)COS(([))) - 1]

x  [1-6"Pcogrusin(y)cog@))]. (B.0.16)

Fazendo a integracdo epiGradshteyn e Ryzhik 1980]

/Ozndqocoszfpcos(acos(ﬁo)) = %/Oznd<p(1+coS(2<P))COS(acos(<p)) = 11[Jo(a) — ()], (B.0.17)
obtemos
pH pY B 292N5A5T2 o4 e
2 ne = 7/ d(coqy)) (nzl%/o e du)
2_1q 2 |
{ [(G 70005(1#))2 Si ’ v_ 1] [1—Jo(tusin(y)) 67
2_1 i2 |
e S'”("U))‘SA’O} | (8.0.18)

De maneira semelhante[a{B10.7 e {B.D.13), teremos nemesaso

—nNu
/ o 1J2 (au) z dn/ J(au) (B.0.19)

gue pode ser escrita conjo [Gradshteyn e Ryzhik|1980]

00 1) 0 N/ 2
— Z —/ e "pau = - Z N
n:ldn 0 n:ldn Vn2+a

12 (n—vrP+@@)P(2vVP+a2+n)

a2 nZl (n2+a2)3/2
3,21

~ = = B.0.20
2 2w 120 (B.0.20)

Podemos agora reduzﬁr%ziv I'If;E a expressao envolvendo a integral érx coq /) dada na equagab (411.8).
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APENDICE C - Estrutura geral do tensor de polarizé&p
gravitacional

A estrutura geral do tensor de polarizagao pode ser asmiho

29 )
HMWMQGM%:ZQWﬁM)JMAn&w- (C.0.1)

As 14 primeiras estruturas sdo dadas na tdbela C.1. As eetrasuras, mostradas na tadela C.2, foram obtidas
a partir da tabel@”0 1 segundo a seguinte sistematica. elPaimente consideramos o conjunto formado por
78, ..., 7 trocanddk — k e u — k. Procedendo da mesma maneira com as estrufifrag'2 T3, cada uma
delas vai gerar uma (nica estrutura. Ja as seis restar@ms guas estruturas cada. Isso produz as 15 estruturas
mostradas na tabdla€.2, onde foram introduzidos fatorepdaados de modo a torna-las admensionais.

A partir destas estruturas, € possivel gerar cinco grasteansversais e de trago nulo, mutuamente ortogo-
nais, as quais podem ser expressas em termos das congstiag@res

29 _
Ti=Yc¢Th I=ABCDE. (C.0.2)
=

O trabalho herclleo envolvido no calculo das constargessttutura foi feito com o uso de computacao simbolica.
Os resultados sdo mostrados na tabelh C.3 e estdo expeassermos dos parametros

2
P =
re= ﬁ —1erh=pPIp* (C.0.3)

Temos assim a generalizacdo ndo-comutativa dos rdeslta tabelg 3. 1.

Expressando as componentes transversais e de traco ntdmshr de polarizacdo na forma (omitindo

indices)
Myt = CATAJFCBTBJFCCTCJFCDTDJFCETE (C.0.9)
e empregand@{C..1) obtemos
3c
C, = 2¢1+r2r2, (024— %) (C.0.5a)
c
Cy =2 (cl - r—§> +r2r2.Coa (C.0.5b)
[
4c,  c3 r2r2
c.=2({c—=—+— | - LN C.0.5¢
© (l 3@+3@> 2 ( )
3c
C, = —rar2, (Cg4+ %) (C.0.5d)
22 C

Ce =Telhey - (C.0.5e)
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Portanto, as cinco constantes de estrutura que determinaante transversal e de trago nulo do tensor de
polarizacao saoy, Cy, C3, C22 aCoa.

Tivap = Muallvg + Nupfva
Tivap = MuatvUg + NuplyUa + NuaUuUp + NupUyUa
Tu3v ap = UnUvUalg

Thap= Nuwhap

Tovap = MuvUalp + NapUuly
. 1
Tavap = g [(MuaPy -+ MuaPu)up + (Mg Py + Mg P+
+(NuaUy + NvaUy) Pg + (NupUv + NypUy) Pa)
1
TJV #= (PuUvUaUg + PyUyUaUg + PaUyUyUg + PaUyUyUa )
e 1
wap= 2 (MuaPvPg + NyugPvPa + Nva PuPg + NypPuPa)

1
T;?v ap — E (pu PvUaUpg + Pa pﬁuuuv)
T0  _ 1[(u+ uy)(Palg + u)]
wap — (p.u)? PuUy + PyUp)(PaUp + PpUa
wap = 2p.u 1 PvPa Pg + Uy Pu Pa Pg + Ua Pu Py P + Ug Pu Py Pa
T12 _ i
wap = g PuPvPa Pp

1
T&\?aﬁ = E (nUV Pa P + NapPu pv)

1
Tivap = U [Nuv (Palp +UaPg) + Nap (Putly +Uupy)]

Tabela C.1: Base tensorial para o tensor de polarizac@valgton no espago-tempo comutativo. As quatorze

estruturas independentes construidas ¢em py e uy satisfazem a condicéo de simet‘ﬂiﬁvlaﬁ = T\lu.aﬁ =
T ' '

w.pa = Tapuv-
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T/}\?aﬁ = p2 (nIJaﬁVﬁB+nuﬁﬁvﬁa+nvaﬁuﬁﬁ+nvﬁﬁ“ﬁa)
Tivap = P*Pubypabp
Tul\ZaB = p (nuvﬁaﬁBJFnaBr)ur)v)

T“lé‘ag = (NuaPv+NvaPu) P + (NuaPyv + Nyg Pu) Ba
+(Npa By + Nva Pu) Pg + (Nup Py + NvaPu) Pa

Tul\?ag = p-u[(NuaPv+ NvaBu)ug + (Mg Bv + Nyp Bu)Ua
+(NuaUy + Nvaly) B + (NugUv + NvpUy) Ba |

Tﬁﬁ’ag = p?(puPvPaPp -+ PvPubaPp -+ Pa PPy Pp + PpBubyPa)

T2l 5= p-u(PulvlaUp + PyUyulaUs + P Uy UyUs + PauyUyUa)
Tuzga[; = PuPvPaPp + PaPgPuPy

Tﬁ\?aﬁ = p?(PuPvlUalp + PaPauuly)

T24 5= (Puby + PvPu)(PaBs + PpPa)

T2 5= (P W2 [(Buty + Puy)(Palis + Ppua)]

Tﬁ\?aﬁ = é (PP Pa Pg + By PuPa P + Pa Py Py Pg + B PuPyPa)
T2 5= (p-U) P (UuPy o Pp + Uy ByuPa g + Ua Py By B + Up BBy Ba)
T20s = Nuv (PaPp+BaPp) +Nap (Pubv + Pupv)

Tuz\?aﬁ = p-u [nUV (ﬁauﬁ +Uaﬁﬁ) +Nap (f’uuv-f-uyf)v)]

Tabela C.2: Quinze estruturas independentes constre@as),y, py, Uy € Py = Buyp” e satisfazendo a

condicao de simetriﬁl'w’aﬁ = T\Lu,aB = T;Iw,[sa = T&B’W.
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i Cy Cq, c, S, Ce,
1 % 0 0 % %
AN ; TN
5 7§ 0 % ,% 75:15
; B r2 (r§2+ 1) 22(12+1) 73r§ (r2§+1) 3r2 (r2§+1) 79r§ (rj+1)

o | B2 | ey CHL: iid | e
o | ey | @enEeey | sy a2t | (23 (Edey

2 2 2 2 4
1 r2 (r§2+ 1) (1241) (2r2+ 1) B (3r§+2)2 (r2+1) (3r§+2;(r§+1) B (9r§+221(r§+1)
12 % —2r (8 +1) 7(3@;2)2 77(3@;4) E 7(9@:4) E
13 7§ 0 % + % 7§ 75%5 +2
15 0 0 0 212 ﬁir%
16 0 0 0 é 7%
17 0 0 0 0 7é
22 0 0 0 0 %
24 0 0 0 7% 7ﬁ

Tabela C.3: Componentes dos cinco tensores transversatsazd nulo na base dos tensores exibidos nas tabelas

CIdCP.
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