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Introduction générale

Introduction générale

Bien qu’aujourd’hui de nombreux calculs soient irréalisables dans des délais raisonnables,
la perspective d’un ordinateur quantique suffisamment puissant pourrait changer la

donne en permettant de résoudre efficacement ces problemes [1]. Cependant, la

réalisation de calculs quantiques fiables et a grande échelle demeure un défi de taille.

Le principal obstacle réside dans la fragilité inhérente de l'information quantique, qui

se dégrade rapidement sous I'effet des perturbations environnementales. Sans des

mécanismes de correction d’erreur quantique efficaces — incluant des codes quantiques

robustes, des circuits de mesure de syndrome pour détecter les erreurs et des algo-
rithmes de décodage avancés — les promesses de 'informatique quantique ne sauraient

étre tenues.

Les codes stabilisateurs quantiques LDPC (Low-Density Parity-Check) sont considérés
comme essentiels pour le développement de I'informatique quantique a grande échelle,

en raison de leur capacité a corriger efficacement les erreurs.

Nos travaux se concentrent sur la sous-classe des codes stabilisateurs locaux. Ces
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Chapitre 1 — CHAPTER 1. INTRODUCTION GENERALE

codes, dont les qubits sont représentés sur des points de R?, limitent la propagation
des erreurs en garantissant que chaque stabilisateur n'opére que sur un petit groupe
de qubits voisins. Notre objectif principal est d’étudier comment 'agencement spatial
des qubits dans I'espace influence la distance minimale de ces codes.

Structure du document

Ce document est organisé en quatre chapitres répartis en deux parties : la premiére
présente les concepts clés et les outils, tandis que la seconde expose les contributions
originales de cette thése.

Fondations théoriques

Les deux premiers chapitres posent les bases de I'étude :

» Le Chapitre 2 présente les notations et conventions utilisées tout au long de la
these.

 Le Chapitre 3 introduit les notions théoriques relatives aux réseaux et aux codes
quantiques, qui ont été utilisées pour établir nos résultats.

Contributions et résultats

Les deux derniers chapitres sont dédiés a la présentation des travaux de recherche.

» Le Chapitre 4 est consacré a I'étude des codes Bicycle généralisés (GB) de poids
quatre. Nous y détaillons la construction de plusieurs familles de codes inédites,
dont les performances égalent celles des meilleurs codes surface 2D de poids
quatre. Ce chapitre propose également deux classifications, chacune portant sur
des codes de poids quatre et de longueur inférieure ou égale a 200 : 'une pour
les meilleurs codes GB et 'autre pour les meilleurs codes surface 2D.

 Enfin, le Chapitre 5 est consacré a nos travaux, menés en collaboration avec
Wouter Rozendaal et Gilles Zémor, sur les codes stabilisateurs locaux. Cette
étude se concentre sur les codes stabilisateurs dont les qubits sont représentés
sur les points a coordonnées entiéres de I'espace euclidien. Nous introduisons

Nicolas SAUSSAY| These de doctorat | Université de Limoges 10
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Chapitre 1 — CHAPTER 1. INTRODUCTION GENERALE

une borne théorique sur la distance minimale de ces codes, qui généralise la
célebre borne de Bravyi-Terhal. Lapplication de ce nouveau résultat aux codes
2BGA abéliens nous a permis d’établir une borne sur leur distance minimale et
d’affiner une borne existante pour la sous-famille des codes GB.
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Chapitre 2 — CHAPTER 2. GUIDE DES NOTATIONS ET CONVENTIONS

Ce guide présente les notations et les conventions d’écriture utilisées pour assurer
la cohérence de ce mémoire.

2.1

Notations générales

Ensembles fondamentaux

Z : Ensemble des entiers relatifs.

R : Ensemble des nombres réels.

C : Ensemble des nombres complexes.

R : Ensemble des vecteurs a D > 1 coordonnées réelles.

Z/nZ : Groupe cycliqgue a n > 1 éléments, représentant le quotient de Z par 'idéal
nZ.

Algébre linéaire et espaces vectoriels

[A | B] : Représente la matrice obtenue en mettant les matrices A et B cote a
cote.

M, ..(K) : Désigne I'ensemble des matrices rectangulaires a n lignes et m
colonnes, dont les coefficients appartiennent a 'ensemble K.

GL,(K) : Ensemble des matrices de taille n x n a coefficients dans K qui sont
inversibles.

ker(A) : Noyau a droite de la matrice A, défini comme I'ensemble des vecteurs x
tels que Ax = 0.

Vecty, A ou rs(A) : Espace vectoriel engendré par les lignes de la matrice A.

< -,- > : le produit scalaire euclidien usuel de R”.

At : Pour A Cc RP, At désigne I'ensemble des éléments orthogonaux a A pour le
produit scalaire euclidien usuel.

| - || : Représente la norme euclidienne sur R”.

Im : Image du morphisme ¢ : A — B, définie comme I'ensemble {¢(z) | z € A}.

Théorie des codes et algébre de groupe

F,[G| : Algebre binaire du groupe G, représentant 'ensemble des sommes
formelles d’éléments de G a coefficients dans le corps Fs.

Nicolas SAUSSAY| These de doctorat | Université de Limoges 13
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Chapitre 2 — CHAPTER 2. GUIDE DES NOTATIONS ET CONVENTIONS

 Circ(A(X),n) : Matrice circulante de taille n x n engendrée par le polynébme
A(X) € Fo[X]. Ses lignes sont données par les décalages cycliques successifs
des coefficients de A(X).

* GB(A(X), B(X),n) : Code Bicycle Généralisé de longueur 2n, engendré par les
matrices Circ(A(X),n) et Circ(B(X),n).

Opérateurs quantiques et groupes de Pauli

» P, : Groupe de Pauli sur n qubits.

1
X : Matrice de Pauli de type "bit-flip": (? 0).

1 0
Z : Matrice de Pauli de type "phase-flip": (0 1).

Y : Matrice de Pauli de type "bit-phase-flip": iX Z = (O _(j )
1

1
S : Matrice de phase : <O O)
7

1 1
. H .1
H : Matrice de Hadamard : G (1 )

Théorie des graphes

* (G, g1,92) : Graphe de Cayley sur le groupe G engendré par les éléments gy, g,.
e Cy — Cy — -+ — C, : Désigne une marche dans un graphe allant du sommet C,
au sommet C,.

2.2 Conventions d’écriture

Tout au long du mémoire, nous adopterons les conventions suivantes pour la notation
des éléments, des ensembles et des codes :

Typographie des éléments mathématiques

» Les ensembles seront généralement notés avec des lettres capitales stylisées en
double barre (ex : R, S, Z).

* Les entiers seront représentés par des lettres minuscules (ex : n, ¢).

* Les intervalles d’entiers seront représentés entre [, -] (ex : [1,4] = {1,2,3,4}).

Nicolas SAUSSAY| These de doctorat | Université de Limoges 14
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Chapitre 2 — CHAPTER 2. GUIDE DES NOTATIONS ET CONVENTIONS

* Les polynémes seront désignés par des lettres majuscules (ex : A(X), B(X)).

* Les vecteurs seront notés en gras avec des lettres minuscules (ex : u,v). Par
convention, tous les vecteurs seront représentés en colonne.

» Les matrices seront notées en gras avec des lettres majuscules (ex : A, B).

* Les éléments de quotients de Z (comme Z/nZ) seront marqués d’'une barre
au-dessus (ex : 0, 1).

- Les éléments de quotients de R” (comme R”/IL) seront notés par x mod L ou

[x].

Conventions spécifiques aux codes

» Les paramétres d’'un code quantique seront encadrés par des doubles crochets,
par exemple [[N, k, d]].

* Les codes quantiques seront toujours notés avec la lettre Q en majuscule
calligraphiée (ex: Q, Q).

 Les opérateurs agissant sur les qubits seront notés en lettres majuscules cal-
ligraphiées (ex: O, S).

Nicolas SAUSSAY| These de doctorat | Université de Limoges 15
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Chapitre 3 — CHAPTER 3. PRELIMINAIRES

Ce chapitre a pour objectif de revoir les concepts mathématiques fondamentaux néces-
saires a la compréhension des deux prochains chapitres. Nous commencerons par
faire un rappel sur les réseaux, avant d’aborder les notions fondamentales des codes
quantiques.

Tout au long de ce document, nous supposerons connues les définitions et propriétés
de base des structures algébriques (groupes, anneaux, corps, modules sur un an-
neau, espaces vectoriels et quotients de groupes), ainsi que celles relatives aux
produits scalaires, aux normes et a la compacité dans un espace euclidien. Les
notions fondamentales des codes correcteurs classiques seront également consid-
érées comme connues.

3.1 Rappels sur les réseaux

3.1.1 Sous-groupes discrets de R”

Définition 3.1.1 (Groupe discret). Un sous-groupe additif G C R? est discret si tout
compact de R” ne contient qu’un nombre fini de points de G.

La proposition suivante caractérise les sous-groupes discrets : un sous-groupe G de
RP est discret si et seulement si I'origine est un point isolé de G.

Proposition 3.1.1. Un sous-groupe G de RP est discret si et seulement s'il existe o > 0
tel que la boule ouverte B(0, «) (centrée en 0 et de rayon «, pour la norme euclidienne
|| - ||) ne contienne aucun point de G autre que l'origine :

B(0,a) NG = {0}
Exemple 3.1.1. ZP et tous ses sous-groupes sont discrets.

Lorsque G est un sous-groupe discret de R”, le groupe quotient R” /G est naturellement
muni d’une topologie métrisable, induite par celle de R”.

Nicolas SAUSSAY| These de doctorat | Université de Limoges 17
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Chapitre 3 — CHAPTER 3. PRELIMINAIRES

Proposition 3.1.2 (Distance dans R” /G). Soit G C R” un sous-groupe discret et || - ||
la norme euclidienne. Notons dist I'application définie par :
dist: RP?/G xRP/G — R*

, (3.1)
([a], [b]) = infgec [la— (b +g)|

ou [a] et [b] désignent les classes modulo G des éléments a et b.

L'espace RP /G muni de dist est un espace métrique. De plus, pour n’importe quelle
paire d'éléments (a,b) € RP x RP, la distance entre [a] et [b] est atteinte :

dgo € G, dist([a], [b]) = [la — (b + go)||

3.1.2 Les réseaux et leurs propriétés

Les réseaux constituent un type important de groupes discrets. Il s’agit de Z—modules,
libres engendrés par des vecteurs linéairement indépendants de R”.

Définition et structure des réseaux

Définition 3.1.2 (Réseaux). Un réseau L. est un sous-groupe discret de R qui est de
la forme : L = Eszl Zu; ou k est un entier compris entre 1 et D etot u, ..., u;, € RP
sont des vecteurs linéairement indépendants surR. La famille {u,, ..., u.} est appelée
une base de L, et I'entier k son rang. Si k = D, le réseau est dit de rang plein. Dans le
cas contraire, on le qualifie de réseau relatif.

Remarque 3.1.1. Tout réseau . C RP est un Z-module libre de rang 1 < k < D.
Lorsque son rang est D, on peut écrirel. = M - ZP” ot M € GLp(R).

La double nature algébrique et géométrique des réseaux permet de les étudier sous
différents angles. Parmi leurs propriétés cruciales, celles issues de la géométrie sont
souvent définies a l'aide des domaines fondamentaux des réseaux.

Invariants géométriques et algébriques des réseaux

Définition 3.1.3 (Domaine fondamental). Soitl. = @ | Zu; ¢ RP un réseau engendré
par k vecteurs linéairement indépendants u,, . ..,u,. Le domaine fondamental de IL
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Chapitre 3 — CHAPTER 3. PRELIMINAIRES

associé a cette base, noté P(uy, ..., uy), est 'ensemble défini par :
k
Pluy, .. oug) = {) oz | Vi€ [1Lk], 0<z; <1} (3.2)
=1

Pour un réseau de rang plein, le domaine fondamental permet de définir un pavage
régulier de R?, ou chaque tuile est obtenue en translatant le domaine fondamental
par un vecteur du réseau :

RD — H(g_|—73(u1, .. -,UD))

gell

La Figure 3.1 illustre cette décomposition.

Figure 3.1: Domaine fondamental P d’'un réseau 2D engendré par deux vecteurs {u;,us}

Chaque réseau possede un invariant géométrique appelé covolume. En pratique, ce
dernier s’avere particulierement utile pour distinguer les réseaux entre eux.

Définition 3.1.4 (Covolume du réseau). SoitlL = EBf:l Zu; un réseau engendré par k
vecteurs linéairement indépendants de RP. On note < -,- > le produit scalaire usuel de
RP,

Le déterminant de Gram A(uy, . .., uy) est défini comme le déterminant de la matrice
de Gram (< u;,u; >),_, ., des produits scalaires des vecteurs ui, . .., uy. Ce determi-
nant est strictement positif et ne dépend pas du choix de la base de L.

Le covolume de L, noté vol(LL), est alors défini comme la racine carrée du déterminant
de Gram :
vol(L) = v/A(uy,...,ux) >0
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Exemple 3.1.2. Le covolume de ZP est 1 : vol(Z") = 1.

Le covolume est un invariant géométrique que possedent tous les réseaux, quel que soit
leur rang. Pour les réseaux de rang plein, il existe également un invariant algébrique,
appelé déterminant du réseau, qui coincide avec le covolume.

Proposition 3.1.3 (Déterminant d’'un réseau). Soit L. C R? un réseau de rang plein,
muni d’une base u, ..., up. Le déterminant de L, noté det(LL), est donné par la valeur
absolue du déterminant de la matrice dont les colonnes sont formées par les vecteurs
uq,...,up .

det(L) = |det(uy, ..., up)|

Le déterminant de 1. ne dépend que du réseau lui-méme et non du choix de sa base.
De plus, il coincide avec le covolume de IL ainsi qu’avec le volume D-dimensionnel du
domaine fondamental P(uy,...,up) :

det(L) = Leb(P(uy,...,up)) = vol(L)

Le covolume permet de différencier les réseaux : des covolumes distincts impliquent des
réseaux differents. Cependant, dans le cas ou leurs covolumes sont égaux, on ne peut
généralement pas distinguer les réseaux sans 'ajout de conditions supplémentaires. Le
théoréme de décomposition des modules sur un anneau principal permet de déterminer
des cas ou deux réseaux de méme covolume sont identiques.

Relations entre réseaux : le théoreme des facteurs invariants

Théoréme 3.1.4 (Facteurs invariants [2]). SoientIL. C R” un réseau de rangr etl' C L
un sous-réseau de rang r'. Alors il existe une base {e,, ..., €.} de L et des entiers non
nuls qi,...,q- € Z\ {0} tels que {q€,...,q-€.} forme une base de 1. Le groupe
quotient /1. est donc isomorphe a Z"~"" x [}, Z/¢:Z.

De plus, silL et.' ont le méme rang (c’est-a-dire r = r’), alors :

,r,/

/L] = [T lail = vol(L') /vol(LL)

=1

En particulier, L. = 1 si et seulement s’ils ont le méme covolume.
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A partir du théoréme précédent, nous pouvons exprimer différemment le covolume des
réseaux de rang plein inclus dans Z”.

Corollaire 3.1.1. Le covolume d’un réseau de rang plein 1. qui est inclus dans Z", est
égal a la fois a I'ordre du groupe quotient Z” /1. et au nombre de points a coordonnées
entieres contenus dans P, le domaine fondamental associé a une base de L :

vol(L) = |ZP /1| = |Z” nP|

3.2 Rappels sur les codes quantiques

3.2.1 Fondamentaux sur les qubits

Dans le monde de l'informatique quantique, le qubit est une représentation mathéma-
tique permettant de décrire I'état d’'une particule quantique. Contrairement au bit qui ne
peut valoir que 0 ou 1, un qubit peut exister dans une superposition de ces deux états
simultanément.

Définition 3.2.1 (Qubits). Soit H un espace de Hilbert complexe de dimension 2, de
base orthonormale |0), |1). Un qubit |)) est un vecteur unitaire de H :

1) =a|0)+ B[1) avec|al’ + 8> = 1.

Dans tout le reste du mémoire, nous prendrons H = C?, avec les états de base

T

Transformations unitaires

Etant donné que les systémes quantiques évoluent, les particules qui les composent
subissent également des transformations. Pour les systémes isolés (sans interactions
avec I'extérieur), ces transformations se modélisent mathématiquement par I'action de
matrices unitaires sur des qubits.

Définition 3.2.2 (Transformation unitaire sur un qubit). Une transformation unitaire (ou
une erreur) sur un qubit est une matrice U de taille 2 x 2 vérifiant UUT = L.
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Il est important de noter que I'application d’'une matrice unitaire transforme un qubit en
un autre qubit, garantissant ainsi que I'état de la particule est correctement modélisé a
tout moment.

| 1 1 0 —i
Exemple 3.21. L — [~ °] . x= (" ') z= "V voxz = (0
01 10 0 —1 i 0

vérifient la relation 13 = X?> = Y? =72 =1,

Le probléeme de la correction d’erreurs

Un probléme courant en informatique quantique est celui de la correction d’erreurs sur
un qubit. Ce probléme consiste a retrouver I'état original /) en ne connaissant que
I'état corrompu U [¢), ou U € M,(C).

Pour résoudre ce probleme, il n’est pas nécessaire de traiter chaque transformation
individuellement. |l suffit de se concentrer sur la correction d’'un ensemble restreint
d’erreurs fondamentales, car toutes les autres peuvent étre exprimées a partir de celles-
ci.

Proposition 3.2.1. Toute matrice complexe A € M,(C) s’écrit comme combinaison
linéaire complexe de 1,,X,Y,Z :

da, 8,7,0 € C, A =aly+ X +~Y +0Z

Les matrices X, Y, Z sont appelées erreurs de Pauli de type x,y, z.

3.2.2 Le groupe de Pauli sur n-qubits

Pour modéliser mathématiquement I'état de n particules quantiques d’'un systeme
et leurs évolutions, on utilisera les produits de Kronecker de vecteurs ou de matri-
ces unitaires.

Préliminaires d’algébre linéaire : le produit de Kronecker

Définition 3.2.3 (Produit de Kronecker). Le produit de Kronecker de deux matrices
A = (a;;) de taille m x n et B = (by,) de taille p x q, est la matrice notée A @ B, de taille
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mp X nq, définie par :
CL11B tee CblnB
A®B= :

amB - ap,B

Proposition 3.2.2. Le produit de Kronecker de matrices est bilinéaire, associatif et est
compatible avec les opérations usuelles sur les matrices :

* Produit: (A ® B)(C® D) = (AC) ® (BD)

* Inversion: (A®B)'=A"'1@B!

 Transposition : (A ® B)T = AT® BT

Systémes a n particules

Pour décrire I'état de n particules quantiques au sein d’'un systéme, nous utilisons
les n-qubits. Il s’agit de vecteurs unitaires appartenant au C-espace vectoriel (C?)%",
engendré par 'ensemble des produits de Kronecker de n vecteurs de C? :

(C*)®™ = Vecte ({v1 ® - @ v, | Vi€ [ln],v; € <C2}>

La base canonique de cet espace est constituée des vecteurs |t;) ® - - - ® |¢,) ou chaque
t; € {0,1}. En général, on préfére la notation simplifiée |t;...t,) alt;) @ -+ - ® |t,,).

Définition 3.2.4 (n-qubits). Un n-qubit est un vecteur unitaire de I'espace (C?)®". Une
erreur sur un n-qubit est une transformation unitaire U € U (C).

. 0 X
Exemple 3.2.2. |0) ® |1) = estun 2-qubitet X @ X = (X O) est une erreur sur

S O = O

un 2-qubit.

Tout comme les transformations unitaires sur les qubits, celles agissant sur les n-qubits
peuvent se décomposer en une combinaison linéaire d’opérateurs fondamentaux. En
informatique quantique, la collection de ces opérateurs forme un groupe essentiel
appelé groupe de Pauli.

Le groupe de Pauli sur n-qubits

Définition 3.2.5 (Groupe de Pauli). Le groupe de Pauli sur n-qubits, noté P,, est
I'ensemble de tous les opérateurs O de la forme i"O; ® --- ® O,, oum € {0,1,2, 3},
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représente un facteur de phase et ou chaque O; € {I,,X,Y,Z} est I'une des quatre
erreurs de base sur un qubit.

,={0=i"0,®---©0,|me[0,3],0, € {l,,X,Y,Z}}

Le poids d’'un élément O = 0, ® --- ® O,, du groupe de Pauli, noté wt(O), est le
nombre d’opérateurs O, qui sont différents de la matrice identité I, :

wt(0) = [{j € [L,n] | O; # L2}

Représentation binaire des opérateurs

Tout élément O du groupe de Pauli P, s’écrit de maniére unique sous la forme :
O =i{"X"Z" oum e [0,3],u,ve{0,1}"
et ou les notations X" et Zv désignent :
X'=X"®---@X" et ZV=Z"®R ---Q 24"
On représente alors O par le couple de vecteurs (u, v).

Dans cette représentation, la multiplication de deux éléments du groupe de Pauli se
traduit simplement par I'addition dans F, des vecteurs correspondants.

3.2.3 Codes quantiques

Un code correcteur quantique Q est un sous-espace vectoriel de (C?)®". A linstar de
leurs homologues classiques, les codes correcteurs quantiques ont été congus pour
protéger I'information quantique des erreurs auxquelles elle est constamment sujette.

Parmi les diverses approches de protection de I'information quantique, I'utilisation de
codes correcteurs, dits stabilisateurs, occupe une place prépondérante. lls ont été
spécifiguement développés pour permettre la réalisation de calculs tolérants aux fautes.
La particularité de ces codes réside dans le fait que les n-qubits encodés sont des
points fixes pour un ensemble d’opérateurs formant un sous-groupe du groupe de Pauli.
Cette propriété fondamentale simplifie considérablement la détection et la correction
des erreurs, facilitant ainsi la protection de I'information encodée.
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Codes stabilisateurs

Définition 3.2.6. Un code stabilisateur Q de parameétres [[n, k, d]] est un sous-espace
vectoriel de (C?)*", de dimension complexe 2*, dont les éléments sont des points fixes
pour un ensemble d’opérateurs S formant un sous-groupe commutatif du groupe de
PauliP,, et ne contenant pas I'opérateur —15"

Q= {[y) € (C)*" | S|¥) = [v) VS € S}

Sa distance minimale d est définie comme le poids minimum d’un opérateur logique
non trivial, c’est a dire le poids d’un opérateur de Pauli qui commute avec les éléments
de S, sans apparteniras :

d = min{wt(O) | O € P,\S vérifiant OS = SO,VS € S}
Icin est appelée la longueur du code, k sa dimension et d sa distance minimale.

A 'image des codes correcteurs classiques, les codes stabilisateurs permettent sys-
tématiquement de corriger les erreurs survenant sur les n-qubits, a condition que leur
poids soit relativement petit par rapport a la distance minimale.

Proposition 3.2.3. Soit Q un code stabilisateur de parameétres [|n, k, d|| associé a un
groupe S. Si un état encode |¢) est corrompu par un opérateur de Pauli O de poids
t < d/2, alors on peut retrouver I'état original ) a partir de la seule donnée de O |)).

Plus précisément, il est possible d’identifier un opérateur O' € P,, tel que le produit OO’
appartienne au groupe S. Ainsi, en appliquant I'opérateur O a I'état corrompu O |1)), on
retrouve |v).

En tirant parti de la représentation binaire des opérateurs de Pauli, les codes stabilisa-
teurs peuvent étre décrits de fagon plus compacte grace a I'introduction de matrices
génératrices.

Proposition 3.2.4. Soit Q un code stabilisateur de paramétres [[n, k, d]], associé a
un groupe stabilisateur S = (G, ..., G,_x), engendré par n — k opérateurs de Pauli
linéairement indépendants et commutant deux a deux.

La matrice génératrice H = [A x | Az| du code stabilisateur est la matrice dont les lignes
sont données par les représentations binaires (u,v) des opérateurs G; = i"X"Z" qui
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engendrent S. La condition de commutativité des générateurs de S se traduit alors par
la relation matricielle :
AxAlL +AzAL =0 (mod 2)

Les parametres [[n, k, d]| sont alors reliés a cette matrice H de la fagon suivante :
* H est une matrice ayant 2n colonnes.
* La dimension du code est k = n — rang H.
 La distance minimale d est définie comme le plus petit poids de Hamming sym-

lectique d’un vecteur “ qui appartient au noyau de H mais qui n’est pas dans
p v

I'espace vectoriel engendré par les lignes de H :
d = min{wtgm,(u,v) | (u,v) € ker H\ Vecty, H}

ou wtyymp(u,v) = [{i € {1,...,n} | (w,v;) # (0,0)}| et ou Vect, H désigne
I'espace vectoriel engendré par les lignes de H.

Codes CSS

Les codes CSS, nommés d’apres Calderbank, Shor et Steane [3], [4], forment une
sous-classe importante des codes stabilisateurs. Leur particularité est que chaque
stabilisateur est soit un produit d’'opérateurs de type bit-flip (X) uniquement, soit un
produit d’opérateurs de type phase-flip (Z) uniquement. Un code CSS se caractérise
alors par une matrice génératrice de la forme :

H
o (Hx 0
0 Hy

ou Hy et H; sont deux matrices binaires dont les lignes sont orthogonales, c’est-a-dire
Hy - H}, = 0. Les paramétres du code sont alors définis comme suit :

 La longueur du code n (nombre de qubits physiques) est le nombre de colonnes
de Hx (ou Hy).

» La dimension du code k£ (nombre de qubits logiques) est k = n — rank Hx —
rank Hy.

* La distance minimale d est min(dx,dz) ou dx (resp. dz) est le plus petit poids de
Hamming d’'un mot de code de ker Hy (resp. ker H;) n’appartenant pas a I'espace
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engendré par les lignes de H, (resp Hy).

Dans le cadre de cette thése, notre attention s’est portée sur I'étude des codes stabil-
isateurs et, en particulier sur des codes CSS dont les sous-matrices génératrices H y
et H; ont une structure spécifique : Hy = [A | B]et H; =[BT | AT] ou A, B sont des
matrices binaires qui commutent.

Le chapitre suivant sera consacré a la classification de codes de cette forme, ou
les matrices A et B sont des matrices circulantes, avec chacune deux éléments
non-nuls par lignes.
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4.1 Introduction

4.1.1 Motivation

Linformatique quantique promet de transformer en profondeur nos capacités de calcul
actuelles, en rendant possible, en des temps raisonnables, la résolution de certains prob-
lémes réputés intraitables par les ordinateurs classiques [1]. Cependant, cette nouvelle
approche repose sur des principes physiques qui la rendent particulierement vulnérable.

Linformation quantique est, par nature, extrémement fragile : le bruit environnemental
et le phénoméne de décohérence (entrainant la perte des propriétés quantiques des
particules) exposent les ordinateurs quantiques a un risque permanent d’erreurs durant
les opérations. A ces erreurs s’ajoutent les imprécisions liées aux mesures, pouvant
mener a des résultats incorrects. Pour que les résultats de longues séquences de
calculs quantiques soient fiables, il est donc indispensable de mettre en place des
mécanismes de correction d’erreurs.

La correction d’erreurs quantique repose sur l'utilisation de codes quantiques, de circuits
de mesure de syndrome pour détecter les erreurs et d’algorithmes de décodage chargés
de les corriger dés qu’elles surviennent. Puisque des erreurs peuvent également se
produire lors de la mesure ou lors du décodage, le processus de correction doit étre a
la fois rapide et précis. Cela permet de répéter régulierement les cycles de correction et
ainsi limiter la propagation des erreurs.

Pour limiter la propagation des erreurs et obtenir des résultats fiables grace aux mé-
canismes de correction d’erreurs, il faut réduire le taux d’erreur physique — c’est-a-dire
la probabilité qu’il y ait une erreur sur un qubit physique — en dessous d’un seulil
critique [5].
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4.1.2 Anciens résultats

Les codes de Kitaev, introduits en 2003, constituent les premiers codes LDPC quan-
tiques (QLDPC) capables de protéger deux qubits logiques, tout en possédant une
distance minimale croissant proportionnellement avec la racine carrée de la longueur du
code [6]. Ce sont des codes stabilisateurs locaux : chaque générateur n’agit que sur un
nombre fini de qubits et chaque qubit n’est affecté que par un nombre fini de générateurs.

Depuis leur introduction, de nombreuses généralisations ont été proposées dans le but
d’améliorer leurs parametres. Parmi les plus notables, on trouve :
* les codes de Kitaev optimisés, construits via des quotients du plan euclidien par
des réseaux [7], offrant une meilleure distance minimale ;
* les codes surface, présentant de meilleurs taux.
Toutefois, aucun code issu de ces généralisations n’a de distance minimale dont I'ordre
de croissance excede la racine carrée de la longueur du code.

Jusqu’a récemment, tous les codes qLDPC connus étaient contraints par cette limita-
tion. Néanmoins, d'importants progrés ont été réalisés ces derniéres années, avec la
démonstration théorique de I'existence de codes qLDPC asymptotiquement bons [8],
[9], dont la dimension et la distance minimale croissent linéairement avec la longueur
du code.

Bien que ces constructions offrent un avantage théorique considérable en matiére de
correction d’erreurs, leur mise en ceuvre pratique reste complexe, contrairement aux
codes surface, qui bénéficient a la fois de seuils d’erreur élevés et d’algorithmes
de décodage efficaces.

4.1.3 Etat de I'art et contributions

Les codes Bicycle généralisés (GB), notés GB(a, b), sont construits a partir de paires
de matrices circulantes ayant respectivement a et b €éléments non nuls par ligne. lls se
distinguent comme l'une des alternatives les plus prometteuses aux codes surface pour
une implémentation pratique. Une avancée récente de I'équipe de recherche d’'IBM [10]
a mis en évidence leur potentiel en introduisant une famille de codes GB(3,3) atteignant
des seuils d’erreur proches de ceux des codes surface, tout en offrant de meilleurs taux.

Parmi ces codes, la classe des codes GB(2,2) qui généralisent les codes de Kitaev et
leurs variantes optimisées [11], présente un intérét particulier. Ces codes sont parti-
culierement bien adaptés pour 'implémentation physique grace a leurs stabilisateurs
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locaux de poids quatre. De plus, on peut les représenter géométriquement en plagant
leurs qubits sur les sommets d’un réseau bidimensionnel.

En se basant sur lintuition de Haah, Hastings et O’Donnell [12], selon laquelle une
modification de la géométrie du code torique pourrait permettre d’obtenir des codes avec
des distances minimales supérieures a celles des codes de Kitaev, nous proposons
une nouvelle approche pour construire des codes GB(2,2) performants.

Notre méthode repose sur une approche combinant I'algebre et la théorie des graphes.
Nous interprétons les codes GB(2,2) comme des codes CSS, dont les sous-matrices
génératrices sont des matrices d’incidence de graphes de Cayley a deux générateurs
définis sur des groupes abéliens. Spécifiguement, les codes GB(2,2) correspondent a
des graphes de Cayley non orientés de la forme (Z/nZ,a,b).

Dans cette perspective, nous établissons une borne inférieure sur la distance minimale
des codes étudiés en nous appuyant sur la plus petite norme L' des vecteurs non nuls
de certains sous-réseaux de Z? associés.

Cette borne s’est avérée indispensable, permettant la construction explicite de trois
familles infinies de codes surface 2D, a stabilisateurs de poids quatre, optimaux :

« GB(1+ X,1+ X", n?) de parametres [[2n?, 2, n]]
« GB(1+ X,1+ X% 2r?) de parametres [[412, 2, 2r]]
« GB(1+ X, 1+ X" 2 4 (¢t + 1)?) de paramétres [[(2t + 1)* + 1,2, 2t + 1]]

Kovalev et Pryadko [11] avaient identifié une famille de codes GB(2,2) de paramétres
[[(2t + 1)* + 1,2, 2t + 1]], qui égalait les performances des meilleurs codes surface 2D
a stabilisateurs de poids quatre pour les distances impaires. Cependant, la littérature
était restée largement dépourvue de codes GB(2,2) dont la distance minimale crois-
sait linéairement avec la racine carrée de la longueur du code, en particulier pour les
distances paires. Notre construction de la famille [[4r2, 2, 2r]] a résolu ce probleme en
démontrant que les codes GB(2,2) pouvaient également égaler les performances des
codes surface 2D a stabilisateurs de poids quatre optimaux pour les distances paires.
Ce résultat majeur a remis en question une ancienne conjecture affirmant qu’il était
impossible d’atteindre de telles performances avec des codes GB(2,2). Auparavant,
les meilleurs parameétres connus pour des codes GB(2,2) a distance paire étaient de
[[4r% + 4,2, 2r]], uniquement réalisables pour des valeurs paires de r.

En plus d’avoir de bons parametres, les codes quantiques doivent également pos-
séder de bonnes propriétés de décodage pour étre utiles en pratique. En effet, deux
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codes partageant les mémes parameétres [[n, k, d]] peuvent offrir des performances de
décodage trés différentes selon leur structure. A linstar des problémes équivalents
que I'on regroupe en théorie de la complexité, les codes quantiques présentant des
propriétés similaires en termes de correction d’erreurs sont regroupés dans des classes
d’équivalence. Pour catégoriser et étudier efficacement ces codes, la recherche de
notions d’équivalence adaptées revét alors une importance capitale.

La relation d’équivalence usuelle sur les codes correcteurs stabilisateurs, selon laquelle
deux codes Q et Q' sont équivalents s'il existe un opérateur unitaire U, s’écrivant
comme un produit de matrices de permutation et de transformations locales de Clifford,
tel que Q' = UQ, n'est pas adaptée a notre étude. Cette équivalence ne préserve ni
la structure CSS, ni celle du graphe sous-jacent des codes CSS dérivés de graphes
de Cayley que nous examinons. Or, préserver ces structures s’avere crucial pour les
codes GB(2,2) car certains algorithmes de décodage établis (comme I'algorithme de
renormalisation [13]) s’appuient sur les propriétés de ces derniéres.

Afin d’évaluer l'originalité de nos codes, selon une relation qui préserve ces propriétés
structurelles, nous introduisons une nouvelle notion d’équivalence spécifiquement adap-
tée.

Dans ce cadre, nous démontrons que les deux premiéres familles de codes que nous
construisons ne sont équivalentes, ni aux codes de Kitaev standards, ni aux codes
surface 2D optimaux a distance paire avec stabilisateurs de poids quatre (voir Proposi-
tions 4.7.4 et 4.7.7). Des simulations préliminaires indiquent méme que les polynémes
générateurs de poids de nos codes sont différents de ceux des codes de surface
optimaux a distance paire et des codes de Kitaev. Cela suggére, de maniére intuitive,
que nos codes ne leur sont pas équivalents, méme au sens usuel.

En revanche, notre troisiéme famille, GB(1 + X, 1 + X! ¢* + (¢ + 1)?), constitue une
nouvelle réalisation du code surface 2D de poids quatre, a distance impaire, optimal.

Ce travail s’inscrit dans la continuité de I'étude amorcée par Pryadko et Wang [14].
Dans cette étude, ils ont analysé les performances des codes GB en fonction du poids
de leurs stabilisateurs, notamment ceux de la forme GB(1 + X, 1+ X% n), de longueur
2n ou n est un nombre premier choisi pour que 2 soit une racine primitive modulo n.
Nous avons approfondi cette direction en menant une étude compléte de tous les codes
GB(2,2) de longueur inférieure ou égale a 200.

Enfin, nous avons classifié dans la table 4.1 les meilleurs codes GB(2,2) non équivalents,
de longueur inférieure ou égale a 200. En outre, une table comparative des meilleurs
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codes surface 2D de poids quatre connus est également incluse (table 4.2). Lensemble
constitue une base de données précieuse pour de futures applications pratiques, en
fournissant des exemples de codes hautement structurés présentant de trés bonnes
propriétés de décodage.

4.1.4 Vue d’ensemble générale

Cette section détaille notre approche pour développer de nouveaux codes GB(2,2)
optimaux en termes de distance minimale et pour justifier leur originalité. Nous dé-
taillerons également les plans de la démonstration que nous avons suivis pour con-
struire ces codes et pour prouver leur distinction par rapport aux codes surface 2D
de poids quatre notables.

Construction

Notre méthode de construction des codes GB(2,2) performants exploite a la fois les
propriétés algébriques et géométriques, induites par les structures de leurs graphes de
Cayley sous-jacents. Cette approche se décline en quatre étapes clés :

» Réinterprétation en termes de graphes de Cayley : Nous interprétons les
codes GB(2,2) comme des codes CSS dérivés de graphes de Cayley non orientés,
a deux générateurs, de la forme : (Z/nZ,a,b). La distance minimale du code
correspond alors a la longueur d’un certain type de cycle du graphe.

» Association a un réseau : Nous associons chacun de ces codes a un réseau 2D
IL et définissons une application qui envoie les cycles du graphe sur des éléments
de ce réseau.

* Minoration de la distance minimale : Nous prouvons que la distance minimale
du code est minorée par la plus petite norme L! d’'un vecteur non nul du réseau
associé.

» Conception des codes : En concevant des réseaux IL dont les vecteurs non nuls
possédent une grand norme L', nous construisons des codes GB(2,2) dotés de
grandes distances minimales.
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Comparaison

Afin de confirmer I'originalité de nos codes, nous avons établi un cadre de comparaison
rigoureux. Plus précisément, nous avons ramené la question de leur équivalence avec
les codes de surface 2D optimaux de distance paire, ou avec les codes de Kitaev, a
celle de I'existence d’'un isomorphisme de groupes. Notre démonstration a suivi le plan
suivant :

* Réinterprétation en termes de graphes de Cayley : Nous interprétons les
codes de surface 2D optimaux et les codes de Kitaev comme des codes CSS
dérivés de graphes de Cayley non orientés de groupes abéliens.

+ Définition d’une relation d’équivalence : Nous introduisons une relation d’équivalence

spécifique, qui préserve a la fois la structure CSS et celle du graphe sous-jacent.

 Etablissement d’'un isomorphisme de graphes : Nous démontrons que I'équivalence

de nos codes GB optimaux avec les codes de surface optimaux a distance paire,
ou avec les codes de Kitaev, impliquerait nécessairement qu’il existe un isomor-
phisme entre les graphes sous-jacents.

« Implication sur les groupes abéliens : Nous prouvons ensuite que cet isomor-
phisme de graphes induit nécessairement un isomorphisme entre les groupes
abéliens correspondants.

» Preuve de la distinction : Enfin, nous montrons que les groupes abéliens sous-
jacents a nos nouveaux codes ne sont pas isomorphes a ceux des codes surface
2D en question. Cela permet d’établir clairement la non-équivalence des codes,
démontrant ainsi 'originalité de nos constructions.

4.1.5 Organisation du chapitre

Nous débutons par la Section 4.2 pour aborder les concepts clés des codes GB et
des codes CSS dérivés des graphes de Cayley. Les Sections 4.3 et 4.4 présenteront
ensuite la borne inférieure sur la distance minimale des codes GB(2,2). Puis, la Section
4.5 décrira explicitement les constructions des familles de codes GB(2,2) optimaux,
dont les performances sont comparables a celles des meilleurs codes surfaces 2D a
stabilisateurs de poids quatre.
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La Section 4.6 introduit les notions sur les relations d’équivalence entre codes quan-
tiques et établit le cadre méthodologique utilisé pour comparer nos codes aux codes
surface de poids quatre optimaux. Ensuite, dans la Section 4.7, nous effectuons les
comparaisons entre nos codes GB et ces codes surface.

Enfin, nous concluons en présentant, dans la Section 4.8, les résultats de notre classifi-
cation exhaustive des codes GB(2,2), ainsi qu’une table récapitulant tous les meilleurs
codes surface 2D de poids quatre connus.

4.2 Notions clés

4.2.1 Codes Bicycle généralisés (GB)
Matrices circulantes

Soit un entier n > 1 et un polyndme A(X) = 37 a; X' € Fy[X]<, ;. La matrice
circulante Clirc(A(X), n) est définie par :

ap Ap—1 ... aq
a a
Circ(AX),n)=| 0
ap—1
Ay —1 e aq Qo

Lensemble des matrices circulantes n x n a coefficients dans F, forme une algebre, qui
est isomorphe a celle des polynémes dans Fy[X]/(X™ — 1). Cet isomorphisme découle
du fait que toute matrice circulante peut s’écrire comme un polynédme en la matrice
Cire(X,n).

Une premiéere conséquence est que le produit de deux matrices circulantes est commu-
tatif. Une autre est que le produit matriciel Ciirc(A(X),n)b de Circ(A(X),n) avec un
bo
vecteur b = : € F7 peut étre directement interprété comme une multiplication
bn—1
de deux polyndmes. Plus précisément, cette opération revient a calculer le produit des
polyndmes associés dans l'algebre Fy[X]/(X™ — 1) :

n—1 n—1
(Z aiXZ) : (Z bl-Xi> mod X" — 1
=0

1=0
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Codes Bicycle généralisés (GB)

Introduits par Pryadko et Kovalev en 2013 [11], les codes Bicycle généralisés (GB) éten-
dent le concept des codes Bicycle de MacKay et al. [15]. Tandis que les codes Bicycle
traditionnels sont des codes CSS dont les sous-matrices génératrices sont construites
a partir d’'une unique matrice circulante (Hy = Hz = [A | AT]), les sous-matrices
génératrices des GB utilisent deux matrices circulantes.

Un code GB est un code CSS associé a un entier n > 2 et a deux polynédmes bi-
naires A(X), B(X) € Fy[X]<,—1. Ses sous-matrices génératrices sont données par
Hx =[A|B]JetH; =[BT | AT], 00 A = Circ(A(X),n) et B = Circ(B(X),n).

Ce code, noté GB(A(X), B(X),n), est de longueur 2n. Sa dimension est donnée par
2 deg(pgcd(A(X), B(X), X™ — 1)) ou pgcd désigne le plus grand diviseur commun. Enfin,
étant donné que H, peut étre obtenue a partir de Hx en permutant des lignes et des
colonnes, la distance minimale du code satisfait d = dx = dz [16].

Lisomorphisme entre I'algébre des matrices circulantes et I'algébre Fo[X]/(X™ — 1)
permet d’'interpréter la notion de distance minimale des codes GB a 'aide de polynémes.

Réinterprétation de la distance minimale des codes GB

Considérons GB(A(X), B(X),n), le code GB associé a A(X), B(X) € Fy[X]<,_1, dont
les sous-matrices genératrices sont définies par: Hy = [A | B]et H; = [BT | AT], ou
A = Circ(A(X),n) et B = Cire(B(X),n).

La distance minimale de ce code, et plus généralement les propriétés de ses sous-
matrices génératrices, peuvent étre définies a I'aide de polynémes.

. u .
Soit un vecteur colonne ¢ = ( ) e F3",avec U(X) et V(X) € Fy[X]<,,—1 les polyndmes
A%
associés respectivement a u et v. Nous avons alors les équivalences suivantes :
* c appartient au noyau de Hy si et seulement si ses polynémes associés vérifient

I'égalité :
AX)U(X)+B(X)V(X)=0 mod X" —1
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* c appartient au sous-espace vectoriel engendré par les lignes de H si et seule-
ment s’il existe un polynéme H (X) € F,[X] tel que :

U(X)= B(X)H(X) mod X" —1
V(X)=AX)H(X) mod X" —1

Dans leur étude de 2008 sur les codes homologiques, Bombin et Delgado [7] ont
introduit une famille de codes surface optimaux qui surpassent significativement les
codes toriques d’origine. Bien que leurs constructions different, les codes surface de
Bombin et Delgado et les codes GB(2,2) peuvent étre décrits a travers un point de vue
unifié : celui des codes CSS dérivés de graphes de Cayley de groupes abéliens.

Dans la section suivante, nous commencerons par présenter cette notion, puis nous ex-
pliguerons comment les codes optimaux et les codes GB(2,2) sont construits avec
cette approche.

4.2.2 Code CSS associé au graphe de Cayley d’un groupe abélien
Graphes de Cayley a deux générateurs d’un groupe abélien

Définition 4.2.1. Soit G # {0} un groupe abélien non-trivial et soient g, g> deux
élements non nuls de G. Le graphe de Cayley associé a G, g, et g, est le graphe, noté
(G, g1, g2), dont les sommets sont les éléments de G et ou chaque sommet g € G est
relié exactement a quatre voisins : g + g1, g — g1, g + g2 €t g — go. Ce nombre de quatre
connexions est conservé méme si elles ménent vers le méme sommet.

(a) (z/47.,1,2) (b) (z/5Z,1,3)

Figure 4.1: Exemples de graphes de Cayley a deux générateurs sur des groupes cycliques
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Matrices d’incidence associées a (G, g1, ¢2)

Considérons (G, g1, g2) le graphe de Cayley associé a un groupe abélien non trivial
G # {0} et a g1, g» deux éléments non nuls de G.

De fagon analogue aux constructions de codes de Kitaev, nous définissons sur ce
graphe les notions de cocycles et de faces.

Définition 4.2.2 (Cocycles et faces de (G, g1, g2)). Pour tout sommet g € G, le cocycle
et la face associés a g sont définis de la fagon suivante :
» Son cocycle est le multi-ensemble constitué des arétes du graphe (G, g1, g2)
reliant g a ses quatre voisins :

{{gag+gl}’ {gvg_gl}v {g>g+92}7 {gag_QQ}}

+ Sa face F, est le multi-ensemble formé par les arétes du 4-cycle de (G, g1, g2)
reliant successivement les sommets g, g+ g1, g+ g1+ g2 €tg+ g2 :

Ho.9+a}, {9+o.9+0n+90} {9+9n+90.9+0}, {9+, 9}}

Remarque 4.2.1. Dans les définitions des cocycles et des faces, on considere les
arétes comme distinctes méme si elles aboutissent au méme sommet. Ainsi, chaque
multi-ensemble contient toujours quatre éléments.

On fixe un ordre (c’est-a-dire une numérotation) sur les sommets, les arétes et les faces
du graphe. A instar des codes de Kitaev [6], les matrices génératrices du code CSS
associé a (G, g1, go) sont construites a partir d’'une paire de matrices d’'incidence sur ce
graphe.

Définition 4.2.3 (Matrices d’incidence associées a (G, g1, g2)). On définit sur IF, les
matrices d’incidence suivantes :

* Hx (G, g1, 92) : la matrice d’incidence sommet-aréte du graphe (G, g1, g2)-

* Hz(G, g1, ¢92) : la matrice d’incidence face-aréte du graphe (G, g1, g-).
dont les lignes sont respectivement indexées par les sommets g et les faces F, du
graphe (G, g1, g2), tandis que les colonnes sont indexées par les arétes du graphe.
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Construction de CSS(G, g1, g5)

Une propriété essentielle du graphe (G, g1, g») est que chaque face F forme un cycle,
c’est-a-dire un multi-ensemble composé d’arétes, tel que pour chaque sommet du
graphe, il y a un nombre pair d’arétes appartenant a F qui sont incidentes a ce
sommet. Cette caractéristique conduit directement a la relation suivante entre les
deux matrices d’incidence :

Hx(G,91,92) - Hz(G,91,92)T =0

Définition 4.2.4. Le code CSS(G, g1, g2) associé au graphe (G, g1, g2) se définit alors
comme le code CSS dont les sous-matrices génératrices sontHx (G, g1, go) etHz(G, g1, g2).

Remarque 4.2.2. En numérotant differemment les sommets, les arétes et les faces
du graphe (G, g1, g2), nous aurions trouvé une paire de matrices d’incidence (Hy, H',)
différente. Toutefois, les matrices d’incidence sommet-aréte Hx, H; et face-aréte
(Hz, H',) vérifieraient les relations suivantes :

H’X =PHxQ et H,=RH;Q.
ou P, Q, R sont des matrices de permutation.

En conséquence, en dépit du changement d’'ordre, les codes CSS(Hx,Hy) etCSS(H, HY)
ont les mémes parametres.

Interprétation des codes surface optimaux

Via la construction de codes homologiques issue de la topologie, Bombin et Delgado ont
développé des codes surface de poids quatre optimaux [7]. Ces codes se caractérisent
par des stabilisateurs locaux de poids quatre et des qubits positionnés sur les points a
coordonnées entiéres du domaine fondamental d’un sous-réseau de Z2. Bien que les
qubits du support d’'un générateur du code stabilisateur ne soient pas nécessairement
physiquement proches dans le plan, ils le deviennent lorsque I'on identifie les cétés
opposés du domaine fondamental.

En utilisant le formalisme des codes CSS dérivés de graphes de Cayley, les codes
surface 2D optimaux, de poids quatre, se décrivent de la maniére suivante :
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 [[(2t +1)% + 1,2, 2t + 1]] : Le code surface 2D optimal pour la distance 2t + 1, ou
t > 1, peut étre exprimé comme :

1 0 . t+1 —t
CSS <ZQ/1L¢, <0> mod L, <1> mod ILt> ouL, =7 ( , ) Pz (t R 1)

* [[4r?,2,2r]] : Le code surface 2D optimal pour la distance 2r, ou r > 1, peut étre
exprimé comme :

9 1 0 . r T
cSS (Z /L, <o> mod L,, <1> mod IL,T> oulL, =7Z (r> Pz (_T>

Remarque 4.2.3. Avec ce méme formalisme, les codes de Kitaev de paramétres
[[2n?,2, 2n]| correspondent aux CSS suivants :

ol ) () )

Maintenant que les notions fondamentales requises pour ce chapitre ont été introduites,
nous pouvons aborder I'étude des codes GB(2,2).

Un code GB(2,2) est un code de la forme GB(A(X), B(X),n) ou A(X) et B(X) sont
deux polynémes a coefficients dans F,, ayant chacun exactement deux coefficients non
nuls.

Notre objectif principal est d’établir une minoration de la distance minimale de ces codes
et de classifier ceux qui ont les meilleurs paramétres. Pour ce faire, ce chapitre est
organiseé en trois parties :

» Dans la premiére partie, nous nous concentrons sur I'étude de la distance min-
imale et nous établissons une borne inférieure pour une famille spécifique de

codes GB(2,2).

» La deuxieme partie exploite cette borne pour construire explicitement des familles
de codes GB(2,2) dotés d’'une grande distance minimale.

 Enfin, dans la derniére partie, nous établissons la classification de ces codes.

Nicolas SAUSSAY| These de doctorat | Université de Limoges 41
Licence CC BY-NC-ND 3.0



Chapitre 4 — Classification des GB(2,2) et comparaison avec les codes surfaces

4.3 Borne inférieure sur la distance minimale des GB(2,2)

Pour I'étude de la distance minimale, il suffit de se concentrer sur certaines familles
de codes GB(2,2). La proposition suivante précise les familles sur lesquelles nous
pouvons nous focaliser.

4.3.1 Propriétés des codes GB(2,2)

Proposition 4.3.1. Soientn > 0 un entier et A(X), B(X) € F» [X]_, _, deux polynémes.

« Sik est un entier premier avec n, alors les codes GB(A(X), B(X),n) et GB(A(X¥)
mod X"—1, B(X*) mod X"—1,n) ontles mémes paramétres [16]. En particulier,
pour des entiers r,s > 1, sir est premier avec n, alors

d(GB(1+ X", 14+ X% n)) =d(GB(1+X,1+ X% n))
ol «a = st modnavect = (r modn)~'.

* Pour tous entiers naturels i, j, les codes GB(A(X),B(X),n) et GB(A(X)X"
mod X" — 1, B(X)X? mod X" — 1, n) ont les mémes parametres.

Preuve : Pour le premier point, se référer a [16].

Pour le second point, considérons R;(X) et S;(X) les restes de A(X)X" et B(X)X’
modulo X" — 1. On pose : A = Circ(A(X),n), B=Circe(B(X),n), C=Circ(X,n)
et on considére I'application h définie par :

h:F3 - F2"

() (e)

Cette application induit des isométries (pour le poids de Hamming) entre :
* les noyaux a droite de [A | B] et de [C'A | C'B]
« les espaces vectoriels engendrés par les lignes de [BT | AT] etde [(C/B)T | (C'A)T].

Puisque Circ(R;(X),n) = C'A et Circe(S;(X),n) = C’/B, les deux codes GB(A(X), B(X), n)
et GB(R;(X), S;(X),n) ont les mémes paramétres. O
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Une conséquence directe de cette proposition est que, pour I'étude de la distance
minimale des codes GB(2,2), nous pouvons nous limiter aux codes de la forme
GB(1+ X 1+ X° n) ol a et b sont des entiers compris entre 1 et 2.

Dans la section suivante, nous expliquerons comment chacun de ces codes peut
étre associé a un sous-réseau de Z? et étre exprimé comme un code CSS dérivé
d’'un graphe de Cayley.

4.3.2 Interprétation des codes GB(1 + X% 1 + X° n) a l'aide des
graphes de Cayley

Graphe associé a GB(1 + X% 1+ X% n)

Les matrices génératrices du code GB(1 + X, 1 + X% n) peuvent étre directement
interprétées dans le cadre de la théorie des graphes, a I'aide des écarts a et b entre les
positions des coefficients non nuls des polyné6mes associés.

Les sous-matrices génératrices du code, Hx et Hz, qui sont formées a partir des
matrices circulantes A = Ciirc(1+ X2, n) et B = Circ(1+ X°, n), se réinterprétent alors
de la fagon suivante :

« Hy = [A | B] : matrice d’incidence sommet-aréte du graphe de Cayley (Z/nZ,a, b).
« H, = [BT | AT] : matrice d’incidence face-aréte de ce méme graphe.

Les i-iemes lignes des matrices Hy et H; sont indexées respectivement par I'élément
i € Z/nZ et par la face F; qui est définie par :

Fo={G.TFa), T itath), (ratbith, (167}

Pour 0 < k < n, les k-ieme et (n + k)-iéme colonnes de ces matrices sont indexées
respectivement par les arétes h,, reliant les sommets & et k + a, et h,., reliant k et k + b.
Ainsi, la matrice Hx (resp. Hz) contient un 1 en position (i, j) si et seulement si l'aréte
h; est incidente au sommet i (resp. a la face F;).

Par conséquent, le code GB(1 + X% 1 + X’ n) est le code CSS dérivé du graphe
de Cayley (Z/nZ,a,b).
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Réseau associé a GB(1 + X% 1 + X’ n)

Le réseau 2D associé au code GB(1 + X* 1+ X° n) se construit également a I'aide
des écarts a et b entre les positions des coefficients non nuls des polynémes associés.

Définition 4.3.1. Soient a,b et n trois entiers tels que 1 < a,b < n — 1.
Le réseau associé au code GB(1+ X, 1+ X" n) est donné par le noyau de I'application

Z-linéaire suivante :
® . 7 — Z/nZ

(u) — au-+bv modn

v
o
-1

Dans le cas ot a =1 etb = «, le réseau associe est alors 7 (0) PZ ( > .
Grace a ces réseaux, nous pouvons établir une borne inférieure pour la distance
minimale des codes GB associés.

4.3.3 Borne inférieure sur la distance minimale des codes GB(2,2)

Sous certaines conditions, la distance minimale des codes GB de la forme GB(1 +
X2 1+ X* n), excéde la plus petite longueur d’un vecteur non nul du réseau associé.

Le théoréme et le corollaire suivants précisent quelles sont les conditions requises.

Théoreme 4.3.2. Soientn > 2 etl1 < a < n — 1 deux entiers. La distance minimale
din Au code Bicycle généralisé GB(1 + X, 1 + X, n) satisfait la borne :

min > A(IL) = min{ [[ufl; [ w e L\ {0z:}}

ouL =7 (g) Pz ( a1> est le sous-réseau de Z* associé et|| - ||, la norme L.

Corollaire 4.3.1. Soient n,u,v trois entiers tels que 1 < u,v < n — 1. Siu est premier
avec n, alors la distance minimale du code GB(1 + X*,1 + X", n) veérifie :

d(GB(1+ X" 1+ X" n)) > min{||u|; |u €L\ {0z}

ota = (v modn)-(u modn)™" etlL =7Z Z Pz < al) est le réeseau mentionné

dans la définition 4.3.1, associé au code GB(1 + X,1+ X% n).
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4.4 Preuve du théoreme 4.3.2
Pour les valeurs n € [[2,5], on peut vérifier a la main que le théoreme est vrai. Pour les
autres valeurs, nous allons présenter une démonstration qui prouve que le théoreme

est toujours vrai.

Désormais, tout au long de cette section, nous adopterons les notations suivantes :

Soitn > 6unentieretl <a<n-1.

Posons A(X) = 1+ X et notons A = Circ(A(X), n) la matrice circulante associée.
Posons B(X) = 1 + X et notons B = Circ(B(X),n) la matrice circulante
associee.

Notons L = Z (g) Pz ( a1> le réseau associé au code GB(A(X), B(X),n).

Comme il a été mentionné dans la Proposition 4.3.1, la distance minimale du code
GB(A(X), B(X),n) reste inchangée si 'on réordonne les colonnes des matrices A ou
B. Cela nous permet de simplifier la preuve et de supposer que 1 < o < 3.

Pour les cas particuliers ou a = 1 ou a = 7, le Théoreme 4.3.2 est vérifié puisque
la distance minimale du code GB(1 + X,1 + X* n) est égale a 2 = A(L). Nous

considérons a présent le cas général ou 1 < o < 3.

4.4.1 Plan de la preuve :

Pour établir la minoration sur la distance minimale du code GB(A(X), B(X),n) dans
les cas non triviaux, nous allons utiliser une approche basée sur la théorie des graphes.
Celle-ci se décompose en trois étapes :

 Réinterprétation de la distance minimale : D’abord, nous réinterpréterons les
vecteurs de 3, comme des sous-ensembles d’arétes du graphe. Puis, nous intro-
duirons la notion de cycle simple et nous montrerons que la distance minimale du
code correspond a la longueur d’un cycle simple ne pouvant étre exprimé comme
une somme de faces.

+ Utilisation du réseau associé : Ensuite, en reproduisant les déplacements du
graphe (Z/nZ,1, @) dans Z?, nous associerons a chaque cycle simple du graphe
un élément de L dont la norme L' est inférieure ou égale a la longueur du cycle.
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* Minoration de la longueur des cycles : Enfin, nous démontrerons que pour les
cycles simples qui ne sont pas des sommes de faces, I'élément de L associé est
non nul. Cela prouvera alors que la distance minimale du code GB(A(X), B(X),n)
est supérieure a la plus petite norme L' d’'un vecteur non nul de L, le réseau
associé a notre code GB.

Commencgons par réinterpréter la distance minimale de GB(A(X), B(X),n).

4.4.2 Réinterprétation de la distance minimale

En premier lieu, voyons comment les sous-ensembles d’arétes de (Z/nZ, 1, @) s'identifient
a des vecteurs de F3.

Réinterprétation de I’ensemble des arétes

On observe tout d'abord que, puisque n > 6 et 1 < o < 3, les arétes du graphe
(Z/nZ, 1, @) sont deux a deux distinctes. En effet, comme chaque aréte est soit de la
forme hy, = {k, k+ 1}, soit h,,, = {p, p+a}, avec k,p € [0,n — 1], deux arétes ne

peuvent relier les mémes sommets que si leurs indices sont identiques.

Ceci provient du fait que si deux arétes d’indices distincts coincidaient, cela impliquerait
que l'une des trois égalités suivantes soit vérifiee dans Z/nZ :

2 =0, a—1=0, ou a+1=0.
Cependant, ce n'est pas possiblecarn > 6et0 <a—-1<a+1<5+1<n.

Ainsi, on peut identifier tout sous-ensemble d’arétes du graphe a un vecteur de F3" au
moyen de la bijection v € F3" —— e, = {h; | 0 < j < 2n, v; = 1}. |l est important de
noter que e, contient wt(v) éléments, si wt(v) désigne le poids de Hamming de v et
que ses éléments sont 2 a 2 distincts.

Nous appellerons v le vecteur caractéristique de ¢,. Dans la suite, nous utiliserons
le terme de somme pour désigner la différence symétrique de deux ensembiles e, et
ew, puisque cette opération correspond a I'ensemble e, ., associé a la somme des
vecteurs caractéristiques v et w.

Grace a cette identification, les lignes et les noyaux des matrices génératrices peu-
vent étre réinterprétés, en utilisant les définitions de cocycles et de faces introduites
dans la Définition 4.2.2.
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Réinterprétation de Vecty,(Hx) et de ker Hy :

Pour tout entier p € [0,n — 1], la p®™ ligne de Hx = [A | B] s'identifie via la bi-
jection au cocycle associé a p, qui est 'ensemble des arétes reliant le sommet p
a ses quatre voisins :

{{po+1}, {p-1}, {pp+a}, {77}

Les éléments du noyau de Hx étant orthogonaux aux lignes de Hy, sont caractérisés
par la propriété suivante : v € ker Hx si et seulement si I'ensemble e, vérifie que
Vx € Z/nZ, il y a un nombre pair d’arétes de e, incidentes en x.

Cette propriété fait de e, un cycle du graphe. Cependant, contrairement aux cycles
généraux du graphe (Z/nZ, 1, @), qui sont des multi-ensembles pouvant contenir
plusieurs occurrences d’'une méme aréte , e, se distingue par le fait qu’il contienne
au plus une fois chaque aréte. Par exemple, le cycle correspondant a deux parcours
successifsde 0 -1 — a+1 — a — 0, n’est 'associé d’aucun élément du noyau.

Dans la suite, nous appellerons cycles particuliers les cycles qui, comme e, ne font
intervenir qu’au plus une fois chaque aréte de (Z/nZ, 1, @).
Réinterprétation de Vecty,(H;) et de ker H :

Pour tout entier p € [0,n — 1], la p®™ ligne de H, = [BT | AT| s’identifie via la bijection
a la face associée a p, qui est 'ensemble des arétes du 4-cycle reliant successivement
les sommets p, p+ 1, p+a+1letp+a:

{{p.p+1}, {p+1,p+1+a}, {p+1+a p+a}, {p+a p}}

Réinterprétation de la distance minimale de GB(1 + X, 1 + X n)

La distance minimale de GB(1 + X, 1 + X% n) est définie comme le plus petit poids
de Hamming d’un vecteur appartenant au noyau de Hy mais n’appartenant pas a
Vecty,(Hy), 'espace vectoriel engendré par les lignes de H.

d = min{wt(u) | u € ker Hx\ Vecty,(Hy)}

se réinterpréte alors comme la longueur du plus court cycle particulier du graphe
(Z/nZ, 1, @), qui ne peut pas étre exprimé comme une somme de faces.
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Remarque 4.4.1. Un plus court tel cycle est nécessairement non vide et simple, c’est-
a-dire particulier et ne contenant aucun sous-cycle propre non vide. En particulier, un
tel cycle est nécessairement connexe.

Nous allons maintenant utiliser cette transcription de la distance minimale, en termes
de cycles, pour établir une borne inférieure. Pour y parvenir, nous allons définir des
marches sur Z? qui reproduisent le comportement des marches que I'on peut effectuer
dans le graphe (Z/nZ, 1, @).

4.4.3 Des marches sur (Z/nZ, 1, @) vers les marches sur 7>

Marche et orientation des arétes

Une marche C de longueur r» > 1 sur un graphe est une suite d’arétes e, ..., e,_; reliant
des sommets adjacents. Quand e; = {C;,C;+1} pour 0 < i < r — 1, on peut attribuer
une orientation a C en la marquant de la facon suivante :

C:Cy—...—>C,

Dans les marches sur (Z/nZ, 1, @), on peut rencontrer exactement quatre types
d’arétes, selon l'orientation qu’on leur aura donnée :

FLE+T ou k4T 5 &
F X k+a, ou k+a =Sk

Afin de reproduire les marches du graphe (Z/nZ, 1, @) dans Z?, nous associerons
un déplacement plan a chaque type d’aréte.

Construction de marches associées sur 7>

A toute marche C : Cy — ... — C, sur (Z/nZ, 1, @), nous pouvons associer une
marche correspondante sur Z2, notée .. Cette marche 4. reproduit fidélement le
comportement de C en attribuant un type de déplacement unique a chacune des
quatre orientations possibles d’arétes. La table suivante décrit, de fagon informelle,
I'association que nous allons effectuer :
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Déplacement dans le graphe (Z/nZ, 1, @) | Déplacement équivalent dans 7>

— — 41 — - 1
AvancerdeT : k hk+1 Faire un pas vers la droite : + <O>
ReculerdeT : & 5% -1 Faire un pas vers la gauche : —

_ — 4@ +—  _ . 0
Avancerdea : k— k+a Faire un pas vers le haut : + )

_ . T a7 — , 0
Reculerdea : k—k—a Faire un pas versle bas : — (1)

N

Pour visualiser concrétement cette correspondance, voici un exemple (Figure 4.2). A
gauche se trouve le chemin 0 - 3 — 4 — 5 — 6 — 1 du graphe (Z/8Z, 1, 3). Les arétes
de type k — k + o, oll a = 3, sont représentées en bleu et les arétes & — k + 1 sont
en rouge avec des pointillés. A droite se trouve la marche associée dans Z>.

> <

o 1 2 s

Figure 4.2: Marche sur Z? associée a une marche sur (Z/nZ, 1, @)

Formellement, la marche 4. se définit comme une suite d’arétes P, - P, — ... —» P,
dans Z2, dont les arétes successives sont construites en fonction du type d’arétes
rencontrées dans la marche originale C: Cy — C; — --- — C,.

: . 0 : A
Le point de départ de 4. est P, = ol Ensuite, pour chaque aréte C; — C;,; de la

marche C, le point d’arrivée P, de I'aréte associée dans 5. est obtenu en ajoutant un
vecteur v au point précédent P;. Ce vecteur v, qui dépend de I'orientation de I'aréte
traversée dans C, est choisi selon les régles suivantes :

« Silaréte de C est C; — C;;, = C; + 1, on se déplace dans Z? d’'un pas vers la

. 1
droite le long de I'axe des abscisses : v = 0).
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* Silaréte de C est C; — C;,; = C; — 1, on se déplace dans Z? d’un pas vers la
gauche le long de I'axe des abscisses : v = — (é)

« Silaréte de C est C; — C;;1 = C; + @, on se déplace dans Z? d’'un pas vers le
haut le long de I'axe des ordonnées : v = 0

« Silaréte de C est C; — C;;1 = C; — @, on se déplace dans Z? d’'un pas vers le

. 0
bas le long de I'axe des ordonnées : v = — <1>

Lorsque la marche initiale C forme un cycle connexe dans le graphe (Z/nZ, 1, @), le
point d’arrivée de la marche associée dans Z? présente des caractéristiques intéres-
santes, que nous détaillerons dans la section suivante.

Point d’arrivée des marches sur Z?> associées aux cycles de (Z/nZ, 1, @)

Considérons une marche C sur (Z/nZ, 1, @). Les coordonnées du point d’arrivée de sa
marche associée sur Z* s’expriment en fonction du nombre d’arétes de type {+1, +a}
rencontrées durant le parcours de C.

Plus précisément :

+ Labscisse du point d’arrivée est égale a la différence entre le nombre d’arétes de
type +1 rencontrées et le nombre d’arétes de type —1 rencontrées.

« Son ordonnée est €gale a la différence entre le nombre d’arétes de type +a
rencontrées et le nombre d’arétes de type —a rencontrées.

Proposition 4.4.1. SoitC : Cy — ... — C, une marche sur (Z/nZ, 1, @) de longueur
r > 1. Les coordonnées de P,., le point d’arrivée de la marche associée sur 72, sont

données par:
Pﬁ;(mm—nﬂwv
nz(C) — n_z(C)

ou poure € {4 1, + @}, la notation n.(C) représente le nombre de fois ou une aréte est
parcourue dans la direction correspondant a un pas de e dans la marche C :

ndC) = [{ i €[0,r —1]| Coss — Ci =€ }
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La norme L' de P, est inférieure ou égale a la longueur de C. De plus, siC est un cycle

connexe, alors P, appartient au réseaulL. = 7 ( ) PZ < a).

Preuve : Par définition, les coordonnées du point d’arrivée P, de la marche 4. sont
n1(C) —n_1(C)
na(C) — nfa(C)
longueur de C qui est donnée par n;(C) + n_1(C) + nz(C) + n_5(C).

données par < > De plus, sa norme L' est toujours inférieure a la

Considérons la somme S = z;“;g Cix1—C;. SiC: Cy— ... > C. =C(Cyestuncycle
connexe de (Z/nZ, 1, @), alors S vaut 0. Or, S vérifie aussi I'égalité suivante :

S=(n(C) —n_1(C)) -1+ (nz(C) —n_5(C)) - @
ny(C) — n_1(C) o .
Donc si C est un cycle connexe, alors P, = appartient a L, qui est
nz(C) —n_z(C)
constitué des vecteurs <x> € 7* satisfaisant x + ay = 0[n]. O
)

Simplification de la preuve du théoreme 4.3.2:

Comme établi dans la section 4.4.2, la distance minimale du code GB(1 + X,1+ X%, n)
est égale la longueur du plus court cycle particulier du graphe (Z/nZ, 1, @) qui ne peut
étre exprimé comme une somme de faces. Ce cycle étant nécessairement simple et
connexe (voir Remarque 4.4.1), la Proposition 4.4.1 fournit un minorant de sa longueur.
Elle stipule en effet que P,, le point d’arrivée de la marche associée a ce cycle dans 72,
appartient au réseau L associé au code GB(1 + X, 1+ X“, n) et que sa norme L' est
inférieure ou égale a la longueur du cycle.

Cette observation simplifie la preuve du Théoreme 4.3.2. Pour démontrer que la dis-

tance minimale du code GB(1 + X, 1+ X% n) est minorée par la plus petite norme L!
. : 0

d’un vecteur non nul de L, il suffit alors de prouver que P, est non nul : P, # O).

Pour ce faire, nous adopterons le point de vue inverse de celui adopté précédemment
sur les marches.

Alors que dans la section précédente, nous avons construit une marche sur Z? qui
imitait le comportement d’une marche du graphe (Z/nZ, 1, @), dans la section suivante,
nous montrerons comment construire des marches sur le graphe (Z/nZ, 1, @) a partir
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d’une marche sur Z2. Cette correspondance inverse nous permettra de démontrer que,
pour tout cycle simple non vide C qui n’est pas une somme de faces, le point d’arrivée
P, de la marche . dans Z? a nécessairement au moins une coordonnée non nulle.

4.4.4 Des marches sur Z? vers les marches sur (Z/nZ,

A partir de n'importe quelle marche v : v — ... — =, sur ce graphe, no
créer une famille de marches {(C, ), |t € Z/nZ} sur le graphe (Z/nZ,
chaque membre reproduit le comportement de la marche de départ ~.

ouvons

1, a
Considérons le graphe de Cayley infini de Z?, engendré par les éléments ( ) ( )

us

1, ) dont

La marche (C,), : to — ... — t, commence a t, € Z/nZ. Chaque aréte t; — t,, est
déterminée par l'orientation qu’avait I'aréte correspondante ~; — ;.1 de la marche

initiale ~.
Précisément, pour chaque pas v; — ;.1 de v, le sommet ¢, est obtenu en ajoutant un
élément (modulo n) a ¢;. Lélément qu’on ajoute est choisi selon les criteres suivants :
A . 1 . -5
« Sil'aréte initiale dans Z? était ~;, — ;.1 avec v 1 = v; + (O) alors on ajoute 1 a

ti it =1 —|—T

« Si l'aréte initiale dans Z? était v; — 7.1 avec V41 = Vi —

1 o
0) , alors on soustrait 1

étth_l:tl—T

ti it =1 +a.

VI . 0 : .
« Si l'aréte initiale dans Z? était v; — ;.1 avec vip1 = ; + <1> , alors on ajoute @ a
« Si l'aréte initiale dans Z? était v; — ;1 avec vir1 = v — (

0 .

1) , alors on soustrait @
at; it =t —a.

Avec ce formalisme, toute marche C sur le graphe (Z/nZ, 1, @) s’exprime sous la forme

(7¢)c,» OU Cy est le point de départ de C, et ou . est la marche sur Z? associée a C,
introduite dans la section 4.4.3.

Dans la prochaine section, nous expliquerons comment cette écriture permet de con-
clure la preuve du théoreme 4.3.2.
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4.4.5 Fin de la preuve du théoréeme 4.3.2

Considérons un cycle simple non vide de (Z/nZ, 1, @), que I'on note C.

Notre objectif est de prouver que si C n’est pas somme de faces, alors P,., le point
d’arrivée de sa marche associée ¢ sur Z2, est non nul. Pour ce faire, nous allons utiliser
un raisonnement par contraposition : nous montrerons que si P, est nul alors C peut
s’exprimer comme une somme de faces.

Notre argument s’appuiera sur les propriétés de la marche associée ..

Par construction, puisque C est un cycle simple non vide, . est une marche de longueur
r > 2 qui ne repasse ni par une aréte, ni par un sommet, a I'exception peut-étre des
sommets aux extrémités. Ainsi, 7. forme un cycle (simple) si et seulement si P,., son

point d’arrivée, est égal a son point de départ, qui est I'origine ol
Dans le lemme suivant, nous allons montrer que tout cycle sur (Z/nZ, 1, @), qui est la

marche associée d’un cycle simple non vide de Z? passant par |'origine, est une somme
de faces.

: " 0y. . : :
Puisque, la condition P, = (0) implique que ¢ est un cycle simple non vide de Z>

. . . . 0
passant par l'origine, la démonstration de ce lemme prouvera que si P, = 0 alors C
est une somme de faces. Cela prouvera alors la contraposée du résultat annonceé.
Lemme 4.4.2. Si~y : v, — --- — ~, est un cycle simple non vide sur Z? commengant a

l'origine, alors pour toutt € Z/n’Z, la marche (C.,), associée sur (Z/nZ, 1, @) est une
somme de faces de (Z/nZ, 1, @).

Preuve : Par abus de langage, on confondra ~ avec le contour qu'’il définit dans le plan.

On appelle carrés élémentaires : les carrés de coté 1 de R?, dont les sommets sont des
points a coordonnées entiéeres.

Puisque v est un contour de Jordan, R? \ v est la réunion de deux ouverts connexes
non vides, I'un étant borné et 'autre non. On notera Int(~y) celui qui est borné et on
I'appellera intérieur de ~.

Nicolas SAUSSAY| These de doctorat | Université de Limoges 53
Licence CC BY-NC-ND 3.0



Chapitre 4 — Classification des GB(2,2) et comparaison avec les codes surfaces

Comme Int(y) U~ s’écrit comme une réunion finie et non vide de carrés élémentaires,
la démonstration du lemme se fera par récurrence sur le nombre de carrés élémentaires
distincts qui sont entourés par -, c’est-a-dire inclus dans Int() U ~.

Si v est un cycle simple de Z? passant par I'origine et entourant exactement un carré
élémentaire de Z?, alors v est égal au contour de ce carré. Donc, V¢ € Z/nZ, (C.,); est
I'une des faces de (Z/nZ, 1, @) commencant en t:

e(DL):t—=t+1—=t+1l+a—t+a—t

DR):tst+a—-t—1+a—t—1—t
cUl):t—wt—-a—t+l-a—t+1—t
c(UR):it—wt—-1—t—-1-a—t—a—t

Maintenant, supposons qu’il existe un entier ¢ > 1, tel que pour n’importe quel cycle
simple v de Z?, démarrant a l'origine et entourant exactement 1 < k < ¢ carrés élé-
mentaires distincts, toutes les marches (C, ), associées sur (Z/nZ, 1, @) soient des
sommes de faces de ce graphe.

Considérons T un cycle simple sur Z?, commencant a l'origine et entourant exacte-
ment ¢ + 1 carrés élémentaires distincts. Nous allons montrer que pour n'importe quel
t € Z/nZ, Ty la marche associée sur (Z/nZ, 1, @) est une somme de faces.

Notons Int(T") 'unique composante connexe bornée de R*\I'. Comme I' entoure
g+ 1 > 2 carrés élémentaires distincts, il y a au moins deux carrés élémentaires dis-
tincts contenus dans Int(I") U T qui partagent des arétes avec I'.

On se retrouve donc dans I'un des deux scénarios exclusifs suivants :

+ Soit tous les carrés élémentaires de Int(I") U T qui partagent des arétes avec
I" sont incidents a I'origine (c’est-a-dire que l'origine est 'un de leurs sommets).
Dans ce cas, nous fixons I'un de ces carrés que nous appelons S. (voir Figure
4.3)

 Soit parmi les carrés élémentaires de Int(I") U T qui partagent des arétes avec I,
il y en a au moins un qui n’est pas incident a l'origine. Si on est dans ce cas, nous
fixons ce carré, que nous désignerons par S. (voir Figure 4.3)
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OF B

Figure 4.3: Deux configurations possibles dans l'intérieur de I'. A gauche, le cas ou tous les
carrés élémentaires partageant des arétes avec I" sont incidents a I'origine. A droite, le cas ou
au moins un de ces carrés n’est pas incident a 'origine

Notons + le cycle simple de Z? qui entoure les mémes carrés de Z? que I', a I'exception
de S. Puisque ~ passe par 'origine et entoure exactement ¢ > 1 carrés élémentaires dis-
tincts, alors par récurrence, nous avons que -y, est une somme de faces de (Z/nZ, 1, @).

Notons les coordonnées du coin inférieur gauche du carré S et posons P = u + aw.
v

Nous obtenons obtenons alors I'égalité : T'; = v, + S(¢t + P), ou S(t + P) est 'une des
faces de (Z/nZ, 1, @) ayant une aréte incidente au point ¢ + P :

DL:t+P—t+P+1—t+P+1+a—t+P+a—t+P
DR):t+P—wt+P+a—t+P+a—-1—t+P—-1—t+P
s (UL):t+P—t+P-a—t+P-a+1—t+P+1—-t+P
*(UR:t+P—t+P—-1—t+P—-1-a—t+P—-a—t+P

Ainsi, T'; est une somme de faces de (Z/nZ, 1, @). O
Nous pouvons maintenant conclure la preuve du Théoreme 4.3.2.

Corollaire 4.4.1. SoitC : Cy — ... —» C,_; — Cy un cycle simple non vide de
(Z/nZ, 1, @). SiC n'est pas une somme de faces de (Z/nZ, 1, @), alors au moins 'une
des conditions suivantes doit étre vraie : ny(C) — n_1(C) # 0 ou ng(C) — n_5z(C) # 0.
Preuve : Nous allons prouver ce corollaire par contraposée.

Considérons . la marche associée a C sur Z2. Puisque C est un cycle simple non vide

de (Z/nZ, 1, @) alors par construction ~. est un marche non vide sur Z?> commengant
a l'origine, ne repassant par aucun sommet ni aucune aréte.
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D’apres la proposition 4.4.1 , les coordonnées du point d’arrivée de ce chemin sont :

<n1<c> - n_1<c>>
nz(C) — n_z(C)

Sing(C) =n_3(C) et nz(C) = n_5(C) alors 5. est un cycle simple non vide commengant
et finissant a I'origine. Donc , d’aprés le Lemme 4.4.2, C = (v¢)¢, st une somme de
faces de (Z/nZ, 1, @). O

4.5 Application du théoreme 4.3.2

Dans le domaine des codes quantiques, un objectif majeur est de concevoir des codes
ayant une distance minimale la plus élevée possible, car celle-ci est directement liée
aux capacités de correction d’erreurs du code. Pour les codes GB(2,2), la croissance
de leur distance minimale est limitée. Elle ne peut pas croitre plus vite que la racine
carrée de la longueur du code.

Historiquement, les codes surface toriques étaient considérés comme les meilleurs
codes de surface 2D avec des générateurs de poids quatre (voir Section 4.2.2), mais
nos travaux marquent une avancée significative en la matiére.

En nous appuyant sur le théoreme 4.3.2, nous construisons des codes GB performants,
ayant une distance au moins aussi grande que celle des codes de Kitaev. Certains de
ces codes présentent méme des paramétres aussi performants que les meilleurs codes
surfaces de poids quatre précédemment cités.

Kovalev et Pryadko [11] avaient déja démontré comment construire des codes sur-
face optimaux a distance impaire en utilisant le formalisme GB (notamment avec
GB(1+ X1 X 4 X2 2+ (t+1)?) de paramétres [(2¢ + 1)+ 1,2, 2t + 1]). Avec notre
construction, nous avons reproduit cet exploit en introduisant une nouvelle famille de
codes GB qui a les mémes paramétres.

Jusqu’a présent, la communauté scientifique considérait qu’il était impossible de constru-
ire des codes GB aussi performants que les codes surface 2D optimaux de distance min-
imale paire, soit avec les paramétres [[4r%, 2, 2r]] [16]. En effet, les constructions GB(2,2)
les plus prometteuses n’atteignaient au mieux que des parametres [[4r% + 4,2, 2r]] et
uniqguement pour des valeurs de r paires.
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Notre travail a permis de surmonter cette limitation. Nous avons construit une nouvelle
famille de codes GB(2,2) qui réalise pour la premiére fois les parametres optimaux
[[4r,2,2r]] via le formalisme des codes GB.

La proposition qui suit présente les familles de codes GB(2,2) performants, obtenus a
I'aide a I'aide du théoréme 4.3.2 :

Proposition 4.5.1. Soientn > 2,r > 1 ett > 1 trois entiers.

« GB(1+ X,1+ X™ n?) a pour parametres [[2n?, 2, n]|
« GB(1+ X,1+ X2t 2r%) a pour paramétres [[412, 2, 2r]|
« GB(1+ X,1+ X2+ 2 4 (t +1)%) a pour paramétres [[(2t + 1)? + 1,2, 2t + 1]]

Nous avons décomposé la preuve de cette proposition en plusieurs parties, chacune
étant dédiée a un type de construction spécifique. Comme le calcul des longueurs
et de la dimension de ces codes est immédiat, nous nous concentrerons uniquement
sur le calcul de leur distance minimale.

4.5.1 Etude de GB(1 + X,1 + X", n?)

Lemme 4.5.2. Pour n > 2, la distance minimale du code GB(1 + X,1 + X", n?) est
égale an.

Preuve : Pour n = 2, nous avons prouvé |'égalité a I'aide de I'ordinateur. Pour les
autres valeurs (n > 3), nous avons établi I'égalité en montrant que la distance minimale
est a la fois majorée et minorée par n.

Majoration de la distance minimale

La distance minimale du code GB(1 + X, 1 + X", n?) correspond au plus petit poids
de Hamming d’'un couple de polynémes (U(X),V (X)) € (Fa[X]<n2_1)? satisfaisant
les propriétés suivantes :

c 1+ X)UX)+(14+XMV(X)=0 mod X —1

* Il n'existe pas de polynbme H(X) € F,[X] tel que :

UX)=(1+4X"H(X) mod X" —1
V(X)=(1+X)H(X)  mod X" —1
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Dans F,[X], nous avons I'égalité : (1+X") >_7-) X = 14+ X" Celaimplique alors que :

n—1
1+X)x0+(1+X")Y X"™=0 mod X —1
k=0

Maintenant, supposons par I'absurde qu’il existe un polynéme H(X) € Fo[X] tel que :

n—1
(1+X"MH(X)=0 mod X" -1 et (1+X)H(X)=) X" mod X" —1

k=0

Nous avons donc (Z’;;é X1+ X)H(X)=(1+X")H(X)=0 mod X" — 1. Cepen-
dant, comme (1 + X)H(X) = 3770 X mod X" — 1, il s’en suit que :

n—1 n—1
(ZX”k) : (ZXq) =0 mod X™ —1
k=0 q=0

Or, puisque le polynéme ( Z;é Xk . (ZZ;(} X17) n'est pas nul et a un degré égal a
n? — 1, il ne peut pas étre divisible par X™* — 1.

En conséquence, la distance minimale de GB(1 + X, 1 + X", n?) est majorée par le
poids de Hamming du couple de polynémes (0, > "7—, X"*), qui vaut n.

Minoration de la distance minimale

Selon le Théoréme 4.3.2, pour n > 3, la distance minimale du code GB(1 + X,1 +
X™ n?) est minorée par la plus petite norme L' d’'un vecteur non nul du réseau

n2 n
L=%Z Z .
Soit T un élément non nul de L, définipar: T = = nO +y nl , avec (x,y) un

couple d’entiers non simultanément nuls. Sa norme L' vaut | T||; = [n(zn + v)| + |y|.

Sizn +y = 0 alors : = est un entier non nul car (z,y) # (0,0). Donc || T||; = n|z| > n.
Si an +y # 0 alors : |zn + y| est un entier non nul. La norme L! de T satisfait alors :

ITl[x = [n(zn +y)| + ly| = nlzn +y[ = n

En conclusion, d(GB(1 + X, 1+ X", n?)) > n. O
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4.5.2 Etude de GB(1 + X, 1+ X1 2r7)

Lemme 4.5.3. Pourr > 1, la distance minimale du code G B(1+X,1+ X%~ 2r?) vaut2r.

Preuve : Pour r = 1, I'égalité est trivialement vraie. Pour les entiers » > 2, nous
prouvons a nouveau 'égalité en utilisant la méthode de la double inégalité.

Majoration de la distance minimale

Soit ¢ = (u) un vecteur binaire de poids de Hamming 2r composé de deux sous-
A"

vecteurs : u € F¥” qui contient des '1’ sur ses 2r — 1 premiéres coordonnées et des '0’
ailleurs et v € IF%TQ qui ne contient qu’un seul '1’ sur sa premiere coordonnée, le reste
étant des '0'.

Le vecteur c appartient a 'ensemble ker Hy \ Vecty,(Hz) ou les matrices Hx et H,
sont les suivantes :

* Hy = [Circ(1 + X, 2r?) | Cire(1 + X1, 2r?)]

« Hy = [Circ(1+ X1 2P | Cire(1 + X, 2r?)T].

En conséquence, d(GB(1 + X,1 + X*1,2r?)) < 2r.

Minoration de la distance minimale :
Selon le Théoréme 4.3.2, pour r > 2, la distance minimale de GB(1 + X, 1 + X1 2r?%)

. , . 2r? 2r — 1
est minorée par la plus petite norme L' d’'un vecteur non nulde . = Z < g > Pz < " | ) .

2r —1

. 2r?
Soit T un élément non nul de L, défini par T = z ( g ) +y ( > avec z,y des

entiers non simultanément nuls.

Siy+rz=0alors:x #0car (z,y) # (0,0). Ainsi, la norme L' de T satisfait :

re
1T} = |l Iy = 2rfz = 2r
re
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Siy+rx#0alors: |y + rz| > 1 puisque r,x,y € Z. Nous obtenons donc :

IT|. = | 272z 4+ (2r — Dy | + |y| = [2r(rz +y) — y| + |y
> 2r|re +y| — |y| + |yl

> 2r

En conclusion, d(GB(1 + X, 1+ X%~ 2r?) > 2r. O

4.5.3 Etude de GB(1 + X, 1 + X% #2 4+ (¢t +1)?)

Lemme 4.5.4. Pourt > 1, la distance minimale GB(1 + X, 1+ X**1 2 + (t + 1)?) vaut
2t + 1.

Preuve : Pour t = 1, on prouve I'égalité en utilisant 'ordinateur. Pour les autres
valeurs de ¢, on démontre 'égalité en montrant que la distance minimale est & la fois
majorée et minorée par 2t + 1.

Majoration de la distance minimale :

La distance minimale de GB(1 + X, 1 + X**1 #* + (¢t + 1)?) correspond au plus petit
poids de Hamming d’'une paire de polynémes (U(X),V (X)) € (Fo[X]<tzt(t41)2-1)*
satisfaisant les conditions :

c 1+ X)UX)+ (1+X2HHV(X) =0 mod X*HE+)* 1

* Il n'existe pas de polynbme H(X) € Fy[X] tel que :

UX)= (14 X*YH(X)  mod X*++D* 1
V(X)= (14 X)H(X) mod XUHEHD? g

Dans F,[X]/(X"”+0+D* _ 1), les relations suivantes sont vérifiées :

t—1

2t+1 22 —k(2t+1)\ — v 2t+1 2t2—(t—1)(2t4+1) 24+ (t+1)2
(L+X*H(1+> "X )= X2 4 X mod X 1
k=0
— X2+ oyt mod Xt2+(t+1)2 1
= XX+ 1) mod XF+t+D? _ 4
= Xt“(ti X1+ X) mod X0+ 1
q=0
Nicolas SAUSSAY| Thése de doctorat | Université de Limoges 60

Licence CC BY-NC-ND 3.0



Chapitre 4 — Classification des GB(2,2) et comparaison avec les codes surfaces

En conséquence, en posant U(X) = Xt+1(z’;;10 X9) et V(X) = (14 S} X2k
nous obtenons la congruence suivante modulo X**+(t+D* _ 1:

1+ X)UX)+ 1+ X*HV(X)=0 mod X¥+ED* 1

Les degrés de U(X) et V(X) sont, tous deux, strictement inférieurs a t* + (¢ + 1)? et
leurs poids de Hamming respectifs sont ¢ et ¢ + 1. Comme I'un de ces deux polynémes
a forcément un poids de Hamming impair, on ne peut pas trouver de polynéme H(X) €
[Fy[X] satisfaisant simultanément les deux congruences :

UX)=(1+X*"HH(X) mod X+
V(X)=(1+X)H(X) mod X*H0+HD* 1

En conséquence, la distance minimale du code GB(1 + X, 1+ X**! 2 4 (¢t 4+ 1)?) est
majorée par 2t + 1 qui est le poids de Hamming du couple (U(X), V(X)).
Minoration de la distance minimale :

D’apres le Théoreme 4.3.2, pour les valeurs de ¢ qui sont supérieure ou égale a
2, la distance minimale du code GB(1 + X,1 + X?*1 2 + (¢t + 1)?) est minorée par

, , 2+ (t+1)2 2t 41
la plus petite norme L' de vecteurs non nuls du réseau Z ( + (O+ ) ) Pz ( Jz ) :
Considérons T un élément non nul quelconque de ce réseau, défini par :

2+ (t+1)? 2t + 1
T==z i+ + vy *
0 —1
ou z et y sont des entiers non-simultanément nuls. Nous allons minorer sa norme L*.

Commencons par traiter le cas ou x est nul. Si z = 0 alors, y est un entier non nul.
Donc || T||; vérifie : || T|; > |y[(2t +1) > 2t + 1.

Maintenant supposons que x # 0. Nous allons distinguer deux cas : selon que |y| < t|z|
ou non.
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Cas 1. |y| < t|z|:

Tl = |(t* + (t+ 1)) +y(2t + 1)] + |y
> [a|(t + (t+1)%) — |y[(2t + 1) + [y
= |z|(2t* + 2t + 1) — |y| - 2t
= [2|(2t + 1) + 2t(t|z| — |y)
> |z|(2t + 1)
>2t+1

Cas 2. |y| > t|z|: T vérifie les égalités suivantes :

_ <t2+(t+1)2> o <2t+1> _ ((2t+1)((t+1)x+y)—tx>

Si|(t+1)z+y|=0,alors T = e ) donc || T|;, = (2t + 1)|z| > 2t + 1.

—(t+1)x
Si [(t + 1)z + y| # 0, alors la norme L' de T satisfait :

IT[ly = (2t + )(+ Dz +y) —tz| + |y|
> @+ Dt + Do +y| —tla| |+ |yl
> (2t + D)|(t+ D +y| —t|z| + |y]
> (2t 4+ D)|(t+ 1)z + vy
>2t+1

En conclusion, d(GB(1 + X, 1+ X* 2 + (¢t + 1)) > 2t + 1. O

Les familles de codes Bicycle généralisés que nous avons introduites dans la Proposi-
tion 4.5.1 atteignent des performances optimales, rivalisant avec celles des codes de
Kitaev et des meilleurs codes surface 2D a stabilisateurs de poids quatre. Cependant,
il N’y a aucune garantie que ces codes soient entierement nouveaux. Il est tout a fait
possible qu’ils soient simplement équivalents a des codes optimaux déja connus.

Pour affirmer rigoureusement I'originalité de notre contribution, il est donc crucial de
déterminer si ces codes représentent effectivement des structures inédites.
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Pour y parvenir, nous allons examiner les différents types de relations d’équivalence
qui permettent de classifier les codes quantiques.

4.6 Relations d’équivalence sur les codes quantiques

En théorie des codes quantiques, deux codes sont généralement considérés comme
équivalents s’ils peuvent étre transformés I'un en l'autre par des opérations qui préser-
vent leurs capacités essentielles de correction d’erreurs. Cependant, comme nous
le verrons, il existe plusieurs types de relations d’équivalence, chacune ayant des
implications et des comportements distincts.

4.6.1 Relation d’équivalence générale
Définition

Deux codes quantiques, Q; et Q,, sont dits équivalents s’il existe une opération unitaire
U telle que Q, = UQ;. Pour les codes stabilisateurs, on impose que U soit un
produit de matrices de permutations et de transformations locales de Clifford, c’est-

. , 1 1 10
a-dire un produit tensoriel de portes de Hadamard \/% (1 1) , Phase (0 ) et
— ]

CNOT [17].

o O o =
o O = O
_ o O O
o = O O

Limitations

Cette relation d’équivalence générale ne préserve pas toujours la structure CSS.
Lorsqu’un code Q, est stabilisé par un ensemble d’opérateurs S, le code équivalent Q,
est stabilisé par sa classe conjugaison par U, soit USUT.

Sous cette action, certaines portes Clifford locales, comme la porte de Hadamard (H),
transforment les opérateurs de Pauli X en Z (HXH' = Z) et inversement (HZH' = X).
De méme, la porte de Phase (S) transforme X en Y (SXS' =Y = iXZ). Ces trans-
formations modifient la forme fondamentale des stabilisateurs, ce qui peut briser la
structure CSS qui exige que les stabilisateurs soient composés exclusivement de pro-
duits d’opérateurs de type X ou de type Z.
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Afin de comparer les codes GB optimaux (présentés dans la Section 4.5) aux meilleurs
codes surface 2D a stabilisateurs de poids quatre, qui sont tous deux dérivés de
graphes de Cayley de groupes abéliens, nous introduisons une relation d’équivalence,
appelée CGP (pour CSS-graph-preserving), qui préserve a la fois la structure CSS
et la structure de graphe sous-jacente.

4.6.2 Relation d’équivalence CGP
Définition :
Soit Q et Q" deux codes quantiques de longueur n > 1.

On dit que Q est CGP-équivalent a Q' et on note Q@ ~ Q/, si et seulement s’il existe
une bijection ¢ sur 'ensemble d’indices des qubits {1,...,n}, telle que Q' = P,(Q),
ou P, € GLy(C) est une matrice de permutation agissant sur les vecteurs de la base
canonique de la fagon suivante :

th, R {0, 1}, P¢|t1 .. .tn> = |t¢(1) .. .t¢(n)>

Concrétement, cela signifie que les éléments de Q' sont obtenus en permutant les
qubits des éléments de Q:

Q' = aultoq) - -towm) > i t) €Q

teFy teFy

Compatibilité avec la structure CSS :

Deux codes stabilisateurs CGP-équivalents Q et Q' (c’est-a-dire Q' = P ,4(Q)), possé-
dent les mémes parametres et leurs groupes de stabilisateurs sont directement liés.

Plus précisément, un opérateur de Pauli O, ® --- ® O,, stabilise Q si et seulement
si 'opérateur permuté O,y ® --- ® Oy, stabilise Q. Cela impliqgue que la struc-
ture CSS est préservée par cette relation d’équivalence : Q est un code CSS si et
seulement si Q' I'est également.

Lien entre les matrices génératrices des codes CSS :

Les matrices génératrices de codes CSS CGP-équivalents sont elles aussi intrinseque-
ment liées.
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Deux codes CSS Q et Q' sont CGP-équivalents (c’est-a-dire Q' = P,4(Q)) si et seule-

ment si les sous-espaces vectoriels engendrés par les lignes de leurs sous-matrices

H H’
x 0 etH' = | ¥

génératrices respectives, H =
H, 0 H,

> , satisfont les relations :

Vecty,(HYy) = Vecty, (HxQ)
Vectr,(H',) = Vectr, HzQ)

ou Q est la matrice de permutation n x n associéea ¢ : {1,...,n} — {1,...,n}.

Compatibilité avec la structure de graphes

Les codes GB(2,2), les codes de Kitaev et les codes de surface 2D a stabilisateurs de
poids quatre sont tous dérivés de graphes de Cayley de groupes abéliens. Leurs sous-
matrices génératrices Hy et H, correspondent aux matrices d’incidence sommet-aréte
et face-aréte de leurs graphes de Cayley sous-jacents.

Pour deux codes de ce type, les conditions Vecty,(H'y) = Vecty,(HxQ) et Vecty,(H,) =
Vecty,(HzQ), imposées par I'équivalence CGP, se traduisent en termes de graphes.
Plus précisément, ces contraintes garantissent I'existence d’une bijection entre les
arétes des graphes sous-jacents,telle que les cycles simples d’'un graphe sont directe-
ment transformés en cycles simples de l'autre. La proposition suivante formalise ce
résultat.

Proposition 4.6.1. Considérons deux codes CSS Q et Q', basés sur des graphes de
Cayley (G etG'), dont les sous-matrices genératrices satisfont les relations : Vecty,(HY ) =
Vecty,(Hx Q) et Vecty,(H',) = Vect,(HzQ) ot Q est une matrice de permutation.

Alors, il existe une correspondance bijective entre les arétes de G et G’, induite par Q,
pour laquelle tout cycle simple de G correspond a un cycle simple de G'.

Preuve : Soit N le nombre total d’arétes dans G et G'. On représente I'ensemble des
parties de 'ensemble des arétes de ces deux graphes par F'.

Lapplication v € FY — Q~'v € FY est une bijection de F2 sur lui-méme. Cette bijection
induit une correspondance entre les sous-ensembles d’arétes de G et G’, garantissant
gue chaque cycle simple de G est envoyé sur un cycle simple de G'.
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En effet, considérons un cycle simple C, du graphe G. Puisque, Hyx est une matrice
d’incidence sommet-aréte du graphe G, alors le cycle C, est représenté par un vecteur
v € ker(Hyx). En prenant son image par la transformation bijective, on trouve que
Qv € ker(HxQ). Comme Vecty, HxQ)* = Vecty, (H)* = ker(HY), il s’en suit que
Q™ 'v € ker(HY). Cela signifie que C, ., 'ensemble d’aréte de G’ correspondant, est
un cycle du graphe G'.

Maintenant, supposons par I'absurde que Cg,_., ne soit pas un cycle simple du graphe
g'. Cela impliquerait qu’il existe un sous-cycle propre non vide ) C C; C C,_., de Cq-1v
dans G'. Ce sous-cycle est représenté par un vecteur non nul h = Q'w € ker(HY) =

ker(HxQ), dont le support est inclus strictement dans le support de Q'v.

Puisque Q est une matrice de permutation, alors w € ker(Hx ) et son support est un
sous-ensemble strict et non vide du support de v. En conséquence, le cycle C,, de G
associé a w, est un sous-cycle propre non vide de C,, ce qui contredit la simplicité de
Cy- O

Bien gu’elle soit plus restrictive que I'équivalence générale sur les codes quantiques,
I'équivalence CGP permet de comparer les codes CSS dérivés de graphe de Cayley
tout en préservant leur structure CSS et leur structure de graphes sous-jacente.

Dans la section suivante, nous verrons que pour les codes GB et les codes surface a
stabilisateurs de poids quatre étudiés ici, la correspondance entre les cycles simples
des sous-graphes sous-jacents induit un isomorphisme de graphes. Cela signifie que
les relations d’incidence entre les arétes sont intégralement préservées, offrant ainsi
une forme encore plus forte d’équivalence structurelle.

4.7 Comparaison des codes GB aux codes surface 2D
de poids quatre

Nos nouvelles familles de codes Bicycle généralisés, introduites dans la Section 4.5,
ainsi que les codes de surface 2D décrits dans la Section 4.2.2, sont tous des codes
CSS construits a partir de graphes de Cayley 3-connexes, c’est-a-dire des graphes qui
demeurent connexes méme apres la suppression de deux sommets.

En exploitant cette structure, nous avons démontré que deux des familles de codes
GB que nous avons construites sont différentes (non CGP-équivalentes) des codes
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toriques de Kitaev et des codes surface 2D optimaux a distance paire. Cette preuve
repose sur une idée clé en théorie des graphes : pour les graphes 3-connexes, tels que
ceux qui sous-tendent nos codes, avoir une correspondance bijective entre les cycles
simples des graphes induit un isomorphisme de graphes.

Plus précisément, notre raisonnement s’appuie sur le théoreme de Whitney [18], qui
énonce des conditions suffisantes pour garantir I'existence d’'un isomorphisme de
graphes entre deux graphes 3-connexes. Dans la section suivante, nous détaillerons la
maniére dont ce théoreme sera utilisé pour prouver l'originalité de nos codes.

4.7.1 Théoréme de Whitney
3-connexité

Un graphe est dit connexe s'’il existe un chemin reliant n'importe quelle paire de som-
mets. |l est dit 3-connexe si méme en retirant deux sommets distincts, il demeure
connexe.

Définition 4.7.1 (3-connexité). Un graphe G est dit 3-connexe s’il est connexe et que
pour toute paire de sommets distincts (u,v), le graphe obtenu en retirant ces deux
sommets G — {u, v}, reste connexe.

Une condition suffisante pour qu’un graphe soit 3-connexe, est qu'il existe trois chemins
indépendants (ne partageant aucun sommet, a I'exception de leurs extrémités) pour
relier n'importe quelle paire de sommets distincts A et B.

Isomorphisme de graphes

Lisomorphisme de graphes, dont la définition est rappelée ci-dessous, est une pro-
priété qui préserve les relations d’adjacence entre les sommets (et par extension la
3-connexité).

Définition 4.7.2 (Isomorphisme de graphes). Deux graphes G et H sont dits isomorphes
s’il existe une application bijective T : G — H entre les ensembles de sommets des
graphes, qui est telle que : u et v sont voisins dans G si et seulement si T(u) et 7(v)
sont voisins dans H.
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Un isomorphisme de graphes conserve les relations d’adjacence entre sommets et
arétes. Ainsi, si deux graphes sont isomorphes, leurs ensembles d’arétes sont en
bijection, et cette bijection induit a son tour une correspondance bijective entre leurs
cycles simples. En revanche, la réciproque n’est pas vraie en général : deux graphes
peuvent admettre une bijection entre leurs arétes qui préserve les cycles simples,
sans pour autant étre isomorphes.

Théoréeme de Whitney

Le théoréme de Whitney fournit une condition pour que cette réciproque soit vérifiée.

Théoreme 4.7.1 (Théoréme de Whitney ([19] et [20])). Soient G, et G, deux graphes
3-connexes, ne contenant ni boucles, ni multi-arétes. S'il existe une bijection entre leurs
arétes qui induit une correspondance entre leurs cycles simples, alors G, et G, sont
isomorphes.

Remarque 4.7.1. Dans I'énoncé original du théoréme 2 de [20], Whitney utilise le
terme circuit. Cependant, d’apres les définitions établies dans [19] et que Whitney a
reprises dans [20], un circuit désigne un cycle connexe ne comportant ni sommet ni
aréte répétés. Cette définition coincide donc avec la notion de cycle simple adoptée
dans ce memoire (voir remarque 4.4.1).

4.7.2 Vue d’ensemble de la démonstration de la non-équivalence

Pour démontrer que les codes surface 2D mentionnés précédemment sont distincts
(non CGP-équivalents) de nos codes GB, nous allons nous appuyer sur le fait que
ces codes CSS sont dérivés de graphes de Cayley non orientés (G et G’) de groupes
abéliens (G et G).

Notre stratégie consiste a ramener la question de I'équivalence CGP des codes a celle
de I'existence d’'un isomorphisme de groupes, une question a laquelle nous pourrons
répondre facilement. Plus précisément, pour prouver la non-équivalence entre les codes
surface et nos codes, nous allons procéder comme suit :

1. Tout d’abord, nous établirons que les graphes sous-jacents G et G’ des codes
surfaces et de nos codes GB sont 3-connexes.
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2. Ensuite, nous raisonnerons par I'absurde pour montrer que les codes ne sont pas
CGP-équivalents. Si c’était le cas, il existerait une bijection entre les arétes des
graphes correspondants qui préserve les cycles simples. D’apres le théoréeme de
Whitney, cela impliquerait que les graphes sont isomorphes.

3. Enfin, nous démontrerons que cet isomorphisme de graphes induirait nécessaire-
ment un isomorphisme de groupes entre G et G’. Cependant, nous montrerons
que dans les cas étudiés, les groupes en question ne sont pas isomorphes. Cela
prouvera ainsi que les codes sont distincts.

Dans la section suivante, nous démontrerons que le code GB(1 + X, 1 + X* 1 27?)
n’est pas CGP-équivalent au code de surface 2D optimal de distance minimale 2r, de
paramétres [[4r2, 2, 2r]]. Nous établirons ensuite que le code GB(1+ X, 1+ X™ n?) n’est
pas CGP-équivalent au code torique de Kitaev [[2n?, 2, n]]. Enfin, nous prouverons que
les codes GB(1 + X, 1+ X% 2 + (¢t + 1)?) sont équivalents aux codes de surface a
stabilisateurs de poids quatre optimaux, de parametres [[(2t + 1)% + 1,2, 2t + 1]].

4.7.3 Comparaison avec le code surface 2D optimal pour la dis-
tance paire

Pour montrer que notre code GB(1 + X, 1+ X?~! 2r?) n’est pas CGP-équivalent au
code de surface 2D de distance minimale 2r optimal, nous allons d’abord établir que
leurs graphes sous-jacents sont 3-connexes.

3-connexité des graphes sous-jacents

Lemme 4.7.2. Pourr > 3, le graphe de Cayley (7./2r*7Z,1,2r — 1), sous-jacent au code
GB(1+ X,1+ X*~! 2r?) est 3-connexe.

Preuve : Lobjectif est de prouver que méme si on supprime deux sommets distincts, le
graphe restant est toujours connexe.

Cas 1: On supprimeaeta + 1

Le graphe original (Z/2r?Z,1,2r — 1) contient le cycle hamiltonien passant par tous les
sommetsa »a+1—---— a—1— a. Méme aprés la suppression des sommets a
et a + 1, les sommets restants demeurent connectés par le chemina +2 — a + 3 —
..—a—1.
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Cas2:Onsupprimeaetbavec0<a<b<2r’—leta¢ {b+1,b—1}

Quand on retire les sommets a et b du graphe (Z/2r*Z,1, 2r — 1) le cycle hamiltonien
mentionné précédemment se scinde en deux sections distinctes :

* Une section s’étendantdeb+1aa—1
b+1—-b+2—--->0—>1—---—a—1

 Une autre allantdea +1ab—1

a+l—=a+2—---—=0-1

Sia=b+1—2r—1) =b—2r+2, alors laréte a —2 — a — 2+ (2r — 1) assure la
connexion entre les deux sections.

Figure 4.4: La connexité du graphe de Cayley (Z/2r?Z,1,2r — 1) ol r = 3 est préservée
aprés la suppressionde a = T eta+1— (2r —1) = 5 grace a l'aréte reliant a — 2 = 17 et
a—2+(2r—1)=4.

Laréte a —2 — a — 2+ (2r — 1) est bien présente dans le graphe (Z/2r?Z,1,2r — 1).
De plus, ses extrémités sont distinctes des sommets @ et b qu’on a supprimés :

e a— 2 # a: ceciestvraicar 2 # 0 dans Z/2r*Z puisque r > 3.

« a— 2 #b: sic'était le cas, on aurait b — 2r = b = 2r = 0 dans Z/2r?Z. Or, c’est
impossible car 0 < 2r < 2r%.

*a—2+ (2r — 1) # a: si c'était le cas, on aurait 2r — 3 = 0 dans Z/2r*Z. Or, c’est
impossible car pour r > 3, nous avons que 0 < 2r — 3 < 2r2.
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«a—2+(2r—1) # b : sic'était le cas, on aurait b — 1 = b dans Z/2r*Z, ce qui
entrainerait I'égalité 1 = 0, qui est fausse.

Sia#£b+1—(2r—1),alorslaréte b+1 — b+ 1 — (2r — 1) assure la connexion entre
les deux branches de (Z/2r*Z — {a,b} , 1, 2r — 1) décrites plus haut.

Figure 4.5: La connexité dans le graphe de Cayley (Z/2r%Z,1,2r — 1) ol r = 3 est préservée
aprés la suppression des sommets a =1etb=7# a+1— (2r — 1) grace a I'aréte entre les
sommetsb+1=8etb+1— (2r—1)=3.

Laréte b+1 — b+ 1 — (2r — 1) est présente dans le graphe original et ses deux ex-
trémités sont distinctes des sommets @ et b :

* b+ 1 # @ par hypothése.

« b+ 1 # b : sic'était le cas, cela impliquerait que 1T = 0 dans Z/2r?Z, ce qui est
impossible.

b+ 1— (2r — 1) # @ par hypothése.

b+1—(2r—1) # b : si c’était le cas, on aurait I'égalité 0 = 2r — 2 dans Z/2r*Z.
Cependant, elle est fausse car pour r > 3,ona 0 < 2r — 2 < 2r%

En conséquence, le graphe (Z/2r*Z — {a,b} ,1, 2r — 1) est connexe. Cela implique
alors que le graphe (Z/2r?Z, 1, 2r — 1) est 3-connexe. O

Remarque 4.7.2. Plus généralement, en employant la méme stratégie que dans cette
preuve, il est possible de montrer que tout code GB(2,2) de la forme GB(1+X,1+ X, N),
avec?2 < a < N — 2, possede un graphe sous-jacent (Z/N7Z,1,a) 3-connexe.
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Nous allons maintenant démontrer que le graphe de Cayley sous-jacent au code surface
optimal pour la distance paire (introduit en Section 4.2.2) est 3-connexe.

2
Lemme 4.7.3. Soitr > 3 un entier. Posons L = Z <T> PZ ((;).
r

1 0 L.
Le graphe de Cayley (7*/L, 0) mod L, ) mod L) associé au code surface 2D

a stabilisateurs de poids quatre optimal de distance 2r (introduit en Section 4.2.2) est
3-connexe.

Preuve : La démonstration se décompose en plusieurs étapes :

1. Tout d’abord, nous démontrerons que le graphe Z?/IL. demeure connexe lorsque
I'on retire une paire quelconque de sommets non nuls distincts P, Q # 0z2,.. Pour
ce faire, notre stratégie consistera a construire trois chemins indépendants (c’est-
a-dire des chemins qui ne partagent aucun sommet, hormis leurs extrémités) entre
n’importe quel point non nul du groupe quotient Z?/L et 052,,.. Cette construction
garantit que toute paire de points non nuls distincts, différents de P et (), pourra
étre reliée par un chemin n’empruntant ni P, ni Q.

2. Ensuite, nous établirons la connexité du graphe Z*/IL — {0221, Q} pour tout point
non nul @ # 0z2,... Pour y parvenir, nous présenterons un isomorphisme entre ce

graphe et un graphe dont la connexité est déja établie.

Etape 1 : Construction de chemins indépendants entre R 0z2 /1, €t 0721,

Les sommets du graphe sur lequel nous travaillons sont dans Z?/IL ou LL est défini par
T 2r
Lz ( ) Y ( )
r 0
y \ v x
Dans le reste de la preuve, nous ferons référence a la classe d’équivalence ( )
)
mod L simplement en mentionnant I'un de ses représentants : ( )
)
Pour garantir que les chemins construits n’aient aucun sommet en commun (hormis

leurs extrémités), il faut qu’ils passent par des représentants de classes d’équivalences
distinctes.
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: N 2
Notons P le domaine fondamental de L associé a la base {<0r> , <r> }. Il est
r

PZ{A<QOT>+M<:) | 0<Ap <1}

Chaque élément de Z? peut s’écrire de fagon uniqgue comme la somme d’un élément de
L et d’'un élément de Z?NP. Cet ensemble forme un ensemble complet de représentants
pour les classes d’équivalences de Z?/L. Ainsi, construire des chemins indépendants
revient a construire des chemins ne passant pas par les mémes points de Z? N P.

défini par :

Fixons R € Z? N P le représentant d’une classe d’équivalence non nulle. Comme les

Ly, < , . T
éléments de Z? N P sont les vecteurs a coordonnées entiéres (

) satisfaisant les
Yy

conditions 0 <y <rety <x < y+2r,onécrit R = (Z) avecO0<b<retb<a<b+2r.

- : : 0
Ici, il est important de noter que puisque R mod L # 0z, alors R # (0> donc en

particulier a > 0 cara > b > 0.

Maintenant, nous allons détailler la construction de trois chemins indépendants reliant
0 . vrez L g
(0 et R. Ces chemins prendront des formes différentes selon les valeurs spécifiques

de a et b; nous distinguerons donc différents cas. Afin d’en faciliter la compréhension,
nous proposerons accompagnerons les descriptions précises des chemins d’illustrations
permettant de visualiser leur construction.

Cas1.1:0<a<ret0<b<r—1(voir Figure 4.6)

» Chemin 1 (chemin vert dans Figure 4.6): Ce chemin part de I'origine et avance

vers la droite le long de I'axe des abscisses jusqu’au sommet L Ensuite, il

, . fa) . N . a
monte verticalement depuis <0> jusqu’a atteindre R = <b> .

« Chemin 2 (traits rouges pleins et pointillés sur la Figure 4.6) : Ce chemin

) modulo L. |l descend jusqu’a (Z)

r

r

0 . L \
commence en (0) , qui est équivalent a (
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puis avance vers la gauche depuis ce point pour rejoindre R = (Z) .
. . L 0 .
* Chemin 3 (pointillé bleu sur la Figure 4.6) : Ce chemin démarre de 0)’ qui
L . [ 2r o ,s 2r )
est équivalent a < 0 ) modulo L. Il monte ensuite jusqu’a (b N 1) , puis avance

vers la droite jusqu’a (bi 1) et enfin descend d’un cran pour atteindre R = <Z> .
Chemin 1

Chemin 2
Chemin 3

B

Figure 4.6: Trois chemins indépendants entre (8) et R = <

Z) sur le tore Z?/L. Ici L =

Z (20r> Pz <:> avecr = 6,a =3 etb =2, respectant les conditions 0 < a <ret0<b<r—1.

Cas1.2:0<a<retb=r—1(voir Figure 4.7)

. R . 0
» Chemin 1 (trait vert sur la Figure 4.7) : Ce chemin commence a l'origine <O>
se déplace vers la droite le long de I'axe des abscisses jusqu’a <g> , puis monte

verticalement pour atteindre R = ( ¢ 1).
r—

« Chemin 2 (traits rouges pleins et pointillés sur la Figure 4.7) : Ce chemin part

de <8>,qui est équivalent a <T> modulo L. Il descend ensuite de (8) jusqu’a

r

. . N a
L) avant de se déplacer vers la gauche pour arriver a R = .
r— r—
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. . : (0 :
« Chemin 3 (pointillé bleu sur la Figure 4.7) : Ce chemin commence a NE qui

L . [ 2r o s 2r .
est équivalent a <0> modulo L. Il monte ensuite jusqu’a ( 1), puis avance

vers la droite jusqu’a .
r —

i () ()
(o)

Chemin 1
Chemin 2
Chemin 3

5

Figure 4.7: Trois chemins indépendants entre (8) et R = <Z> sur le tore Z?/L. Ici L =

(0 (')

Z<20T>@Z<:> avecr=6eta=b=r —1,satisfaisantr -1 <a<retb=r—1.

Cas 2: r < a < 2r : (voir Figure 4.8)

. . 0
* Chemin 1 (trait vert sur la Figure 4.8) : Ce chemin part de l'origine <0> et
avance vers la droite le long de I'axe des abscisses jusqu’a atteindre (g) . De |3,

il monte verticalement pour atteindre R = (Z) .
« Chemin 2 (traits rouges pleins et pointillés sur la Figure 4.8) : Ce chemin part

de (g) qui est équivalent a <T> modulo L. Il descend d’abord jusqu’a ( " 1),
r_

r

puis se déplace vers la droite jusqu’a ¢ L) Enfin, il descend jusqu’a R = <Z> .
r —

« Chemin 3 (pointillé bleu sur la Figure 4.8) : Ce chemin part de (8) qui est
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o L[ 2r . : : o [ 27 .
équivalent a 0 modulo L. |l monte ensuite verticalement jusqu’a ) . Puis,

il se déplace vers la gauche jusqu’a atteindre R =

—

Chemin 1
Chemin 2
Chemin 3

0
0
Figure 4.8: Trois chemins indépendants entre (8) et R = (Z) sur le tore Z?/L. Ici L =

Z <2OT> Dz <:> avec r = 6, a = 9 et b = 3, satisfaisant les conditions r < a < 2ret0 < b < r.

Cas3:2r<a<3r-—2

Si a peut étre égal a 2r, il nous faut alors adapter la forme du premier et du troisieme
chemin. Par ailleurs, puisque 2r < a < b+ 2r alors b doit étre strictement positif.

Cas3.1:2r<a<3r—2et0<b<r—1:(Figure4.9)

0
* Chemin 1 (chemin vert dans Figure 4.9): Ce chemin part de (O) Ensuite, il

. o o [ 27 o . .
se déplace vers la droite jusqu’a 0 . Puis, il monte ensuite verticalement

jusqu’a ( " ) avant de continuer vers la droite pour atteindre R = (Z)

« Chemin 2 (traits rouges pleins et pointillés dans la Figure 4.9) : Ce chemin

0 : Lo (T
part de <O> qui est équivalent a (

) modulo L. Il descend ensuite jusqu’a
-

( " 1), puis se déplace vers la droite jusqu’a ( ) et enfin descend verti-
T“ _
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calement jusqu’a R = (Z) :
. . : 0 .
« Chemin 3 (pointillé bleu sur la Figure 4.9) : Ce chemin part de 0)’ qui est
o L[ 2r . . . N 2r
équivalent a (()) modulo L. Il monte ensuite verticalement jusqu’a <b 1),

puis se déplace vers la droite jusqu’a (b ¢ . et puis effectue un pas vers le haut

. a
pour atteindre (b

Chemin 1
Chemin 2
Chemin 3

Figure 4.9: Trois chemins indépendants entre (8) et R = (Z) sur le tore Z?/L. Ici L =

Z <2Or> Pz <;> avecr = 6, a = 13 et b = 3, satisfaisant les conditions 2r < a < 3r — 2 et
O<b<r—1.

Cas32:2r<a<3r—2etb=r—1>2

0
* Chemin 1 (chemin vert dans la Figure 4.10) : Ce chemin part de <0> et se

, o . [r—1 . . . .
déplace vers la droite jusqu’a 0 | Il monte ensuite verticalement jusqu’a

-1
(r 1) , puis se déplace vers la gauche jusqu’a atteindre R = ( ¢ ) :

r— r—1

« Chemin 2 (traits rouges pleins et pointillés dans la Figure 4.10) : Ce chemin
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r

0 . o . : ;
part de (0) , qui est équivalent a ( ) modulo LL. Il descend verticalement d’abord

T

jusqu’a ( " 1), puis continue vers la droite jusqu’a R = ( ¢ 1).
r—
» Chemin 3 (pointillé bleu sur la Figure 4.10) : Ce chemin part de 8 , qQui est

2 . . 2 . .
équivalent a (J) modulo L. Il monte d’abord jusqu’a ( T2>, puis se déplace

o R a , , a
vers la droite jusqu’a 2), avant de monter d’un cran pour atteindre ( 1).
r —

r —
3r
T
1 . Chemin 1
(r -1 /I_ ......... i / Chemin 2

Chemin 3

0 ) r—1
0 0
Figure 4.10: Trois chemins indépendants entre <8) et R = <Z> sur le tore Z?/LL. Ici L =

Z <2OT> Pz (:) avec r = 6, a = 13 et b = 5, satisfaisant les conditions 2r < a < 3r — 2 et
b=r—1.

. : . 0
Dans tous les cas, en utilisant les points de Z? N P, nous avons construit entre (0) et
R, trois chemins qui ne partagent aucun sommet, a I'exception de leurs extrémités.
Par conséquent, pour n'importe quel ensemble de quatre points non nuls distincts
(P,Q, R, S) de Z?/L, il existe toujours au moins un chemin entre R et S qui évite com-

pletement P et . Cela signifie que le graphe Z?/LL — {P,Q} est connexe.

Deuxiéme étape : Démontrer que Z? /L — {022/, Q} est connexe pour Q # 072/,
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Soit Q € Z?/IL \ {0}. Puisque I'ordre du groupe |Z? /1| vaut 2r? (avec r > 3), on peut
toujours choisir un sommet P € Z?/L tel que P # 0z21, et P # —Q.

Lapplication ¢ : T € Z?/L \ {0z2/1,Q} — T + P € Z*/L \ {P,P + @} induit un
isomorphisme de graphes.

A s . Loz 1 0
Grace a notre résultat précédent, nous savons que le graphe (Z?/L, <O> mod L, <1>

mod L) privé de deux points non nuls distincts reste connexe. Comme P # 032/,
P+Q #0z2y €t P+ Q # P, le graphe Z? /L — { P, P + Q} est connexe. Par conséquent,
le graphe Z*/IL — {021, Q}, qui lui est isomorphe, I'est également.

En résumé, nous avons montré que le graphe Z?/LL reste connexe méme aprés la
suppression de n’importe quelle paire de sommets distincts. Cela couvre les deux
scénarios possibles :

* la suppression de deux sommets P et ) qui sont distincts et non nuls.

* la suppression de 072, et d'un sommet non nul Q.

. 1 0
En conclusion, (Z?/L, (0) mod L, <1> mod L) est 3-connexe. O

Non-équivalence des codes :

Maintenant que nous avons montré que les graphes sous-jacents aux deux familles
de codes sont 3-connexes, nous pouvons prouver que les codes ne sont pas CGP-
equivalents en utilisant le théoreme de Whitney.

Proposition 4.7.4. Pour r > 3, le code surface 2D a stabilisateurs de poids quatre de
distance minimale 2r optimal (dont les conditions aux bords sont déterminées par les

T T

vecteurs <r> , ( " ) ) [7], n’est pas CGP-équivalent au code GB(1+ X, 1+ X? 1 2r?).

Preuve : Raisonnons par I'absurde et supposons que ces deux codes soient CGP-
équivalents. Ces deux codes sont des CSS construits a partir des graphes de Cayley
suivants :

. (721, ((1]) mod L, (?) mod L), o L = Z (T) Dz (_T )

« (Z)2r*Z,1,2r — 1).
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Comme mentionné dans la section 4.6.2 et la proposition 4.6.1, leur CGP-équivalence
impliquerait notamment I'existence d’une bijection entre leurs arétes, préservant les
cycles simples. Nous avons déja démontré dans les Lemmes 4.7.2 et 4.7.3 que ces
deux graphes sont 3-connexes. Puisqu’aucun de ces deux graphes ne contient de
boucles ou de multi-arétes, le théoreme de Whitney implique ils sont isomorphes.

Nous allons maintenant expliquer comment I'existence de cet isomorphisme de graphe
conduit a une contradiction, en suivant le plan ci-dessous :

« D’abord, nous prouverons que I'isomorphisme de graphes entre (Z/2r*Z,1,2r — 1)
1 0 . . . ,
et (Z?/L, 0 mod L, (1> mod L) induit un isomorphisme de groupes entre
Z)2r%7 et 72 /L.

» Ensuite, nous démontrerons que ces deux groupes ne peuvent pas étre isomor-
phes, étant donné que Z?/L ne contient pas d’éléments d’ordre 2r2.

Commencons par montrer que les groupes sous-jacents sont isomorphes.

Etape 1 : De 'isomorphisme de graphes a I'isomorphisme de groupes

- 1 0 , ,
Prenons h : (Z/2r°Z, 1,2r — 1) — (Z*/L, 0 mod L, ) mod L) unisomorphisme

entre les deux graphes. Considérons v I'application définie, a partir de h, comme suit :

v o Z)2r*7 —  7%/L

T s h(T) - h(0)

1 est un isomorphisme de graphes :

Sa bijectivité est garantie par celle de h. De plus, 1 préserve les relations d’adjacence.
En effet :

7 et y sont voisins dans (Z/2r*Z, 1,2r — 1)
_ _ - 1 0
<= N(7) et h(y) sont voisins dans (Z?/L, (0) mod L, <1> mod L)

s h(F) - h@) € {+ (é) mod L, 4 (2) mod L}
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— (@) — (@) € [+ ((1)) mod L, + (?) mod L}

- 1 0
< (T) et ¢ (y) sont voisins dans (Z*/L, <0> mod L, <1> mod L)
1 est un morphisme de groupes :
Notons ¢(1) = U.
On va démontrer que Vk € Z,+(k) = kU. On découpe la preuve en deux étapes.
D’abord on va montrer par récurrence que cette égalité est vraie pour tous les entiers
naturels. Ensuite, on va montrer que 'égalité s’étend aux entiers négatifs.
Commengons par montrer que Yk € N, la proposition P(k) : (k) = kU est vraie.
P(0) et P(1) sont vraies, puisque ¢(0) = 0z2,;, et ¢(1) = U.
Supposons maintenant qu’il existe un entier £ > 1 pour lequel la propriété P(t) soit

vérifiée pour chaque entier 0 < ¢t < k, c’est-a-dire () = tU. Nous voulons montrer que
Pv(k+1)=(k+1)U.

- 1
On sait que ¢ est un isomorphisme de graphes entre (Z/2r°Z, 1, 2r — 1) et (Z*/L, (O)

0 — " I
mod L, <1> mod IL). Comme les sommets 0 et 1 sont voisins dans Z/2r%Z, il suit que

(1) est I'un des quatre voisins de ¢(0) = 072/, dans Z?/L, ce qui se traduit par :

U=1(1) e{+ (é) mod L, &+ (?) mod L}

1 0
Maintenant posons V' € Z?/L tel que : {+ <0) mod L, + <1> mod L} = {+U, £V}

Pour r > 3, les éléments 02,1, £U, £V sont deux a deux distincts. La raison en est que

+1 0 +1 +2 0 T r
n'appartiennentpasall = Z 7

Puisque ¢ : (Z/2r?7Z,1,2r — 1) — (Z*/L, (é) : (2)) est un isomorphisme de graphes

et que les sommets & et k + 1 sont voisins dans (Z/2r?Z,1,2r — 1), alors v(k + 1) est
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un voisin de (k) = kU dans (Z?/L, (;) : (?)) Cela implique en particulier que

w(k+1) € {kU+U, kU + V).

Nous allons démontrer que la seule valeur possible pour ¢ (k + 1) est (k + 1)U. Ceci
prouvera alors que la propriété P(k + 1) est vraie.

Cas1.¢¥(k+1)=(k—1)U:

Par hypothése de récurrence, ¢(k+ 1) = (k — 1)U = ¢(k — 1). Or comme 1) est une
application bijective, cela impliquerait que k£ + 1 = k — 1 dans Z/2r*Z et en particulier
que 2 = 0 dans Z/2r27Z. Or, c’est impossible car 0 < 2 < 2r2, pour r > 3.

Cas2. Y(k+1)=kUxV:

Y (k + 1) est 'un des sommets d’un des deux 4-cycles de (Z?/IL, U, V) suivants :
s kU —-kU+V 5 (k-10)U+V — (k—1)U — kU
kU= kU-V =5 (k—0)U—-V = (k—1)U — kU

Puisque 1 réalise une bijection entre les sommets Z /2?7 et Z* /1L et qu’elle vérifie

Y(k—1) = (k — 1)U et ¥(k) = kU, nous pouvons exprimer un des deux 4-cycles
sous une forme standard :

(k) = Yk +1) = (T) = ¢k —1) = (k)

ou 7' € Z est un entier tel que :
c W(T)e{(k—1U+V,(k—1)U - V}.

« T est un voisin de k — 1 dans graphe (Z /21?7, 1,2r — 1):

Te{k—2 k k+2r—2, k—2r}

« T estun voisin de k + 1 dans le graphe (Z/2r*Z, 1,2r —1):

Telk, k+2, k+2r, k—2r+2}

Nous allons examiner chacune des valeurs possibles pour7: {k — 2, k, k+2r —2, k — 2r}.
Notre objectif est de montrer que chacune d’entre elles méne a une contradiction.
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Nous ne pouvons pas avoir T = k. Si c'était le cas, on aurait (k — 1)U £V = (T) =

(k) = kU. Cela impliquerait que U = £V, mais nous avons déja établi que U # +V.

Nous ne pouvons pas non plus avoir T = k — 2. Si ¢’était le cas, en considérant que
T doit appartenir a I'ensemble {k +2, k —2r + 2, k + 2r}, 'un des scénarios suivants
aurait lieu dans Z/2r°Z :

e k—2=k+2=—4=0
o k—2=k—2r4+2=—92r—4=0
e k—2=k+2r—=2r+2=0

Cependant, pourr >3, ona0<4<2r2et0<2r—4<2r+2<2r%2 DoncT # k — 2.

Nous ne pouvons pas avoir T = k — 2r non plus. Si c’était le cas, en considérant que
T doit appartenir a 'ensemble {k + 2, k —2r + 2, k + 2r}, 'un des scénarios suivants
aurait lieu dans Z/2r°Z :

e k—2r=k+2=—=2r+2=0
ck—2r=k—2r+2=2=0
e k—2r=k+2r=4r=0

Cependant pourr >3, 0na0<2<2r+2<4r <22 DoncT # k — 2r.

Enfin, on n’a pas non plus T = k + 2r — 2. Si ¢’était le cas, en considérant que T doit
appartenir a 'ensemble {k + 2, k —2r + 2, k + 2r}, 'un des scénarios suivants aurait
lieu dans Z/2r*Z :

ck4+2r—2=k+2=2r—4=0
e k+2%r—2=k—2r+2=—4r—4=0
e k+2r—2=k+2r=—=2=0.

Cependant pour r > 3,0na 0 <2 < 2r —4 < 4r — 4 < 2r%, qui prouve que I'assertion
ne peut étre vraie. D'oU T # k + 2r — 2.

En conséquence, on ne peut pas avoir ¢ (k + 1) = kU + V puisque tous les scénarios
conduisent a une contradiction.

Enrésumé, ¢(k + 1) appartienta {(k+1)U, (k—1)U, kU+V, kU -V}, mais ne peut étre

égalnia(k—1)U,niakU+V,niakU—V. Donc, nécessairement ¢)(k + 1) = (k+ 1)U,
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ce qui prouve que P(k + 1) est vraie. En conséquence, Vk € N, (k) = kU.

Maintenant, prouvons que pour ¢ € N, I'égalité ¢/(—q) = —qU est vraie aussi.

Dans Z/2r?7Z, —q= —1-g= (2r2 — 1) - g = (2r%2 — 1)q. Ainsi, nous avons I'égalité :

v(=q) =¢((2r2 = 1)q) = (2r* — 1)qU

1
Puisque U € {+ <O> mod L, =+ <(1)> mod L}, ou L = Z (T) PZ ( " >, il suit
r —r

que 2rU = 0z2,1.. En conséquence, o(—q) = (2r* — 1)qU = —qU.

Nous avons prouvé que Yk € Z, (k) = kU, donc 1 est un morphisme de groupes
entre Z/2r*Z et 7*/L.

Etape 2 : Prouvons qu’il n’y a pas d’isomorphismes de groupes

Nous avons montré que pour r > 3, v : Z/2r?Z — 7Z?/L est un isomorphisme de

groupes. Or, dans Z/2r?Z, il y a des éléments d’ordre 2r% (1 par exemple), tandis

que dans Z?/L ou L = Z <T> Pz ( " ) 'ordre de chaque élément est majoré
r T

par 2r < 2r%. En effet :

(Jer =)o) o)

En conclusion, méme s’ils ont les mémes parametres [[4r?, 2, 2r]], le code surface 2D
optimal de distance minimale 2r introduit dans la Section 4.2.2) et le code GB(1 + X, 1+
X?r=12r%) ne sont pas CGP-équivalents. O

4.7.4 Comparaison avec les codes de Kitaev standards

Maintenant, démontrons que les codes toriques de Kitaev et les codes GB(1 + X, 1+
X" n?) ne sont pas CGP-équivalents.

La preuve de leur non-équivalence repose sur les mémes principes que la démonstration
précédente. Pour cette raison, nous nous limiterons a présenter les théoremes clés
et les grandes lignes de la preuve, sans en détailler chaque étape.
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3-connexité des graphes sous-jacents
Lemme 4.7.5. Pour tout entier n > 3, le graphe de Cayley (Z/n*Z,1,n), qui est associé

au code Bicycle généralisé GB(1 + X, 1+ X", n?) est 3-connexe.

Preuve : D’apres la remarque 4.7.2, il suffit de reprendre la méme méthode que dans
la démonstration du Lemme 4.7.2 pour démontrer que le graphe (Z/n?Z,1,n) reste
connexe méme apres la suppression de deux sommets distincts. Cela confirme alors la
triple-connexité du graphe. ]

. . 0 ;
Lemme 4.7.6. Soientn > 3 un entieretL = Z (g) Pz ( ) un sous-réseau de 7.
n

1 0 . .
Alors le graphe de Cayley (Z*/L, 0 mod L, (1> mod L), associé au code torique
de Kitaev de parametres [[2n?, 2, n]], est 3-connexe.
Preuve : Nous suivons la méme stratégie de démonstration que celle du Lemme 4.7.3 :
1. D’abord, nous prouvons que Z?/L reste connexe méme apres la suppression de
deux sommets non nuls distincts P, ) # 0z:,.. Nous y parvenons en construisant
trois chemins indépendants entre 052 ;. et n'importe quel point non nul du quotient
72 /L.
2. Puis, nous établissons la connexité du graphe Z* /L — {052/, @} pour tout point

non nul @ # 0z2,., en montrant qu'il est isomorphe a un graphe connexe déja
connu.

o . 1 0
Ainsi, ceci montre que le graphe (Z?/L, <O> mod L, <1> mod L) est 3-connexe. [
Proposition 4.7.7. Pour n > 4, le code torique de Kitaev dont les conditions aux
n
0
GB(1+ X,1+ X", n?) ne sont pas CGP-équivalents.

0 , e e e
bords sont données par le réseau L. = 7Z ( > Pz ( ) et le code Bicycle généralisé
n

Preuve : Raisonnons par I'absurde et supposons que ces deux codes sont CGP-
équivalents.

Ces codes sont des codes CSS construits a partir des graphes de Cayley suivants :
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9 1 0 —_— n 0
« (Z°/L, (0) mod L, (1) mod L), ouL =7Z (O) PZ (n)

s (Z/n’Z, 1, m)

Comme aucun de ces graphes ne contient de boucles ou de multi-arétes, le méme
raisonnement que celui de la démonstration de la Proposition 4.7.4, permet de montrer
gue si ces codes étaient équivalents, leurs graphes sous-jacents seraient isomorphes :

(7* /L, ((1]) mod L, (?) mod L) & (Z/n*Z, 1, 7)

Cet isomorphisme de graphes induirait a son tour un isomorphisme de groupes entre
Z./n*7 et 7Z?/LL. Cependant, ces deux groupes ne sont pas isomorphes car Z?/L. ne
contient aucun élément d’ordre n?. En effet, tout élément de Z?/LL a un ordre qui divise
n, lequel est strictement inférieur a n? :

()<= = (o) =) - () == @)

En conclusion, le code torique de Kitaev de longueur 2n? et le code Bicycle généralisé
GB(1+ X,1+ X" n?) ne sont pas CGP-équivalents. O

Maintenant, comparons les codes surface 2D optimaux pour les distances impaires
(présentés dans la Section 4.2.2) aux codes de la famille GB(1+ X, 1+ X2 24+ (t+1)?).

4.7.5 Comparaison avec les codes surface 2D optimaux pour la
distance impaire

Contrairement aux deux familles précédentes, les codes GB(1+ X, 1+ X! 2+ (t+1)%)
sont équivalents (au sens traditionnel des codes quantiques) aux codes surface 2D,
décrits dans la Section 4.2.2, ayant les paramétres [[(2¢ + 1)% + 1,2, 2t + 1]].

La proposition suivante formalise cette équivalence :

Proposition 4.7.8. Pourt > 1, le code surface 2D a distance 2t + 1 optimal, défini

t t+1
e 1) Pz ( +t ) et le code Bicycle généralisé

GB(1+ X,1+ X**t ¢2 + (t + 1)?) sont équivalents.

sur le tore R?/I. avec L. = Z (
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Preuve : Le code Bicycle généralisé GB(1+ X, 1+ X% t*+ (t+1)?) (décrit en Section

4.3.2) est construit a partir du graphe (Z/ (1> + (t + 1)*)Z, 1, 2t +1).

Le code de surface 2D optimal a distance 2t + 1 (présenté en Section 4.2.2) est construit

1
a partir du graphe de Cayley (Z*/L, (O) mod L, (?) mod L).

Notre objectif est de montrer que ces deux codes sont équivalents. Pour y parvenir,
nous allons procéder en trois étapes :

» D’abord, nous construirons un isomorphisme entre les groupes sous-jacents, a
savoir Z* /L et Z/ (t* + (t + 1)?) Z.

» Ensuite, nous démontrerons que cet isomorphisme de groupes induit un isomor-
phisme de graphes entre les deux graphes mentionnés ci-dessus.

« Enfin, grace a cet isomorphisme, nous démontrerons que les sous-matrices
génératrices des deux codes (Hx, Hy) et (H'y, H,) satisfont les relations :

Vecty,(Hy) = Vecty,(Hx Q)
Vectr,(Hz) = Vecty,(H,Q)

ou Q est une matrice de permutation. On en déduit alors que les codes sont
CGP-équivalents, et donc équivalents au sens usuel pour les codes quantiques.

Etape 1 : Construction de I'isomorphisme de groupes

Soit n I'application définie par :

n Z](t*+(t+1)*)Z - Z*/L

_ 1
T:=T mod (£*+ (t+1)?) — T<O> mod L

Commencons par montrer que I'application n est un isomorphisme de groupes qui

Lo 1 _ 0
envoie 1 sur <0 mod L et 2t + 1 sur — ) mod L.

n est bien définie : Considérons deux entiers k, ¢ € Z telsque k = gdans Z/ (t* + (t + 1)?) Z.

Montrons que (k) = n(q).
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Par hypothese, 3\ € Z, k — ¢ = A(t* + (¢ + 1)?). Nous avons donc :

075 () )
o)) o)

Ceci signifie que n(k) = k (;) mod L = ¢ <(1)> mod L = n(g).

n est un morphisme de groupes : En effet, pour k,q € Z:

n(E+G):n(k—+q):(k+q)<é> modL:k<(1))—|—q<(1)> mod L
:k‘<1> modL+q(1> mod L
0 0

= (k) +n(q)

De plus, (1) = (;) mod L et (2 1) = — (2) mod L.

n est bijective : D’abord, notons que les ensembles Z?/L et Z/ (t* + (t + 1)*) Z ont le
méme cardinal. En effet, puisque L est un sous-réseau de Z?, I'ordre du groupe Z?/L
est donné par le déterminant de L :

t+1 t

72 /L] = det(LL) = det
2/L] = det(L) (_t e

) =(t+ 1>+ =2/ (P + (t+1)°) Z|

Ensuite, montrons que n est une application injective. Considérons un entier k € Z tel
que 7(k) = 0zz,.. Montrons que k = 0 dans Z/ (2 + (¢t + 1)?) Z.

s 1 t t+1 . .
Par définition de 7, k (0> ceL=7 (t N 1) Pz ( +t ) Dongc, il existe A\, u € Z tels

t+1

1 t t+1 , . Yy s . .
que k <0> = ( ) + 1 * > Ceci conduit aux égalités d’entiers suivantes :
k=M4pt+1) et ut=\t+1)

Comme t et t + 1 sont premiers entre eux, on a que t divise A et que ¢ + 1 divise pu.
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Donc, il existe des entiers p, g tels que A\ = pt et u = q(t + 1). En remplagant par leur
valeur dans les équations précédentes, on obtient que :

kE=pt>+qt+1)% et qt(t+1)=pt(t+1)

Or ¢t > 1, donc en divisant par ¢(t 4+ 1) dans la 2™ égalité, on trouve que p = ¢. Cela
implique que k = p (1* + (t + 1)?), c'est-a-dire k = 0 dans Z/ (1> + (t + 1)?) Z.

En conclusion, n étant un morphisme injectif entre deux groupes de méme cardinal
fini, c’est un isomorphisme de groupes.

Etape 2 : Preuve que 7 induit un isomorphisme de graphes :
Lapplication n définie par :

n o Z/(*+t+1))Z — Z?/L
T —> T(é) mod L

. . - 1 — 0
est un isomorphisme de groupes, envoyant 1 sur (O) mod L et 2¢t + 1 sur — (1)
mod L.

De plus, n induit aussi un isomorphisme de graphes entre (Z/ (1> + (t + 1)*) Z, 1, 2t + 1)

, 1 0
euZﬂﬁ<J mML,@)rmdM.

En effet, deux sommets T et S sont voisins dans (Z/ (t* + (¢t + 1)?)Z, 1, 2t + 1) si et
seulement si T — S € {41, £2t + 1}. Puisque 1 est un isomorphisme, cette con-
dition est équivalente a :

_ — 1 0
n(T—8)=n(T)—n(S) e {£ (0) mod L, + <1> mod L}
prouvant ainsi que n préserve les relations d’adjacence.

Etape 3 : Preuve de I’équivalence des codes

Pour prouver I'équivalence des deux codes, au sens usuel, nous allons montrer qu’ils
sont CGP-équivalents, ce qui est une condition suffisante.
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Pour démontrer I'équivalence CGP de ces codes, il suffit de montrer que leurs sous-
matrices génératrices respectives (Hx, H;) et (H'y, H,) sont reliées par les relations
: Vecty,(Hy) = Vecty,(HQ) et Vecty,(Hz) = Vecty,(H,Q) ou Q est une matrice de
permutation.

Pour y arriver, nous procéderons de la maniére suivante :

1. Nous commencerons par réinterpréter les sous-matrices génératrices comme
des matrices d’incidence de graphes. Ainsi, Hy et H; seront respectivement
les matrices sommet—aréte et face—aréte d’un graphe g, tandis que H'; et H/,
joueront le méme rdle pour un graphe G'.

2. Nous renuméroterons ensuite les sommets et arétes du graphe G’ de sorte que
les matrices d’incidence induites, H’, et H”,, vérifient Hx = H’; et Vect,(Hz) =
Vecty,(HY).

3. Enfin, nous montrerons que les couples (H%, H?) et (Hy, H,) satisfont les rela-
tions : HY, = PH, Q et H, = RH/,Q, ou P, Q, R sont des matrices de permuta-
tion. De ces relations, nous pourrons alors déduire I'équivalence annoncée.

Etape 3.1 : Réinterprétation des sous-matrices génératrices

Posons A = Clirc(1 + X, 2 + (t + 1)%) et B = Circ(1 + X* 2 + (t +1)?).

D’aprés les travaux de la section 4.4.2, les sous-matrices génératrices Hy = [A | B]
et H; = [BT | AT] du code GB(1 + X,1 + X1 42 + (¢t + 1)?) correspondent re-
spectivement aux matrices d’'incidence sommet-aréte et face-aréte du graphe G =
(Z) (> + (t+1)*)Z, 1, 2t + 1), sur lequel les sommets et arétes ont été numérotés
comme suit.

Pour chaque k£ € [0,t* + (t + 1)*> — 1] :
* Le k-iéme sommet de G est S, := k.
« La k-iéme aréte de G est hy, = {k, k + 1}.
* La (n + k)-iéme aréte de G est {k, k + (2t + 1)}.

Nicolas SAUSSAY| These de doctorat | Université de Limoges 90
Licence CC BY-NC-ND 3.0



Chapitre 4 — Classification des GB(2,2) et comparaison avec les codes surfaces

De méme, les sous-matrices génératrices H'y et H, du code surface 2D optimal de
parameétres [[(2¢t + 1)2,2,2¢ + 1]], introduit dans la section 4.2.2, peuvent étre vues
comme des matrices d’incidence sommet—aréte et face—aréte du graphe

P 1 0
G = (Z°/L, (O) mod L, (1> mod L)

. t+1 —t o -
oul =Z J; Pz <t N 1). Toutefois, ici I'ordre choisi sur les sommets et les

arétes de G’ n'est pas spécifié.

Etape 3.2 : Renumérotation des sommets, arétes et faces de ¢’

Comme nous l'avons vu précédemment, les graphes G et G’ ont le méme nombre
de sommets et d’arétes. Pour construire les matrices H’, et H7,, on renumérote les
sommets et arétes de G’, au moyen de la bijection 7.

Pour chaque i € [0,#2 + (t + 1)2 — 1], le i-éme sommet de G’ sera T; = (i), 'image par
n du i-ieme sommet de G. De méme, si la k-iéme aréte de G est {7, 3}, alors la k-iéme
aréte de G’ sera {n(z), n(y)}.

Notons les matrices d’incidence sommet-aréte H; et face-aréte H, de G’ correspon-
dant & ce choix d’ordre.

Par construction, les matrices d’'incidence sommet-aréte des deux graphes sont iden-
tiques, c’est-a-dire H, = Hx. De plus, les lignes des matrices H, et H?, engendrent le
méme espace, c’est-a-dire Vecty,(H”,) = Vecty,(Hy).

Comme ces espaces sont respectivement engendrés par les lignes des matrices H et
H’,, il suffit de montrer que leurs ensembles de lignes coincident.

Commencons par rappeler que, pour les ordres choisis sur les arétes de G (respec-
tivement G'), les lignes de H, (respectivement H’,) correspondent exactement aux

vecteurs caractéristiques des faces du graphe G (respectivement G’).

Maintenant, montrons que {Lignes de H;} C {Lignes de H,} :
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Soitv € IF%“QWH)Q) une ligne de H. Puisque H est la matrice d’incidence face-aréte
du graphe (Z/ (1> + (t + 1)*)Z, 1, 2t + 1), il suit que v est le vecteur caractéristique
d’'une face de ce graphe. Une telle face F s’écrit alors :

T>T+1—>T+1+2+1>T+2t+1—>T

Pour I'ordre choisi sur les sommets et les arétes de G’, v correspond au vecteur
caractéristique de n(F), 'image de cette face par I'isomorphisme de graphes 7 :

NT) =T +1) =T +1+2t+1) = (T +2t+1) — n(T)
Puisque 1 : ¢ mod (£* + (t + 1)?) — <g> mod L est un morphisme de groupes

_ 0 L
envoyant 2t + 1 sur — (1> mod L, n(F) se réécrit comme :
T T
(€> mod]L—><T3_1> modL—><T+11> mod]L—>< 1) mod]L—><O>

1 0 C
Comme le graphe ¢’ = (Z?*/L, <0> mod L, <1> mod L) est non orienté, n(F) cor-

respond alors a la face :

mod L

(T1> modIL—)(T_I—ll) modL—><T3—1> modL%(i) mod]L—><T1> mod L

Donc v est le vecteur caractéristique d’'une face de G’, ce qui implique que v est une
ligne de H,.

Réciproquement, montrons que {Lignes de H,} C {Lignes de H,} :

Soit w une ligne de HY. Par définition, w € F>"*(*D% est |e vecteur caractéristique

1 0 , .
d’une face F de (Z?/L, (0) mod L, <1> mod LL). Une telle face s’écrit comme :
1 1
v mod L — T mod L — T mod L — v mod L — .
y y y+1 y+1 y

Nicolas SAUSSAY| These de doctorat | Université de Limoges 92
Licence CC BY-NC-ND 3.0

mod L



Chapitre 4 — Classification des GB(2,2) et comparaison avec les codes surfaces

Puisque l'application n : Z/ (t* + (t + 1)*) Z — Z*/L, u g) mod L est un isomor-
phisme, il existe un unique k € Z/ (1> + (t + 1)?) Z tel que : n(k) = <w> mod L.
Y

_ 0 L
De plus, comme n(2t + 1) = — (1) mod L, nous pouvons réécrire F, sous la forme :

Foonk) =nk+1) = nk+1—2t+1) = nlk— (2t +1)) — n(k)

Par construction de I'ordre choisi sur sommets et arétes de G’, w est également le
vecteur caractéristique du sous-ensemble d’arétes n~'(F) de G, défini par :

k—=k+1—k+1—-02t+1) =>k—(2t+1) =k

Puisqu’il s’agit d’'une face du graphe (Z/ (t* + (t + 1)*) Z, 1, 2t + 1), alors w est une
ligne de H.

En conséquence, les ensembles de lignes de H, et H”, coincident. Ainsi, en particulier,
Vecty,(Hz) = Vecty,(HY).
Etape 3.3 : Etablir les relations entre les couples (H’, H) et (H),, H,) :

Les couples de matrices d’incidence sommet-aréte et face-aréte : (H'y, H,) et (H, HY)
sont obtenus en renumérotant différemment les sommets, arétes et faces du méme
graphe G'. D’aprés la remarque 4.2.2, ces matrices satisfont les relations :

HY =PH,Q et H} =RH,Q
ou P, Q, R sont des matrices de permutations. Cela implique en particulier que :

Vecty,(Hy) = Vecty,(HY ) = Vecty,(H Q)
Vecty,(Hyz) = Vectr,(H7) = Vecty,(H,Q)
En conclusion, pour tout ¢ > 1, le code Bicycle généralisé GB(1+X, 1+ X2 24 (t+1)?)

est CGP-équivalent, et donc équivalent au sens usuel, au code surface 2D a distance
2t + 1 optimal, introduit dans la section 4.2.2. O
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4.8 Classification des codes GB(2,2)

Cette section présente notre classification des codes GB(2,2). Notre objectif principal
est d’identifier systématiquement les meilleurs codes GB(2,2) (2 CGP-équivalence pres)
pour toutes les longueurs inférieures a 200.

Cette classification est cruciale, car les capacités de correction et les performances de
décodage de ces codes varient considérablement en fonction de leur classe d’équivalence.
Comme nous 'avons mentionné, ces codes sont des codes CSS construits a partir
de graphes de Cayley a deux générateurs de groupes cycliques, de la forme (Z/nZ, a,b).

Nous nous sommes concentrés exclusivement sur la relation d’équivalence CGP, qui
préserve les structures de codes CSS et celles de leurs graphes sous-jacents. Ceci
est d’autant plus important que la performance de certains algorithmes de décodage,
comme l'algorithme de renormalisation repose directement sur la structure des graphes
sous-jacents [13].

D’apres les travaux de [16], tous les codes GB peuvent étre décomposés en une somme
directe de codes GB élémentaires.

Proposition 4.8.1. Le code GB(A(X*), B(X?),nA) est une somme directe de A
copies de GB(A(X), B(X),n). De plus, si les paramétres de GB(A(X), B(X),n) sont
[[2n, k, d]], alors les parametres du code original sont [[2nA, kA, d]].

En combinant ce résultat avec celui de la proposition 4.3.1, on peut montrer que tout
code GB(2,2) se décompose en une somme directe de codes de la forme GB(1+ X“, 1+
X% n) ol a,b et n sont trois entiers premiers entre eux dans leur ensemble.

Ce sont ces codes, que nous avons classifiés, car ils représentent les briques élémen-
taires dans la construction des codes GB(2,2) plus généraux.

4.8.1 Méthode :

Pour réaliser cette classification, nous avons procédé en plusieurs étapes :

1. Identification des graphes non-isomorphes : Nous avons d’abord recensé tous
les graphes non-isomorphes de la forme (Z/nZ, a, b) avec pgcd(a,b,n) = 1.
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2. Calcul des parametres des codes : Comme il peut exister une bijection préser-
vant les cycles simples entre les ensembles d’arétes de graphes non isomorphes,
nous avons calculé les parametres de tous les codes GB correspondants. Cette
étape sert de filtre initial efficace, car deux codes CGP-équivalents ont nécessaire-
ment les mémes parametres.

3. Vérification manuelle de la distinction des graphes : Enfin, pour chaque
ensemble de codes ayant les mémes parameétres, nous avons effectué une véri-
fication manuelle pour confirmer qu’aucune telle bijection n’existe. Ceci a été
effectué a I'aide de deux méthodes :

« Vérification de la 3-connexité : Nous avons vérifié si les graphes sous-
jacents de tous les codes GB listés étaient 3-connexes. D’aprés le théoreme
de Whitney, pour les graphes 3-connexes, la non-isomorphie implique di-
rectement qu’il ne peut pas exister de bijection préservant les cycles simples
entre les ensembles d’arétes de ces graphes. Ce résultat est fondamental,
car tous les codes de la forme GB(1 + X, 1 + X® n) avec n compris entre 4
et100,1 <a <b<n-—2etpgcd(a,b,n) =1, ont des graphes sous-jacents
qui sont 3-connexes.

« Analyse d’équivalence par permutation : Nous avons également vérifié, a
I'aide de la méthode .is_permutation_equivalent() de Sage, qu'il était impos-
sible de passer d’un espace vectoriel engendré par les lignes d’'une matrice
d’'incidence sommet-aréte d’'un graphe a un autre par I'application d’'une
matrice de permutation. Cette méthode fournit un critére supplémentaire
pour distinguer des codes non CGP-équivalents.

Les aspects calculatoires de cette classification ont été réalisés a I'aide des logiciels
SageMath et Magma. Le premier a servi a déterminer les classes d’équivalence de
graphes isomorphes et a évaluer leur 3-connexité, tandis que le deuxiéme a été utilisé
pour calculer la distance minimale des codes.

4.8.2 Classification des codes GB(2,2) extrémaux

Nous avons dressé une table listant tous les codes GB(2,2) extrémaux, non CGP-
équivalents, dont la longueur est inférieure a 200. Contrairement a la table de la
Section 4.8.4, qui répertorie les meilleurs codes surface 2D a stabilisateurs de poids
quatre connus, celle-ci se concentre exclusivement sur les codes GB(2,2). Nous I'avons
structurée de la maniére suivante : pour chaque longueur, nous indiquons les meilleurs

Nicolas SAUSSAY| Thése de doctorat | Université de Limoges 95
Licence CC BY-NC-ND 3.0



Chapitre 4 — Classification des GB(2,2) et comparaison avec les codes surfaces

paramétres atteignables [[2n, 2, d]] par des codes de la forme GB(1 + X, 1 + X% n)
avec a, b et n premiers dans leurs ensembles. Nous indiquons également le nombre
total de codes non CGP-équivalents, les polynémes A(X) =1+ X% et B(X) =1+ X°
des représentants, ainsi que leurs sources si ces codes ont déja été documentés.

Table 4.1: Codes GB(2,2) extrémaux non CGP-équivalents GB(A(X), B(X),n) de longueur
inférieure a 200

Parametres Nombre de Polynéme Polynéme
" (2nk, d] codes GB(2,2) A(X) B(X)
non CGP-Equivalents
2 [[4,2,2]] 1 1+X 1 + X (Code surface optimal [7])
3 [[6,2,2]] 1 1+ X 1+ X2
4 8,2, 2]] 2 1+ X 1 + X (code de Kitaev [6]), 1+ X?
5 [[10, 2, 3]] 1 1+ X 1 + X3 (Code surface optimal [7])
6 | [[12,2,3]] 1 1+ X 14 X?
7 [[14,2, 3]] 1 1+ X 1+ X?
8 [[16,2,4]] 1 1+ X 1+ X3
9 [[18,2, 3]] 2 1+ X 1+ X% 1+ X3
10 | [[20,2,4]] 2 1+ X 1+ X3, 1+ X*
11| [[22,2,4] 1 1+ X 1+ X3 [14]
1+ X 1+ X3, 1+X°
12 | [[24,2,4]] 3
1+ X2 1+ X3
13 | [[26,2,5]] 1 1+ X 1+ X° (Code surface optimal [7])
14 | [[28,2,5]] 1 1+ X 1+ X4
15 | [[30,2,5]] 2 1+ X 1+ X4 14X
16 | [[32,2,5]] 1 1+ X 1+ X6
17 | [[34,2,5]] 2 1+ X 1+ X4 14+X°
18 | [[36,2,6]] 1 1+ X 1+ X°
19 | [[38,2,5]] 2 1+ X 1+ X4[14], 1+X7
Nicolas SAUSSAY| Thése de doctorat | Université de Limoges 96

Licence CC BY-NC-ND 3.0



Chapitre 4 — Classification des GB(2,2) et comparaison avec les codes surfaces

Nombre de

. Parametres codes GB(2.2) Polynéme Polynéme
(2, &, ] non CGP-Equivalents AX) BX)
20 | [[40,2,5]] 3 1+ X 1+ X% 1+X°% 1+X8
21 | [[42,2,6]] 2 1+ X 1+ X% 1+ X8
22 | [[44,2,6]] 2 1+ X 1+ X5 14 X°©
23 | [[46,2,6]] 1 1+ X 1+ X°
1+ X 1+ X5 14+X7 1+X% 1+X%
24 | [[48,2,6]] 5
1+ X3 1+ X4
25 | [[50,2,7]] 1 14+ X 1+ X7 (Code surface optimal [7])
26 | [[52,2,7]] 1 1+ X 1+ X1
27 | [[54,2,7]] 1 1+ X 1+ X6
28 | [[56,2,7]] 2 1+ X 1+ X6 1+ X8
29 | [[58,2,7]] 2 1+ X 1+ X8[14], 1+ X2
30 | [[60,2,7] 1 1+ X2 1+ X°
31 [[62,2,7]] 2 1+ X 1+ X7, 1+ X"
32 | [[64,2,8]] 1 1+ X 1+ X7
33 | [[66,2,7]] 3 1+ X 1+X% 1+X7", 1+X°
34 | [[68,2,8]] 1 1+ X 1+ X1
35 | [[70,2,7]] 4 1+X | 1+X% 1+4+X% 14+XY™ 1+XP
36 | [[72,2,8]] 3 1+ X 1+X8 1+XY9 14X
37 | [[74,2,8]] 1 1+ X 1+ X8
38 | [[76,2,8]] 2 1+ X 1+ X7, 1+ X1
39 | [[78,2,8] 2 1+ X 1+X7, 1+ X5
1+ X 1+X7, 14+X° 14+XY 14+XY
40 | [[80,2,8]] 5
1+ X4 1+ X5
41 [[82,2,9]] 1 1+ X 1+ X? (Code surface optimal [7])
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Nombre de

" P[T;T:t;ﬁs codes (IEB (.212) Pozgc(“))me Pog?)c;))me
non CGP-Equivalents
42 [[84,2,9]] 1 1+ X 1+ X16
43 [[86,2,9]] 1 1+ X 14+ X2
44 | [[88,2,9]] 1 1+ X 1+ X8
45 | [[90,2,9]] 3 1+ X 1+ X% 14+XY% 14X
46 | [[92,2,9]] 1 1+ X 1+ X%
47 | [[94,2,9]] 1 1+ X 1+ X1
1+ X I+ XM 14+X%
48 | [[96,2,9]] 3
1+ X2 1+ X7
49 | [[98,2,9]] 1 1+ X 1+ X7
50 | [[100,2,10]] 2 1+ X 1+ X% 1+X%
51 | [[102,2,9]] 4 1+ X 1+ X8 14+X% 14+XM 14X
52 | [[104,2,9]] 3 1+ X 1+X8 1+X% 1+ X%
53 | [[106,2,9]] 3 1+ X 1+X8 1+X%2 1+X%
54 | [[108,2,10]] 1 1+ X 1+ X%
55 | [[110,2,10]] 3 1+ X 1+X10 14+ X2 14 X2
56 | [[112,2,10]] 1 1+ X 1+ X%
57 | [[114,2,10]] 1 1+ X 1+ X%
58 | [[116,2,10]] 4 1+X | 1+X% 1+X% 14+X17 14+ X%
59 | [[118,2,10]] 1 1+X 1+ X9 [14]
1+X | 14+X°% 14+XY 14+XB 14+X%
60 | [[120,2,10]] 6 1+ X° 1+ X8
14+ X5 14 X6
61 | [[122,2, 11]] 1 1+ X 1+ X! (Code surface optimal [7])
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Parameétres Nombre de Polynéme Polynéme
n on k. d codes GB(2,2) X(X) é(X)
(2, &, ] non CGP-Equivalents
62 | [[124,2, 11]] 1 1+X 1+ X2
63 | [[126,2,11]] 1 1+ X 1+ X
64 | [[128,2, 11]] 1 14+ X 1+ X4
65 | [[130,2,11]] 2 1+ X 1+ X0 1+ X18
1+ X 1+ X0 14 Xx12
66 | [[132,2, 11]] 3
1+ X2 1+ X°
67 | [[134,2, 11]] 1 1+X 1+ X112 [14]
68 | [[136,2,11]] 2 1+ X 1+ X200 1+ X%
69 | [[138,2, 11]] 2 1+X 1+X% 14+XY9
70 | [[140,2, 11]] 1 1+ X2 1+ X%
71 | [[142,2,11]] 3 1+ X 1+ X% 1+ X% 14 X%
72 | [[144,2,12]] 1 1+X 1+ X!
73 | [[146,2,11]] 4 1+X [ 1+XY 14+XB 14X6 14+X%
74 | [[148,2,12]] 1 1+X 1+ X3
1+ X 1+ X0 14+X% 14 X3
75 | [[150, 2, 11]] 4
1+ X° 1+ X3
76 | [[152,2,12]] 1 1+X 1+ X4
1+ X2, 1+XM 14 X%
77 154,2,11 5 1+ X
H ) < ]] + 1+X43, 1—|—X56
1+ X 1+ X2 1+X4 14+X5
78 | [[156,2,12]] 4
1+ X3 1+ X6
79 | [[158,2,12]] 1 1+ X 1+ X1
1+ X 1+ X% 14 X58
80 | [[160,2,12]] 3
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Nombre de

Paramétres Polynéme Polynébme
n codes GB(2,2)
(2, &, ] non CGP-Equivalents AX) BX)
1+ X 1+ X°
81 | [[162,2,12]] 2 1+ X 14+ X2, 14+ X3
82 | [[164,2,12]] 2 1+ X 14+ X361+ X7
83 | [[166, 2, 12]] 2 14+ X 1+ X1 [14], 1+X%
) +X 1 —|—X19, 1 —|—X25, 1 —|—X32, 1 —I—X35
]_<|>)(697 1+X71’ 1+X73
84 | [[168,2,12]] 8
1+ X7 1+ X%
85 | [[170,2,13]] 1 1+ X 1+ X3 (Code surface optimal [7])
86 | [[172,2,12]] 1 1+ X 1+ X7
87 | [[174,2,13]] 1 14+ X 1+ X2
88 | [[176,2,13]] 1 1+ X 1+ X%
89 | [[178,2,13]] 2 1+ X 1+ X6 14+ X5
90 | [[180,2,13]] 1 1+ X 1+X™
91 | [[182,2,13]] 4 1+X [ 1+X2 14+XM 14X?77, 14+X%
92 | [[184,2,13]] 2 1+ X 1+ X" 1+X7
93 | [[186,2,13]] 1 1+ X 14 X
94 | [[188,2,13]] 2 1+ X 1+ X261+ X36
95 | [[190,2,13]] 2 1+ X 1+ X% 14 X%
1+ X 1+ X%
96 | [[192,2, 13]] 2
1+ X1 1+ X5
97 | [[194,2,13]] 3 1+ X I+ X% 14+X% 1+X*%
98 | [[196,2,14]] 2 1+ X 1+ X4, 14+ X9
99 | [[198,2,13]] 2 1+ X 1+ X%, 1+ X6
1+ X 1+ X8 1+X2 14 X%
100 | [[200,2,13]] 5
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. Nombre de R R
Paramétres Polynéme Polynébme
n 20, &, d] codes GB(2,2) A B(X)
" non CGP-Equivalents
1+ X° 1+ X% 14 X7

4.8.3 Classification de tous les codes GB(2,2) (Longueur < 200)

Nous avons mis a disposition une classification compléte de tous les codes GB(2,2) de
la forme GB(1 + X* 1+ X% n) avec pgcd(a,b,n) = 1. Cette classification, ainsi que le
code source utilisé pour I'établir, sont accessibles sur notre dépét GitHub [21] via ce
lien : https://github.com/NicolasSaussay/weight-4_GB-Codes_Classification.

4.8.4 Résumeé des meilleurs codes surface 2D a stabilisateurs de
poids quatre

Cette section présente une table qui récapitule les paramétres des meilleurs codes
surface de poids quatre connus, pour des longueurs inférieures a 200.

Contrairement a la table précédente, celle-ci rassemble les données des meilleurs codes
surface 2D de poids quatre provenant de diverses sources, y compris des codes qui ne
sont pas de type GB(2,2). Ces sources comprennent les codes toriques de Kitaev, les
meilleurs codes surface 2D de poids quatre (présentés en Section 4.2.2), les codes issus
du dépbt de Pryadko et Wang [14]. Sont également incluses nos deux familles infinies
de codes GB (construites en Section 4.5), ainsi que I'ensemble plus large des codes GB
extrémaux recensés dans la table 4.1, qui n’avaient pas été répertoriés jusqu’a présent.

Table 4.2: Récapitulatif des codes surface 2D de poids quatre optimaux de longueurs 2n, pour
n allant de 2 a 100

. ] Nombre de .
Parametres optimaux Références

n 2,2, d)] Codes Surfaces des codes
[2n,2, non CGP-Equivalents
[[4,2,2] 1 Code surface optimal [7]
[6, 2, 2]] 1 Table 4.1

Kitaev code

4 8,2,2 2

d ] Table 4.1
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Nombre de

n Paramﬁ;r:sZ od?]timaux Codes Surfaces F;i?;n dc:ss
T non CGP-Equivalents

5 [[10, 2, 3]] 1 Code surface optimal [7]

6 [[12, 2, 3]] 1 Table 4.1

7 [[14, 2, 3]] 1 Table 4.1

3 16,2, 4] 5 Code surfac.e optimal [7]

Notre code (voir Section 4.5.2)

9 718.2.3] 3 Code torique de Kitaev
Table 4.1

10 [[20, 2, 4]] 2 Table 4.1

11 22,2, 4] ’ Répertoire de Pryadko et Wang [14]

(et Table 4.1)

12 [[24, 2, 4]] 3 Table 4.1

13 [[26, 2, 5]] 1 Code surface optimal [7]

14 [[28, 2, 5]] 1 Table 4.1

15 [[30, 2, 5]] 2 Table 4.1

16 [[32,2,5]] 1 Table 4.1

17 [[34, 2, 5]] 2 Table 4.1

18 136,2,6] 5 Code surfac.e optimal [7]

Notre Code (voir Section 4.5.2)

19 (38.2.5] 5 Répertoire de Pryadko et Wang [14]
Table 4.1

20 [[40, 2, 5]] 3 Table 4.1

21 [[42, 2, 6]] 2 Table 4.1

22 [[44, 2, 6]] 2 Table 4.1

23 [[46, 2, 6]] 1 Table 4.1

24 [48, 2, 6]] 5 Table 4.1

25 [[50 2,7]] 1 Code surface optimal [7]

26 [[52, 2, 7]] 1 Table 4.1

27 [[54,2,7]] 1 Table 4.1

28 [[56, 2, 7]] 2 Table 4.1

29 [[58, 2, 7]] 2 [14], Table 4.1
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Nombre de

n Paramﬁ;r:sZ od?]timaux Codes Surfaces F;i?;n dc:ss
T non CGP-Equivalents

30 [[60, 2, 7]] 1 Table 4.1

31 [62, 2, 7]] 2 Table 4.1

30 164,2,8] 5 Code surfac.e optirT\aI [7]

Notre Code (voir Section 4.5.2)

33 (66,2, 7]] 3 Table 4.1

34 [68, 2, 8]] 1 Table 4.1

35 [[70,2,7]] 4 Table 4.1

36 [[72, 2, 8]] 3 Table 4.1

37 74.2.8] ’ Répertoire de Pryadko et Wang [14]

(et Table 4.1)

38 [[76, 2, 8]] 2 Table 4.1

39 [[78,2,8]] 2 Table 4.1

40 [80, 2, 8]] 5 Table 4.1

41 [82, 2, 9]] 1 Code surface optimal [7]

42 [[84,2,9]] 1 Table 4.1

43 [86, 2, 9]] 1 Table 4.1

44 [[88,2,9]] 1 Table 4.1

45 [[90, 2, 9]] 3 Table 4.1

46 192, 2, 9]] 1 Table 4.1

47 [[94,2,9]] 1 Table 4.1

48 [[96,2,9]] 3 Table 4.1

49 [[98, 2, 9]] 1 Table 4.1
Table 4.1

50 [[100, 2, 10]] 3 Code surface optimal [7]

Notre Code (voir Section 4.5.2)

51 [[102,2,9]] 4 Table 4.1

52 [[104, 2, 9]] 3 Table 4.1

53 106,2, 9] 3 Répertoire de Pryadko et Wang [14]
Table 4.1

54 [[108, 2, 10]] 1 Table 4.1
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Nombre de

n Paramﬁgl;izf)d;:])]timaux Codes §urf-aces F;i?;n dc:ss
non CGP-Equivalents
55 [[110,2,10]] 3 Table 4.1
56 [[112,2,10]] 1 Table 4.1
57 [[114,2,10]] 1 Table 4.1
58 [[116,2,10]] 4 Table 4.1
59 [[118,2,10]] 1 Répertoire de Pryadko et Wang [14]
60 [[120,2,10]] 6 Table 4.1
61 [[122,2,11]] 1 Code surface optimal [7]
62 [[124, 2, 11]] 1 Table 4.1
63 [[126,2, 11]] 1 Table 4.1
64 [[128,2,11]] 1 Table 4.1
65 [[130,2, 11]] 2 Table 4.1
66 [[132,2,11]] 3 Table 4.1
67 [134.2,11]] ’ Répertoire de Pryadko et Wang [14]
(et Table 4.1)
68 [[136,2, 11]] 2 Table 4.1
69 [[138,2,11]] 2 Table 4.1
70 [[140, 2, 11]] 1 Table 4.1
71 [[142,2, 11]] 3 Table 4.1
25 144.2,12] 5 Code surfac.e optirT1aI [7]
Notre Code (voir Section 4.5.2)
73 [[146,2, 11]] 4 Table 4.1
74 [[148,2,12]] 1 Table 4.1
75 [[150,2, 11]] 4 Table 4.1
76 [[152,2,12]] 1 Table 4.1
77 [[154,2,11]] 5 Table 4.1
78 [[156,2,12]] 4 Table 4.1
79 [[158,2,12]] 1 Table 4.1
80 [[160, 2, 12]] 2 Table 4.1
81 [[162,2,12]] 2 Table 4.1
82 [[164,2,12]] 2 Table 4.1
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Parameétres optimaux Nombre de Références
n [[2n, 2, d]] Codes §urf-aces des codes
non CGP-Equivalents

83 (1166.2,12) 5 Répertoire de Pryadko et Wang [14]
Table 4.1

84 [[168,2,12]] 8 Table 4.1

85 [[170,2,13]] 1 Code surface optimal [7]

86 [[172,2,12]] 1 Table 4.1

87 [[174,2,13]] 1 Table 4.1

88 [176,2,13]] 1 Table 4.1

89 [[178,2,13]] 2 Table 4.1

90 [[180,2,13]] 1 Table 4.1

91 [[182,2,13]] 4 Table 4.1

92 [[184,2,13]] 2 Table 4.1

93 [186,2,13]] 1 Table 4.1

94 [188,2,13]] 2 Table 4.1

95 [190,2,13]] 2 Table 4.1

96 [[192,2,13]] 2 Table 4.1

97 (194, 2, 13]] 3 Table 4.1

98 1196.2, 14] 4 Code surface optimal [7]
Table 4.1

99 [198,2,13]] 2 Table 4.1

100 [[200, 2, 13]] 4 Table 4.1

4.9 Conclusion du chapitre

Dans ce travail, nous avons fait des progrés significatifs dans la compréhension et
la conception de codes GB(2,2). Notre premiére contribution est d’avoir établi une
borne inférieure sur leur distance minimale, directement liée a la plus petite norme L'
des vecteurs non nuls de certains sous-réseaux de Z2. Cette borne constitue un outil
théorique essentiel pour construire explicitement des codes GB(2,2) performants, une
tache qui aurait été tres difficile, voire impossible, sans elle.
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En utilisant cette borne, nous avons développé trois nouvelles familles infinies de codes
GB(2,2) performants : [[2n?, 2, n]], [[4r%,2,2r]] et [[(2t + 1)* 4+ 1,2, 2t + 1]]. Il convient de
souligner que la famille de paramétres [[4r?%,2, 2r]] comble un vide existant parmi les
codes GB(2,2) optimaux, car ces codes n’étaient auparavant pas considérés comme
réalisables.

En nous appuyant sur la relation d’équivalence spécifique aux codes CSS dérives de
graphes de Cayley (équivalence CGP), nous avons prouvé rigoureusement que deux
de nos familles ([[2n?,2,n]] et [[472,2,27]]) ne sont pas CGP-équivalentes aux codes
surface 2D bien connus, tels que le code de Kitaev standard ou le code de surface
2D optimal pour la distance paire. La troisieme famille, [[(2t + 1)? + 1,2, 2t + 1]], s’est
avérée équivalente (au sens usuel des codes quantiques) au meilleur code surface 2D
a distance impaire, offrant ainsi une nouvelle méthode de construction.

Enfin, nous avons proposé une classification exhaustive de tous les codes GB(2,2)
optimaux de la forme GB(1+ X, 1+ X° n) avec pged(a, b,n) = 1, de longueur inférieure
a 200. Grace a sa structure organisée, cette classification, disponible sur notre dépot
GitHub [21], constitue une ressource essentielle pour les chercheurs a la recherche de
codes aux propriétés de décodage remarquables.

Par ailleurs, nous avons établi une table regroupant les meilleurs codes de surface 2D
de poids quatre connus, qu’ils soient GB(2,2) ou non, pour des longueurs inférieures
ou égales a 200. Cette table constitue un véritable annuaire des codes surface 2D
performants a stabilisateurs de poids quatre, offrant une ressource précieuse pour les
chercheurs s’intéressant aux codes stabilisateurs efficaces, de petites longueurs.

Ces contributions ouvrent plusieurs pistes prometteuses. Une extension naturelle
serait de classifier les codes GB, ou plus généralement les codes CSS, sous des
relations d’équivalence plus larges, afin d’identifier les classes de codes CSS les plus
adaptées pour I'implémentation pratique. Nous envisageons également d’adapter notre
approche basée sur la théorie des graphes pour créer des codes GB performants
avec des générateurs de poids plus élevés. Pour cela, nous élargirions les notions
de graphes introduites aux hypergraphes construits a partir de graphes de Cayley
ayant plus de générateurs.

Bien que nous ayons montré que les codes GB(2,2) et les codes de surface 2D pouvaient
étre représentés sur des réseaux bidimensionnels, 'analyse de ce chapitre s’est focal-
isée sur les qubits sur lesquels agissent les stabilisateurs, plutdét que sur leur disposition
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géométrique. Dans le chapitre suivant, nous inverserons cette perspective pour nous
concentrer sur 'agencement spatial des qubits. Nous examinerons en particulier les
codes stabilisateurs locaux, qui généralisent les codes étudiés dans ce chapitre. Ce sont
des codes dont les qubits sont représentés par des points de R” de maniére a ce que
les stabilisateurs n’agissent que sur des qubits voisins. Notre objectif sera d’analyser
comment cette contrainte géométrique influence la distance minimale des codes.
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5.1 Introduction

5.1.1 Motivations

Ces derniéres années, les codes stabilisateurs quantiques LDPC (gLDPC) ont suscité
un intérét croissant pour leur capacité a corriger efficacement les erreurs quantiques.

Alors que la construction de bons codes LDPC classiques repose généralement sur
des matrices aléatoires, celle de bons codes stabilisateurs est bien plus complexe, car
ces derniers doivent satisfaire des contraintes structurelles qui rendent cette approche
inapplicable.

Malgré tout, des avancées majeures ont recemment démontré I'existence de codes
gLDPC asymptotiquement bons, dont la dimension et la distance minimale croissent
linéairement avec la longueur du code [8], [9]. Bien que ces codes soient théoriquement
prometteurs, en pratique leur efficacité ne se manifeste qu’a partir d’'un grand nombre
de qubits. Ainsi, pour les besoins pratiques, la priorité est de concevoir des codes per-
formants de petite longueur adaptés aux capacités des ordinateurs quantiques actuels.

Pour répondre a cette demande, les recherches se sont tournées vers les codes 2-
blocs. Ce sont des codes CSS définis par des sous-matrices génératrices de la forme
Hy =[A|B]etH; =[BT | AT|, ou A et B sont des matrices qui commutent.

Parmi ces codes, on retrouve les codes Bicycle généralisés [11], qui ont été abordés
dans le Chapitre 4, ainsi que leur généralisation, les codes 2BGA (Two-Block Group
Algebra) [22], qui sont construits a partir d’algebres de groupe de groupes abéliens.
Ces derniers ont fait 'objet de nombreuses études ([11], [16], [23]) et présentent des
capacités de correction d’erreurs trés prometteuses. Dans les cas les plus favorables,
ils peuvent atteindre un seuil d’erreur comparable a celui des codes surface tout en
offrant une meilleure dimension pour un nombre inférieur de qubits [10]. Toutefois, le
comportement de leur distance minimale est encore incompris a ce jour.
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Malgré cette inconnue, les codes 2BGA abéliens demeurent trés attrayants. A dis-
tance minimale égale, ils permettent de construire des codes de petite longueur avec
un taux supérieur a celui des codes toriques de Kitaev. De plus, tout comme ces
derniers, leurs qubits peuvent étre représentés sur les sommets de réseaux euclidiens,
de sorte que son groupe stabilisateur soit engendré par une famille de générateurs
agissant uniqguement sur des qubits voisins, ce qui est trés avantageux pour une
implémentation physique.

5.1.2 Résultats connus : borne de Bravyi-Terhal

En raison de leur intérét pratique, une grande partie de la recherche s’est tournée
vers les codes stabilisateurs dits locaux, dont le groupe stabilisateur est engendré par
une famille de générateurs agissant chacun sur un petit nombre de qubits situés a
proximité les uns des autres. Cependant, cette localité impose des contraintes sur leurs
parametres.

En 2009, Bravyi et Terhal ont établi une borne supérieure fondamentale sur la distance
minimale de ces codes [24]. Leur travail a notamment montré que pour un code stabil-
isateur de longueur ¢, avec des qubits disposés sur une partie de Z”, et dont le groupe
stabilisateur est engendré par une famille de générateurs dont le support est inclus
dans un cube de p” sommets, la distance minimale vérifie I'négalité : d < p ¢ .

Cette borne a eu un impact majeur en définissant les limites théoriques des codes
quantiques stabilisateurs locaux. Depuis, les recherches se sont poursuivies selon deux
directions complémentaires.

D’une part, plusieurs travaux ont cherché a construire des codes atteignant cette borne.
En dimension deux, le code de Kitaev en constitue un exemple emblématique. En
dimensions supérieures (D > 3), des constructions récentes ont permis d’obtenir des
codes locaux optimaux [25], [26], [27], [28], dont la distance minimale et le nombre de
qubits logiques respectent d = O(¢(P~1/P) et k = O(¢P~2)/P) en accord avec la borne
de Bravyi-Poulin-Terhal [29].

D’autre part, des travaux plus récents se sont attachés a étendre la portée de la borne

de Bravyi-Terhal. Il a notamment été montré [30], [31] que, sous certaines conditions, la
D—1 . s 7

borne d = O(¢"7 ) reste valable lorsque les qubits sont représentés sur les sommets

de graphes inclus dans R”, et non plus uniquement sur les points d’un réseau euclidien.

Dans la méme lignée, Pryadko et Wang ont également démontré que la distance

minimale des codes Bicycle généralisés est limitée a une croissance sous-linéaire en la
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longueur du code. Plus précisément, sans préciser la constante, ils ont établi que pour
des codes GB non triviaux de longueur ¢, dont le groupe des stabilisateurs est engendré
par des générateurs de poids w, la distance minimale est de I'ordre de O(f%), avec
D <w-—1(ouD < w— 2 dans certains cas) [16].

5.1.3 Contributions

Enfin, ce chapitre est consacré a nos travaux, réalisés en collaboration avec Gilles
Zémor et Wouter Rozendaal, sur les codes stabilisateurs locaux.
Ces travaux visent a étendre la portée de la borne de Bravyi—Terhal.

Nous présentons pour cela une généralisation qui s’applique aux codes stabilisateurs
LDPC locaux, dont les qubits sont représentés sur un quotient de Z” par un réseau
de rang D arbitraire. Plus précisément, nous établissons une nouvelle borne sur la
distance minimale d des codes stabilisateurs de longueur n = m/, dont les qubits sont
indexés par les sommets du quotient Z” /A (chaque sommet indexant m qubits) et dont
le groupe stabilisateur est engendré par des générateurs dont le support est inclus dans
une boule de rayon p du quotient (voir Théoreme 5.4.1).

. y 2 D-1 P
Alors que la borne de Bravyi-Terhal s’écrit d < p¢"o", notre borne, plus générale,
s’exprime sous la forme :

d < m-max(1, \/vp.p_1(A) - (VD + 4p) 0>

ou vp p-1(A) est une constante ne dépendant que du réseau A et de la dimension
D. Cette constante peut étre majorée par la constante de Hermite D-dimensionnelle
~vp > 1, qui ne dépend que de D. On obtient ainsi la borne simplifiée :

d < myAp - (VD +4p)0 5

Tandis que la borne de Bravyi-Terhal se limite aux réseaux cubiques réguliers de la
forme (Z/L7)", la nétre s’applique a des quotients de Z” bien plus généraux.

Cette généralisation n’entraine qu’un colt négligeable : appliquée aux mémes réseaux
qgue ceux de Bravyi et Terhal, notre borne n’est moins précise que d’un facteur con-
stant (inférieur ou égal a 6), et prend alors la forme d,,,;, < m(4p + 2)6% oul=LP".
Comme nous I'expliquerons plus tard dans le chapitre, cette perte de précision est
inhérente a notre méthode de démonstration, qui doit rester valable pour tout choix de A.
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En outre, en appliquant la borne du Théoreme 5.4.1 aux codes 2BGA abéliens, nous
établissons une borne sur leur distance minimale. Plus précisément, nous montrons
que pour tout code de cette famille de longueur n = 2/, dont le groupe stabilisateur est
engendré par des éléments de poids w, sa distance minimale d satisfait :

d < 24p(VD +4)05

ou D = w — 2 et yp est la constante d’Hermite D-dimensionnelle. Puisque vp = O(D),
cela signifie que la distance minimale de ces codes est majorée par de O(w ((=3)/(w=2)),

Cette borne sur la distance minimale s’applique également aux codes Bicycle général-
isés. Elle est a la fois plus explicite et plus générale que celle donnée dans [16], qui était
de O(D E%) avec D < w — 1 ou w est le poids des générateurs du groupe stabilisateur.

5.1.4 Vue d’ensemble sur le théoreme 5.4.1

Notre stratégie de preuve s’inspire directement des travaux de Bravyi et Terhal, mais est
adaptée pour les réseaux plus généraux. Lidée générale est de partitionner 'espace ou
sont situés les qubits en régions plus petites, puis de montrer qu’il existe un opérateur
logique non trivial dont le support est entierement contenu dans 'une de ces régions.
De ce fait, on peut déduire que la distance minimale du code est bornée par le nombre
de qubits dans cette région, qu’il ne reste plus qu’a majorer.

La preuve se divise en plusieurs étapes.

1. Choix d’une base optimisée : Nous commencons par choisir une base spéci-
figue pour le réseau A, qui nous permet de diviser de maniere optimale I'espace
ou sont situés les qubits, a savoir le domaine fondamental de A associé. Dans
notre cas, il s’agit d’'une base (uy,...,up) de A dont la norme |u},|| du dernier
vecteur dans la base de Gram-Schmidt associée, (uj, ..., u},), soit maximisée.

2. Découpage de I’espace en tranches : Ensuite, nous découpons I'espace des
qubits en tranches identiques, qui sont translatées les unes des autres. Elles
sont congues pour étre suffisamment larges pour que les générateurs du groupe
stabilisateur n’agissent que localement, sans jamais interagir avec des qubits
situés dans des tranches non adjacentes.
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3. Existence d’un opérateur logique : Ensuite, nous utilisons un lemme de nettoy-
age (introduit par Bravyi et Terhal) pour prouver gu’il existe forcément un opérateur
logique non trivial dont le support est entierement contenu dans I'une de ces
tranches. Ceci confirme que la distance minimale du code ne peut étre supérieure
au nombre total de qubits contenus dans cette tranche, a savoir m fois le nombre
de points a coordonnées entieres contenus dans cette tranche.

4. Majoration du nombre de qubits dans la tranche :

Il est souvent complexe de compter précisément la quantité de points a coordon-
nées entieres contenus dans une tranche, car les tranches et la grille du réseau
ZP ne sont pas nécessairement bien alignées. Nous utilisons donc une estimation
en majorant ce nombre par le volume d’une région plus grande que la tranche.
Cette approche est plus générale, mais elle nous impose une légere pénalité :
notre borne est moins précise que celle de Bravyi-Terhal, d’'un facteur pouvant
aller jusqu'a v/D. Ce facteur provient de I'approximation que nous avons di faire
pour estimer le nombre de qubits contenus dans une tranche du domaine fonda-
mental d’un réseau général. Bravyi et Terhal ont pu éviter cette approximation,
puisque leurs calculs étaient limités aux réseaux cubiques réguliers, pour lesquels
le nombre de points entiers contenus dans une tranche correspond directement a
son volume.

5.2 Organisation du chapitre

Ce chapitre est structuré en plusieurs sections. Nous commencerons par présenter les
outils nécessaires a la démonstration du théoreme 5.4.1 dans la section 5.3. Ensuite,
les sections 5.4 a 5.6 seront consacrées a la présentation de notre borne sur la distance
minimale. Pour finir, la section 5.7 détaillera comment une borne sur la distance
minimale des codes 2BGA abéliens se déduit du théoréme 5.4.1.

5.3 Résultats préliminaires
Outre les notions fondamentales sur les réseaux évoquées dans la section 3.1 du

Chapitre 3, nous introduisons deux concepts plus avancés, essentiels pour la démon-
stration du théoreme 5.4.1.
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- Mesure de Haar : Nous utiliserons la mesure de Haar sur R? /A, induite par la
mesure de Lebesgue. Cet outil servira a estimer et a majorer le nombre de qubits
présents dans les tranches.

» Constantes de Rankin : Ces constantes joueront un réle crucial. Elles nous
guideront dans le choix d’'une base particuliere du A, grace a laquelle nous
pourrons effectuer le découpage de I'espace des qubits décrit dans la section
précédente.

5.3.1 Mesure de Haar

Soit A un sous-réseau de Z”. La projection canonique = : R? — RP/A est une
application continue pour la topologie induite par la distance dist, introduite dans la
proposition 3.1.2 du Chapitre 3.

Tribu des boréliens sur R?/A

Lespace quotient RP /A est équipé d’une tribu de boréliens, que nous noterons Bor (R /A).
Cette tribu est composée de tous les sous-ensembles A de R”/A dont I'image ré-
ciproque par 7 est un borélien de R?, soit 7~!(A) € Bor(RP).

Puisque la projection 7 : R — R /A est surjective, la tribu des boréliens de RP /A est
également composée de toutes les images directes par 7 de boréliens de R”.

Définition de la mesure

Considérons P un domaine fondamental de A. La mesure de Haar M sur I'espace
quotient R” /A est définie comme la mesure image de la mesure de Lebesgue restreinte
a P, par lapplication = :

A € Bor(R”/A), M(A) = Leb(m*(A) N P)

5.3.2 Constantes de Hermite et de Rankin

Dans le chapitre 3, nous avons vu que les réseaux sont des groupes discrets. Chacun
d’eux possede un vecteur non nul de longueur minimale a partir duquel nous définirons
les constantes de Hermite et de Rankin.
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Constante de Hermite

Historiquement, la constante de Hermite, introduite en 1850 par Charles Hermite [32],
a été initialement utilisée dans I'étude des formes quadratiques, afin de déterminer la
densité maximale d’hyperspheres pouvant étre empilées dans un volume donné. Dans
ce chapitre, nous adoptons plutét une approche basée sur la théorie des réseaux pour
définir la constante de Hermite.

Définition 5.3.1 (Constante de Hermite). Pour un réseau A c RP, on définit la quantité
2
auxiliaire yp(A) = min { (%) |z e A\ {0} }

La constante de Hermite D-dimensionnelle, notée vp, se définit comme la valeur
maximale de ces quantités prises sur tous les réseaux de rang plein:

Yp = max {’yD(A) | A c R” réseau de rang p/ein}

Théoreme de MinkowskKi

Calculer directement la longueur minimale d’'un vecteur non nul d’un réseau est un
probleme complexe. Cependant, le théoreme de Minkowski nous fournit un moyen de
la majorer.

Théoréme 5.3.1 (Minkowski [2]). Soit A un réseau de R” de rang plein et soit A C RP
un ensemble Lebesgue-mesurable, convexe, symétrique tel que Leb(A) > 2P vol(A).
Alors A contient un élément non nul de A.

Ce théoreme garantit en particulier que toute boule de rayon suffisamment grand
contient au moins un vecteur non nul du réseau. Cela permet de déduire une majoration
de la constante de Hermite [33], a savoir :

D
O<’YD§1+Z (5.1)

Constante de Rankin

Les constantes de Rankin généralisent le concept introduit par Hermite. Alors que la
constante de Hermite se définit a partir de la longueur du plus petit vecteur non nul
d’un réseau A, la m-ieme constante de Rankin s’appuie sur le covolume minimal d’un
sous-réseau de A de rang m.
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Définition 5.3.2 (Constante de Rankin). Soient A C R” un réseau de rang plein et
1 <m < D un entier. La m-ieme constante de Rankin se définit a 'aide de vp ,,(A), un
invariant de A qui est défini par le rapport suivant :

vol({X1, ..., Xm }
vol(A) P

Yo.m(A) = min{( )) | X1,...,%Xm € A avecvol({x1,...,x,}) # 0}

ou vol({xy,...,x,}) correspond au covolume du sous-réseau de A\ engendré par la
famille libre {x1, ...,x,,} (pour la définition, se référer a 3.1.4).

La m-iéme constante de Rankin ~p ., est la borne supérieure de ces quantités, prises
sur tous les réseaux de rang D :

Yp.m = max{yp .(A) | A C R”réseau de rang plein}
Les constantes de Hermite et Rankin sont reliées par les relations suivantes :

Proposition 5.3.2 (Relation avec la constante de Hermite [33]). Pour deux entiers m et
D tels que 1 < m < D les constantes de Rankin et Hermite vérifient les relations :

* YD,m = VD,D—m
* vp,1 coincide avec vyp, la constante de Hermite D-dimensionnelle.

Cette derniére relation confirme que la constante de Rankin est une généralisation de
la constante de Hermite.

5.4 Borne de Bravyi-Terhal généralisée

Avant de présenter notre résultat, a savoir la borne sur la distance minimale des
codes stabilisateurs locaux, nous rappelons brievement la borne de Bravyi-Terhal
établie par nos prédécesseurs.

5.4.1 Borne de Bravyi-Terhal originale

En 2009, Bravyi et Terhal ont établi une borne supérieure sur la distance minimale des
codes stabilisateurs géométriquement locaux [24]. Dans leur approche, les qubits sont
placés sur une partie de Z”, de sorte que le groupe stabilisateur soit engendré par
une famille de générateurs dont le support est inclus dans une boule de rayon p. Plus
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s s . s . . . . D-—1
précisément, ils ont prouvé que la distance minimale d de ces codes satisfait d < p/ o
ou / représente la longueur du code et p le paramétre de localité.

Nous généralisons ce résultat en étendant cette borne aux codes dont les qubits sont
placés sur les points entiers du domaine fondamental d’'un réseau A C Z” de rang plein.
Cette approche permet de couvrir une classe de codes beaucoup plus vaste, mais
introduit un facteur correctif qui dépend de la dimension D et des propriétés du réseau.

5.4.2 Borne de Bravyi-Terhal généralisée

Théoreme 5.4.1. Soit Q un code stabilisateur de longueur n = m{ ot m et sont deux
entiers supérieur ou égaux a 1.

Supposons qu'il existe un entier D > 2 et un sous-réseau de rang plein A C 7", tels
que :
* Le covolume de A est égal a ¢, c’est-a-dire vol(A) = |ZP /A| = (.

* Les qubits peuvent étre représentés sur I'ensemble des sommets du réseau quo-
tient ZP / A, de telle sorte que chaque sommet indexe m qubits et que le groupe
stabilisateur soit engendré par une famille de générateurs dont le support est
contenu dans une boule de rayon p de ce quotient (pour la distance induite par la
norme euclidienne).

Alors la distance minimale est majorée par :

d <m-max(1,1/vpp-1(A)) - (\/5-1- 4p) I

ou vp p-1(A) désigne la constante auxiliaire introduite dans la définition 5.3.2 de la
(D — 1)-ieme constante de Rankin.

A partir de cette borne, il est possible d’obtenir, & I'aide de la constante de Hermite
D-dimensionnelle, une majoration indépendante du choix de A.

Corollaire 5.4.1. Sous les hypotheses du théoréme 5.4.1, la distance minimale de Q
vérifie :
dpin < m/AD(VD + 4p) Ve

ou vp est la constante d’Hermite D-dimensionnelle.
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Preuve : Pour établir le corollaire a partir du théoréme, il suffit de montrer que la con-
stante de Hermite D-dimensionnelle vérifie : max(1,vp p—1(A)) < 7p.

D’apres la définition 5.3.1, la constante de Hermite ~p est définie comme le maximum
des constantes vp(IL) prises sur tout les réseaux . ¢ R de rang plein. En particulier,
nous avons que vp > vp(ZP) = 1.

De plus, d’aprés la proposition 5.3.2, la constante de Hermite -, coincide avec le maxi-
mum, pris sur tous les réseaux L de dimension D, des constantes vp p—; (L) introduites
dans la définition 5.3.2. On en déduit donc que 0 < vp p-1(A) < 7p. O

Remarque 5.4.1 (Abus de langage). Pour simplifier les notations, nous identifierons
désormais les qubits aux points du quotient Z / A qui les indexent. Ainsi, au lieu de dire
que les qubits sont indexés par des points du quotient, nous dirons qu’ils sont situés
sur ces points.

5.5 Esquisse de la preuve du théoreme

Pour établir la démonstration du théoréme, nous distinguons deux cas : selon que

(MP < 8p\/yp.p_1(A) ou non.

5.5.1 Cas des réseaux de faible covolume : ¢/ < 8p\/vp p_1(A)

Pour les réseaux A dont le covolume ¢ vérifie (/P < 8\/vpp_1(A), la preuve du
Théoreme 5.4.1 est directe.

D’apres la borne Singleton, la distance minimale d’un code quantique de parametres
[[n, k,d]] satisfait n — k > 2(d — 1). Ainsi, en particulier, 2d <n —k +2 <n + 2.

Si (VP < 8p\/vp.p_1(M), alors nous avons la majoration suivante :

n=ml=m (b 05 <8m-p\/7D7D_1(A)-€%

D— s .
Comme ¢,m > 1 alors m - {5 > 1, nous en déduisons que :

n+2 D1 D1 D-1
d< 5 <4dm-pr/vpp-1(A)- 0D +m -0 =m-(4p\/vpp-1(A)+1)-£D
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En considérant séparément les cas vp p-1(A) < 1 et ypp_1(A) > 1, et en utilisant
le fait que D > 2, on déduit que :

d <m-max(1,1/vp.p-1(A)) - (1 +4p) 05 <m- max (1, \/vp.p-1(A)) - (VD + 4p) =

5.5.2 Cas général : (/" > 8p\/vpp 1(A)

Notre démonstration s’appuie sur des résultats d’algébre que nous présenterons
ultérieurement, ainsi que sur le lemme de nettoyage de Bravyi et Terhal [24].

Lemme de nettoyage
Avant d’énoncer le lemme de nettoyage, nous introduisons la notion d’opérateur logique.

Définition 5.5.1 (Opérateur logique). Soit Q un code stabilisateur dont le groupe de
stabilisateur S est un sous-groupe commutatif de P,, ne contenant pas —I1°".

On appelle centralisateur de S dans IP,,, noté Cp, (S), le sous-groupe de P,, formé des
opérateurs qui commutent avec tous les éléments de S :

Cr,(S) = {0 €P,

VS €S, 08 = 50}.

Comme S est abélien, onaS C Cp, (S). Les éléments de Cp,(S) sont appelés opéra-
teurs logiques, et ceux de Cp, (S)\ (SU{—I*", +iI®"}) sont appelés opérateurs logiques
non triviaux.

Lemme 5.5.1 (Lemme de nettoyage [24]). Pour un code stabilisateur Q de groupe
stabilisateur S etV un ensemble de qubits du code, il n’existe que deux possibilités :

« Soit il existe un opérateur logique non trivial, c’est-a-dire un élément de Cp,, (S)\S,
dont le support est entierement contenu dans V.

» Soit tout opérateur logique peut étre "nettoyé” sur V', c’est-a-dire qu’il peut étre
transformé, en le multipliant par des générateurs du groupe stabilisateur, en un
opérateur équivalent qui agit trivialement surV .

Nicolas SAUSSAY| These de doctorat | Université de Limoges 120
Licence CC BY-NC-ND 3.0



Chapitre 5 — Borne de Bravyi-Terhal généralisée

Plan de la preuve :

Notre stratégie se base sur une approche géométrique. Nous allons partitionner I'espace
des qubits en petites régions contenant chacune moins de m+/vp p_1(A)(VD+4p) -5
qubits. Puis, nous utiliserons le lemme de nettoyage pour prouver qu’il existe néces-
sairement un opérateur logique non trivial dont le support est entierement contenu dans
I'une de ces régions. La distance minimale du code sera alors limitée par le nombre de
qubits contenus dans cette région.

Plus précisément, nous suivrons les étapes suivantes pour démontrer le théoreme 5.4.1
dans le cas général :

1. Choix de la base de A : Nous commencgons par choisir une base de notre
réseau A qui est optimisée pour le découpage. Il s’agit d’'une base u;,...,up de A
qui une fois orthogonalisée par I'algorithme de Gram-Schmidt, fournira un dernier
vecteur uj}, dont la longueur est maximale.

2. Partitionnement du domaine fondamental : Nous découpons ensuite le
domaine fondamental du réseau correspondant en un nombre pair de tranches
similaires (identiques a translation prés). Ce découpage garantit qu’aucun généra-
teur du groupe stabilisateur respectant la condition de localité ne puisse agir
simultanément sur des qubits de tranches non adjacentes.

3. Application du lemme de nettoyage : Nous appliquons ce lemme a plusieurs
reprises afin de garantir I'existence d’un opérateur logique non trivial dont le sup-
port est entierement contenu dans I'une de ces tranches. La distance minimale
sera alors majorée par le nombre de qubits dans cette tranche.

4. Majoration du nombre de qubits contenu dans une tranche : Nous interpré-
tons ensuite le nombre de qubits dans cette tranche comme le volume d’'une un
ensemble, que nous majorons par \/7p.o_1(A) (VD +4p) - 05

5. Majoration de la distance minimale : En combinant les résultats des étapes
précédentes, nous obtenons la borne annoncée sur la distance minimale :

d< TTL\/VD,D—l(A)(\/B‘|r 4p) - L7
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5.6 Preuve du théoreme 5.4.1

Soient Q un code stabilisateur de longueur n = m/ et A un sous-réseau de Z” de rang
plein et de covolume vol(A) = |ZP /A| = 4.

Dans toute la suite de cette section, nous supposerons que les qubits de Q sont
disposés sur les sommets de Z” /A, avec m qubits par sommet, et qu'il existe un réel
p > 0 tel que le groupe stabilisateur soit engendré par une famille de générateurs
dont le support est contenu dans une boule de Z”/A de rayon p pour la distance
induite par la norme euclidienne. Enfin, nous supposerons que le covolume de A

satisfait : (/P > 8p\/vp.p_1(A).

5.6.1 Construction d’une base du réseau adaptée au découpage

La démonstration du Théoréme 5.4.1 repose sur I'application répétée du lemme de
nettoyage. Pour que ce lemme soit applicable, la premiére étape est de diviser I'espace
des qubits en tranches, de sorte qu’aucun générateur du groupe stabilisateur ne puisse
agir simultanément sur des qubits situés dans des tranches non adjacentes.

La clé pour réaliser ce découpage est de choisir une base particuliére pour notre réseau
A. Lobjectif est de construire une base {uy,...,up} dont le dernier vecteur de Gram-
Schmidt, u},, a une longueur maximale. Ce choix est crucial, car la longueur de uj,
détermine directement I'épaisseur des tranches, qui doit étre suffisamment grande pour
assurer que la condition sur les générateurs du groupe stabilisateur soit satisfaite.

Méme s’il n'est pas toujours possible de compléter une famille libre du réseau en
une base, la base que nous recherchons peut étre construite de cette maniére. Pré-
cisément, la construction de la base se fera a partir d’'une famille de D — 1 vecteurs
uy,...,up_1 € A qui sont linéairement indépendants et qui engendrent un sous-réseau
de covolume minimal parmi tous les sous-réseaux de A derang D — 1.

Le lemme qui suit détaille la construction de cette base particuliére.

Choix de la base

Lemme 5.6.1. /| existe une famille de D — 1 vecteurs linéairement indépendants
{uy,...,up_1} C A qui peut étre complétée en une base de A et qui satisfait la propriété
suivante :

D—-1

0< VOl({ul,...7uD_1}) = 'VD,D—I(A) 0D
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ou:
* vol({uy,...,up_1}) est le covolume du réseau engendré par {u,,...,up_1}.

* /7p.p-1(A) est le minimum des rapports K(VDOE% pris sur tous les sous-réseaux
LcAderang D — 1.

Preuve : Puisque A est inclus dans Z” (par hypothése), 'ensemble V = {vol(L)? | L C
A sous-réseau de rang D — 1} est un sous-ensemble non vide d’entiers naturels non
nuls. Il admet donc un plus petit élément : vol(ILy)? obtenu pour L, un sous-réseau de A
derang D — 1.

Par définition, nous avons donc 0 < vol(Ly) = +/vpp_1(A) - (P~V/P. D'aprés le
théoréme des facteurs invariants présenté dans le Chapitre 3 (voir Théoreme 3.1.4),

il existe {u;,...,up} une base de A et des entiers non nuls ay,...,ap_1 € Z\ {0} tels
que {auy,...,ap_1up_1} forme une base de L,.
Nous allons montrer que la famille {uy,...,up_;} satisfait :

vol({uy,...,up_1}) = vol(ILy) = \/vp.p_1(A) - ¢P~D/P

Notons T, le sous-réseau de A de rang D — 1 engendré par uy,...,up_;. Comme L, est
un Z-module engendré par auy,...,ap_1up_; € T, nous avons la suite d’'inclusions :

L, CTcCZ”

En conséquence, leurs covolumes satisfont : vol(LLy) = [T : Lo - vol(T). Puisque
[T : Lo] = [125" |a:| > 1, alors vol(Ly) > vol(T). Or T étant un sous-réseau A de rang
D — 1, son covolume vérifie également vol(T) > vol(L,) (par minimalité de vol(Ly)).
D’ou vol(Lg) = vol(T). O

Remarque 5.6.1. Outre I'égalité de leurs covolumes, les deux réseaux, I, et T de la
démonstration précédente, sont en réalité égaux. L'égalité provient du fait que nous
avions déja l'inclusion Ly, C T et que les deux réseaux ont méme rang et méme covol-
ume.

Nous allons maintenant examiner les propriétés de la base de Gram-Schmidt associée
a la base {uy,...,up} de A.
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Propriétés de la base de Gram-Schmidt associée :

Etant donné que A C ZP est un réseau de rang plein, sa base {u,...,up} est
également une base de R”. Cela résulte du fait que le déterminant de la matrice
formée par ces vecteurs est non nul :

|det(uy,...,up)| =det(A) = |ZP/A| > 1

La base de Gram-Schmidt associée a {u,,...,up} est une base orthogonale de R”
construite par récurrence :

cuj =uw
. x . i W;4+1 | uf uj
C Ve [LD 1]y = gy - X, e
Pour chaque entier j € [[1, D], les j premiers vecteurs de la base de Gram-Schmidt ont
deux propriétés importantes :

» Lespace vectoriel engendré par les j premiers vecteurs de la base originale,
{uy,...,u,}, estle méme que celui engendre par les j premiers vecteurs orthogo-
nalisés, {uj,...,uj} :

Vectz(uy, . .., u;) = Vectg(uj, ..., uj)

* Le covolume du sous-réseau engendré par les j premiers vecteurs de la base
originale est égal au produit des normes des j premiers vecteurs de la base de
Gram-Schmidt :

j
vol({u, ..., u;}) = [ il
k=1
Cette derniére propriété nous permet d’établir une borne inférieure pour la norme de uj,.

Lemme 5.6.2. ||u},|| > 8p.

1/D

vV ’YD,DA(A)

Preuve : Par hypothése sur /, 'inégalité > 8p est vraie.
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Puisque le covolume ¢ de A vérifie £ = []2, |luf|| = vol({uy, ..., up_1})|lu} || alors :
Ju | !
u fry
b Vol({ul,...,uD_l})
/
= ar construction de .
gl/D
a 7D,D—1(A)
> 8p

O

Maintenant que nous avons démontré que la norme de uj, est supérieure a 8p (ou p
est le parametre de localité) nous pouvons passer a I'étape suivante : le découpage
du domaine fondamental.

5.6.2 Découpage du domaine fondamental

Pour appliquer le lemme de nettoyage, notre stratégie consiste a partitionner I'espace
des qubits, R” /A, en plusieurs tranches. Lespace R” étant pavé par des translatés du
domaine fondamental P(uy, ..., up) du réseau A, il nous suffit de découper ce domaine
fondamental pour obtenir une partition de I'espace des qubits.

Définition des tranches

Nous allons décomposer P(uy,...,up) en u tranches identiques, que nous noterons
T,. Lentier 1, que nous expliciterons dans la section suivante, est un nombre pair dont
la valeur exacte dépend du réseau A et du paramétre de localité p.

Plus précisément, pour ¢ allant de 0 a i — 1, la tranche 7, est définie par :

D—1

T, ={> wi+ Pup|Vi€ [L,D-1],0 <z <1 etg<ap<g+1}
, 2
=1

Lespace RP/A est alors partitionné en p tranches disjointes 7(7,), qui sont les images
des tranches T, par la projection canonique (voir Figure 5.1).
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u

Figure 5.1: Découpage du domaine fondamental en 6 tranches.

Contraintes sur p

La précision de notre borne dépend directement du nombre de tranches p.. Pour obtenir
la meilleure borne possible sur la distance minimale, nous cherchons a minimiser le
nombre de qubits par tranche, ce qui nécessite de maximiser 1, le nombre de tranches.

Cependant, le lemme de nettoyage que nous utilisons pour établir notre borne impose
une contrainte de localité : les tranches doivent étre suffisamment larges pour gqu’aucun
des générateurs du groupe stabilisateur, satisfaisant la condition de localité, ne puisse
agir simultanément sur des qubits situés dans des tranches non adjacentes. Cette
condition interdit de choisir des tranches trop fines, ce qui limite la valeur maximale que
peut prendre .

La prochaine étape de la preuve consiste a choisir I'entier ;. de maniére a ce qu’il
maximise le nombre de tranches tout en respectant cette contrainte de localité.

Construction de 4

Pour définir la valeur de i, nous utilisons la borne que nous avons établie sur la
norme de u}, dans le lemme 5.6.2, a savoir ||ju},|| > 8p. Précisément, p est choisi
de la fagon suivante :

L”‘;—D”j si c’est un entier pair,
=9 ubl -
D
[72~] =1 sinon.
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ou pour z € R, la notation |z| désigne la partie entiére inférieure de z, c’est-a-dire
l'unique entier k € Z telque k <z < k + 1.

Ce choix garantit deux choses :

1. p est un entier pair supérieur ou égal a 4.
2. Lépaisseur (commune) des tranches, \ = ”“l—f” satisfait I'inégalité : 2p < X < 4p.

Le deuxiéme point découle des inégalités : 0 < % —2<pu< % qui impliquent :

2 < lapll _\ _ Jupll-2e
Toon Jupll —4p —

Localité des générateurs du groupe stabilisateur

La construction de nos tranches garantit que leur épaisseur est supérieure ou égale a
2p. Le lemme suivant prouve que cette épaisseur est suffisante pour s’assurer qu’aucun
générateur du groupe stabilisateur, satisfaisant la condition de localité, n’agisse simul-
tanément sur des qubits situés dans des tranches non adjacentes.

Lemme 5.6.3. Si \ > 2p, alors aucun générateur du groupe stabilisateur, satisfaisant la
condition de localité du théoreme 5.4.1, n'agit simultanément sur des qubits de tranches
non adjacentes.

Preuve : Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe © un générateur du
groupe stabilisateur, respectant la condition de localité du théoreme 5.4.1, qui agit
simultanément sur des qubits situés dans deux tranches non adjacentes. Cela signifie
gu’il existe deux indices distincts i et j dans [0, u — 1] tels que :
cl<y—i<u—1
+ O agit simultanément sur des qubits des tranches = (7;) et 7(7;) (qui ne sont ni
confondues ni adjacentes), ou ici = désigne la projection canonique R” — R /A.

Dans R”/A, la distance entre les ensembles 7(Z” N T;) et n(Z"” N T}) est donnée par :
dist(m(Z” N T;), 7(Z” N Ty)) = inf{dist([x], [y]) | ([x], [y]) € 7(Z” N T;) x 7(Z” N T})}

ou [x] et [y] désignent les classes modulo A des vecteurs x et y, et dist la distance
induite par la norme euclidienne introduite dans la proposition 3.1.2 du Chapitre 3.
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Pour aboutir a une contradiction, nous allons montrer que dist(7(Z” N T;), 7(Z” N T}))
est a la fois inférieure ou égale a 2p et strictement supérieure a 2p. Pour y arriver, nous
utiliserons I’hypothése sur O, qui garantit que son support est inclus dans une boule de
rayon p de R” /A, pour la distance dist.

dist(m(ZP N'T;), m(ZP NT;)) < 2p:

Puisque O agit simultanément sur les deux tranches, il existe des points q; € Z” N T;
et q; € Z” NT; tels que les qubits 7(q;) := [q:] et 7(q,) := [q;] appartiennent & son
support. Comme par hypothése, le support de O est inclus dans une boule de rayon p
pour la distance dist, alors dist([q,], [q;]) < 2p. D’oU dist(7(Z” NT;), n(ZP N'Ty)) < 2p.

dist(m(ZP NT;), m(ZP NT})) > 2p :

Puisque les ensembles 7 (Z” NT;) et n(Z” N T}) sont inclus dans 7(Z") = Z” /A, qui

est fini, ils le sont aussi. Par conséquent, la distance entre ces deux ensembles est

atteinte, c’est-a-dire qu'il existe un couple (a,b) € Z” NT; x Z” N T; tel que :
dist(7(Z"” N T;), 7 (Z" N'Ty)) = dist([a], [b])

ou [a] et [b] désignent les classes modulo A de a et b.

D’apres les propriétés de la distance dist, qui ont été rappelées dans la proposition
3.1.2 du Chapitre 3, il existe g € A tels que dist([a], [b]) = |la— (b + g)||.

En utilisant le fait que {u;,...,up} est une base de A et les définitions des tranches T;
et T; de la section 5.6.2, nous obtenons les décompositions suivantes :

»aeT; sécrita= 3" ayu; + “Lup avec ay,...,ap 1 € [0, 1] etap € [i,i + 1
* b eTjsécritb =37 byuy + 2up avec by, ..., bp1 € [0, 1] etbp € [, j + 1]
« gc Asécritg=>"  giuy avec gy € Z

Ce qui se réécrit de la fagon suivante dans la base de Gram-Schmidt associée u7, . . ., uj,

»a=Y" Gy + “2uj, avec Vk € [1,D — 1], ay € Retap € [i,i+ 1
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* b= byuj + 22wy, avec Vk € [1, D — 1], by € R etbp € [, + 1]
« g =Y grul + gpul, avec Yk € [1,D — 1], gr € Ret gp € Z.

En appliquant le théoreme de Pythagore, nous observons que :

ap — (bp + pgp)
2 > 2= 2 b2

la—(b+g = lap — (bp + pgp)|* - A2

Comme X > 2p, pour montrer que dist([a], [b]) = |la — (b + g)|| > 2p il suffit de voir
que l'inégalité |ap — (bp + ngp)| > 1 est vraie pour tous ap € [i,i + 1], bp € [j,5 + 1] et
gp € Z (ou i et j sontdes entierstelsque 1 < j —i < u—1).

Pour gp = 0, nous avons que |ap — (bp + pugp)| = lap —bp| > j — (i + 1) > 1. Pour
gp # 0, on procéde comme suit. D’abord, on remarque que :

lap — (bp + pgp)| = |pgp — (ap — bp)| > | plgp| — lap — bp| |

Ensuite, puisque p|gp| > petque |bp —ap| < j+1—1i < pu— 1, nous obtenons que :

|plgp) = [bp —ap|| > p—(u—1)>1

En conclusion, dist(7(Z” N'T;), n(Z” N T;) ) = dist([a], [b]) > 2p. O

Ce lemme est crucial. Il nous permet d’appliquer le lemme de nettoyage, qui garantira
I'existence d’un opérateur logique non trivial dont le support est confiné a une seule
tranche. Nous en déduirons alors une majoration de la distance minimale du code.

5.6.3 Application du lemme de nettoyage

Maintenant que notre domaine fondamental est découpé en un nombre pair de tranches
et que nous avons la garantie qu’aucun générateur du code stabilisateur, satisfaisant
la condition de localité du théoreme 5.4.1, n’agit simultanément sur des qubits situés
dans des tranches non adjacentes, nous pouvons appliquer le lemme de nettoyage de
Bravyi-Terhal.

Le lemme suivant montre qu’il existe un opérateur logique non trivial dont le support est
entierement contenu dans une tranche (7).
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Lemme 5.6.4. I/ existe un opérateur logique non trivial dont le support est entierement
contenu dans une tranche = (T;). Par conséquent, la distance minimale du code Q est
majorée par le nombre de qubits de cette tranche :

d < mlx(z” N Ty)|

oum est le nombre de qubits par point a coordonnées entieres du domaine fondamental
P(uy,...,up) du réseau A.

Preuve : D’aprés le lemme 5.5.1 (lemme de nettoyage de Bravyi-Terhal), il n’existe que
deux cas possibles.

Soit il existe un opérateur logique non trivial dont le support est entierement inclus dans
une tranche d’indice impair, 7(75;,1). Dans ce cas, la distance minimale du code est
immédiatement bornée par le nombre de qubits de cette tranche : d < m|r(ZP NTy11)|.

Soit tous les opérateurs logiques peuvent étre "nettoyés" sur chaque tranche d’indice
impair. Nous allons montrer que dans ce cas, il existe un opérateur logique non trivial
dont le support est entierement contenu dans une tranche d’indice pair.

Considérons un opérateur logique non trivial ©. Etant donné que le groupe stabilisateur
est engendré par une famille de générateurs satisfaisant la condition de localité du
théoreme 5.4.1 et qu’aucun de ces générateurs n’agit non trivialement sur plusieurs
tranches d’indice impair a la fois, nous pouvons appliquer le lemme de nettoyage de
maniere répétée. Cette application (qui consiste a multiplier O successivement par des
générateurs du groupe stabilisateur de Q agissant non trivialement sur les tranches
d’indice impair) permet d’obtenir un opérateur logique équivalent O, qui agit trivialement
sur toutes les tranches d’indice impair. Cet opérateur s’écrit

@:@0X@2X-"X(§M_2

ou chaque opérateur O,; a son support inclus dans la tranche d’indice pair 7(73;).

Chacun des opérateurs O,; commute avec tous stabilisateurs, et donc est opérateur
logique.

Puisque le groupe stabilisateur S est engendré par une famille de générateurs satis-
faisant la condition de localité du théoréme 5.4.1, il suffit de vérifier que O, commute
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avec ces générateurs pour confirmer qu’il s’agit bien d’un opérateur logique.
Considérons S € S un générateur de S satisfaisant la condition de localité.

« Si S magit pas sur 7(T3,) alors il commute avec O,;, puisque leurs supports sont
disjoints.

« Si § agit sur 7(T3;), notre découpage garantit qu’il n’agit sur aucune autre tranche
d’indice pair. Il commute donc avec tous les autres opérateurs Os;,. Puisqu’il com-
mute également avec O qui est un opérateur logique, il commute nécessairement
avec O.;.

De plus, comme O n’appartient pas au groupe stabilisateur S, au moins 'un des opéra-
teurs O,; n’'appartient pas & ce groupe non plus. En conséquence, il existe un opérateur
logique non trivial dont le support est entierement inclus dans une tranche d’indice pair
7T(T22').

D’ou d < TTL|7T<ZD N TQZ)| O

5.6.4 Majoration du nhombre de qubits par tranche

Pour achever la démonstration du Théoréme 5.4.1, il ne nous reste qu’a majorer le
nombre de qubits contenus dans une tranche = (7). Puisque ce nombre est un multiple
du nombre de points entiers qui sont contenus dans cette tranche, soit |7(Z” N Ty)|, il
nous suffit de majorer ce dernier.

Le lemme suivant nous fournit cette estimation.

Lemme 5.6.5. Pourj € [0, — 1], |7(Z° NT;)| < (A + VD)=

llup [l

Esquisse de la preuve :

La stratégie pour majorer le cardinal de 7(Z” N T}) consiste a l'interpréter comme un
volume, puis a utiliser les outils de la théorie de la mesure pour majorer ce volume.
Voici les trois étapes principales de cette démonstration :
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1. Approximation par le volume : Nous allons montrer que le cardinal de 'ensemble
|m(ZP N'T;)| est égal au volume de I'union des cubes unitaires centrés sur les
points & coordonnées entiéres de tranche = (T;).

2. Inclusion dans une région plus grande : Nous allons trouver un ensemble, noté
7(I"), qui est une version légérement agrandie de la tranche 7 (7;) et qui contient
cette union de cubes. Ainsi, le cardinal de 7(Z” N T;) sera inférieur ou égal au
volume de I'ensemble 7 (T).

3. Calcul du volume : Nous allons calculer le volume de 7(I") et nous montrerons
qu’il est égal a () + v/ D), ce qui nous donnera la majoration finale.

lap I

La figure 5.2 illustre comment la région de la tranche est étendue pour inclure tous les
cubes. Sur celle-ci est représentée (a gauche) la réunion de tous les cubes unitaires
(en gris) centrés en des points a coordonnées entiéres (en noirs) d’'une tranche = (7j).
Un zoom (a droite) met en évidence que cette union peut dépasser légérement la
tranche initiale. Lensemble I" correspondra a une extension de la tranche suffisamment
large pour contenir tout ces cubes.

uq T T
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! ]
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1 1
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! ]
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l"'/, II
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rfle|e e, 1 . (]
! e la 1,12

Figure 5.2: Représentation schématique des trois étapes de la preuve.

Démonstration :

Preuve : Afin d’alléger les notations, dans toute cette démonstration, nous dénoterons
par P le domaine fondamental de A associé a la base {uy,...,up}.
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Etape 1 : Réinterprétation de |7 (Z” N T})|

La restriction & P de la projection canonique = : R? — RP/A est une application
injective. En conséquence, pour T; N Z” qui est inclus dans P (par définition de 7}),
nous avons que |7 (ZP NTj)| = |ZP N T;| < +oo.

Pour x € Z” N T}, notons Cy = {y € R” | |ly — x|~ < 3} le cube unitaire centré en x.

D’une part, les projections de ces cubes dans le quotient sont deux a deux disjointes.
En effet, s'il existe deux éléments x,y € ZP N T} tels que les ensembles 7 (Cy) et
7(Cy) se rencontrent, alors il existe un couple (t, ty) € Cx x Cy tels que n(tx) = 7(ty).
Cela implique en particulier que :

X =y = (tx = ty)lloo < [[x = txlloo + [ty = ¥lloc <1

Comme x, y sont des entiers et que t, —t, € A C ZP alors x —y — (tx — ty) = 0. En
conséquence, 7(x) = w(y). Or, comme x et y appartiennent a 7; C P, alors x =y (par
injectivité de m,,).

D’autre part, pour tout x € Z” N T}, le volume de «(Cy) vaut 1 (pour la mesure de Haar
introduite dans la section 5.3.1). Cela repose sur le fait que le volume de Cy est 1 et que
les ensembles (Cx +g)gca SONt deux & deux disjoints. En effet, si 3t € (Cx+g)N(Cx+h)
ol g et h sont des éléments de A, alorst —g € Cx ett —h € Cy. Comme A C Z”,
g et h sont des entiers. De plus, ils vérifient l'inégalité :

lg —hll=lIx—(t—g) = (x = (t —h))lls < [x = (t = &)llec + I(x = (t —h))[lc <1
Par conséquent, g et h sont égaux.

En utilisant les propriétés de la mesure de Lebesgue (additivité et invariance par
translation), celles du sous-groupe discret A (qui est dénombrable et symétrique) et
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celles de son domaine fondamental (R” = ngA P + g), nous obtenons alors :

M(7(Cy)) = Leb(r!(Cy) N P) = Leb(| J (Cx +8) N'P) = ) Leb(Cx +gNP)

geA geA

= Leb(CxNP —g)
geA

= Leb(CxNP +g)
geA

=Leb(Cy N ([ J P +8))

geA
= Leb(Cx%)
=1

En conséquence, le cardinal de 7(Z” N T;) se réinterpréte comme :

®ZPNT)l= Y 1= ) MEC)=Mx( ] )

X€EZPNT; X€EZPNT; x€EZPNT;

Etape 2 : Construction de =(I') contenant W(UxeszTj Cy)

Notons C' = UXGZDQTJ_ Cx. D’apres la Figure 5.2, 7(C), la projection de 'union de tous
les cubes unitaires centrés en des points entiers de Z” NT}, pourrait ne pas étre entiere-
ment contenue dans la tranche = (7). Toutefois, les parties des cubes qui dépassent se
trouvent a une distance d’au plus ‘/75 d’'un point entier de la tranche.

Afin de majorer le volume de =(C), nous l'incluons dans une version légérement
agrandie de la tranche = (T};), contenant toutes ces parties débordantes.

Notons I' C P, I'ensemble défini par :

D . .
vD vD 1
I'= E xiui]‘v’ieﬂl,D—l]],ngi<let——*+l§xp< m ‘|—j+
— 20 upll - p 20upl

Son image par = contient 7 (C), c’est-a-dire 7(C) C «(I'). En conséquence, son
volume satisfait :

m(ZP NT)] < M(x(C)) < M(n(D))
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Etape 3 : Calcul de volume de =(T")

Comme I" est une région du domaine fondamental P, son volume est égal a celui de
7(T"), sa projection dans le quotient. Autrement dit, M (7 (")) = Leb(I"). Cette égalité se
démontre en utilisant les mémes arguments que ceux utilisés pour le calcul du volume
de 7(Cy). En conséquence, le cardinal de =(Z” N T;) est majoré par le volume de I" :

IT(ZP N T;)| < M(x(C)) < M((T)) = Leb(T)

Pour calculer le volume de T', nous utilisons un changement de variables. Notons
¢ I'application linéaire définie par :

¢:R” - R”

a1

D
— E a;u;
=1

ap

Puisque uy, ..., up est une base du réseau A (et de R en tant qu’espace vectoriel), ¢
est un automorphisme. Son Jacobien est constant et est égal au covolume du réseau :

Vy € RP. | det Jacyd| = | det(uy, ..., up)| = det(A) = vol(A) = ¢
De plus, 'ensemble I" est donné par ¢(U), 'image par ¢ de 'ensemble U/ défini par :

VD \/5+j+1

upl - p 2dlupll

U=10,1"1x| [

Par conséquent, en utilisant le théoreme du changement de variables, nous obtenons
donc :

Leb(F):/ dy:/\det Jacyp| dx = Leb(U)?
) u
D + 1 D '
(B i (DY,
2upl - p 20upll - p
(5 ,1),
bl n

Puisque |lu}|| = Ay, alors |7(ZP N Tj)| < ( VD

gl
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5.6.5 Preuve compléte du théoreme 5.4.1 :

En combinant tous les éléments introduits dans les précédentes sections, nous pouvons
fournir une preuve du théoréme 5.4.1.

Preuve : Soient m > 1 un entier et Q un code stabilisateur de longueur m/ tel qu’il existe
A un sous-réseau de Z” de rang plein dont le covolume est égal a vol(A) = |ZP /A| = 4.

Supposons que chague sommet de Z” /A indexe m qubits et qu’il existe p > 0 tel que
le groupe stabilisateur soit engendré par une famille de générateurs dont le support
est contenu dans une boule de R” /A de rayon p pour la distance dist. Supposons de
plus que (5 > 8p+/vp.p_1(A) Ol yp p_1(A) est la constante auxiliaire introduite dans la
définition 5.3.2 de la D — 1-iéme constante de Rankin.

Alors, avec I'approche de la section 5.6.1, on choisit une base {uy,...,up} du réseau A
de telle sorte que le dernier vecteur de la base de Gram-Schmidt associée, uj,, ait une

. . . v 2 | P : * _ L > .
norme suffisamment grande pour satisfaire I'inégalité : |u|| T 8p
Ensuite, en suivant la méthode de la section 5.6.2 , on découpe R”/A en yu tranches
(7(T3) )icpo,u—17, OU 1 €St un entier pair supérieur ou égal a 4, construit avec la méthode
de la section 5.6.2. Pour ce découpage, I'épaisseur de chaque tranche, A\ = ”“ﬂ—f”
satisfait la condition : 2p < \ < 4p.

D’apres le lemme 5.6.3, ce découpage garantit qu’aucun générateur du groupe stabil-
isateur, respectant la condition de localité, n’agit simultanément de maniere non triviale
sur des qubits situés dans des tranches non adjacentes. Le lemme 5.6.4 assure alors
qu’il existe un opérateur logique non trivial dont le support est entierement contenu dans
une tranche 7(7}), ot j € [0, u — 1]. La distance minimale du code est donc majorée
par le nombre de qubits dans cette tranche : d < m|r(Z” N T})|.

La derniere étape consiste a majorer le nombre de qubits par tranche en utilisant
une approximation par le volume (lemme 5.6.5). Cela nous permet d’obtenir la borne
finale pour la distance minimale d :
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d=m(\+ VD) g
[up |l
SOV (car fup] = )
= M/ VD,D— + KB car [jup| = ——
D,D—1 D ’yD,D_l(A)
< my/vp.p_1(N)(4p + VD) D (Car A < 4p)

O

Le théoréme 5.4.1 s’applique a tout réseau A. Cependant, une connaissance plus fine
de la structure de A permet d’obtenir une borne supérieure plus précise. En particulier,
lorsque A = @7, ZNe; est le réseau cubique engendré par des multiples des vecteurs
de la base canonique (¢;):<i<p de ZP, on retrouve — a un facteur constant prés (en
I'occurrence, 6) — la borne originale de Bravyi et Terhal.

Théoreme 5.6.6. Sous les hypothéses du théoreme 5.4.1, si le réseau sur lequel
est défini le code Q est A = @7, ZN¢;, alors la distance minimale du code satisfait
linégalité :

Amin < m(4p +2) - NP7 < 6m - max(1, p) - NP1

Preuve : Commengons par remarquer que vp p-1(A) = 1.

En effet, puisque A = EBiD:l ZNe;, toute base {u,,...,up} de A est constituée de
vecteurs de la forme u; = Nv; ou v; est un vecteur a coordonnées entieres. Ainsi,
pour toute telle base on a :

vol({uy, ..., up_1})? = N*PDyol(vy,...,vp_q)?
Comme les quantités vol(uy, ..., up_;)? et vol({vy,...,vp_1})? sont deux entiers non

nuls, il en résulte que :

vol(uy,...,up_1)? -

N2(D-1) -

Par conséquent, nous avons donc :

. vol(IL)? ,
Yp.p-1(A) = mm{# |LC Aréseauderang D — 1} > 1
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Réciproquement, on peut exhiber un sous-réseau de A de covolume NP~ Pour
L = @Z,' ZNe¢;, on obtient :
vol(L) NP-!
Yp,p-1(A) < ND1 =1
Ce qui permet donc de conclure de vp p—1(A) = 1.

Prouvons a présent I'inégalité sur la distance minimale.

7 PN T 1
Comme dans la preuve du théoréme, nous distinguons deux cas : selon que vol(A)D =

N < 8p+\/vp.p—1(A) ou non.

Si N = vol(A)% < 8p alors : en appliquant les résultats de la section 5.5.1, on obtient :

Ain < m(4pr/vpp_1(A) +1)- NP' =m(4p+1) - NP

Si N = vol(A)p > 8p alors : on choisit pour base de A les vecteurs u; := Ne; pour tout
i € [1,D]. Le D-iéeme vecteur de la base de Gram-Schmidt associé, uj,, est alors
u}, = Nep et sa norme vérifie ||uj,|| = N > 8p.

En appliquant successivement procédures de découpage et de nettoyage des sections
5.6.2 et 5.6.3, nous prouvons I'existence d’un entier ¢ € N tel que d,.;, < m|ZP” N 'T,|
ou 7T, est une tranche du domaine fondamental définie par :

D—-1

T, ={Y zui+ Pup|Vie[LD-1],0<z, <1 etg<ap<gq+1}
, z
=1

Ng N 1
Dans notre cas, 7, = [0, N[P~* [7‘1 (¢+1)

, ——=| et p est un entier choisi comme dans la
ol
o)

|z X

section 5.6.2, qui vérifie u > | 1.

N

Ainsi la distance minimale satisfait :

N 1 N
din < mlzP 0Ty < myP1((MED) N
It It
N 1 N
< mND1<M — (—q —-1)+ 1) (carxz—1< |z] <x)
I It
N
=mNPH (= +2)
U
Nicolas SAUSSAY| These de doctorat | Université de Limoges 138

Licence CC BY-NC-ND 3.0



Chapitre 5 — Borne de Bravyi-Terhal généralisée

Or puisque > ] — 1> &£ —2 = &0

derniére inégalité découlant de la suite d’équivalence :

, nous obtenons que 7 < 2px < 4p. La

2p~N_4p§4p<:>2p-N§4p(N—4p) (car N > 8p > 0)

<~ 0<2p- (N —8p)
En conclusion, en combinant tous ces résultats nous obtenons alors :
D—-1 N D—-1
i, < MN (—+2) <mN (4p +2)
il
O

Dans la section suivante, nous allons appliquer la borne trouvée dans le théoreme 5.4.1
aux codes 2BGA abéliens. Pour ce faire, nous procéderons en trois étapes :

1. Nous décrirons la construction de ces codes.

2. Nous montrerons comment leurs qubits peuvent étre représentés par paires sur
les sommets d’un quotient Z” /A, de sorte que leurs groupes stabilisateurs soient
engendrés par des générateurs dont le support est inclus dans une boule de rayon
1 de RP/A.

3. Enfin, nous appliquerons le Théoréme 5.4.1 pour établir une borne sur leur
distance minimale.

5.7 Etude de la distance minimale des codes 2BGA
abéliens

Les codes 2BGA abéliens (Abelian Two-Block Group Algebra) sont des codes CSS
construits a partir d’algébres de groupe de groupes abéliens.

Inspirés des codes Bicycle déja connus [11], les codes 2BGA abéliens ont été proposés
par Pryadko et Lin [22], comme une généralisation des codes GB. Alors qu’un code
GB se construit a partir d’'une paire de matrices circulantes, un code 2BGA utilise une
paire de matrices commutantes issues de I'algébre d’'un groupe abélien fini, lequel
n’est pas nécessairement cyclique.
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5.7.1 Présentation des codes 2BGA abéliens

Les codes 2BGA abéliens sont des codes CSS dont la construction repose sur I'algebre
F, |G| d’'un groupe abélien. Dans tout le reste de ce chapitre, G = {g,...,g¢} seraun
groupe abélien fini d’ordre ¢, dont la loi sera notée multiplicativement.

Algébre de groupe : définition et propriétés :

Lensemble FF,[G] est constitué des combinaisons linéaires formelles d’éléments de
G a coefficients dans F, :

FalG] = {> agg| Vg €G, a4 € Fp}

geG

Puisque le groupe G est commutatif, 'ensemble Fy[G] muni de I'addition terme a terme
et du produit de convolution, hérite d’'une structure d’algebre commutative. Le produit

de deux éléments a = (3_ s a49) et b = (3_ 5 byg) est donné par :

a~b:b~a:Z(Z auby)g

geG uweG
uv=g

Remarque 5.7.1. Le produit d’'un élément a de l'algébre par une somme formelle
contenant un unique élément h € G (notée 1h), s’obtient directement en permutant les

coefficients de a :
(1h)-a= Z ap-149 = Zaphp

geG peG

Matrices de permutation associées

A chaque élément, g, du groupe abélien G = {g1, ..., g;}, on associe une matrice de
permutation B(g) de taille ¢ x ¢. Le coefficient en position (¢, j) de cette matrice, B(g); ;,
est égal a 1 si et seulement si I'élément ¢, = gg;.

Exemple 5.7.1. La matrice associée a I'élément neutre e est l'identité, soit B(e) = 1,.

Comme G est commutatif, le produit de deux telles matrices vérifie :

Vg,h € G, B(gh) =B(g9)B(h) = B(h)B(g) = B(hg)
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Par conséquent, pour tout g € G, la matrice B(g) est inversible et son inverse est donné
par B(g)~' =B(g7).

Par extension, tout élément de I'algébre F,[G| peut étre représenté par une matrice.
Poura =} - a,g, la matrice correspondante est A = 3 . a,B(g). Ainsi, deux ma-
trices A et B, associées aux éléments a et b de l'algébre F,[G|, commutent entre
elles : AB = BA.

Construction des codes 2BGA

Soient G un groupe abélien d'ordre ¢ et soienta = > _,a,9 etb =3 _,b,g deux
éléments de I'algébre F,|G|. Un code 2BGA abélien est un code CSS dont les sous-
matrices génératrices Hy et H; sont données par :

Hy=[A|B] e H;=[BT|AT
oUA =73 caB(g9)etB =73 _;bB(g) sontles matrices associées a a et b.

Les parametres de ces codes sont :
* Longueur : n =2/
» Dimension : k = 2¢ — 2rangH x car rang Hx = rang Hz [34].
 Distance minimale : d = dx = d; d’aprés [22].

Généralisation d’autres constructions

Les codes 2BGA généralisent plusieurs classes de codes bien connues :
» Lorsque G est cyclique, on retrouve les codes Bicycle généralisés [11].
» Side plus A = B, on retrouve les codes Bicycle [15].
« Si le groupe G est un produit de deux groupes cycliques, G = Z/rZ x 7./ sZ, la
construction donne les codes Bicycle bivariés [10].

5.7.2 Etude des codes 2BGA abéliens non triviaux

Lobjectif de cette section est de majorer la distance minimale des codes 2BGA abéliens
non triviaux, qui sont ceux pour lesquels chacune des matrices A et B est non nulle.
Pour y parvenir, nous allons appliquer le Théoréme 5.4.1 a ces codes.
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Majoration de la distance minimale des codes 2BGA non triviaux

Théoréme 5.7.1. SoitG = {gi, ..., 9.} un groupe abélien fini d’ordre ¢. On considére
deux elementsa =} ;a,9 etb =% . b,g deF,[G|, de poids respectifsr +1 et s +1,
avecr,s € N.

Considérons un code 2BGA abélien non trivial de longueur n = 2¢, dont les sous-
matrices génératrices binaires sont données parHy = [A | B] etH, = [BT | AT|, ou
A=3 ccaBlg) etB =3 _;b,B(g) possedent respectivementr+1 et s+ 1 éléments
non nuls par ligne.

Alors, la distance minimale du code est bornée par :
d<245(VD+4) 05

ouD =r+s=w-—2 etyp estla constante de Hermite D-dimensionnelle.

Esquisse de la preuve :

La preuve du théoréeme se déroule en plusieurs étapes :

 Simplification de la preuve : Simplification de la preuve : Nous commencgons
par montrer que tout code 2BGA abélien non trivial a la méme distance minimale
qu’un code 2BGA non trivial construit & partir des matrices A = > gec GgB(g) et
B =3 ;bBlg) avec a. = b. = 1, ol ici e désigne I'élément neutre du groupe.
Ainsi, il suffit de prouver la borne uniquement pour ce type de code.

* Représentation des qubits sur un quotient : Ensuite, nous représentons les
qubits de ce nouveau code sur les points d’un quotient de Z” par un réseau A.
Cette représentation est congue de maniere a placer deux qubits sur chaque
sommet, de sorte que le groupe stabilisateur de ce code soit engendré par des
générateurs dont le support est inclus dans une boule de rayon 1 de R?/A.

» Application du théoreme : Aprées avoir vérifié ces conditions, nous appliquons
directement le théoreme 5.4.1. En fixant les paramétres a m = 2 (pour les paires
de qubits par sommet) et p = 1 (pour le rayon des boules), nous obtenons la borne
annoncée pour la distance minimale du code.
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5.7.3 Démonstration du théoreme 5.7.1

Soit G = {g1, ..., 9.} un groupe abélien fini d’ordre ¢, d’élément neutre e.

Considérons Q un code 2BGA abélien non trivial de longueur n = 2/, dont les sous-
matrices génératrices Hy = [A | B] et H; = [BT | AT| sont définies a I'aide des
matrices A = > s a,B(g) et B = > _;b,B(g) ayant respectivement r + 1 et s + 1
éléments non nuls par ligne.

Commencgons par montrer que ce code 2BGA a la méme distance minimale qu’un
code 2BGA non trivial engendré par des matrices A = 3" . d,B(g) et B =3 . b,B(g)
ayant chacune un coefficient 1 en position (e, e).

Premiere simplification : construction du code simplifié

Puisque B(e) est la matrice identité, la présence d’un ’1’ en position (e,e) dans A et
B signifie que leurs éléments dans I'algébre de groupe correspondants, a et b, ont un
coefficient de 1’ pour I'élément neutre, c’est-a-dire :

a=) d,g et b=) byg aveca, =b =1

9€G geG

Le lemme suivant garantit I'existence d’un tel code.
Lemme 5.7.2. I/ existe un code 2BGA abélien non trivial sur G qui a la méme distance
minimale que Q et dont les sous-matrices génératrices Hx = [A | B] et H; = [BT | AT]

sont définies a l'aide de A et B qui ont un ’1’ en position (e, e).

Preuve : La preuve se déroule en deux étapes : la construction des matrices A et B et
la démonstration que les deux codes ont la méme distance minimale.

Etape 1 : Construction de A et B

Partons des éléments a =} _;a,getb =3 b9 de FyG] qui définissent les matri-
ces A et B du code Q. Par hypothése, a et b ont respectivement r+1 et s+ 1 coefficients
non nuls. Nous choisissons donc deux indices g, et g, pour lesquels a,, = b,, = 1.

En multipliant a et b par des sommes formelles composées d’un seul terme, 1g; " et
1g; %, nous définissons les nouveaux éléments a = (1g;') -aetb = (1g;!) - b. D’aprés
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la remarque 5.7.1, leurs expressions sont données par :

a=> agg,'9) et b=> bylg"'9)

9eG geG

Nous pouvons exprimer les matrices associées, A et B, en utilisant les propriétés des
matrices B(-), rappelées en section 5.7.1 :

A= aB(g,'9) =B(g,") (Z agB(g)) =B(g,)A

9eG geG

De méme, nous obtenons : B = B(y, !)B.

Etape 2 : Calcul de la distance minimale

D’aprés les propriétés des codes abéliens 2BGA (voir section 5.7.1), les distances
minimales d et d des codes 2BGA abéliens Q et Q, associés respectivement aux
couples (A,B) et (A,B), sont données par :

d = min{wt(c) | ¢ € ker[A | B]\ Vecty, [BT | AT]}
d = min{wt(c) | ¢ € ker[A | B]\ Vecty, [BT | AT]}

ou Vecty, M désigne I'espace vectoriel engendré par les lignes de la matrice M.
Pour montrer que d et d sont égaux, il nous suffit de montrer qu'’il existe une isométrie
sur IF2* qui induit des bijections entre ker[A | B] et ker[A | B], et entre Vecty,[BT | AT] et
Vecty,[BT | AT].
Lisométrie que nous construisons est I'application linéaire n définie par :

n: F%é — IF%Z

(o)~ ()
v B(gy)v

Puisque les matrices B(g,) et B(g,), sont des matrices de permutation alors n est
un automorphisme qui préserve le poids de Hamming. Son application inverse 1!
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est donnée par :

7]_1 : F%é — IF%E

B -1
u . (9a)" 1
\% B(gy) v
Maintenant, nous allons démontrer que n induit les bijections souhaitées.

Montrons que 7 (ker[A | B]) = ker[A | B] :

On procéde par double inclusion.
Commengons par montrer que 7(ker[A | B]) C ker[A | B.

Soitc = | ] € ker[A | B]. Les matrices B(g,)"! et B(g,)~! commutent avec A et
\%

B (voir section 5.7.1), donc nous avons l'égalité :

AB(g,)u + BB(g,)v = B(g,) 'AB(g,)u +B(g) 'BB(g)v = Au+Bv =0

Donc 7(c) = (ﬁ(ébi‘:) € ker[A | B], ce qui implique 7(ker[A | B]) C ker[A | BJ.

Réciproquement, si ¢ = ( ) € ker[A | B]) alors :

En conclusion : n(ker[A | B]) = ker[A | B].

Montrons que n(Vecty,[BT | AT]) = Vecty [BT | AT

On va également procéder par double inclusion.
Commengons par montrer que 7(Vecty,[BT | AT]) C Vecty,[BT | AT].
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BEi

Soit ¢ € Vecty,[BT | AT]. Nous pouvons écrirec =} ., (A ) ouJ C [1,4] et (&)icp,q

est la base canonique de F5. En vertu des propriétés des matrices construites a partir
d’éléments de F,[G] (voir section 5.7.1), nous avons la suite d’égalités suivante :

7

_ v (Bloa)Be) g (Blon) " Blgn)Blga)Bei ) _ g~ (Blgn) " Blgsga)Bei
" EZJ <B(9”)Aei> EZJ (B(ga)_IB(Qa)B(gb)A@) EZJ <B(ga)_1B(ga9b)Aei>
_ B(g:)~ BB(gs9a)ei
; (B(ga)_lAB(gagb Ez)

Notons ¢ la permutation sur [1, ¢] induite par la matrice de permutation B(g.gs).

B o i It
Comme B(gsga) = B(gags), il sUit que 7(c) = X, (AZ ( >> € Vet [BT | AT).
o(7)

D’ou 7(Vecty,[BT | AT]) C Vecty,[BT | AT].

BEZ‘

Réciproquement, en partant d’'un vecteur ¢ = 3, > (A ) ol J C [1,4], on trouve :

@) =3 B(9a 1)1:361' - (B(ga)‘lﬁ(gb)‘136i> - (BB(QJ 19; 1)@)
7 \Blg, )Ae ) = \B(g) 'Blg.) 'Ae; ) = \AB(g, g, )ei
Comme B(g;'g, ") = B(g, 'g;!) = B(ga95)"", n71(€) se réécrit de la fagon suivante a

B o~ 1(7
o) ¢ Vecty,[BT | AT].

€o=1(3)

Ainsi, 7! (VectL[BT | AT]) C Vecty,[BT | AT]. D'od Vecty,[BT | AT] C 5(Vecty [BT | AT)).

laidede o :n'(¢c) =>4

En conclusion : 5(Vecty,[BT | AT]) = Vecty,[BT | AT]. O

Représentation des qubits :

Grace au lemme 5.7.2, nous pouvons supposer sans perte de généralité que le code
2BGA abélien Q a déja été simplifié. Concretement, cela signifie que I'élément neutre e
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estinclus dans les supports des élémentsa = > - a,getb =} . b,g qui permettent
de définir les matrices A et B. Les supports sont donc de la forme :

* Supp(a) ={g € G |a; #0} ={€,9a1,---,Ga, }
¢ Supp(b) = {g eG | bg 7é 0} = {679517"'7gb.e}'

Pour appliquer le théoreme 5.4.1, nous représentons les qubits du code Q sur les
sommets d’un quotient de Z” par le noyau d’'une application Z-linéaire. Lapplication
considérée se définit a I'aide des supports de a et b de la facon suivante :

Ga, SI1<i<nr,

. . (5.2)
9, , Slr+1<i1<r+s

V.7 o G, eir—>{

ou {¢;}1<i<r+s €St la base canonique de Z 5.

Pour prouver que le groupe stabilisateur est engendré par une famille de générateurs
locaux, nous avons besoin que cette application soit surjective. Cependant, celle-ci
ne I'est pas toujours. Pour que I'application soit surjective, il faudrait que les éléments
du support de a et b engendrent le groupe G.

Deuxieme simplification : assurer la surjectivité de U :

Pour résoudre ce probléme de surjectivité, nous allons montrer que notre code Q a la
méme distance qu’un code 2BGA abélien, noté Qy, qui satisfait les mémes propriétés
que Q. Ce nouveau code est construit sur le sous-groupe, H C G, engendré par les
supports de a et b. En réalisant la construction avec ce sous-groupe plutét qu’avec G,
I'application correspondante Uy : Z""* — H sera surjective.

Plus précisément, nous allons démontrer I'existence d’un code Qy Vérifiant les pro-
priétés suivantes :

* Les supports des éléments a(H) et b(H) de I'algébre F,[H], qui permettent de
construire Qy, ont les mémes tailles que les supports d’origine, a savoir r + 1 et
s+ 1. De plus, ils contiennent tous deux I'élément neutre e.

* Lapplication Wy : Z"t* — H qui envoie les éléments de la base canonique sur
les éléments non nuls (différents de e) des supports de a(H) et b(H), est surjective.
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+ La distance minimale de Qy est identique a celle de Q.
Le lemme ci-dessous assure que nous pouvons réaliser cette simplification.

Lemme 5.7.3. Pour prouver la borne du théoreme 5.7.1, sur la distance minimale du
code Q, on peut supposer sans perte de géenéralité, que V est surjective.

Preuve : Supposons que ¥ ne soit pas surjective. Son image, que nous notons H, est
un sous-groupe propre de G composé de |H| éléments : H = {h4, ..., A}

Construction des matrices Ay et By : Le groupe G s’écrit comme la réunion disjointe
des classes modulo H. Iy a [G : H] > 1 classes et chacune a pour cardinal |H] :

[G:H]
G = HtiH avec t; = e
=1

Pour simplifier la représentation, nous numérotons les éléments de G de maniére
spécifiqgue. Nous ordonnons d’abord les classes consécutivement, puis a l'intérieur
de chaque classe ¢;H, nous ordonnons les éléments en suivant la numérotation des
élements de H, c’est-a-dire ¢, = {t;hy,t;hs, ... ;0w }-

En utilisant cette numérotation, les matrices A et B du code d’origine Q prennent une
forme diagonale par blocs. Les blocs diagonaux de chaque matrice sont identiques.
Nous noterons Ay, ceux de A et By, ceux de B.

Ay 0 --- 0 By 0 --- 0
0 Ay . 0 B

A=| et B= E
T P 0
0 --- 0 Apy 0 --- 0 By

Les matrices Ay et By sont associées aux €léments de I'algébre de groupe ay =
Y onemanh et by = Y7, L b,h. Elles ont chacune un coefficient 1 en position (e, e),
puisque a. = b, = 1.

Surjectivité de ¥y : Par définition, le sous-groupe H est engendré par les éléments non
nuls des supportsde A et B : {ga,, -+ 9a,, Gors---> . }-
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Etant donné que les supports des matrices Ay et By sont les mémes que ceux
des matrices originales, cela garantit la surjectivité de I'application ¥y (associée aux
matrices Ay et By), définie par :

Ga, SI1<i<nr,

\IJHIZT+S—>H, €; > . )
G, SIrT+1<i<r+s

Preuve que d(Qy) = d(Q) : Les noyaux des matrices Hy = [A | B] et
Hy(H) = [Ay | Byl sont liés par la relation :

u;

Vi V;

WGH [ o Hy <= Vie[l,[G:H], (m) € ker Hx (H)

VI[G:H)]

De méme, les espaces vectoriels engendrés par les lignes des matrices H; = [BT | AT]
et H;(H) = [B]; | Af;] sont liés par la relation :

u

Vi V;

U[G:H] € Vecty,(Hy) <= Vi€ [1,[G : H[, (m) € Vecty, Hz(H)

V[G:H]

En combinant ces deux faits,nous arrivons a la conclusion que les distances minimales
dx et dx(H) suivantes sont égales :

» dx = min{wt(c) | ¢ € ker Hx\ Vecty,(Hz)}
* dx(H) = min{wt(cy) | cg € ker Hx (H)\ Vecty,(Hz(H))}

En conséquence, les distances minimales des codes 2BGA abéliens Q (associé a A, B)
et Ou (associé Ay et By), sont égales. O

Le lemme 5.7.3 nous permet de simplifier la preuve du théoréme 5.7.1. Nous pouvons

désormais faire I'hypothése que le groupe G est engendré par les éléments non nuls
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des supports de a et b, SOit {ga,,- -, 9a,, Gbys- - b, }-

Sous cette hypothese, I'application ¥ (voir équation (5.2)) induit un isomorphisme
U1 G — Z**/ker . Cet isomorphisme nous sert a représenter chaque qubit du
code Q (c’est-a-dire les colonnes des matrices Hy et Hy) sur un point du quotient
7"/ ker U. Les supports des stabilisateurs associés aux lignes de ces matrices corre-
spondent alors a des sous-ensembles de ce quotient.

Définition 5.7.1 (Représentation des qubits et stabilisateurs). Pour j € [1,/], on
représente le j-iéme et le (¢ + j)-éme qubit par le point $=1(g;) € Z"+*/ ker ¥ .

De méme, pour chaque i € [1,/], les supports du i-eme stabilisateur en X (noté S;X)
et du i-eme stabilisateur en Z (noté S#) sont représentés par les ensembles de points
correspondants aux qubits de leur support :

Supp SIX = {\I/_l(gj) |] € Hl,g]] tel que (HX)i,j =1ou (HX)Z’,K—i-j = 1} - Zr+s/ker\11
Supp SZ = {U*(g,)|j € [1,4] tel que (Hy);; =1 0u (Hy);pr; =1} CZ+*/ ker ¥

Localité des stabilisateurs S* et S?

Pour appliquer le Théoreme 5.4.1, il faut que le code Q soit géométriquement local.
Autrement dit, chaque stabilisateur en X et Z ne doit agir que sur un ensemble de
qubits voisins dans I'espace quotient Z"** / ker W.

Dans le lemme suivant, nous allons démontrer que le support de chaque stabilisateur
en X et Z, défini plus haut, est contenu dans une boule de rayon 1 de cet espace.

Lemme 5.7.4. Pour la représentation choisie, le code Q est géométriquement local.
Plus précisément, le support de chaque stabilisateur S* et S? est inclus dans une boule
fermée de rayon 1, pour la distance induite par la norme euclidienne sur le quotient
77 ker U,

Preuve : Fixons i € [1,/]. Notons B;(¥~(g;), 1) la boule fermée de centre ¥~1(g;) et
de rayon 1 de I'espace métrique (R""*/ker U, dist) :

B0 (g:),1) = {[x] € R"™*/ker ¥ | dist(¥ " (g), [x]) < 1}
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Localité de S* : Le support du i-eme stabilisateur en X est déterminé par les positions
des coefficients non nuls des i-emes lignes des matrices A et B.

Dans la matrice A, ces positions correspondent a :
{9517 € [0, 0), (Hx)iy = 1} = {95 9, s - 9ar 911
Dans la matrice B, ces positions sont :
{g; 17 € 0.4, (Hx)ier; =1} = {9i 9y, Gir - - 9, 9i}
Notons (ex)1<r<r+s la base canonique de Z" 5.

On sait que ¥~! : G — Z"™/ker U est un isomorphisme de groupe satisfaisant
Uga,) = €n €t V(g ) = €., pour tout couple (m,n) € [1,r] x [1,s]. Ainsi,
puisque le support de S s’écrit :

Supp SlX = {‘I’il(g]‘) | (Hx)m‘ =1lou (HX>i,£+j = 1} C Z”s/ker\lf

on en déduit que :

Supp S; = {7 (g:), O™ (g) — [ea] -, TN (gi) — [eras] } € BT (g0), 1)

Localité de SZ : Le support de SZ, le i-eme stabilisateur en Z, dépend des positions
des coefficients non nuls des i-emes colonnes des matrices B et A.

Dans la matrice B, ces positions sont données par

{9517 €lL,0], (Hz)ij =1} = {9, 90, 95> - 9. 9i}
Dans la matrice A, ces positions sont :

{9517 € L,0], (Hz)ier; =1} = {9, 9ar 9i» - - - » Y. 9i }
On sait que ¥~! : G — Z""/ker U est un isomorphisme de groupe satisfaisant
U1(g,,) = e €t Ul(g, ) = €., pour tout couple (m,n) € [1,7] x [1,s]. Ainsi,

puisque le support de S7 s’écrit

Supp 57 ={¥"'(g;) | (Hz)i; =10u (Hg)jer; =1} CZ*°/ker ¥
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on en déduit que :

Supp SzZ = {\I/_l<gi)’ \Ij_l(gi) + [61]’ R qj_l(gi) + [67"-1-8]} - Bf(qj_l(gi)v 1)

En conclusion, le code Q est géométriquement local et les supports des générateurs
SX et SZ de son groupe stabilisateur sont contenus dans des boules fermées de rayon
1deZ "/ ker V. O

Fin de la preuve du théoréme :

Nous avons a présent tous les outils nécessaires pour appliquer le théoréme 5.4.1.
Nous allons maintenant montrer comment les combiner pour en déduire la majoration
sur la distance minimale des codes 2BGA non triviaux.

Preuve du Théoreme 5.7.1: Considérons un code 2BGA abélien non trivial de longueur
n = 2¢, dont les sous-matrices génératrices sont Hy = [A | B], H; = [BT | AT] ou
A=3" ccaB(g)etB =73 _;bB(g), ontrespectivement r + 1 et s + 1 éléments non
nuls par ligne.

En combinant les lemmes 5.7.2 et 5.7.3, la preuve se simplifie : ils garantissent qu’on
peut, sans perte de généralités, supposer que I'élément neutre e est dans les supports
de A et B et que le groupe G est engendré par leurs supports.

D’aprés les lemmes 5.7.3 et 5.7.4, il existe A un sous-réseau de Z'** (le noyau de
I'application ¥ de I'équation 5.2) tel que :

« Chaque point du quotient Z"*¢/A indexe deux qubits.
» Le code Q est géométriqguement local : son groupe stabilisateur est engendré par
une famille de générateurs dont le support est inclus dans une boule de rayon 1

de ce quotient.

Ces conditions nous permettent d’appliquer le théoreme 5.4.1 avec les paramétres
m = 2 et p = 1. En conséquence, la distance minimale du code Q est majorée par :

D—1
d< 2\/’)/[)(\/ D + 4) (D

ou vp est la constante de Hermite D-dimensionnelle pour D = r + s. O

Nicolas SAUSSAY| These de doctorat | Université de Limoges 152

Licence CC BY-NC-ND 3.0



Chapitre 5 — Borne de Bravyi-Terhal généralisée

Cette borne garantit que la distance minimale des codes 2BGA non triviaux croit de
fagon sous-linéaire avec leur longueur, selon la relation d = O(¢(°~1/P) oli D dépend
du poids des générateurs locaux du groupe stabilisateur. Comme les codes GB sont
une sous-famille des codes 2BGA, le théoréme 5.7.1 s’applique également a eux.

Remarque 5.7.2. Lorsqu’on applique cette borne aux codes GB de longueur 2( et
de poids w, nous obtenons que leur distance minimale est bornée par O(¢(P~Y/P) ot
D = w — 2. Cela constitue une amélioration par rapport a la borne de Pryadko et
Wang [16], qui proposaient d = O(¢{P~Y/P) og D valaitw — 1 en général et D = w — 2
uniquement quand ¢ était un nombre premier.

5.8 Conclusion du chapitre :

Les paramétres des codes stabilisateurs locaux ont été largement étudiés, notamment
par Bravyi et Terhal [24]. lls ont démontré que lorsque les qubits de ces codes sont
placés sur le tore discret (Z/LZ)", de maniére a ce que le groupe stabilisateur soit
engendré par des générateurs dont le support est inclus dans un cube a p” sommets,
la distance minimale croit de facon sous-linéaire avec sa longueur ¢ : d < p¢(P=1/P,

Notre travail généralise ce résultat. Le Théoréme 5.4.1 établit une borne supérieure
sur la distance minimale de tous les codes stabilisateurs dont les qubits peuvent étre
représentés sur un quotient de Z” par un réseau A de rang plein. La distance minimale
d d’'un tel code de longueur ¢ est alors bornée : d < kplP~D/P ol kp = O(D) est défini
explicitement dans le théoreme.

Notre borne est un peu moins précise que celle de Bravyi—Terhal lorsqu’on I'applique
directement au méme réseau, car sa formulation plus générale introduit un facteur
constant supplémentaire. En contrepartie, elle est bien plus adaptable a une grande
variété de réseaux.

En appliquant ce théoréme a la classe des codes 2BGA abéliens de longueur ¢, dont le
code stabilisateur est engendré par des générateurs de poids w, nous obtenons une
nouvelle borne sur leur distance minimale (Théoréme 5.7.1) : d < 2,/7p (VD + 4) -y
ou D = w—2 et vp est la constante de Hermite D-dimensionnelle. Cette borne constitue
une amélioration par rapport au résultat de Pryadko et Wang pour la sous-classe des
codes GB de poids w [16], pour lesquels ils proposaient une borne de d = O(¢(P~1/D)
avec D = w — 1 (ou w — 2 si ¢ est un nombre premier).
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Chapitre 5 — Borne de Bravyi-Terhal généralisée

Plusieurs pistes de recherche découlent de ce travail :

 Affinement de la borne : |l serait intéressant de déterminer des familles de codes
ou des réseaux A spécifiques pour lesquels la borne pourrait étre affinée, offrant
ainsi une estimation plus précise de la distance minimale.

« Implémentation pratique : D’'un point de vue pratique, il serait pertinent d’étudier
I'implémentation de portes quantiques sur les codes 2BGA tels que nous les
avons représentés (voir section 5.7.3), en particulier pour les dimensions D = 2
et D = 3. Cette analyse permettrait d’évaluer les performances de ces codes, et
notamment leur tolérance aux fautes.
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Conclusion générale

Dans cette thése, nous avons exploré comment la représentation géométrique des
qubits influence les performances des codes stabilisateurs locaux. Notre démarche a
consisté a montrer comment I'espace sur lequel les qubits sont représentés et la fagon
dont ils sont positionnés peuvent étre exploités pour construire des codes performants
ou pour évaluer leurs capacités de correction d’erreurs.

Synthése des contributions

Nous avons étudié les codes stabilisateurs locaux dont les qubits sont disposés sur des
quotients de Z” en adoptant deux approches distinctes.

Dans le Chapitre 4, notre démarche est allée du particulier au général. Nous avons
mené une étude approfondie des codes GB(2,2), qui sont des codes locaux en deux
dimensions. En utilisant le formalisme des graphes de Cayley, nous avons établi une
borne inférieure sur leur distance minimale, qui nous a ensuite permis de construire
trois nouvelles familles de codes GB(2,2) aux performances optimales.

En outre, en considérant une relation d’équivalence spécifique qui préserve les struc-
tures CSS, nous avons réalisé deux classifications, chacune portant sur des codes de
poids quatre et de longueur inférieure ou égale a 200 : 'une pour les meilleurs codes
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Chapitre 6 — Conclusion générale

GB(2,2) et 'autre pour les meilleurs codes surface 2D connus.

A l'inverse, dans le chapitre 5, nous avons adopté une perspective plus générale, en
allant du général au particulier. Nous avons élargi le champ d’application de la borne de
Bravyi et Terhal a tous les codes stabilisateurs locaux dont les qubits sont placés sur les
sommets de quotients de Z” par des réseaux arbitraires. Cette approche nous a permis
de montrer que la distance minimale de ces codes a une croissance sous-linéaire
en leur longueur. De plus, en appliquant cette nouvelle borne a la sous-famille des
codes GB, nous avons pu améliorer une borne existante sur leur distance minimale,
démontrant ainsi 'efficacité de notre approche théorique sur des cas concrets.

Perspectives de recherche

Cette thése ouvre de nombreuses pistes de recherche tant théoriques que pratiques
pour la conception de futurs ordinateurs quantiques.

Vers une classification des codes quantiques

Un premier axe de recherche serait de s’intéresser a la classification des codes quan-
tiques, un aspect encore peu exploré. Il serait pertinent d’identifier, pour chaque famille
de codes, les relations d’équivalence qui préservent leurs structures sous-jacentes et
leurs propriétés de correction d’erreurs. Une telle démarche permettrait aux chercheurs
de déterminer si un nouveau code est véritablement inédit ou s’il s’agit d’'une variation
d’'un code déja connu. Cela permettrait de concentrer I'étude et 'optimisation des
performances sur un ensemble plus restreint de codes.

De la théorie a la pratique : 'optimisation des représentations

Un second axe de recherche, davantage orienté vers I'implémentation, consiste a
mieux définir ce qui fait un "bon" code stabilisateur local. En nous appuyant sur notre
approche de représentation des qubits, il serait particulierement pertinent de déterminer
quelles configurations géométriques permettent d'implémenter les portes quantiques
de maniére optimale dans la pratique. La conception de codes stabilisateurs locaux
facilement implémentables pourrait ainsi contribuer au développement de systemes
fiables de correction d’erreurs et a la démocratisation des ordinateurs quantiques.
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Etude de la distance minimale des codes stabilisateurs locaux

Résumé : Cette thése étudie l'influence de I'agencement spatial des qubits sur les perfor-
mances des codes stabilisateurs locaux. Nous montrons en particulier que leur disposition
sur des sommets de R” affecte directement la distance minimale des codes.

Nos contributions se répartissent en deux axes principaux. D’abord, nous avons exclusive-
ment étudié les codes locaux en deux dimensions (D = 2). A partir d’'une borne inférieure sur
la distance minimale que nous avons établie, nous avons construit trois nouvelles familles de
codes Bicycle généralisés (GB) de poids quatre, qui atteignent les meilleures performances
possibles pour des codes surface 2D de méme poids. Nous avons également établi deux
classifications, chacune portant sur des codes de poids quatre et de longueur inférieure ou
€gale a 200 : 'une pour les meilleurs codes GB et 'autre pour les meilleurs codes surface
2D.

Ensuite, nous avons étendu notre étude aux codes locaux en dimension D > 2 quelconque.
Nous avons démontré une borne théorique sur la distance minimale des codes stabilisateurs
locaux définis sur des quotients de Z” par des réseaux. Cette borne, qui élargit le champ
d’application du célebre théoréme de Bravyi—Terhal, nous a permis d’établir que la distance
minimale des codes 2BGA abéliens de poids w croit de maniere sous-linéaire avec leur
longueur, d = O(/P~Y/P) oli D = w—2. Dans le cas particulier des codes GB, qui constituent
une sous-famille des codes 2BGA abéliens, notre résultat affine une borne déja connue,
soulignant ainsi la portée de notre approche théorique.

Mots clés : Codes LDPC quantiques (gLDPC), Codes stabilisateurs locaux, Codes Bi-
cycle généralisés (GB), Codes 2BGA Abéliens, Borne sur la distance minimale, Classi-
fication de codes.



Study of the minimum distance of local stabilizer codes

Abstract: This thesis investigates how the spatial arrangement of qubits influences the
performance of local stabilizer codes. In particular, we show that their placement on vertices
of RP directly affects the minimum distance of these codes.

Our contributions are organized along two main directions. First, we focused exclusively
on local codes in two dimensions (D = 2).

Based on a lower bound on the minimum distance that we established, we constructed three
new families of Generalized Bicycle (GB) codes of weight four, which attain the theoretically
optimal performance for 2D surface codes of the same weight. We also established two
classifications, each concerning codes of weight four and length less than or equal to 200:
one for the best GB codes and the other for the best 2D surface codes.

Second, we extended our study to arbitrary dimensions D > 2. We derived a theoretical bound
on the minimum distance of local stabilizer codes whose qubits are represented on quotients
of ZP by lattices. This bound generalizes and extends the well-known Bravyi—Terhal bound.
As an application, we proved that abelian 2BGA codes of weight w have a minimum distance
that grows sublinearly with their length, d = O(¢(P~Y/P) where D = w — 2. In the particular
case of GB codes, which form a subclass of abelian 2BGA codes, our result sharpens a
previously known bound, thereby highlighting the significance of our theoretical approach.

Keywords: Quantum LPDC codes, Local stabilizer Codes, Generalized Bicycle Codes
(GB), 2BGA Abelian Codes, Upper Bound on the Minimum Distance, Quantum Codes
Classification.
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