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格点QCD组态产生研究
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摘要:  组态是格点QCD计算的基础，本文利用开源软件Chroma产生了一组格点QCD组态，格距为0.105 fm，

体积为  ，π介子质量为 220 MeV，格点上的夸克作用量采用Wilson clover作用量。这组组态可用于

格点QCD中研究核子结构和强子谱等物理问题。

关键词:  格点QCD；强相互作用；chroma；格点QCD组态；π介子

中图分类号:  O571.53           文献标志码:  A           DOI:  10.11804/NuclPhysRev.38.2021022

  

1    引言

强相互作用是自然界存在的四种基本相互作用之一，

其禁闭性质至今仍是未解的世界难题。夸克和胶子通过

强相互作用形成色单态的强子，由于夸克禁闭，人们只

能观测到强子而无法观测到单独的夸克。宇宙中 99%

以上的可见物质都由核子构成，由于强相互作用的复杂

性，人们对核子内部结构所知甚少，核子的一些基本性

质，例如它的质量和自旋的来源，也还不清楚。电子离

子对撞机 (EIC)是研究核子结构的最佳实验手段，目前

国内外都在大力推动EIC的建设，美国已于 2020年批

准 EIC实验 [1−2]，中国电子离子对撞机 (EicC)也正在

推进 [3−4]。从理论上，尤其是从第一性原理来研究核子

结构，对理解强项互作用和夸克禁闭具有重要意义，并

且将为实验研究提供重要理论支撑。

描述强相互作用的基本理论是量子色动力学

(Quantum Chromodynamics, QCD)，由于强相互作用

在禁闭区域是非微扰的，必须用非微扰的方法来研究，

格点QCD是从第一性原理来研究非微扰强相互作用最

重要的方法之一 [5]。它利用大规模数值计算来对QCD

理论进行数值求解。随着近年来计算机技术的高速发展

和相关算法和理论的不断突破，格点QCD在强相互作

用研究中发挥着越来越重要的作用。格点QCD基本思

想是将QCD理论定义在有限大小的离散的欧氏时空中

(如图 1所示)，利用场论的路径积分形式，数值地计算

强相互作用相关物理量。有限的格距和体积分别为量子

场论中的紫外和红外发散提供了自然的截断。通常我们

需要在不同的格距和体积下进行计算，最后取连续极限

和无限体积极限，取极限的过程就是量子场论中的重整

化过程。

在量子场论中，一个体系的所有物理都包含在路径

积分中。离散的四维欧氏空间中QCD理论的路径积

分为

Z =
w
DUDΨ̄DΨ exp

(
− S[U, Ψ̄ , Ψ ]

)
， (1)

U Ψ Ψ̄

S[U, Ψ̄ , Ψ ]

O

其中   ，   和   分别是规范场、夸克场和反夸克场。

 是欧氏空间中离散化的QCD作用量。任意一

个物理量  的值可由下式得到：

⟨O⟩ = 1

Z

w
DUDΨ̄DΨO exp

(
− S[U, Ψ̄ , Ψ ]

)
。 (2)
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图 1    (在线彩图)格点QCD基本方法示意

L a
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格子具有有限大小  和有限格距  ，将QCD拉氏量离散化之

后得到格点QCD拉氏量，夸克场  定义在格点上，胶子场 

在连接相邻格点的连接线上。
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exp
(
−S[U, Ψ, Ψ ]

)
/Z ⟨O⟩

为了计算这个物理量，我们首先用蒙特卡罗方法产

生一组组态，并使这些组态按照密度分布函数

 来分布。这样一来，   的值可以

由对各个组态求平均来得到。

323 × 64 π

产生组态是格点QCD中计算量最大的一部分，也

是整个格点计算的基础。国际上，组态通常由一些大的

格点合作组来完成。中国格点组还没有自己的组态，目

前这项工作刚刚展开，本文的研究目的就是利用开源软

件Chroma[6]产生一组组态，格点上的夸克作用量采用

Wilson Clover作用量，格距约为 0.1 fm，格子大小为

 ，  介子质量约为 250 MeV。具有这样的参数

的组态可以用来研究核子结构和强子谱等物理问题并能

得到有意义的物理结果。

π

下面我们将在第 2节介绍产生组态的算法，即杂化

蒙特卡罗算法 (Hybrid Monte Carlo, HMC)；在第 3节

中介绍具体产生组态的过程；在第 4节中展示用产生的

组态计算的  介子和K介子质量；最后在第5节给出总结。 

2    杂化蒙特卡罗算法

HMC是从杂化算法和分子动力学算法所衍生出来

的一种普遍的产生玻尔兹曼分布的方法。

假设我们需要产生的概率分布为

P [ϕ] ∝ e−S[ϕ]， (3)

S [ϕ] ϕ

ϕx

S [ϕ]

ϕx πx

这里  表示体系的作用量，  表示体系的自由度。自

然界中空气的分子运动和碰撞形成了一种天然的玻尔兹

曼分布。 为了模拟这个过程，我们把  作为所研究体

系的广义坐标，这样  就成了仅依赖于坐标的势能，

再引入与  共轭的广义动量  和体系的动能。于是体

系的哈密顿量可以定义为

H [π, ϕ] =
∑
x

π2
x

2
+ S [ϕ]。 (4)

我们要求体系按照经典的哈密顿正则方程演化：

π̇x ≡ dπx

dτ
= − ∂H[π, ϕ]

∂ϕx

= − ∂S[ϕ]

∂ϕx

，

ϕ̇x ≡ dϕx

dτ
=

∂H[π, ϕ]
∂πx

= πx， (5)

τ这里  是人为引入的一个额外的虚拟时间，称为蒙特卡

罗时间。

从式 (5)可以看出哈密顿量实际上是动能部分和势

能部分之和，因此体系关于坐标和动量的概率分布是完

全独立的，也就是说，只要产生正则分布

e−H = exp

(
−
∑
x

π2
x

2

)
exp

(
− S [ϕ]

)
， (6)

那么它的势能部分就是我们所要的玻尔兹曼分布，它的

动能部分则是可以直接产生的高斯分布。

ϕ(0)

π (δτ/2) ϕ

在详细介绍整个HMC算法过程之前，先简要介绍

这个算法过程中常用到的蛙跳积分方法。 蛙跳积分方

法主要有以下三个步骤，首先利用初始的场变量  

将动量积分半步，然后可以利用刚刚更新到半步的动量

 将场变量  更新一步，最后再利用已经更新的

场变量将动量更新半步。具体过程如下

πx

(δτ
2

)
= πx(0)−

∂S[ϕ(0)]

∂ϕx

· δτ
2
，

ϕx(δτ) = ϕx(0) + πx

(δτ
2

)
· δτ，

πx(δτ) = πx

(δτ
2

)
− ∂S[ϕ(δτ)]

∂ϕx

· δτ
2
， (7)

δτ

Nstep

这里的   是我们给定的一个步长，在实际的计算中，

上述过程会重复进行  次，下面给出的是HMC算法

的具体过程。

ϕx(0)

τ0=Nstepδτ δτ

∆H = H(τ0)−H(0) ∆H < 0

∆H ⩾ 0

r < e−∆H

假设初始的组态为   ，每个径迹的长度为

 ，其中  为步长。(1) 计算每一次哈密顿量

的改变量   ；(2)如果   ，接

收新的组态；(3) 如果  (1)，产生一个在区间 (0，

1)内的均匀分布的随机数 r；(4) 如果  ，接收

新的组态；(5) 否则拒绝接收，重复第一步。

δτ

δτ

δτ ∆H ∝ (δτ)2

δτ

δτ τ0

0.5 ∼ 0.9 δτ

HMC算法最主要的一个特点是对于任意  都满足

细致平衡条件，也就是说，原则上只要迭代次数足够多，

最终一定可以得到所期望的玻尔兹曼分布。HMC算法

的一大优点是帮助我们完全规避了对不同的  进行模

拟然后再外推的繁琐过程，只需要在开始前选择一个合

适的  就可以了。蛙跳积分会导致  ，因此

接受率会当  过大时急剧下降。接受率虽然不会影响

算法的严格性，但是过低的接受率会使在有限的计算时

间内获得的等效的统计独立的组态数目大幅减少，进而

会放大计算过程中的统计误差。HMC算法的另一个优

点是其接受率几乎仅仅依赖于  ，与  的依赖并不敏

感。根据经验，实际计算时一般选择使得接受率在

 左右的  为宜。 

3    组态产生
 

3.1    Chroma介绍

图 2描述的是由美国 USQCD合作组织研发的

  · 130 · 原  子  核  物  理  评  论 第 38 卷  



Chroma软件套件 [7]，该软件系统设计高度便携化，可

以在多种不同的环境里搭建使用。为了实现代码的执行

性和可移植性，不同的软件模块层被创造出来，最上面

一层是应用层，下面三层是支撑库层，分别实现消息通

讯、数据结构定义和基本算法实现的功能。

格点QCD的模拟和测量等计算应用必须建立在不

同的软件模块之上。第一层包括格点QCD消息传递应

用程序接口 (QMP)和格点QCD线性代数应用程序接

口 (QLA)。QMP实现并行机器上处理器之间的通信，

而QLA提供了一个线性代数例程的接口。第二层包括

格点QCD输入输出应用程序接口 (QIO)和格点QCD

数据并行应用程序接口 (QDP和QDP++)。 QIO使用

QMP在单节点系统和并行机器上实现格点数据的输入

和输出。QDP和QDP++的主要特点是可以处理不同

的数据类型，因此其可以根据计算需要创建任意大小和

维度的格子。此外，QMP、QLA和QIO模块可以在构

建应用程序接口时使用。第三层包括几个优化包，

QUDA是基于 CUDA的格点 QCD计算库 [8]，是在

GPU上的软件包，实际计算过程中主要靠它来计算庞

大的费米子矩阵的逆，也是计算中最耗时间的地方，它

可以和应用层的Chroma集成。 

3.2    格点作用量

O(a2)

我们使用的规范场作用量为Symanzik改进作用量，

并使用了 tree-level的 tadpole改进，这种作用量有限格

距的误差是  量级的。夸克作用量使用的是Wilson

clover作用量，这种作用量在Wilson作用量上加入

Sheikholeslami-Wohlert项 [9]:

SSW = cSW
i
4

∑
x,µν

ψ̄ (x)σµνFµν (x)ψ (x)， (8)

cSW

Fµν

cSW=1

其中  是一个依赖于耦合常数的参数，通过调节这个

参数获得物理量的改进。  是格点上规范场场强张量。

如果考虑 tree-level的改进，那么   。在 tadpole

改进下，最终我们在计算中使用的Wilson clover作用

量可写为

S(TI)
f =

∑
xy

ψ̄x

(
D̃W +m0

)
xy
ψy+

i
4u4

0

∑
x,µν

ψ̄ (x)σµνFµν (x)ψ (x)， (9)

u0 D̃W

Uµ(x)

Uµ(x)/u0 u0

这里的参数  是 tadpole改进参数，  与Wilson作用

量中定义的一样，只不过这里的规范场  都换成了

 。  的取值为wilson plaquette的值开四次方，

需要在产生组态的过程进行调节。

m0

DW +m0

π

需要指出的是，Wilson Clover作用在有限格距下

破坏了手征对称性，这会导致一个相加性的夸克质量重

整化。通常 u/d夸克的裸质量   是一个负值，从而

Wilson Dirac算符   可能会出现接近于 0的本

征值，这种情况下在HMC算法中对Dirac算符求逆时

会出现趋于无穷大的值，因此在HMC演化过程中可能

会出现一些“exceptional”的组态。在这些“exceptional”

组态上计算的物理量会出现明显的异常，下面我们计算

 介子和K介子的两点关联函数时观察到了少数几个

“exceptional”组态，在数据分析中去除了这些组态。 

3.3    参数调节

β

mu ms

u0 β

β=6.2

π

u0

u0

格点作用量中的参数包括裸耦合常数  ，u/d夸克

裸质量参数  和 s夸克裸质量参数  ，以及 tadpole改

进参数  。其中  与格距有关，我们采用文献 [10]中的

办法，通过计算Wilson flow来确定格距。为了得到

0.1 fm左右的格距，我们取  。调节 u/d夸克裸质

量参数使   介子质量在 250 MeV左右，s夸克质量通过

K介子质量来调节，使K介子质量在物理的K质量附

近。tadpole改进参数  的值取wilson plaquette的值开

四次方，在组态产生过程中需要不断调整，使得输入的

 值与用产生的组态计算的wilson plaquette开四次方

的值吻合。

我们从任意一个组态开始，用HMC算法对组态进

行更新，得到一个新的组态，然后这样不断进行下去产

生足够多的组态，这些组态最终会满足玻尔兹曼分布，

每更新一次称作一个 trajectory。由于我们是从任意一

个组态开始的，首先需要预热一段时间使组态分布达到

平衡，即达到我们想要的分布，在达到平衡之前的组态

不能用来测量物理量。判断组态是否达到平衡通常可以

通过观察某一个物理量随着蒙特卡罗时间的变化来判断，

在达到平衡之后物理量会稳定在一个值。图 3展示了

wilson plaquette的值随着蒙特卡罗时间的演化，我们

 

QCD data parallel (QDP, QDP++)

QMP
message passing

QLA
linear algebra

QMT
threading

QIO

QUDAQDPQOPMDWF

Chroma

Dslashes

图 2    (在线彩图)软件模块结构
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π

可以看到从一开始Wilson plaquette不断变化，最后在

大约 1000个 trajectory之后稳定在一个值，图中在 tra-

jectory number为 600的时候出现的变化是由于我们在

这里调整了参数所致。由于新的组态都是由上一个组态

得到，相邻的 trajectory一定会存在一定的关联性，我

们需要统计上相互独立的组态，因此，我们需要每隔一

定数量的 trajectory保存一个组态用来测量物理量。我

们的做法是每隔 5个 trajectory保存一个组态，但这只

是一个经验的选择，我们仍然需要通过测量物理量来判

断这些组态之间是否存在自关联。下一节中我们计算 

介子两点关联函数，将通过关联函数的误差分析来判断

自关联性。

mu=−0.279 0

ms=−0.240 0 u0

u0

通过调节之后我们最终取的参数为：  ,

 ，   =0.855 52。 从 产 生 的 组 态 计 算

Wilson plaquette开四次方的值为 0.855 55，只在第五

位小数上与输入的   值有差异，吻合较好。计算

Wilson flow得到的格距为0.105 fm。

323 × 64

在硬件上，格点 QCD产生组态的程序通常需要

GPU加速卡的支持，计算规模和时间与格子体积大小、

夸克质量、夸克作用量以及格距都有关系。本文的计算

工作使用Nvidia V100 GPU卡，对于  大小的格

子，至少需要 16块V100 GPU卡并行，产生一个组态

需要70 min左右。 

π4      介子和K介子质量

π+

dxγ5ux π+

我们知道   的价夸克由一个 u夸克和一个反 d夸

克构成，因此可以用算符  来表示  介子：

π+(x) = dxγ5ux， (10)

这里略写了Dirac指标和色指标。这个算符的厄密共

轭为

(π+(x))† = (dxγ5ux)
† = −uxγ5dx = −π−

x。 (11)

π π
K+(x) = sxγ5ux

π

K介子与   介子类似，将   介子中的反 d夸克换成

反 s夸克即可得到K介子算符：   。下

面我们将以  介子为例说明介子质量的计算过程。

π  介子的关联函数的定义为

Cπ(t, t0)=
⟨
π̃+(t,0)(π̃+(t0,0))

†⟩
=− 1

V3

∑
x,y

⟨
d(t,x)γ5u(t,x)u(t0,y)γ5d(t0,y)

⟩
U,F

=
1

V3

∑
x,y

⟨
Tr[db(t0,y)da(t,x)γ5ua(t,x)×

ub(t0,y)γ5]
⟩
U
， (12)

a b

U F

这里  和  表示色指标。式 (12)的第二行表示对理论的

所有规范场   和所有费米子场   求期望值，第三行是

利用了Wick定理将对费米子场的期望值写成了相应费

米子场的缩并，Tr表示对Dirac旋量指标求迹。这里的

费米子场缩并 (又称夸克传播子)实际上就是理论中费

米子场矩阵的逆。由于费米子矩阵是一个巨大的稀疏矩

阵，因此要完全计算它的逆矩阵在数值上几乎是不可能

的，但是费米子矩阵的逆矩阵的特定矩阵元可以通过数

值方法计算。

A,B,C, · · ·
α a (t,x)

我们把夸克场的所有指标统一记为  , 这

里的A包括了Dirac指标  ，色指标  和时空指标  ，

我们要求的夸克传播子为

ψAψB =
[
M[Uµ]

]−1

A;B
。 (13)

ϕ(B)
A

上述矩阵元可以通过设定点源，然后求解线性方程得到。

定义除了在给定点B之外都等于零的源场  :

ϕ(B)
A = δA;B， (14)

δA;B

ϕ(B)

这里的  表示一系列Kronecker符号的乘积。如果以

 为源求解线性方程

M[Uµ] ·X(B) = ϕ(B)， (15)

X(B)这个线性方程的解  就是我们要求的传播子 [11]

[X(B)]A =
[
M[Uµ]

]−1

A;B
。 (16)

π最为简单的零动量的  介子关联函数经过设源求解

线性方程之后可以用线性方程的解表达为式 (17)的形

式，因此它的数值可以由Monte Carlo计算获得。

Cπ(t, t0) =
1

V3

∑
α,a,x

∑
β,b

⟨ ∣∣∣X(β,b,t0)
α,a,t,x

∣∣∣2 ⟩
U
。 (17)

τ = t− t0 > 0另一方面，假定  ，有
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图 3    (在线彩图)Wilson plaquette 随蒙特卡罗时间的

演化                 
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Cπ(τ) =
1

Z
Tr
[
e−(T−τ)Hπ̃+ (0,0)e−τH [π̃+(0,0)]†

]
=

1

Z

∞∑
n=0

e−(T−τ)En

⟨
Ωn

∣∣π̃+(0,0)e−τH [π̃+(0,0)]†
∣∣Ωn

⟩
，

(18)

|Ωn⟩ , n = 0, 1, · · ·
En

H |Ωn⟩ = En |Ωn⟩ T

|Ωn=0⟩ E0 = 0

0 = E0 < E1 < E2 · · ·

这里的  表示哈密顿量H的一组完备的

能 量 本 征 态 ， 其 能 量 本 征 值 记 为   ， 即

 ，   为格点上时间方向总长度。 我

们约定  。对应于QCD真空并且取  ，同时

假设其余的能量已经按照 n的顺序排列好，即

 。

π对于  介子的关联函数，在两个算符之间再插入一

组完备的基，得到

Cπ(τ) =
1

Z

∞∑
n,m=0

∣∣⟨Ωn

∣∣π̃+(0,0)
∣∣Ωm⟩

∣∣2 e−(T−τ)Ene−τEm。

(19)

n ̸= 0

τ

τ∣∣⟨Ω0

∣∣π̃+(0,0)
∣∣Ω0⟩

∣∣ = 0 n = m = 0

n = 0, m = 1和

n = 1, m = 0

因为所有其他   的态都具有比QCD真空更高的能

量，上式说明所有这些态的贡献无论是沿着正的  方向，

还是沿着负的  方向一定都是指数衰减的。一般而言，

因为  ，所以  的项是没

有贡献的。所以衰减最慢的项是  

 的项，即

Cπ(τ) ≈ 1

Z

∣∣⟨Ω0

∣∣π̃+(0,0)
∣∣Ω1⟩

∣∣2 [e−(T−τ)E1 + e−τE1 ]

≈
∣∣⟨Ω0

∣∣π̃+(0,0)
∣∣Ω1⟩

∣∣2
cosh(TE1/2)

cosh[(T/2− τ)E1]。

(20)

π τ

T/2

Cπ(τ) E1

对于像  介子这样的强子，它的关联函数对于  的依赖

是一个双曲余弦的形式，对称点在时间方向的一半，即

 的地方。我们可以对Monte Carlo数值模拟中计算

得到的  进行拟合从而获得  的中心值及其误差。

在格点QCD中，我们经常构造一个被称为有效质

量的“物理量”，它的具体结构如下：

R(τ) =
Cπ(τ + 1) + Cπ(τ − 1)

2Cπ(τ)
。 (21)

Cπ(τ)

R(τ) τ cosh(E1)

meff(τ)

可以证明，如果  严格具有双曲余弦的形式，那么

这样构造的  应当是一个不依赖于  的常数  。

因此我们可以构造有效质量  如下：

meff(τ) = cosh−1

[
Cπ(τ + 1) + Cπ(τ − 1)

2Cπ(τ)

]
。 (22)

在上一节中我们提到组态之间可能存在自关联，可

N n

N/n n

π
π

τ=10 δCπ(τ=10)/Cπ(τ=10)

π

以通过对样本做bin之后的误差变化来观察是否存在自

关联。假设原有  个样本，对这些样本每  个取平均值，

得到  个新的样本，  就是Bin size。图 4中展示了

 介子的两点关联函数的误差随Bin size的变化趋势，

图中横轴是Bin size，纵轴是  介子两点关联函数在时间

 的误差和信号的比值，即  。

可以看到，随着Bin size的增大，误差一直在增大，直

到Bin size等于 10左右，趋于稳定。这说明我们产生

的组态存在自关联，自关联长度约为 10。因此我们取

Bin size为 10，对原始样本做 bin之后来对   介子的关

联函数进行分析。我们总共产生了 548个组态，bin之

后的样本数为54。
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δC
π /
C

π
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π τ = 10图 4    (在线彩图)  介子两点关联函数在   的误差

随着bin size的变化 

 

π Cπ(τ) cosh

aE=0.117± 0.002

a=0.105 π (220± 3)

(490± 1)

π
π

cosh

图 5是对   介子的关联函数   按照   函数形

式，即式 (20)，进行拟合得到的拟合曲线。拟合得到的

能 量   ， 根 据 上 一 节 定 的 格 距

  fm，得到   介子质量为    MeV。类似

地，对K介子关联函数进行拟合，如图 6所示，得到K

介子质量为   MeV，与物理的K介子质量接近。

在图 7和图 8中分别给出了  介子和K介子的有效质量

图。对有效质量做常数拟合得到的  介子和K介子与用

 函数形式拟合关联函数得到的结果相同。

  
106

105

C
π (τ

)

τ
0 5 10 15 20 25 30

π Cπ(τ) τ图 5    (在线彩图)  介子两点关联函数  随时间  的

函数关系

图中黑色的曲线为拟合的曲线，灰色的band表示误差。  
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5    结论

323 × 64 π

π
π

π
π

本文介绍了利用开源软件Chroma用HMC算法产

生组态的过程。我们产生了一组具有格距 0.105 fm，体

积  ，  介子质量为 220 MeV的组态，格点上夸

克作用量采用Wilson clover作用量。格点计算中的系

统误差主要来自有限格距、有限体积以及非物理的  介

子质量。需要在不同的格距、体积和  介子质量下进行

计算来系统地消除这些误差。我们将来计划产生多组具

有不同格距、体积和  介子质量的组态，尤其是具有物

理的  介子质量的组态。本文中的方法可直接用于将来

的工作。

致谢　感谢广州南方核科学计算中心提供的帮助，本论

文使用的全部计算资源均由其提供。
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Generate Configurations for Lattice QCD Study
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(1. Institute of Quantum Matter, South China Normal University, Guangzhou 510006, China;

2. Institute of Modern Physics, Chinese Academy of Sciences, Lanzhou 730000, China)

323 × 64

Abstract:  Configurations are the basis of lattice QCD calculations. In this paper, we generate a set of configura-
tions with the Wilson clover quark action using the open source software Chroma. The parameters are tuned such
that the lattice spacing is ~0.105 fm, pion mass is ~220 MeV. The volume is    . These configurations will be
used to study nucleon structure and exotic hadronic states in lattice QCD.
Key words:  lattice QCD; strong interactions; chroma; lattice QCD configurations; pion
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