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OZET

KARA DELIKLER, SOLUCAN DELIKLERI VE
TELEPARALEL KUTLE CEKIM KURAMI

DOKTORA TEZI
Mustafa SALTI

DICLE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
FiZIK ANABILIM DALI

2012

Bu ¢alismada, teleparalel kiitle-gekim kuramin Hamilton yaklagimi kullanilarak genel,
duragan olmayan ve donen kiiresel simetrik bir uzay-zaman modeline eslik eden kiitle-gekimsel
enerji dagilimi aragtirtlmigtir. Genel ¢izgi elemani kara delikler ve solucan delikleri gibi birgok
0zel uzay-zaman metrigini icermektedir. Gerekli hesaplamalari yaptiktan sonra birkag 6zel
durum goz Oniline alinmistir. Sonrasinda ise elde edilen sonuglar genel gorelilikte elde edilen
hesaplamalarla karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kara Delikler, Solucan Delikleri, izafiyet kurami, Teleparalel Kuram,
Enerji dagilimu.



ABSTRACT

BLACKHOLES, WORMHOLES AND
TELEPARALEL GRAVITATION THEORY

PhD THESIS
Mustafa SALTI

DEPARTMENT OF PHYSICS
INSTITUTE OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
UNIVERSITY OF DICLE

2012

In the present work, we investigate gravitational energy associated with a general, non-
static and rotating spherical symmetric space-time model using Hamilton approach in
teleparallel gravity. The general model includes many specific space-time metrics such as
Blackholes and Wormholes. After performing required calculations, we consider several
specific cases. Next, we compare our results with those obtained by using general relativity.

Keywords: Blackholes, Wormholes, Relativity, Teleparallel Gravity, Energy Distribution.
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1.GIRIS

“Bilim gidebildigi kadar ilerlediginde, aklin dogaya vermesi gerektiginden
fazlasii dogadan aldigini anladik. Bilinmeyenin kiyilarinda acayip ayak izleri bulduk.
Bu ayak izlerinin kékenini aciklayabilmek icin birbiri ardi sira saglam teoriler kurduk.

Ve sonunda bu ayak izini birakan canliyr bulduk. O da ne? Bu iz bize ait! -Arthur Eddington-

(www.eksisozluk.com)”’

Fizikteki bilimsel aragtirmalarin amaci temel olarak doga olaylarini anlamaya
caligarak onlardan yararlanmaktir. Tarih boyunca dogadaki olaylar ile ilgili olarak

bir¢ok problem tiiretilmistir, en 6nemli problemlerden bir tanesi de kiitle-¢cekimidir.

Newton kuraminda tiim maddeler birbirlerini ¢eker!

-7

Sekil 1.1. Aralarinda r mesafesi bulunan farkli kiitlelere sahip iki cisim

Aralarinda r mesafesi bulunan m ve M Xkiitleli iki cismin birbirlerine uyguladiklar

meshur (¢ekici etkiye sahip) kuvvet ifadesi biiyiikliik olarak

__ GMm

r2

F (1.1)

bi¢iminde tanimlanmaktadir (G Newton’un kiitle-cekim sabitidir). Kiitle ¢ekimi ¢ok
zayiftir bu nedenle de G sabitinin degeri ¢ok kii¢iiktiir. Newton’un kiitle-cekim yasasi

iki 6nemli noktay1 vurgulamaktadir:

- Kepler’in gezegenlerin hareketi ile ilgili ortaya attig1 fikirlerin matematiksel
ifadesini tanimlar, eksik kistm olan kuramsal agiklama ise kiitle-gekimi ile

tamamlandi.
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- Gezegenlerin dairesel yoriingeler yerine eliptik yoriingelerde hareket ettiklerini

kesin bir sekilde ortaya koyar.

Sekil 1.2. Kiitle-¢ekimi etkisiyle eliptik yoriingede dolanan nesne

Gorildigi gibi Newton’un yazdig1 kuvvet ifadesi ters kare yasasina uymaktadir
yani kuvvetin biiylikliigli cisimlerin arasindaki mesafenin karesiyle ters orantilidir. Bu
bicimiyle zit yliklere sahip iki cisim arasindaki elektriksel kuvvete benzemektedir, fakat
ayn1 degildir. Kiitle-cekim kuvveti adinda da anlasildig1 gibi her zaman ¢ekici etkiye
sahiptir. Aslinda Newton’un kuraminin 6nemi de buradan gelir: Tek bir kuram ile
birkag olguyu agiklayabilmis yani farkli problemleri birlestirebilmeyi basarmistir.
Newton kuramini ortaya atarken kendisinden dnceki bilim insanlarmin da kabul ettigi
uzay ve zamanin birbirinden farkli ve degismez olgular oldugu varsayimini dogru kabul
etmistir. Bu iki farkli olguyu birlestiren kuram ise zamani geldiginde Einstein tarafindan

ortaya atilmistir: “Ozel Gorelilik Kurami”.

Einstein 1905 yilinda yayinlanan “On the electrodynamics of moving bodies”
baslikli makalesinde ortaya attigi Ozel Goérelilik Kurami (Special Relativity) ile
birbirlerine gore sabit hizla hareket eden eylemsiz iki gézlem ¢ergevesi arasindaki olay1

yorumlamustir. Ozel gorelik kurami iki temel prensibe dayanir (Einstein 1905):

o Gorelilik prensibi: sabit hizla ilerleyen bir eylemsiz ¢ercevesinde hareket
eden nesneler icin de fizik yasalar1 degismez!

o Isik hiz1 prensibi: tiim gozlemciler i¢in 15181n hiz1 aynidir!



MUSTAFA SALTI

Einstein’in bu teorisi uzay ve zaman arasinda temel bir baglant1 kurmus uzay ve zamani
birlestirmistir. Zaman olgusu artik ii¢ boyutlu Oklid uzaymin bir parametresi degil o da
bir boyuttur! Bu kurama gére evrenimiz; Asagi-Yukari, Sag-Sol ve lleri-Geri olmak
tizere {i¢ tane uzay boyutundan ve bir tane de zaman boyutundan olusmakta olup (3+1)-

boyutlu siireklilige sahiptir.

Fiziksel evren artik ti¢ boyutlu Euclid uzayindan degil (3+1)-boyutlu Minkowski
uzay-zamamndan olusmaktadir. Ozel gérelilik sadece uzay-zamani birlestirmekle
kalmamis ayn1 zamanda fizik tarihindeki en 6nemli basamaklardan birisi olan enerji ile

kiitlenin birlestirilmesini saglamistir. Bu olay,
E? = m?c* + p?c? (1.2)

denklemi ile tanimlanmaktadir. Bu denklemde kinetik enerjiye sahip cisimler yani
belirli bir hizla hareket eden cisimler betimlenmektedir. Eger cisim hareketsiz olsaydi
(durgun kiitleli bir cisim) s6z konusu yukaridaki denklem literatiirde ¢ok iyi bilinen

meshur
E = mc? (1.3)

denklemine indirgenir.

T
Wt | }s
C;’& 3
Sekil 1.3. “Enerji kiitledir, kiitle de enerji!” (Bassett ve Edney 2010)

Ozel gorelik adindan da anlasilacag: iizere 6zel bir durumu betimlemektedir,
dogrusal bir ydriingede sabit hizli hareket s6z konusu oldugunda gecerlidir. ivmeli ya da
egri bir yorlingedeki hareketleri tartismak istedigimizde 6zel gorelilik kurami artik
yetersiz kalmaktadir. Einstein 1915 yilindaki hazirladigi “Explanation of the Perihelion

Motion of Mercury from General Relativity Theory” baslikli ¢alismasiyla 6zel gorelilik
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kuramini genisleterek eylemli ¢ergeveler icinde gecerli olan Genel Gorelilik Kurami’ni
(General Relativity) yaymlatmistir. Newton’un klasik fizik kuraminda kiitle-¢ekim
alanin1 anlamak i¢in kullanilan kuvvetler ve alanlarin yerini Einstein’in genel gorelilik

kuraminda dort boyutlu uzay-zaman egriligi almaktadir.

Evrenimizi anlamaya yonelik en onemli adimlardan birisi Kiitle-Cekim
Problemi seriiveni Newton’un Klasik fizik kuramiyla baslamis, 1905°te Ozel Gorelilik,
1915’te Genel Gorelilik, 1922’de de Einstein-Cartan Kuramlar1 ile devam etmistir.
Kozmolojide artik bir¢ok 6nemli soruya cevap bulunmustur fakat bu cevaplar bizi baska

yeni énemli problemlere siiriiklemistir.

Genel gorelik kuraminin temelinde
1
Ry, — EguvR = kT, (1.4)

denklemi yer tutmaktadir. Bu denklemin sol tarafi evrenin (Uzay-zamanin) geometrik
yapisini betimlerken, sag tarafi ise evrendeki enerji-madde dagilimi hakkinda bilgi
vermektedir (burada artik evrenin geometrisi ile enerji-madde dagilimindan
birlestirildigine dikkat edilmelidir). Genel gorelilik kuramina gore fiziksel evren (3+1)-
boyutlu Riemann geometrisine sahiptir (Einstein 1915). Uzay-zaman siirekliligi zaten
Ozel gorelilik kuraminda ortaya atilmisti, buna ek olarak Einstein genel gorelilik
kuramiyla kiitle-cekim kavramint uzay-zamanin biikiilmesinden yola c¢ikarak

tanimlamistir.

Uzay Zaman Enerji Madde
2

00

@ Oa

Zaman

Ozel GﬁreliliN

&

Zaman=, Madde

®

@/

/ Enerji-Kitle

Egdegerligi

Genel Gorelilik

Sekil 1.4. Ozel Gorelilik’ten Genel Gérelilige (http://abyss.uoregon.edu)
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Newton’a ilham veren ve bir “EIma” ile baslayan Einstein’in izafiyet (gorelilik)

kuramiyla devam eden en oOnemli fizik seriivenlerinden birisi olan “Kiitle-cekim

problemi” giiniimiizde hala giincelligini korumaktadir.

;
KLASIK FiziK Genel Gorelilik . ..

\
——

Sekil 1.5. Kiitle ¢ekimi: diiz uzay-zamandan egri uzay-zamana

1915 yilinda ortaya atilan Genel Gorelilik Kurami1 o doneme gore ¢ok Oonemli

inanilmaz Ongoriiler ortaya atmustir. Bu ongoriilerden bazilar1 (Baez ve Bunn 2006)

sunlardir:

Kiitle uzayr biiktiigii gibi zaman1 da biikmektedir. Eger kiitle evreni
biikiiyorsa bundan zaman da etkilenmeli ve daha yavas akmalidir.

Isik 1sinlarmin evrende izledigi yollar Gilinese yaklastikga egrilir. Kiitlesi
olan nesneler uzay-zamani biikiiyorsa, Glinesin yakinindan gegerek gelen
uzaktaki gok cisimlerinin 151k 1ginlar1 biikiilerek gelmelidir. Bu egrilik,
Gilines ¢ektigi ic¢in degil uzay-zaman egri oldugu i¢in meydana
gelmektedir.

Kiitle yogunlugu ¢ok ¢ok fazla olan gok cisimleri evreni dylesine egebilir
ki uzay-zaman kendi igine ¢oker. Isik bile uzay-zamanin bu egriliginden
kacamaz.

Kiitlesi ¢ok fazla olan cisimlerin ani hareketleri evrende ani degisimlere
ve egrilikten ileri gelen dalgalara (kiitle-¢ekimsel ya da literatiirde bilinen
diger adiyla gravitasyonel dalgalar) sebebiyet verebilir.

Kiitle uzay-zamaninin kendisine yakin olan kisimlarini biikiiyorsa, bu
kiitlenin yakindaki egri bolgeden gecen 151k, gdk cismini uzaginda olan

ve biikiilmeyen kisimdan gecen 1518a gore daha fazla yol almig olmalidir.
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Sekil 1.6. Nesneler uzay-zamana nasil biikiilecegini, uzay-zamanda nesnelere nasil
hareket edecegini soyler (http://www.astronomynotes.com)

Bazilarindan kisaca bahsettigimiz genel gorelilik kuraminim Ongoriilerinin
neredeyse tamami giiniimiize kadar (1916’dan bu yana) defalarca test edilmistir.
Einstein’in genel gorelilik kiitle-cekim kuraminin matematiksel olarak formiillestirildigi

son bi¢imi sinanabilir ii¢ temel kilit noktaya sahiptir:

o  Merkiir gezegenin yériingesinin Perihel (Giinberi) noktasindaki kayma: Diger
gezegenlerden kaynaklanan etkiler de g6z Oniine alinsa Merkiir gezegeni
Newton Kiitle-¢cekim etkileri ile agiklanamayan bir hareket gerceklestirmektedir.
Einstein’1n kurami1 bu kayma olayin1 olaganiistii bir sekilde ongérmektedir.

o [sik isinlarimin izledigi egri yollar: Arthur Eddington’in onciiliigiinde 1919°daki
Giines tutulmasi olayini gézlemlemek amaciyla gergeklestirilen {inlii seyahatin
nedenidir. 29 Mayis 1919 tarihli Bat1 Afrika’daki tutulma gozlemleri Einstein’in
ongoriilerini dogrulayan sonuglar vermistir.

o Kiitle-gekimi etkisinde zaman daha yavas ilerler: Yani zeminde bulunan bir saat
daha yiiksek bir konumda bulunan bir saate gore daha yavas ¢alismalidir. Bu
etki de c¢ok hassas atom saatleri ile deneysel olarak o6l¢iilmiis, Ongorii

dogrulanmistir.
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Sekil 1.7. Genel Gorelilik Kuramini kanitlayan Arthur Eddington tarafindan ¢ekilen tutulma
fotografinin negatifi

Gozlemlerle dogrulanan diger bazi dngoriiler sunlardir:

o Hig 151k vermeyen, etrafindaki 151k dahil her seyi icine ¢ekecek kadar
yogun kiitleye sahip cisimlerin varligt goézlemlenmistir. Bunlar
giiniimiizde Karadelik olarak bilinirler (Karadelikler bu tez ¢alismasinda
onemli yer tutmaktadir).

o Oldukea hassas jiroskoplara sahip LEGOS® ve LEGOS® (Laboratoire
d'Etudes en Géophysique et Océanographie Spatiales) uydularimin
yaptig1 Ol¢iimler (yaklasik 11 yil slirmiistiir) diinyanin etrafindaki uzay-
zaman siiriikledigi sonucunu elde etmistir.

o Giinesin arkasma gecen VIKING uzay araglarindan gelen sinyallerin
olmasi gerekenden daha uzun siirede gezegenimize ulagsmasi Glines’in

etrafindaki uzay-zamani biikmiis oldugunu gdstermistir.



1.GIRIS

o Birbiri etrafinda donen cisimler kiitle-cekim dalgalari halinde enerji
yayarlar. Russell A. Hulse ve Joseph H. Taylor Jr. 1993 yilinda ikiz
yildizlarin spiral hareketinden kaynaklanan kiitle-¢cekim dalgalarinin

olusumunu gozleyerek Nobel 6diilii kazanmislardir.

Genel Gorelilik kuramindaki 6nemli problemlerden bir digeri ise kozmolojik
sabit problemidir. Einstein genel gorelilik kuramini formiile ederken (evrenin duragan
bir yapida olduguna inaniyordu) yazdigi temel denklemin genisleyen evren ¢oziimleri
verdigini gormiistic ve bu durum da kendisinin inandigi sabit evren modeline ters
diismekteydi. Bu sebeple Einstein denklemi olarak bilinen ifadeye elle bir terim
(kozmolojik sabit) daha eklemistir:

Ruy = > GuwR + Mgy = KTy, . (A: kozmolojik sabit) (1.5)

Amerikali bilim insan1 Edwin Powell Hubble (1929'da yaptigi gézlemler sonucunda)
uzaktaki gokadalarin yaydigi 1s18in kizila kaymasindan gokadalarin Diinya'dan

uzaklagsmakta olduklari sonucunu ortaya koymustur. Yani evren geniglemekteydi!

Einstein temel bir nedenden kaynaklanmadan ilave ettigi terim olan kozmolojik
sabit i¢cin “Hayatimda yaptigim en biiyiik hata!” demistir. Fakat son zamanlardaki bazi
caligmalar, Einstein’in kozmolojik sabitinin bir hata olmaya bileyecegini, hatta evreni
anlayabilmenin bu terimin varlig1 ile miimkiin olabilecegini gdstermektedir.

Aslinda genel gorelilik kuramin1 ¢alismadan da bazi kozmoloji problemlerini
Newton kuramini kullanarak kismen tartismak miimkiindir. Mesela evrenin
genislemesini tanimlayan ve kozmolojideki en oOnemli denklemlerden biri olan
Friedmann denklemi Newton’un kiitle-gekim kuramindan da elde edilebilmektedir.
Bunun i¢in bir test parcacigini referans alarak kiitle-gcekimsel potansiyel enerjiyi ve
kinetik enerjiyi yazdiktan sonra enerji korunumunu kullanmak yetmektedir. Bu

denklemi Einstein denklemlerinden de tiiretilebilmek miimkiindiir.

Peki, evrenin geniglemesi ne anlama gelmektedir? Bu soruya cevap bulmak igin

ne anlama gelmedigiyle baslayalim (Liddle 2003):

- Viicudumuzun zamanla genisleyecegi anlamina gelmez,

- Diinyanin y0riingesinin zamanla gilinesten uzaklastig1 anlamina gelmez,
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- Hatta galaksimizdeki yildizlar arasi mesafelerin zaman gectikce daha da

genisledigi anlamina da gelmez.

Fakat uzak galaksilerin birbirlerinden uzaklastigi anlamina gelir! Aslinda fark bir
nesnenin hareketinin homojen bir madde dagilimindan ileri gelen toplam kiitle-cekim
etkisiyle belirlenip belirlenmemesinden ileri gelmektedir. Mesela viicudumuzdaki
atomlar birbirlerine giicli kimyasal baglarla baghdir, kiitle-cekim kuvveti burada
atomlar1 birbirinden ayirabilecek biliyiikliikte onemli bir etkiye sahip degildir. Bu
nedenle molekiiler yapilar genislemeden etkilenmezler. Benzer olarak diinyamizin
yoriingesi ise Giinesin ¢ekim etkisi altindadir (cok az da olsa diger gezegenlerin de
etkileri vardir), galaksimizdeki yildizlarda kendilerinin olusturdugu kiitle-cekim
etkilerinden kaynaklanan yoriingelerde dolanirlar (Liddle 2003). Buradaki ortak nokta
homojen ve es-yonlii bir yapinin olmamasidir, fakat yeterince biiyiik Olceklere
ciktigimizda evren kabul edilebilir bir oranda homojen ve es-yonlii bir yapida
oldugundan galaksilerin birbirlerinden uzaklagmakta oldugu goriilmektedir (Liddle

2003). Bu uzaklasma olayini betimleyen denklem olan Friedmann denklemi:
a\? _ 8nG K
) =%r-= (L6)

bigimindedir. Bu denklemdeki k uzay koordinatlarina ve zamana bagli olarak
degismeyen bir sabittir. Burada karsimiza ¢ikan bu sabit aslinda siradan bir sabit
degildir, bize evrenin geometrisi (egriligi) hakkinda bilgi vermektedir. “k=0" Oklid

diiz evreni, “k>0" Kiiresel evren ve “k<0" ise hiperbolik evren tipini betimler.

Friedmann denklemi Newton kuramindan elde edildiginde k sabiti pargacik
basina enerjiyi tanimlarken, genel gorelilikten elde edilen denklemdeki k degeri bize
uzayin egriliginin Olgiisiinii vermektedir. Genel gorelilik kuramindan Once evrenin

geometrisinin Euclidean yani diiz olduguna inaniliyordu. Euclidean geometriye gore:

- Dogru; iki nokta arasindaki en kisa mesafe olarak tanimlanir,

- Paralel iki dogru arasindaki mesafe her zaman ayni kalir, yani bu dogrular
bir yerde birlesmezler,

- Birliggenin i¢ agilar1 toplami 180 derecedir,

- Ryarigapl bir gemberin gevresi 2zR’dir.
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I¢c Acilar Cevre=2nR
Toplami=180°

Sekil 1.8. Euclid geometrisi (diiz evren) hakkinda

Bu ozellikleri saglayan bir evren “Diiz Evren” olarak bilinmektedir. 19. yiizyila
gelindiginde Riemann kendi adiyla bilinen geometriyi ortaya atarak, Euclid tarafindan
ortaya atilmis olan yukaridaki temel aksiyomlarin aslinda bir se¢imden ibaret oldugunu
genel olmadiklarini yani bagka birinin daha farkli segimler yapabilecegini gostermistir.
Riemann’in ortaya attigi bu yeni geometri daha sonra Einstein’in genel gorelilik
kuraminin temelini olusturacaktir. Euclidean olmayan geometri tiirlerinden biri kiiresel

olandir. Kiuresel bir evrende:

- Yanyana baslayan iki dogru arasindaki mesafe her zaman ayn1 kalmaz,
- Bir liggenin i¢ agilar1 toplam1 180 dereceden biiytiktiir,
- R yaricapl bir gemberin ¢evresi 2zR’den kiigtiktiir.

Eger boyle bir evrende yasasaydik (diinyanin ylizeyi gibi), bu simiri olmayan ancak
sonlu boyutlu bir evren anlamina gelirdi. Boyle bir evrende diiz bir ¢izgi boyunca
hareket etmeye baslarsaniz eninde sonunda tekrar basladiginiz noktaya gelirsiniz,
sonsuza kadar uzaklagamazsiniz. Yani evren kapalidir! Boyle bir geometri Friedmann
denkleminde k’nin pozitif degerine karsilik gelmektedir. k’ya egrilik terimi denmesinin
sebebi budur.

>180°

Sekil 1.9. Kiiresel geometri (kiiresel simetrik evren) hakkinda
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Diger bir geometri bicimi ise hiperboliktik ve negatif k degeri se¢iminde
gecerlidir. Bu evrende paralel iki ¢izgi higbir zaman birlesmezler ancak aralarindaki
mesafe yine de hep ayni kalmaz, bazen azalir bazen de artar. Bunun disinda hiperbolik

bir evrende;

- Biriiggenin i¢ agilar1 toplami 180 dereceden kiiciiktiir,

- R yarigapl bir cemberin ¢evresi 2zR’den biiytiktiir.

Tipki diiz evrende oldugu gibi bu geometrik yapidaki evrenlerde sonsuz genisliktedir ve
bir dogru boyunca hareket ederseniz tekrar basladiginiz noktaya ulasma gibi bir durum

s0z konusu degildir. Literatiirde bu evren tipi “A¢ik Evren” olarak bilinir.

C N

Sekil 1.10. Hiperbolik geometri (hiperbolik simetriye sahip evren) hakkinda

Ozetlemek gerekirse sdyle bir ¢izelge olusturmak miimkiindiir:

Cizelge 1.1. Evren geometri tipleri ve 6zellikleri (Liddle 2003)

Egrilik Geometri Evren Tipi Usgenin Iy Agilar R yaricaph bir
Toplam c¢emberin ¢evresi
k<0 Hiperbolik Agik <180° >27R
k=0 Oklidyen Diiz =180° =27R
k>0 Kiiresel Kapali >180° <2nR

Her tig tipte de biiylik patlamadan bu yana beri evren genislemektedir. Acaba
gelecekte evrenin yapisi nasil olacak? Genislemeye devam edecek mi? Yoksa biiyiik
patlamanin aksine gelecekte bir de biiyiik ¢okiisii mii yasayacak evrenimiz? Kendimize
bu sorular1 sordugumuzda olasi cevaplari bize yine egrilik diye adlandirdigimiz k sabiti

vermektedir.
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Uzaklik ?

k=1
Kapali Evren

>

\_Y_} Su andaki Zaman
zaman

Biiyiik
Patlama

Sekil 1.11. Evrenin gelecegi ve egrilik parametresi

Sekilden de anlasilacagi lizere giiniimiizde her {i¢ model ayn1 noktada birlesmektedir,
sorun gelecekte bizi neyin beklediginden ileri gelmektedir. Aslinda tiim Ongoriiler
bunlardan ibaret degildir, evrenin biiylik patlama ve biiyiik ¢okiis olaylarin1 daha 6ncede

yasadigini1 ve bu durumun periyodik bir siire¢ oldugu da diistiniilmektedir (Liddle 2003).

Buraya kadar olan kisimda genel gorelilik kurami ve kozmoloji hakkinda giris
niteliginde kisa bilgiler verilmistir. Bilim insanlar1 genel gorelilik kuramini kullanarak
yasadigimiz evrenin yapisini anlamaya, dogas1 hakkinda bilgi sahibi olmaya calismis ve
calismaya de devam etmektedirler. Kiitle-gekim kuramu icerisinde hala cevap bekleyen
(ucu acik) pek ¢ok soruyu barindirmaktadir, bu sorularin sayisi giin gegtikce de
artmaktadir. Kiitle-cekim kuvveti fizikteki dort temel kuvvetten bir tanesidir, fizik¢ilerin
en biiyiik hayali olan Biiyiik Birlesim Kurami’na (her seyi ifade edebilen dort temel
kuvveti birlestiren kuram) ulasabilmek i¢in Kiitle-cekim alani 6nem arz etmektedir.
Einstein’in genel gorelilik kuram kiitle-gekim etkilerini de gdz Oniine aldigimiz olaylar
tartismak icin dnemlidir ancak yine de hala eksiklikleri, yetersiz kaldig1 noktalar vardir.
Bu sebeple zamanla bu kurama alternatif kuramlar ortaya atilmistir. Bunlardan metrik
tensor yerine tetrad alaninin temel alindig1 yeni bir kiitle-cekim kurami olan Teleparalel
Gravite, yine Einstein denkleminin farkli bigimlerde yeniden diizenlemesiyle ortaya
cikan Modifiye Edilmis Gravite (ya da diger adiyla f(R) gravite) bilinen diger popiiler
kiitle-gekim kuramlaridir. Bu kuramlar genel goreliligin yetersiz kaldigr durumlardaki

¢Ozlim arayislarinin sonucunda ortaya ¢ikmistir.

Genel goreliligin tam olarak agiklayamadigi 6nemli problemlerden birisi

evrendeki madde-enerji dagiliminin hesabidir. Bu olgu kozmolojide her zaman en
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Oonemli problemlerden bir tanesi olmustur ve olmaya da devam etmektedir. Ciinkii
evrenin yogunlugunu dlgebilirsek (6ngoriilen tahmini bir deger vardir) evrenin ne kadar
enerjisi oldugunu Ogrenebiliriz, dolayisiyla ileride bizi biiyiik ¢okiisiin bekleyip
beklemedigi ya da evrenin genislemeye devam edip etmeyecegi gibi sorularimiza cevap

bulabiliriz.

1.1. Kara Delikler Hakkinda

Diinyanin kiitlesi cisimleri yere dogru c¢eken bir etkiye sebep olmaktadir, bu
nedenle ancak yeterince giice sahip oldugumuzda bu ¢ekim etkisini yenerek diinyay1
terk edebiliriz (6rnegin: uzay mekiklerinin gezegeni terk edebilmeleri igin g¢ekim
etkisini agmalar1 gerekir). Eger diinyamizi bir boncuk biiyiikliigline kadar yeniden
boyutlandirma imkanimiz olsaydi ylizeydeki kiitle-¢cekim etkisi simdikinden ¢ok daha
fazla olurdu ki 151k bile diinyanin yanindan gegerken bu ¢ekim etkisinden kurtulamazdi.

Iste 0 zaman diinya bir Kara Delik olurdu.

Sekil 1.12. Bir Kara Delik karikatiirii (Frolov ve Novikov 1998)

Makro evreni diislindiigiimiizde bir kara delik baska bir kozmik nesne iizerine
kendisiyle ayni kiitleye sahip baska bir nesnenin uyguladigindan daha fazla ¢ekim
kuvveti uygulamaz, bu nedenle kara delikleri “kozmik siipiirge” gibi algilamak yanlis
olacaktir. Olay1 soyle 6rneklendirebiliriz: Diinyanin uydusu Ay’in yerinde aym kiitleye
sahip bir kara delik bulunsaydi, ya da giinesin yerinde ayni kiitleli bir kara delik olsaydi
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ne diinyamizin ne de giines sistemindeki diger gezegenlerin yoriingelerinde herhangi bir

degisiklik olmazdi.

1783 yilinda John Michell yeteri kadar yogun Kkiitleye sahip cisimlerden
kaynaklanan ve 15181 dahi ¢ekebilecek kadar biiyiik olan ¢ekim alanlarnin varligr gibi
cok sasirtict bir fikir ortaya atmistir. Kavram olarak Kara Delik terimi ise ilk defa
1967°de John Wheeler (iinlii fizik¢i Richard Feynman’in hocasi) tarafindan yazilan
“Our Universe: The Known and the Unknown (Evrenimiz: Bilinenler ve Bilinmeyenler)”
baslikli makalede kullanilmistir. Einstein’in genel gorelilik kuramini ortaya atmasina
kadar Kara Delikler hep sira dis1 bir kavram olarak kalmistir. Kara delikleri dogrudan
gozlemleyebilmek imkansizdir. Fiziksel olarak bir nesneyi gorebilmemiz igin ya 1s1k
sagmasi ya da lizerine gelen 151k 1s1nlarin1 yansitmasi gerekir, oysa kara delikler i¢in her
iki durumda s6z konusu degildir, c¢linkii yakinlarindan gegen 15181 dahi

yutabilmektedirler.

Sekil 1.13. Kiitle miktar1 fazla olan cisimlerin uzay-zamani bitkkmesi (www.jrank.org)

Kara delikler “Olay Utku” olarak bilinen 151k ve maddenin artik kagamayacagi
kiitle-cekiminden kacamayacagi bir bolgeye sahiptirler. Bir gézlemci bir kara deligin
olay ufkuna girdiginde bir ylizeyle karsilasmaz, sadece artik geriye kagamayacagi bir
bolgede oldugunun farkina varir, bu sebeple olay ufkundan o6tesini bilmenin bir yolu
yoktur. Bununla birlikte olay ufkuna yaklagsmis bir gozlemci ise kara delikten daha
uzaktaki bir gbzlemciye gore kiitle-gekim etkilerinden dolay1 dogal olarak zamanin daha

farkli ilerledigini fark edecektir.

14



MUSTAFA SALTI

Kara delikten uzaktaki
cisimler herhangi bir
yonde hareket edebilir.

Olay Ufku

Kara Delik

Zaman —=

-— Uzay —=

Kara delige yaklastik¢a
cismin hareketi
kisitlanmaya baglar.

Olay Ufku

Kara Delik

Zaman —

-— Uzay —»

Olay ufkunu gegtikten
sonra artik tiim yollar
kara delige gider!

Zaman —=

-— Uzay —= Kara Delik

Sekil 1.14. Kara delikleri olay ufku

Kara delikler sadece Einstein’in genel gorelilik kuraminin ortaya koydugu fiziksel
nesneler degildir. Aslinda diger kiitle-gekim kuramlar1 da bu gok cisimlerinin
varligindan s6z etmektedir. Bir nétron yildizinin ¢ekirdek kiitlesi Giines’in kiitlesinin
yaklasik ii¢ katindan fazla oldugu anda artik kendi kiitle-gekimine kars1 koyamamaya
baglar. Bu kritik kiitleyi asan yildiz kendi merkezine dogru ¢okme siirecine girer.
Cokme devam ederken her asamada yiizeydeki kiitle-cekim etkisi de artacaktir, 6yle ki
bir asamadan sonra artik 11k bile bu etkiden kacamayacaktir. Yani, kara delikler

yildizlarin 6liimii sonrasinda ortaya ¢ikan kozmik gok cisimleridirler.

Cizelge 1.2. Yildizlarm Oliimii

Yildiz Kiitlesi Yaricap Yogunluk Ortaya ¢ikan kozmik cisim
Myyaiz < 0.8 Mgiines - 10 - 103% Siyah Ciice
0.8 Mgines < Myyarz < 144 Mggnes 7000 km 1002 Beyaz Ciice
1.33 Mgines < Myuaz < 2.1 Mgines 10 — 20 km 8.10% —2.10"° 25 Nétron Yildizt
Myuaz >3 MGiines 4km > lolécfn_r3 Kara Delik

Einstein Alan denklemlerinin ¢éziimlerinin tartisilmaya baglanmasiyla birgok
Kara Delik ¢oziimii elde edilmistir. Yildizlar kara delige doniismeden 6nce donme

hareketi yapiyorsa, bu donme hareketi kare delige doniistiigiinde de devam edecek yani
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donen kara delikler olusmus olacaktir. Boyle kara deliklere giren maddeler icerde
sarmal hareket yapar. Bununla birlikte elbette ki donmeyen kara delikler de
bulunmaktadir. Buna ek olarak elektriksel olarak yiiklii ve yiiksiiz olan kara delik
¢oziimleri de vardir. Ilk kuramsal kara delik ¢oziimii Einstein’in genel gérelilik
kuramini ortaya atmasindan hemen sonra 22 Aralik 1915 tarihinde Alman fizik¢i Karl
Schwarzschild tarafindan elde edilmistir (bu ¢6ziim ayn1 zamanda Einstein
denklemlerinin en basit ve en kullanishi ¢6ziimlerinden de biridir). Bu, dénmeyen
kiiresel simetrik kiitleli kozmolojik objeleri ifade eden bir kara delik modelidir
(Schwarzschild 1916).

Yasadigimiz evrende bilinen kara delik modelleri ii¢ temel parametre yardimiyla
siiflandirilabilmektedir. Bunlar kara deligin Kiitlesi, yiki (genellikle elektriksel) ve

acisal momentumudur.

Cizelge 1.3. Kara delik tipleri

Kiitleli
Yiiksiiz Yiikli
Acisal Momentumsuz Acisal Momentumlu Acgisal Momentumsuz Acisal Momentumlu
Schwarzschild tipi Kerr tipi kara delik Reissner-Nordstrom Kerr-Newman tipi
kara delik tipi kara delik kara delik

Simdiye kadar verdigimiz bilgilerin en ilgin¢ olani kuskusuz 1s181n bile kara
delikten kagamamasidir. Peki, kara deligin ¢ekim alanindan kagacak hi¢ mi bir sey yok?
Isik kacamayabilir, fakat bu 1s1iktan hizli olan nesnelerin kacamayacagi anlamina gelmez
(eger boyle nesneler olsaydi). Bu fikir 1974’te Hawking’e “Karadelik Isimasi” (ya da
literatiirde bilinen adiyla Hawking Radiation) olayini ortaya atmasinda yol gostermistir:
Kara deliklerden disar1 bir sey ¢ikmaz ancak kara delikler radyasyon yayar. Aslinda
daha oOncesinde 1969°da Roger Penrose bugiin Penrose Siireci ya da Penrose
Mekanizmasi (Penrose Process) olarak bilinen bir olaydan bahsetmisti. Penrose kendi
ekseni etrafinda donme hareketi yapan kara deliklerin enerjisinin bir kismini disariya
aktardigindan bahsediyordu. Hawking 1simasina gore kara delikler kiitlesine bagl
olarak belirli sicakliklarda pargacik yayar. Kara deligin olay ufkuna giren nesneler kara
delikten kagamazken, nasil oluyor da 1s1ma sonucu olusan parcaciklar disar1 ¢ikabiliyor?

Kuantum mekanigindeki Belirsizlik ilkesi bu ilging soruya cevap bulmamizda bize
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yardimci olur: Cok kiiciik bir mesafede pargaciklar 1siktan daha hizli hareket etmeye
baslayarak kara delikten kurtulma sansi elde eder. Kara deligin Hawking Isimasina gore
disar1 parcacik yaymasi kiitlesinin degistigi anlamina gelir, yani 1s1ma yaptik¢a kara
delik kiitle kaybetmektedir. Bu kara deliklerin de bir Omriiniin olmasi gerektigi
diistincesini dogurur: Kara delikler kiitle miktarina bagl olarak belli bir zaman sonra

biiyiik bir patlama ile yok olur.

Evrenin baslangi¢ evresinde yogunlasmis haldeki gaz kiimesinin Biiyiik Patlama
(Big Bang) sonucunda giiniimiizdeki galaksiler meydan gelmistir. O halde bu
galaksilerde ¢ok biiyiik yildizlar da olabilir dolayisiyla ¢ok biiyiik kara deliklerin de
varligt miimkiindiir. Kara delikleri tartisitken Ak Deliklerden bahsetmemek elbette
dogru olmayacaktir. Fizik¢iler kara deliklerin yapilarini incelediklerinde ortaya yeni bir
diisiince olan Ak Delikler fikri de ¢ikmistir. Tim nesneleri i¢ine ¢eken kozmik nesneler
oldugu gibi tipki kara delikler gibi pargacik yayabilen ancak nesneleri kendisinden
kagamayacak sekilde ¢ekmeyen cisimler de olmalidir. Fark olay ufkundadir: Kara
delikler olay ufkuna giren cisimleri kendi i¢ine ¢ekerken, ak delikler olay ufkuna kadar
cektigi cisimleri, olay ufkuna geldiginde geri piskiirtmektedirler. Ak delikler tamamen

kuramsaldir ve heniiz gézlenebilmis bir ak delik yoktur.

1.2. Solucan Delikleri Hakkinda

Literatiirde Einstein-Rosen kopriisii adiyla da anilan solucan delikleri (ya da kurt
delikleri) uzay ve zamanda “kestirme yol” oldugu tahmin edilen tamamen kuramsal

topolojik bir uzay-zaman 6zelligidir.

—‘\

\

—

Cdb
{ Solucan Deligi l

1)777/,/_44/’7// ’
=

lgg- S c— Dt

e 4

Sekil 1.15. Bir solucan deligi karikatiirii (Goldberg ve Blomquist 2010)
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Kuramsal olarak solucan deliklerinin uzayin bir noktasinda bagka bir zamandaki baska
bir noktasina acilan tiineller oldugu disiiniilmektedir. Bilim kurguda zamanda
yolculugun solucan deliklerinin araciligiyla yapilabilecegine inanilmaktadir. Genel
inanisa gore solucan deliklerinin islevini soyle 6rneklendirebiliriz. Evreni diiz bir kagit
gibi diistinerek bu kagidi rulo seklinde sarip ortasindan bir delik acalim. Kagit
yiizeyinde hareket etmektense delik kullanildiginda kagit iizerindeki bir noktadan
digerine daha kisa zamanda gidilecektir. Bunu evren olgeginde diisiiniirsek kuramsal
olarak evrenin ¢ok uzak bir noktasina kestirme yollardan gitmek miimkiin olabilecektir.
Iste bu kestirme yollar solucan delikleridir. Zamanda yolculuk yapmamizi
saglayabilecek bir makinemiz olsaydi, temel olarak dnce evreni yeteri kadar biikkmeli

sonra da bir solucan deligi olusturmaliydi.

Gok, Gok
Uzaklar!! N
Son .
@
N
A Solucan Deligi Uzun Yol
Hiperuzay \ o
Kestirme Yol | =
Baqslanguq
N\, Normal
S Uzay-Zaman
Diinya'nin

Yakininda Bir yer

Sekil 1.16. Bir solucan deligi ¢izimi (V. Hubeny)
Einstein’in genel gorelilik kurami hiper-yiizeyler arasindaki solucan delikleri

i¢in baz1 matematiksel ¢oziimler vermektedir. Halihazirda farkli fiziksel durumlar icin

bir solucan deligi olusturmaya yonelik bir¢ok bilimsel ¢alisma yer almaktadir. Bu
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caligmalarda temel olarak ya iki kara delik ya da bir kara delik bir de solucan deligi
kullanilmigtir. Yani birbiriyle baglantili iki kara delik arasindaki baglantinin bir solucan

deligiyle saglanabilecegine inanilir.

1.3. Neden Teleparalel Kiitle-Cekim Kuram?

Genel goreliligin yetersiz kaldigi bazi problemlere (kozmolojik sabit problemi
gibi) ¢oziim arayiglart fizikgileri alternatif kiitle-cekim kuramlart olusturmaya
yoneltmistir. Teleparalel Gravite, kiitle-gekim alanin1 anlamak igin ortaya atilan genel
gorelilige alternatif kuramlardan biridir. ilk defa 1979 yilinda ortaya atilan Teleparalel
gravite literatiirde Ug-sabit Kurami1 olarak da adlandirilir (Hayashi ve Shirafuji 1979).
Uc 6nemli parametre sayesinde kuram farkli limit durumlarina indirgenebilmektedir, bu
sabitlerin 6zel degerlerinden birisi de bizi teleparalel kuramdan Einstein’in kiitle-gekim
kuramina gétiirmektedir. Genel gorelilik esdegeri Weitzenbock geometrisinde
(Weitzenbok 1923) 6teleme grubu (translation group) i¢in ayar kurami olarak da bilinir
(Hammond 1994). Teleparalel kuramda kiitle-gekimsel etkilesimler egrilik tensoriiniin
sifir oldugu durumda elektrodinamikteki Lorentz kuvvetine benzer bir role sahip olan
torsion (burulma) tensorii ile ifade edilmektedir (de Andrade ve ark. 1997). Yani, genel
gorelikte uzay-zamanin biikiilmesi matematiksel olarak egrilik tensorii ile betimlenirken

teleparalel kiitle-cekim kuraminda torsion (burulma) tensorii ile ifade edilmektedir.

Riemann-Cartan

Egrilik=0 Geometrisi Burulma=0
y
Weitzenbock Riemann
Geometrisi Geometrisi
Burulma=0 Egrilik=0

Minkowski (Diiz)
Uzay-zamani

Sekil 1.17. Genel Gorelilik kuram: ve Teleparalel kiitle-cekim
kuramindan diiz uzay-zamana gegis

Genel gorelilikteki metrik tensoriin yerini teleparalel kuramda temel nicelik olarak

tetradlar almaktadir (bu arada tetradlar egri uzay-zaman ile diiz uzay zaman arasindaki
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baglantiyr kuran yani bir nevi egri uzay-zamanin diiz uzay-zamana izdisimiini
betimleyen niceliklerdir). Sonug olarak sunu séylemek miimkiindiir: Genel Goérelilik ve
Teleparalel Kuram kiitle-gekim etkilerini inceleyen ve kiitle-gekim alanini birbirinden

farkl1 iki yolla ifade eden iki ayr1 kuramdirlar.

Einstein’in kuramu ile teleparalel kuram arasindaki 6nemli bazi temel farklar1 ve

benzerlikleri soyle bir tabloyla kisaca ifade etmek miimkiindiir:

Cizelge 1.4. Einstein’in genel gorelilik kuramu ve Teleparalel kiitle-¢ekim kurama:
bazi temel farklar ve benzerlikler

Genel Gorelilik Teleparalel Gravite
Uzay-Zaman Riemann Geometrisi Weitzenbock Geometrisi
Baglanti Levi-Civita (Christoffel) Weitzenbdck Baglantist
Temel Yap1 Metrik Tensor Tetrad
Kiitle-Cekimi Egrilik Tensorii Torsion (Burulma) Tensori
Doéniistim Grubu Yerel Lorentz Global Lorentz
Newton Yaklasimi Var Var

Ayrica burada su vurguya yer vermek yerinde olacaktir: Tetrad formalizmi
esdegerlik ilkesinden bagimsiz olmasi dolayisiyla bir¢cok avantaja sahiptir, ayrica

kuantum etkilerini tartismak i¢in de uygundur (Blagojevic 2002).

Riemann geometrisi kullanilarak ¢oziilemeyen problemler, Weitzenbock
geometrisi kullanilarak herkes tarafindan kabul gorecek bicimde tekrar ele alinmaya
calisiimaktadir. Buna ek olarak, teleparalel kiitle-gekim kurami 6zel durumlarda genel
gorelilige indirgenebilmesinden ve ele alinan bir¢ok problemdeki sonuglarin genel
gorelikte daha dnceden elde edilen sonuglarla uyumlu olmasi sebebiyle son yillarda
olduk¢a ¢ok calisilan bir kuram haline gelmistir. Evrenin enerji-madde dagilimim
hesaplamaya yonelik problemler ve kiitle-cekimsel etkilerin de goéz oniline alindigi

pargacik fizigi problemleri bunlara 6rnek olarak verilebilir.

1.4. Neden Enerji-Momentum Problemi?

Giliniimiizde kozmolojinin geldigi noktada evrenin Biiyiik Patlama’dan bu yana

genislemekte oldugundan artik siiphemiz yok. Ancak merak ettigimiz bundan sonra da
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evren genislemeye devam edecek mi? Yoksa Biiyiik Cokiis’e dogru mu gidiyor
evrenimiz? Fizikgilerin bu soruya cevap bulabilmek icin evrendeki enerji-madde

dagilimin1 hesaplaya calistiklarin1 vurgulamistik.

1.5. Evrenin Enerji-Momentum Dagilimim1 Hesaplayabilmek
Icin Neler Yapild1?

Einstein’in 1915°te tanimladigi ilk enerji-momentum ifadesinden sonra birgok
bilim insan1 kiitle-gekimsel enerji-momentum problemini ¢ézebilmek i¢in girisimlerde
bulunmuslardir. Genel gorelilik kuraminda tanimlanmis bazi enerji-momentum

formiilasyonlar1 sunlardir:

Einstein gosterimi (Einstein 1915)

Tolman gosterimi (Tolman 1934)

- Papapetrou gosterimi (Papapetrou 1948)

- Bergmann-Thomson gosterimi (Bergmann ve Thomson 1953)
- Moller gosterimi (Moller 1958)

- Weinberg gosterimi (1972)

- Landau-Lifshitz gosterimi (Landau ve Lifshitz 1977)

- Qadir-Sharif gosterimi (Qadir ve Sharif 1992)

Bu gosterimlerde (Moller harig) sadece kartzeyen koordinatlar kullanildiginda anlamli
sonuglar elde edilebilmektedir. Moller gosterimi ise herhangi bir koordinat sisteminde
hesap yapabilmemize olanak tanimaktadir. Lessner (1996) yaptig1 bir ¢aligmada Moller

gosteriminin genel gorelilikteki en giiglii formiilasyon oldugunu ileri stirmiistiir.

Virbhadra (1999) duragan olmayan kiiresel simetrik genel bir metrik igin
Einstein, Landau-Lisfhitz, Papapetrou ve Weinberg gosterimlerini kullanarak ayni
sonuclar verdigini gostermistir. Bu calismadan sonra bir¢ok 6zel evren modeli i¢in
enerji-momentum gosterimlerinin giivenilirliklerinin tartisildigi ¢alismalar yapilmigtir
(Virbhadra 1990, Aguirregabiria ve ark. 1996, Vagenas 2003, Radinschi 2000, Yang ve
Radinschi 2003, Xulu 2000, Bringley 2002, Sharif ve Fatima 2005, Grammenos 2005,
Gad 2004, Patashnick 2005, Halpern 2006, Yang 2000, Salt1 ve Havare 2005, Salt1 ve
Aydogdu 2006, Aydogdu ve Salt1 2006, Aydogdu ve ark. 2005).
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Ancak bu kadar ¢ok sayida enerji-momentum gosteriminin olmasi bile kiitle-
cekim etkilerinin de g6z oniinde bulunduruldugu evrenin enerji-momentum dagilimi
probleminin genel gorelilikte tam olarak ¢oziilemedigine isaret etmektedir, bu
gosterimler her zaman kendi aralarinda uyumlu sonuglar vermemektedir, dolayisiyla
giivenilirlikleri tartigilir durumdadir. Genel gorelilik kuramiyla simdiye kadar tatmin
edici bir ¢6ziim elde edilemediginden, kiitle-cekimsel enerji-momentum problemine
¢Ozlim arayislar1 teleparalel kuramda yapilan c¢alismalarla devam etmistir (Vargas
2004). Oncesinde, Moller (1962) tetrad alan1 kullanilarak elde edilen kiitle-cekim alan1
taniminin genel gorelilikte elde edilenden daha tatmin edici oldugunu gostermistir.
Vargas ise ilgili calismasinda Einstein, Landau-Lifshitz ve Bergmann-Thomson
gosterimlerinin teleparalel versiyonlarini elde etmistir. Bu ifadeler kullanilarak yapilan
bazi 6zel hesaplamalarda genel gorelilikte elde edilen sonuclar ile uyumlu oldugu
goriilmiistiir (Vargas 2004). Ancak simdiden teleparalel kuramda da dort farkli enerji-

momentum gosterimi ortaya ¢ikmaistir:

- Teleparalel Einstein gosterimi (Vargas 2004)

- Teleparalel Landau-Lifshitz gosterimi (Vargas 2004)

- Teleparalel Bergmann-Thomson gosterimi (Vargas 2004)

- Teleparalel Moller gosterimi (Moller 1962, Mikhail ve ark. 1993).

Bu gosterimlerde de Kartezyen koordinatlar kullanildiginda daha anlamli sonuglar elde

edilmektedir.

Evrendeki enerji-momentum dagilimi problemi goriildiigii gibi hala giincelligini
korumaktadir. Bu calismada bazi karadelik ve solucan deligi modelleri i¢in enerji-
momentum dagilimi hesaplanacaktir, ancak genel gorelilik kurami yerine teleparalel
kuram, yukaridaki enerji-momentum gosterimleri yerine ‘“Teleparalel kuramda
Hamilton yaklagimi1” olarak bilinen bir yontem kullanilacaktir. Bu yontem ile ilgili
ayrintilara siradaki bolim olan kaynak oOzetleri kisminda yer verilmistir. Enerji-
momentum Once genel olarak hesaplanacak, sonrasinda bulunan sonuclar 6zel
durumlara indirgenerek Onceden genel gorelilikte elde edilen sonuglarla

karsilastirilacaktir.
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2. KAYNAK OZETLERI

2.1. Ozel Modeller Hakkinda

Bu baslik altinda tezdeki hesaplamalarin temeli olarak tanimlanan genel uzay-
zaman modeline onem ve anlam kazandiran, modelin 6zel limit durumlarini teskil
edecek olan literatiire gegmis bazi iyi bilinen uzay-zaman modelleri hakkinda 6zet
bilgiler verilecektir. Bu uzay-zaman modellerinin her biri ayri ayri birer Kara Delik ve
Solucan Deligi modeline karsilik gelmektedir. Tezde yer alan islemlerde tiim modeller
tek bir model altinda ifade edilecektir. Genel hesaplamalar tamamlandiginda goz oniine
alinmak istenen 6zel modeller (sadece bu kisimda verilecek 6zel modeller i¢in degil
bunlarin diginda burada tanimlanan genel metrik yapisina uydugu siirece daha onlarca

Kara Delik modeli) i¢in 6zel sonuclar kolayca elde edilebilecektir.

2.1.1. Kara Delik Modelleri

e Kiiresel Topolojik Anti-de Sitter C-metrigi (Plebanski ve Demianski 1976,
Dias ve Lemos 2003):
Bu karadelik modeli,

2 _(1_2m @  IAl_» 2 _ _Z_mq_zmz_l 2 _ .2 2
ds?=(1-Z+ L+ 8r2)de - (1- 2+ L+ B02) - ar? - r2(do? +

sin20d¢?), (2.1)

cizgi elemani ile betimlenmektedir. Bu ¢oziim “A = 0” limitinde yine iyi bilinen
“Charged Regular Black Hole” modeline gitmektedir. Reissner-Nordstrom c¢oziimii
olarak da bilinen bu limit elektriksel (q elektriksel yiiktiir) olarak yiiklii bir kara deligi
gosterir (Ayon-Beato ve Garcia 1999). Cok uzun mesafelerde ve ortaya c¢ikan
matematiksel tekillikler yok edildiginde metrik asagida yazilan ¢izgi elemanina

doniismektedir:

2 _ .2 2 in2 2 _zmm q—2 — q—z 2 —
ds? = —r?(d6? + sin 9d¢)+<1 " +r2(1 tanthr)>dt

-1
2m qZ qz 2
(1 - T + r_z (1 — tanh %)> dr ) (22)
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Eger elektrik yiikii “q=0" segilirse yukaridaki kara delik modeli Schwarzschild
¢ozlimiine indirgenecektir. (2.2)’de yazdigimiz ¢izgi elemanii ¢ok uzak mesafelerde

yeniden yazacak olursak (Binom serisi kullanilacaktir)

. 2m qZ q6 1
ds? = —r?(d6? + sin?0d¢?) + (1 - + 2 12m2r6 +0 (rn>6) de*
2m q? q° 1 -
o (1 - T rZ  12m2r6 T 0(r">6)) dT‘Z, (2-3)

halini almaktadir (Hayashi ve Shirafuji 1978).

e Konformal skaler dyon kara deligi (Virbhadra ve Parikh 1994):

Bu model,
2 -2
ds? = (1 -2 g2 — (1-%2) 7 42 _r2(ap? + sin20dep?),  (24)

ifadesiyle betimlenmistir. Einstein-Maxwell konformal skaler alan denklemlerinin
cozlilmesinden elde edilen bu model skaler alan, yiik, manyetik yiik ve elektrik yiikii
karakteristiklerine sahip bir karadeligi ifade eder. Bu modelin yer aldig1 caligmada

konformal skaler alan

3 s
p=|=(=2), (2.5)
bi¢iminde tanimlanmistir. Ayrica,

Qcsp =92 + q2 + q3, (2.6)

seklindedir. Yukaridaki ifadelerde yer alan g5, g, Ve g, terimleri sirasiyla skaler,

elektrik ve manyetik yiik niceliklerini gostermektedir.

o Kiiresel simetrik sicimsel yiiklii bir kara delik (Grafinkle ve ark. 1991):
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ds? = (1-20)de? - (1- %)_1 dr? — (1-5)r?(d6? + sin?6d¢?), (2.7)

bi¢iminde yazilan ¢izgi eleman ile ifade edilmistir. Kiiresel simetriye sahip olan yiiklii
bir sicim kara deligidir. Bu ¢izgi elemaninda M ve Q sirasiyla kiitle ve yiik kavramlarini
betimlemektedir. Ayrica: M, Q ve Dilation (genisleme, genlesme, agilma anlamlarin
tasimaktadwr, literatiire ge¢mis fiziksel bir terim oldugundan ciimle iginde Tiirkce
karsiligi yazilmamistir) alaninin asimptotik degeri olan @, cinsinden a terimi yazarlar
tarafindan asagidaki gibi tanimlanmstir:

a= %Zexp[—ZGJO], (2.8)

e Regular kara delik (Bardeen 1968, Borde 1994):
Zayif enerji kosuluna uyan kara deligi temsil eden ve Reissner-Nordtrom
modelinden ilham alinarak yazilmis bir modeldir. Kiiresel koordinatlarda su ¢izgi

elemanu ile bilinir,

2 2mr? 2 2mr? -1 2
ds*=(1————|dt* — (1 —— dr

(r2+ez)3/2 (r2+e2)3/2

—12(d6? + sin?6d¢?). (2.9)

Bu ifade, yiik sifir olarak alinirsa (e=0) Schwarzschild modeline doniismektedir.

e Janis-Newman-Winicour ¢éziimii (Virbhadra 1997):

Literatiirde Wymann modeli olarak da bilinir, ancak Virbhadra 1997°deki bir
arastirmasinda Wymann’in sonucunun daha 6nce yapilan bagka bir bilimsel ¢aligmada
verilen Janis-Newman-Winicour ¢oziimii ile ayni oldugunu ispatlamigtir. Bu ¢6ziim su

metrik kullanilarak betimlenir:

ds? = (1 —g)udtz - (1 —g) " ar?

( B\!M 5 0o .2 2
—(1-2) "r2(d6? +sin%6de?). (2.10)
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Bu metrikteki B ve p terimleri;

p=—, B = 2 /M? + q?, (2.11)

bi¢ciminde tanimlanmistir. Yukaridaki iki ifadede yer alan M ve q ise sirasiyla kiitle ve
skaler yiikk parametreleridir. Yik sifir segildiginde bu ¢6ziim ¢ok iyi bilinen

Schwarzschild uzay-zaman modeline indirgenebilmektedir (Xulu 2003).

e Melvin Manyetik Evreninde Schwarzschild Kara deligi (Ernst 1974, Xulu
2000):

Bu uzay-zaman modeline ait olan ¢izgi elemani su bi¢cimdedir:

2M B\ 1 _ .
ds? = A2 [(1 —2ar? - (1-2) dr? —r?d6?| - A?r?sin’0dgp?. (212)

Bu metrikteki A terimi asagidaki denklemdeki gibi tanimlanmustir:
A =1+ BZr2sin2g. (2.13)
M (kiitle) ve B, (manyetik alan) sabit herhangi iki parametredir. Bu ¢izgi elemant:

By = 0 secildiginde Schwarzschild modelini, M = 0 alindiginda ise Melvin’in

manyetik evrenini vermektedir.

o Kehagias-Sfetsos kara deligi (Kehagias ve Sfetsos 2009):

Genel olarak su ifadeyle betimlenir:
ds? = e"Mdt? — e 2 qr? — r2(dh? + sin?0dp?), (2.14)

buradaki kapali fonksiyonlar v(r) ve A(r) metrik potansiyelleri olup asagidaki denklem

yardimiyla agik olarak elde edilebilir:

ev(r) = el(r) =1+ W‘i"2 - W'l"2 1+ ﬂ (215)

wr3
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Denklemde yer alan w ve M sabit iki parametredir.

e Lu-Mei-Pope (LMP) kara deligi (Lu ve ark. 2009):
Bu modeli ifade eden genel tanim (2.14) denkleminde yazilan ¢izgi elemani ile

aynidir. Ancak metrik potansiyellerinin acik halleri bu defa su denklemle verilir:

eV = e/'L(r) =1- ,87'2 — \/C—z_ﬁrz' (2.16)

S ve a sabit parametrelerdir.

e  Yiiklii topolojik kara delik (Martinez ve Staforelli 2005):

Bu modeli tanimlayan ¢izgi elemani su bicimde yazilmaktadir;
st~ (<22 [+ S Y - (A 14 )
= 3 r? 3 r? r
—r2(d6? + sin?0d ¢?), (2.17)

Bu model igin “r>0" olup zaman —oo < t < oo araliginda degismektedir. Skaler alan

fonksiyonu (a>0 durumunda)

-A Gu

6a r+Gu

(2.18)

denklemiyle betimlenirken elektromanyetik alanin sifirdan farkli olan tek bileseni ise

A, =-1 (2.19)

r

bi¢iminde yazilan t yoniindeki bilesendir. Burada q ve u birbirlerine bagimli integral

sabitleridir. Bu bagimlilik su denklem ile verilmistir:

q? = —Gu® [1 + ZHAG].

9a

(2.20)

M kiitlesi ve Q ylikii bu parametreler yardimiyla sdyle tanimlanmaistir:
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M=Zu Q= ﬁq. (o:Yiizey Alani) (2.21)

41T

Bu modelde m=0 alinirsa

-1

ds? = (==~ 1) dr? - (=2~ 12)  dr? - r2(d6? + sin?0dg?), (2.22)

3

metrigiyle ifade edilen “Skaler alanli yiiklii kiitlesiz kara delik” modeli elde

edilmektedir.

e Schwarzschild-de Sitter uzay-zaman: (Shankaranarayanan 2003):
Pozitif A (kozmolojik sabit) igeren alan denklemlerinin en genel kiiresel simetrik

vakum durumu ¢6ziimii Schwarzschild-de Sitter uzay-zaman modelidir.

2y —1

d52=(1—27m+;—z)dt2—(1—27m+r—) dr?

R2

—r2(d6? + sin?0d ¢?) (2.23)

bi¢iminde yazilan kiiresel simetrik (3+1)-boyutlu ¢izgi eleman1 Schwarzschild-de Sitter

uzay-zaman modelini betimler. Bu ifadede R = \/% seklinde tanimlanmistir. Ozel

durumlarda; m = 0 alindiginda bu model de Sitter vakum ¢6ziimiinii verirken, A = 0

limitinde ise Schwarzschild ¢oziimii elde edilmektedir.

e Heterotik Sicim Kuraminda taniml bir kara delik (Sen 1992):

Modelin geometrisini betimleyen ¢izgi elemani agsagidaki gibidir:

r2

ds? = (r2—2mr)r2a de? —
(r'2+2mr'sinh2(5))2 r2-2mr

dr? —r2(d6? + sin?6d¢?). (2.24)
Buradaki a keyfi bir sayidir. Yukarida yazilan metrik M kiitleli ve Q yiikli bir kara

delik modelini ifade etmektedir. M ve Q terimleri agik halde sdyle tanimlanmustir:

_m

=-m
M = > (1 + cosha), Q 7%

sinh a. (2.25)
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e Duragan, kiiresel simetrik, Dyonik Dilaton Kara Deligi (Cheng ve ark.

1994):
Modeli betimleyen metrik,

ds? = §2de? — Zdr? — r2(d6? + sin?0dg?).

seklindedir. Buradaki terimler su bi¢cimde tanimlanmistir:

2 _ 17

-
2= 1- 2y L
2= 5 (Q2e?¥0 — Qhe ),
B = Q2™ + Qi %,

2 _ o200 (1 - 22
€ € 0(1 \/r2+/12+l)'

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

Dyonic dilaton kara delik modelinin 6zellikleri kiitleyi ifade eden M, elektriksel yiikii

betimleyen Q., manyetik yiikii veren Q,, ve dilatonun asimptotik degeri olan ¢,

terimleri ile karakterize edilir. Yapilart genel olarak Reissner-Nordstrom kara

deliklerine benzemektedir (Radinschi 1999).

e Duragan, kiiresel simetrik, tekil olmayan kara delik ¢éziimii (Dymnikova

1992):
Model genel olarak,

ds? = (1 — 22 -

r

r
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cizgi eleman ile betimlenmektedir. Bu metrikte kulanilan tanimlamalar su denklemlerle

ifade edilir:

r3
R,(r) =1, (1 - e_> (2.33)
e =g, (2.34)
3
= (2.35)
1, = 2M. (2.36)

e Bir kara deligin dyado-kiiresel ¢oziimii (de Lorenci ve ark. 2001):

Geometriyi betimleyen metrik,

2M 2 4 2M 2 4\ "1
d52=(1—7+Q——%>dt2—<1—7+0——0—0) dr?

r2 5r5

—r2(d6? + sin?0d¢?), (2.37)

seklindedir. M ve Q sirasiyla kiitle ve yiik kavramlarimi ifade eden terimler olup o keyfi

bir parametredir.

o Kerr kara deligi (Setare ve Vagenas 2005):

Déonen fakat genislemeyen bir kara delik modelidir, matematiksel olarak

5 2Mry 4Marsin?0 DI X
ds =<1—T)dt +————dtdp — T dr? —xdo

—(r? + a® + 2Ma®?rsin?0)sin?0d¢?, (2.38)

¢izgi elemani ile tanimlanir. Bu metrikte kullanilan tanimlamalar ise sunlardir:
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A =1r%—2Mr + a?, (2.39)

Y =12+ a%cos?0, (2.40)
M ise kara deligin kiitlesidir. A’nin kdkleri,

ry =M +VM? — a?, (2.41)

denklemindeki gibidir. Bu ifadede yer alan r, kara deligin olay (dis) ufkunun yerini
verirken, r_ ise i¢ ufkun yerini gostermektedir.

Ifadelerde yer alan diger terim olan a ise su denklemle betimlenmistir:

a= (2.42)

L
o
J kara deligin a¢isal momentumudur. Kerr kara deligi

_ J
O M)’ (243)

acisal hiziyla doner.

e Vaidya kara delikleri (Vaidya 1951):
Genisleyen bir kara delik modelidir,

ds? = e 2¥@") (1 — w) dt? — (1 - M)_1 dr?

r

—12(d6? + sin?6d¢?), (2.44)

metrigine sahiptir. m(t,r) yavas¢a-degisen kiitle fonksiyonudur (Farley 2006).
Buradaki kiitle fonksiyonunun bazi bigimleri bizi baska 6zel kara delik modellerine (alt1

tane) gotiirmektedir. Keyfi bir ¢ sabiti ile birlikte m(¢t,r) = % oldugunda monopol

3
coziimii (Barriola ve Vlenkin 1989), m(t,r) = A% yazildiginda A > 0 i¢in de Sitter
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q%(t)
2r

¢oztimii A < 0 iginse anti-de Sitter ¢oziimii (Wang ve Wu 1999), m(¢t,r) = k(t) —
secilirse yiiklii Vaidya ¢oziimii (Wang ve Wu 1999), buraya kadar olan durumlarin hepsi

. . er | Ard q% () 9 . N
bir arada iken m(t,r) = St k(t) — = alindiginda monopol-de Sitter-yiklii

qz () +q(0)
2r

Vaidya ¢oziimii (Wang ve Wu 1999), baska bir limitte m(t,r) = K(t) —

seciminde radyasyon yayan dyon ¢oziimii (Chamarro ve Virbhadra 1995) ve son limit

L®

G-z secilirse Husain

durumunda n bir sabit olmak itizere m(t,r) =Y (t) —
coziimleri (Husain 1996) elde edilmektedir.

e Garfinkle-Horowitz—Strominger dilaton kara deligi (Garfinkle ve ark.
1991):

Kiiresel koordinatlarda tanimlanan bu modeli veren metrik asagidaki gibidir:
-1
ds? = (1-20)ae? — (1-2%) " dr? —r(r — 2a)(d6? + sin*6d¢?). (2.45)

Burada a terimi dilaton alani ile iligkili bir parametre iken M kara deligin kiitlesini

vermektedir. Dilaton alani ile a parametresi arasindaki baginti

e 2? = g=2¢0 (1 — %) (2.46)

T

denklemiyle tanimlanir. ¢y, r — oo’daki dilaton alanini tanimlamakta olup kara deligin

kiitlesi, yiikii ve a parametresi birbirlerine

L (2.47)

T 2M
denklemindeki gibi baglidir.

2.1.2. Solucan Deligi Modelleri

e Branz-Dicke solucan deligi (Buchdahl 1959):
Matematiksel ifadesi 0zel durumlarda Schwarzschild kara delik modeline

indirgenebilmektedir. Bu model,

32



MUSTAFA SALTI

d52=<1—ﬁ+%+0( ! ))dt2
T T

r2 n>3

rn>3

-1
- (1 -1 0(= )) (dr? +72d6% + r2sin?6d$?), (2.50)

seklinde tamimlanir. Buradaki "M=mf" Kepler kiitlesi olarak bilinir ve "r =%

degerinde bu model yalin bir tekillige sahiptir. Modelde "p=1" limiti izotropik
koordinatlarda yazilmis Schwarzschild kara delik ¢oziimiinii verirken "A>1" durumu ise

traversable (kestirme, ¢apraz) wormhole modelini vermektedir.
e Lemaitre-Tolman-Bondi (LTB) kozmolojik solucan deligi (Bochicchio ve
Faraoni 2010):
Modeli ifade eden polar koordinatlardaki ¢izgi elemant,

ds? = dt? — [R'(t,7)]?dr? — R%(t,r)(d6? + sin?0d¢p?), (2.51)

bi¢imindedir. Buradaki R(t, r) fonksiyonu
3
R(t,r) = (r7 + 2 /m ("t) 23 (2.52)

denklemiyle tanimlanirken bu denklemdeki m,(r) fonksiyonu hiper-yiizeydeki p, ()

enerji yogunluguna bagl olarak su ifadeyle verilir:
me(r) = 4m for x2po(x)dx . (2.53)

Bu model aslinda ayn1 zamanda toz kapli homojen olmayan kiiresel simetrik bir evreni

tanimlamaktadir.

e Ellis-Bronnikov-Morris-Thorne solucan deligi (Novikov ve ark. 2009):

Bu solucan deligi modeli,

ds? = dt? — e*dr? — e"(r? + Q?)(d6? + sin?0d ¢?), (2.54)
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metrigine sahiptir. A ve n terimleri t ve r’ye bagh fonksiyonlar olup, Q ifadesi ise
uzunluk boyutunda ve solucan deliginin bogaz uzunlugu yardimiyla belirlenen bir

sabittir.

o VYiiksiiz, duragan bir solucan deligi ¢oziimii (Kim ve Lee 2001):

Modele ait ¢izgi elemant su sekildedir:
~ -1
ds? = e220dt? — (1-52) " dr? — r2(d6? + sin?0d¢?). (2.55)

Buradaki &(r) fonksiyonu solucan deliginin seklini belirler, bu fonksiyon ile ilgili
olarak iki tane kosul belirlenmistir: Bunlar pozitiflik ve dizlik sartlaridirlar. r — oo
limiti altinda &(r) fonksiyonu 2M’ye yaklastigindan (burada M solucan deliginin
kiitlesidir) bu fonksiyon pozitif olmalidir (Visser 1995).

e Skaler alanli solucan deligi (Kim ve Lee 2001):

Bu solucan deligi,

-1
ds? =dt? - (1+ 50 4 2) dr? —r?(de? + sin?6d¢?) (2.56)

r2

¢izgi elemani ile bilinmekte olup burada p skaler yiik roliindedir. Bilesenler her zaman
pozitif oldugundan bu solucan deligi modeli i¢in ufuk yoktur.

Boyutsal nedenler igin &(r) fonksiyonu agik halde su bigimdedir:

£(r) = £20+ 1z, (2.57)

w terimi " — 0.5" ten kiiglik olan sabit bir parametredir (Kim 1996).

o FElektrik yiiklii solucan deligi ¢oziimii (Kim ve Lee 2001):
Elektriksel yiiklii duragan bir solucan deligi modelini ifade eden bu model
aslinda Morris-Thorne tipi kiiresel simetrik solucan deligi ile Reissner-Nordstrom uzay-

zaman modelinin birlesimidir:
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-1
ds? = (1-2)de? - (1-E2+ &) " dr? —r2(d6? + sin?6de?).  (258)

r2

Model Q@ = 0 olursa Morris-Thorne solucan deligi metrigine, £(r) = 0 oldugunda ise

sifir kiitleli Reissner-Nordstrom kara delik modeline indirgenebilmektedir.

e Genigleyen Morris-Thorne solucan deligi (Roman 1993, Kar 1994):

Genisleyen kiiresel simetrik solucan deligi modeli olup
2 2 Q@) 342 BN\t 2 20102 2 2
ds? = N2(t) [e2dt? — (1-Z2) dr? = r2(d6? +sin’0d¢?)|.  (2.59)

metrigiyle betimlenmektedir (Morris ve Thorne 1998). Bu model bazi 6zel limitlerle iyi

bilinen baska uzay-zaman modellerine indirgenebilmektedir. Bu metrikte,

A =1 ar=1-22,  5@)=2m, (2.60)

secildiginde Schwarzschild kara deligi,

A =1 0m)=1-22, =@ =2m-L (2.61)

limitinde ise Reissner-Nordstrom kara deligi elde edilebilmektedir.

e Brans solucan delikleri (Brans 1962):
Brans tarafindan yazilan dort tip solucan deligi modeli bulunmaktadir, bu

modellerin tamami genel olarak
ds? = 222 — e2PM gy2 — 212492 + sin20d?) (2.62)
metrigiyle tanimlanir. Burada yer alan ve yarigap, baglh fonksiyonlar olan a(r), B(r) ve

v(r) ifadelerinin agik hallerine gore Brans tipi 6zel solucan delikleri verilir. Buna gore

Brans-I tipi solucan deligi i¢in elde edilen ¢oziimler:
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ey (12 i
ar) — | _r
p2a(r) — <1+§> , (2.63)
5 A-C-1
280) — p2v) — (1 4 BV (1)
et = e = (1+7) () » (2.64)
C
L B\7
@(r) = @0 <1+§> , (2.65)
2=C+1?+c(1-%) >0, (2.66)

seklindedir. Bu denklemlerde karsimiza ¢ikan B = ATM, C ve ¢, parametreleri birer

sabittir.

Ikinci tip ¢dziime ait fonksiyonlar ise su denklemlerle betimlenmistir:

a(r) = ay + %tan"l(g) (2.67)
) =v(r) = fo — X tan1 (1) - In (), (2.68)
N=c(1-2)-(c+D2 (2.69)

Ayrica skaler alan,

2C -1,T
P(r) = ppen ™ @ 2.70)
seklindedir. Son olarak karsimiza ¢ikan yeni sabitler

— (2.72)
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n(C+1)

Bo=——"7— (2.72)

p=2 (2.73)

denklemlerinin yardimiyla elde edilebilmektedir.

Brans-111 tipi solucan deligi modelini elde etmemizi saglayan fonksiyonlar ve

sabitler su bi¢imdedir:

a(r) =ag — g, (2.74)
2

B(r)=po—1n (g) +(C+ D), (2.75)

_cr
o(r) = @poe &, (2.76)
C = —-1+vV-2w-3 . (2.77)

w+2

Dordiincii tip olan Brans-IV tipi solucan deliklerini betimleyen fonksiyonlarin ve

gerekli sabitin agik ifadeleri:

1

a(r) = ——, (2.78)
B(r) ==, (2.79)
o(r) = @03_%1 (2.80)
C= _uw;? (2.81)
B==>0 (2.82)
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denklemlerindeki gibidir.

2.2. Silindirik Kiitle-Cekimsel Dalgalar ve Teleparalel Nicelikler

Tezin bu kisminda ise 6rnek olmasi agisindan Sharif ve Taj (2010) tarafindan
¢oziilen bir problemin yer aldigi calismalarinin 6zeti sunulacaktir. Calismalarinda
yazarlar uzay-zaman indisleri i¢in Yunan alfabesini, tanjant uzay1 indisleri i¢inse Latin
alfabesini tercih etmislerdir. Zaman ve uzay indisleri ic¢in sirasiyla su agilimlar

kullanilmistir: “u = 0,i” ve “a = (0), (i)”.

Bu calismada, yazarlar silindirik gravitasyonel dalgalari betimleyen Einstein-

Rosen metrigi olarak bilinen ve

dSZ — _eZ(y—IIJ)dtZ + eZ(V—llJ)de + pze_zwdd)z + eZl[JdZZ (283)

denklemiyle tanimlanan uzay-zaman modelini g6z 6niinde bulundurmuslardir. Buradaki

fonksiyonlar y = y(p, t), ¥ = ¥(p, t) seklinde olup,

Yty =P =0, (2.84)
Y =p@”* +9?), (2.85)
y = 2pyy, (2.86)

Vakum alan denklemlerini sagladiklar1 ifade edilmistir. Bu denklemlerde yer alan iissii
(") ve nokta ( . ) ibareleri sirasiyla p ve t degiskenlerine gore tiirev alma islemlerini

gostermektedir. Caligmada, Einstein-Rosen uzay-zaman modeli igin tetrad alani

bilesenleri,
Juv = nabeﬁeg’ (2.87)
efe, =6f, efey =26y, (2.88)
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denklemlerinin kullanilmasiyla

0 0
Acos¢p —pCsing
Asing  pCcos¢

0 0

e;(t.p, ) = (2.89)

cocoocox
o oo

olarak elde edilmistir. Burada A = e=%) B = e¥ ve C = e~ ¥ kisaltmalar1 kullanilmis
ve bu matrisin determinant1 i¢in e = det(eﬁ) = pA? sonucuna ulasilmistir. Bu

sonuclarla birlikte
Ty = dyey — Oye7, (2.90)

Denklemi kullanilarak Torsion tensoriiniin sifirdan farkli olan bilesenleri soyle elde

edilmistir:
Toyor =4, Tayor = Acos ¢, Tyoz = —pC sin ¢, (2.91)
Tayiz =(A—=C—pC)sing, Ty = Asin ¢, T2y02 = pCcosp, (2.92)
Tzy12 = —(A—C—pC')cos¢p, Tzys = B, T3 = B (2.93)

Indislerin tamami uzay-zaman indisleri (Yunan alfabesi ile betimlenenler) haline

dontstiiriildiigiinde torsion tensoriiniin sifirdan farkli olan bilesenleri su bigimleri

almistir:
T001 = AA,, T101 = AA, TZOZ = pZCC, (294)
T212 = pC(C - A + pC,), TOOl = BB, T313 == BB’, (295)

Bu asamadan sonra simdiye kadar elde edilen hesaplamalar kullanilarak enerji,
momentum, agisal momentum, enerji-momentum akis1 ve kiitle-gekimsel basing

hesabina gegilmistir. Torsion tensoriiniin hesaplanmis sifirdan farkli bilesenleri
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Zabc — %(Tabc + Tbac _ Tcab) + % (nach _ T]ach),

abc _ __vyach x
hX = -2

denkleminde kullanildiginda ( ozelligine sahiptir)

5001 _ %ew—w) (e¥ — 1),

5002 _ ﬁyeZ(Zw—W,

y212 _ _%VIeZ(Zw—V),

5303 _ %6—2)/()', —29),

7313 _ ie—w{p(zlp’ —y) +e¥ -1},

sonuclarina ulagilmis ve elde edilen bu sonuglarin da

M4 = —4Kex®0 (i=1,2,3)

(2.96)

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)

ifadesinde yerine yazilmasiyla silindirik kiitle-cekim dalgalarinin enerji-momentum

yogunlugu bilesenleri i¢in elde edilmis sonuglart soyledir:

—9;1i = —9,[-2ke¥ 1 (e¥ — 1)] = 2kd,[e ¥V (¥ — 1)),

—9,IWi = —9,[2Kkye¥ sin ¢p| = —2Kd,[ye¥ sin @],

—9;1P! = —9,[—2xkye¥ cos p| = 2Kd,[ye¥ cos 9],

—9;1®" = —9;[—2kpe ¥ (y — 24)]| = 2Kd5[pe ¥ (v — 2¢)].
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Bu degerlerin keyfi uzunlu olan L ve yarigap p icin tamimlanmis silindirik ylizey

tizerinden integralleri alinirsa enerji ve momentum bilesenleri
PO =2 Le®N(e¥ — 1), (2.107)

P® =, (2.108)

seklinde hesaplanir. Agisal momentum bilesenleri ise sabit ¢ikmaktadir. Enerji akisi

bilesenlerini hesaplamak i¢in 6ncelikle
¢ = kee™ (420 Ty, — 8)EPT, q), (2.109)
denklemi kullanilarak
PO = —2Kpe?¥ Y (2Y' +e¥ — 1), (2.110)
P02 = (03 =, (2.111)

bi¢cimindeki enerji akis1 yogunlugu bilesenleri elde edilmis, sonrasinda kiitle-¢ekimsel

enerji akismin
PpO1 = i Le®V{i(e?"1) +y} + sabit, (2.112)

seklinde oldugu goriilmistiir. Kiitle-cekimsel momentum akisi bilesenlerini elde

edebilmek icinse ilk olarak kiitle-cekimsel momentum akis1 yogunlugu bilesenleri olan

PO = ZK)/’ew cos (2.113)
dM? = —2e¥ sin ¢ (Y2 — Y'*)(1 — p), (2.114)
pM3 =0, (2.115)
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@1 = 2ky'e¥ sin ¢, (2.116)
@2 = 2xe¥ cos ¢ (P2 —P'?), (2.117)
P33 =0, (2.118)
PP =¢pB2 =, (2.119)
¢ = 2ce P {p2' (Y2 — P'%) + 209" + (" — D)~} (2.120)

sonuclarina ulagilmis, bu sonuglarin yardimiyla

@Y = sabit — 2kLsing [e¥ (¥ —y'*)(1 — py")dp, (2.121)
Cl)éz) = sabit + 2xL cos ¢ [e¥ (¥? —¢'*)(1 — py')dp, (2.122)

¢é3) = sabit +% f e—llJ {pzl/J'(l/'JZ _ l/)lz) + Zpll)lz + 1/)’(61/ — 1)}dp

+lerv, (2.124)

denklemleriyle verilen momentum akisi bilesenlerine ulagilmigtir. Burada enerji-
momentum akist  kiitle-cekimsel dalgalarin  tasidigi  enerji-momentumu temsil

etmektedir.

Silindirik Kiitle-gekimsel dalgalarin kiitle-gekim basincini hesaplayabilmek igin

ap® .
—= fs dS; (—p®1) (2.125)

denklemi g6z Oniine alinmistir. Kiitle-gekimsel momentum akis1 yogunlugu bilesenleri

olan
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D1 = 2ky'e¥ cos ¢, (2.126)
¢t = 2ky’ e¥sin ¢, (2.127)
p®1 =0, (2.128)

ifadelerini kullanarak ve yukaridaki basincin zamana gére degisimini veren denklemde

birim vektorii 7* = (cos ¢, sin ¢, 0) secerek

dP , R
= = —2Kky e¥ [, dpdzf (2.129)

sonucuna ulasilmistir. d¢dz ile verilen yiizey elemani kiiresel polar koordinatlar

cinsiden ifade edildiginde yukaridaki denklem
&= —2xy'e¥ [, psinodode i (2.130)

bi¢imini almaktadir. Sabit p yaricapli kiigiik kati ag1 dQ = sin8dfd¢ iizerinden

integral alindiginda kiitle-gekimsel basincin son ifadesi

= = —2ky'e¥aqr (2.131)

denklemine donlismiistiir.

dt — d(ct), (2.132)
1 c3
K=—> (2.133)
161 161G

degisikliklerinin yapilmasindan sonra
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-

dp , 4 N
— =7 e? ﬁpzAQr (2.134)

4
sonucu elde edilmistir. Denklemin sag tarafinda yer alan y’e¥ 12? niceligi p?AQ alan

elemani lizerine uygulanan kiitle-gekimsel basinci verir. Bu denklem ayn1 zamanda

d P ' 4 o
a(ﬁ) ==Y elplﬁimpzA.QT (2135)

bi¢iminde de yazilabilir. Buradaki denklemde yer alan sol taraf p yarigap mesafesinde
AQ katt agis1 lizerine etkiyen kiitle-gekimsel ivme alani olarak alinabilen ivmeye

karsilik gelir.
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3. MATERYAL ve METOT

Temeli baz1 6zel Kara Delik ve Solucan Deligi modellerini teleparalel kiitle-
cekim kuraminda gbéz Oniinde bulundurmak oldugundan bu tez g¢alismasi kuramsal
hesaplamalar i¢cermektedir. Calismada herhangi bir materyal kullanilmamistir. Fakat
bazi hesaplamalar1 tamamlamak icin bilgisayar program: (Wolfram Mathematica 8.0)
kullanilmistir. Kullanilan metot: Oncelikle genel bir uzay-zaman modeli tanimlanarak
bircok 6zel Kara Delik ve Solucan Deligi modelinin tek bir modelle ifade edilebilmesi
saglanacak, daha sonra bu genel model icin gerekli hesaplamalar tamamlanacak ve son
olarak problem limit durumlarda 6zel ¢oziimlere indirgenerek elde edilen ifadeler

literatlirde dnceden yapilmis ¢aligmalarda elde edilen sonuglarla karsilastirilacaktir.

3.1. Notasyon Hakkinda

Tez c¢aligmasi boyunca tensorel ifadelerdeki tiim indisler genel olarak “0-3”
arasinda degismektedir (aksi ozel durumlar oldugunda ayrica bildirilmistir). Sifir
zaman koordinatini, {1, 2, 3} ise {i¢ boyutlu uzay koordinatlarini betimler. Yunan
alfabesi kullanilan indisler (a, B, v, W, v, ... =0, 1, 2, 3) egri uzay-zaman (3+1 - boyutlu)
koordinatlarini (fanjant uzayr), Latin alfabesi kullanilan indisler (a, b, 1, j, ...=0, 1, 2, 3)
ise diiz uzay-zamani (3+1 - boyutlu) ifade etmektedir.

3.2. Yontem Hakkinda

Kiitle-Cekim (gravitasyon) teorilerinde uzay-zaman modelleri
ds* = g,,dx*dx? (3.1)
biciminde tanimlanan ¢izgi eleman1 yardimiyla betimlenir. Bu ifade kullanilarak goz

oniinde bulundurulan uzay-zaman modeli i¢in metrik tensorii g,, ve tersi olan g*¥

hesaplanir. Bu iki tensor ile birlikte

Guv = Nijhi R, (3.2)

ve
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g* =nYh nY (3.3)

denklemleri kullanilarak egri uzay-zaman ile diiz uzay-zaman arasindaki iliskiyi
kurmamizi saglayan ve teleparalel kiitle cekim kuraminin temelini olusturan h* u Ve h"
tetrad bilesenleri elde edilir. Yukarida yazilan ifadelerdeki ;; ve n”/ Minkowski metrigi
ve onun tersidir. Bu calismadaki hesaplamalar yapilirken Minkowski metrigi

nY=Késegenel(+1, -1, -1, -1) seklinde segilecektir.

Teleparalel kiitle ¢ekim kuraminin temelini Weitzenbock Baglantisi’ni
tanimlamakta kullanilan hiu tetrad alani olusturmaktadir. Weitzenbock baglantisi ve

Torsion tensori, tetrad alan1 kullanilarak (Ulhoa ve ark. 2010)
r‘, = h*o,hi, (3.4)
Ti

w = 6ﬂhiv — avhi“ , (3.5)

biciminde tanimlanmaktadir. Madde etkisinden kaynaklanan kiitle-gekim alani igin

Lagrangian yogunlugu Genel Goreliligin Teleparalel kuram esdegerinde (Maluf 1994)
L= —khZ®T, ). — Ly (3.6)

ifadesiyle betimlenmektedir. Burada x = 1/16m, h=det(hi#) seklindedir. Anti-

simetrik bir tensor olarak bilinen ¢ (sagdaki iki indise gore anti-simetriktir) ise

asagidaki denklemdeki gibi tanimlanir:
Zabc — %(Tabc + Tbac _ Tcab) + % (nach _ UabTC). (37)

Bu durumda, karsilik gelen alan denklemleri sunlardir:

1

1
haahpudy, (REP™) = h (zbvawa -2 hauTbchde) = —hT,,, (3.8)
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6Ly
Snar = hTq,. (3.9)
Toplam Hamiltoniyen yogunlugu ise

H(hgj,y;) = haoC? + ajI7* + BiT* + 0), (hgo11%F), (3.10)

bigiminde yazilmaktadir (Maluf ve da Rocha-Neto 2001). Buradaki C%, Ik ve Tk

gerekli olan baglica sartlar1 aj, Ve ) ise Lagrange carpanlarmi vermektedir.

Keyfi bir V hacmi tizerinden Kiitle-¢ekimsel Enerji-Momentum,

P =—[ 08,l1%d%x (3.11)
denklemindeki gibi verilir. Bu ifadede karsimiza ¢ikan

—0, 1% = 9, (4KxZ") (3.12)

ifadesi Enerji-Momentum Yogunlugu’dur (Maluf ve ark. 2002). Toplam agisal-

momentum ise su sekilde tanimlanir:
ME =2k [, R[=g*™ g + ("™ g% = g g ] dPx. (3.13)

Yukaridaki denklemde 6zel bir durum s6z konusudur, bu ifadede u ve v indisleri (1, 2,
3) degerlerini almaktadirlar. Bazi1 basit cebirsel islemler sonucundu Kiitle-¢ekimsel
Enerji-Momentum Akisi ve Madde Enerji-Momentum Akisi bilesenleri igin genel
tanimlar soyle elde edilebilmektedir (Maluf ve Faria 2004):

cbl%iitle—(;ekim = fg »'ds,, (v=123) (3.14)

cI)1‘\1/Iadde = fs (hhauTvu)dSv- (V = 1;2;3) (3.15)
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Bu matematiksel tanimlardaki S ibaresi V hacmini sinirlayan yiizeyi gostermektedir.
¢ niceligi ise v yoniindeki Kiitle-¢cekimsel Enerji-Momentum Akt Yogunlugu’nu ifade
eder ve su denklem kullanilarak hesaplanabilir:

Y = Khh® (4L Ty, — S P Ty ). (v=123) (3.16)

Kiitle-¢ekimsel Basing ise

ap® .
— =5 dsi(=¢®) (3.17)

ifadesi kullanilarak hesaplanabilmektedir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Teleparalel Kiitle-Cekim Kuramimin Onemi Uzerine

Bu kesimde tezdeki hesaplamalar1 yaparken Teleparalel Kiitle-Cekim kuraminin
tercih edilmesindeki nedeni gostermek amaciyla tez doneminde yapilan farkli bir hesaba
yer verilecektir. Tezde ele alinan problemdeki ilgili hesaplamalar buradaki

hesaplamalarin 1g181nda ve ¢ikan sonuglarin 6nemine binaen yapilmistir.

Bu alt boliimde NUT uzay-zamani olarak bilinen ve

ds? = P(t,r)dt? — Q(t,r)dr? — (r? + 12)d6?
—[(r? + 1?)sin?8 — 4Plcos?0)dp? — 2PlcosOdtdep (4.1)

bigiminde yazilan ¢izgi elemani (I keyfi bir parametredir) ile betimlenmekte olan model
icin kiitleli spin-1/2 pargaciklarinin dinamigini betimleyen Dirac denklemi Teleparalel
Kiitle-Cekim kuraminda incelenecektir. Bu model ayni zamanda tezde ele alinan
problemin temelinde yatan genel uzay-zaman modelinin 6zel bir durumudur. Tezdeki

islemler daha genel bir modeli esas almaktadir.

Spin tizerindeki dinamik uzay-zaman etkileri Dirac denkleminde “Spin Baglanti
Katsayis1” olarak bilinen terim araciligiyla ifade edilir (Dirac 1928, Hayashi ve Nakano
1967, Hayashi ve Shirafuji 1979). Dirac spindr alanmi betimleyen kovaryant

Lagrangian soyle tanimlanir:
— 1 - i - i
LDirac = —mlll 711} + Ehia [¢V1Va¢ - Vadl]/ld}]. (4-2)
Burada )7i diiz uzay-zamanda Dirac matrislerini gostermektedir (Cardall ve Fuller

1996). Bu ifade eylem integralinde yerine yazildiktan sonra 1 ‘e gore Varyasyonu alma

islemi uygulandiginda kovaryant Dirac denklemi su bigimde elde edilir:

[h}74 (0, +T,) +m]yp = 0. (4.3)
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Spin Baglant1 Katsayis1 olarak bilinen I, teriminin ag¢ik hali Einstein’in Genel Gorelilik

kuraminda
O = = (7, 710 b (4.4)
seklinde verilir. Dirac Gamma matrisleri olarak bilinen ' matrisleri genel olarak
777 = Y7k = 2n'y) — 2t e, (4.5)

ifadesini saglamaktadir. Bu ifadedeki n** Minkowski metrigini gosterirken ™/ ise
“tiim indislerine gére anti-simetrik” Levi-Civita tensoriinii gosterir (¢°123 = 1). Dirac
denklemi teleparalel kuramda yazildiginda spin baglant1 katsayisi artik

1 3i ~
Fﬂ = EV# — :A/.LYS (46)

denklemiyle verilir (Hayashi ve Nakano 1967, Hayashi ve Shirafuji 1979). Bu yeni
ifadede yer alan terimler olan V, ve A, torsion tensoriiniin sirasiyla vektor kismi ve

axial-vektor kismudir. Bu niceliklerin bilesenleri asagidaki matematiksel ifadeler

yardimiyla hesaplanabilmektedir:
V., =T% . 4.7

Ay = <" Py p . (4.8)

Burada karsimiza ¢ikan yeni ifade olan T’laﬂ torsion tensoriidiir. Bu tensortin V, ve A,
kisimlarmin disinda iigiincii kismi olan t,, “tensor kism1” da bulunmaktadir. Bu kisim

ise s0yle tanimlanir:

1 1 1
tauv = E(Tauv + Tuav) + E (gvaTé;Sy + gvuTwwa) - ggauTaav : (4-9)
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Sonug olarak torsion tensorii ti¢ farkli kisimdan olusur ve bu bilesenleri cinsinden genel

matematiksel ifadesi asagidaki bicimdedir:

1 1
Ta;w = 2 (ta/.n/ - tavu) + 3 (gauv;/ - gavVu) + 6a,uvaAa : (4-10)

1

Burada §%#V? = — e*a jle verilir. Ancak bu ifadelerden de anlasildigi gibi Dirac

denklemini Teleparalel kuramda yazabilmek i¢in torsion tensoriiniin vektor ve axial-
vektor kisimlart olan V, ve A, bilesenleri hesaplanmalidir. bu hesaplar igin de torsion

tensOriiniin bilesenlerine ihtiya¢ duyulur. Torsion tensoriinii hesaplamak i¢in baz1 ekstra
terimler hesaplanmalidir. Buna gore ilgili hesab1 yapabilmek i¢in izlenmesi gereken

yontemde gerekli olan nicelikler asagida verilmis olan denklemler yardimla elde edilir.

Weitzenbock katsayilari olan F)}x p cinsinden torsion tenséril soyle betimlenir:

Tp =The —Thp . (4.11)
Weitzenbock baglanti katsayilarint veren matematiksel ifade ise

s = h oght, (4.12)

bi¢imindedir. Dirac parcaciginin yari-klasik spin vektorii olan S , axial-vektor

torsion’un uzaysal kismi olan A kullanilarak sOyle tanimlanir:
£ =_2AxS. (4.13)

Bu ifade Dirac pargacigmin Spin Presesyon hareketini veren denklem olarak bilinir.

Ayrica bu harekete karsilik gelen Hamiltonyende yer alan ekstra terim soyledir:

SH=—-24.¢6. (4.14)

Al w
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o Pauli spin matrislerini gostermektedir. Spin vektorii ile arasindaki iliski ve bu

matrislerin agik halleri su denklemlerle ifade edilir:

§=15, (4.15)
") s
o = (? —Ol) (4.16h)
op = (é _01). (4.16¢)

Artik “NUT uzay-zaman1” i¢in Dirac denklemini teleparalel kuramda yazmak ig¢in
gerekli matematiksel niceliklerin agik hallerini biliyoruz ve gerekli hesaplamalara

baslayabiliriz.

NUT uzay-zamani i¢in metrik tensorii ve tersi soyle elde edilir:

Gy = P82SY — QL6 — (r2 + 12)526% — [(r? + [2)sin20 — 4Plcos20]6363

—2Plcosf[8265 + 6367] (4.17)
24+12-4P1?cos26 818y 1
9" =m0 ~ =g ~ o (0203 + cosec?867 3]
21 corszeifzcote [6(;)16;, + 6;16(1)/] ) (4.18)

Bu model P(t,r) ve Q(t,r) fonksiyonlarinin bazi 6zel segimleri ile farkli limit

durumlarina indirgenebilir.

(1) Duragan c¢oziimler (Nouri-Zonoz ve ark. 1999): bu secim ig¢in

fonksiyonlarin agik bigimi sdyle verilir:

P = 1_ 1— 2(mr+1?)
Q r2+12

(4.19)
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(i)  Ikinci se¢im ise sdyledir (Nouri-Zonoz ve ark. 1999):

1 2 as e
6 =& [az 12+r2] + ViZ+r2 [az 12+r2] (4'20)
aq, @y, az ve NUT parametresi [ birer sabittir.

(ili)  Son secim ise Dual-Nut uzay-zamanini betimler. Ilgili secim icin
fonksiyonlarin tanimlar1 asagidaki bi¢imdedir (Nouri-Zonoz ve ark.
1999):

mr+12(1-2k)]

1 2
P=c=1-2k- S (4.21)

Kiiresel simetrik bir metrikle betimlenen NUT uzay-zamam igin h9, tetrad

secimi asagidaki gibidir:

/\/ﬁ 0 0 —2l/Pcos B \

0 J/Qsinfcosp VrZ+12cosfcosp —VrZ+1Zsing

k 0 \/Esin Osing VrZ+12cosfsing Vr?+12cosq ) - (4.22)
0 \/6 cos 0 —r2+12sin@ 0

Buna gore bu matrisin tersi b}’ ise asagidaki denklemde verilen bigimde olmaktadr:

( 1 3\
N 0 0 0
2l cotB sing cos@sin@ cosfcos¢e _ sin ¢
Vr2+12 Je Vr2+12 V12412
2lcotBcosp sinfsing cosOsing cos @ (4-23)
Vr2+12 Je Vr2+12 V12412
0 cos @ ___sin 6 0
\ Je Vr2+412 J
Bu sonuglar 15181nda elde edilen Weitzenbdck baglanti katsayilar: sunlardir:
0o _ P
rg =2t (4.24)
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P
[0 ===
01 ™ 5p
1 _ Q¢
Mo =3,
1 _ Qr
M, =25

2 2
1 _ re+l
[, =— 2
2 _p3 _ / Q
l-‘12 - l—‘13 - r2472"
2 _p3 __T
l—‘21_1—‘31_,,.24_127

Fg:)) = ng = COte,

['%; = —cos@sinf,

Q
9 =2lcosg /r2+12 :

I'9; = 2lcotBcosb,

P
r, = —lcos6—=,
2lrcos@ Py
re, = —lcosO—=
31 r24+12 p'’

I'Y, = 2l cosecH ,
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rl, = —sin?4 /% (4.38)

Boylece, torsion tensoriiniin karsilik gelen sifirdan farkli bilesenleri,

TS =-ThHh=-2, (4.39)
T35 = —T3 = —lcos 6=, (4.40)
T% = —T9, = —lcos 6 {—2\/%+r2% -2, (4.41)
T93 = —T3, = 2lsin6 , (4.42)
Th =Tl =45 , (4.43)

r / Q
T3, =-T3, =T =-T3} = el eyl (4.44)

bi¢iminde elde edilir. Ayrica, Torsion’in vektor kisminin sifirdan fakli olan bilesenlers,

Vo = —f—g, (4.45)
2r Q Py
V= =t 2 /r2+12 — 5 (4.46)
P
Vs = —lcosB?. (4.47)

iken, Torsion’1n sifirdan farkli olan tek axial-vektor bileseni ise sudur:

1 __ 2 [P
A" = 3(r2+12)\/;’ (4.48)
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Son olarak, Torsion’1n sifirdan farkli tensér kisim bilesenleri ise soyle elde edilir:

2r Q
3too1 = —6t190 = —6tg10 =P [r2+12 -2 /rszl - P,

lcosO

toos = —2tozp = —2t300 = 30 (PQ.—2QP,),
1 Q

tor1 = tio1 = —Zti0 = —6_(;1
1 (r2+1%)Q

tozz = l202 = —5l220 = —Tt,

3 3 0 r
2lcos@ 031 7 21cosg 301 r24+12 1242 +Er

4lcos @ Q r
to1z = t103 = t130 = l310 = —— {Zpl /_r2+12 __TZHZl + P},

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

t033 = t303 = t330 = ElZCOSZH Pt + [(Tz + lz)Sinze - 4[2PC0529]% y (455)

3 ’

P
ti1z = —2t131 = —2t311 = —1Q C0593_';1

1 r 1 P
tizz = 12 = —Jla21 = —g‘l'g\/Q(TZ +12)+ (r* + lz)ﬁ,

1 812Pcos?6+(r?+1?)sin%@
ti3z3 = tz13 = =7 l331 = 3
12P(r2+12)2
3
x [2PVrT+ I (JQGZ+18) — 1) + P (% + 17)3]
t203 = toaz = —t3gx = —tg3x = [P sinf
tyaz = —2t3p; = —2ty3; = —lcosO(r* + lz)%,
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t233 = t323 = _%t332 = _lep Sin9 COS 0 (461)

(4.48) denklemine gore NUT uzay-zamani i¢in Axial-vektor soyle yazilabilir:

e 21 P A
A(t, T') = —3(7_2—4_12)\/%87-. (462)

Buna gore Torsion Gravite i¢in Dirac pargaciginin Spin Presesyon hareketini

betimleyen ifade,

a$ WP , 2
Tt = YT é, XS (463)

biciminde elde edilir, karsilik gelen Hamiltonyen katkis1 ise

IV/P
seklindedir. Sonuglar 6zel durumlar i¢in {i¢ farkli sekilde olur:
(i) Birinci se¢im igin 6zel ¢oziimler:
ds l 2(mr+12) n 2
prii=vrl L 2112 1'/28 x5, (4.65)
l 2(mr+i1?)
O] = e 1 = e 1o (4.66)
(i) Ikinci se¢im i¢in dzel ¢oziimler:
ds l 212 a 12 n 2
a0 =l e - o]+ i e - ] 1776 xS, (4.67)
l 212 a 12
(6H)I = 2(r2+12) L2 [az N lz+r2] + \/lz-lg-r2 [az o 12+r2] ]1/20r ' (4.68)
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(i) Son durum igin 6zel ¢oziimler:

as 1 2[mr+12(1-2K)]11/2~ o &
@ = el =2k =T e xS,

_ l _ _ 2[mr+1*(1-2k)] 1/2
(6H)I T 2(r2+12) [1 2k r2+12 ] Ir

(4.69)

(4.70)

Bu kisimda elde edilen sonuglar kullanilarak Spin baglanti katsayilarimin farkli bir

kuramda (genel gorelilik yerine teleparalel kuram) tekrar hesaplanmasiyla Dirac

denklemi fakli bir yontemle yeniden tartisilabilir. Boylece, genel gorelilikte Dirac

denkleminin ¢oziimiinde karsimiza ¢ikan zorluklar asilmaya c¢aligilir. Bundan sonrasi

basgli basina ayr1 bir ¢alisma konusu oldugundan bu kisimin hesaplamalar1 burada

birakilacaktir. Teleparalel nicelikler kullanildiginda Spin baglanti katsayilar1 asagidaki

gibi elde edilir:
L= -5,
I,=0,
[3 =—lcos® %.

4.2. Genel Hesaplamalar

Bu kesimde gerekli hesaplamalarimizi yapmak igin g6z

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

oninde

bulunduracagimiz uzay-zaman tipi, asagida agik olarak verilen “(3+1) boyutlu, hem

donen hem de genigleyen” Kara Delikler ve Solucan Delikleri modellerini betimleyen

¢izgi elemant ile verilir:

ds? = A%(t,r)dt? — B2(t,r)dr? — F2(t,r,0)d6? — P%(t,r,0)dp?
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+2&(t, r)dtde. (4.75)

Bu model igin metrik tensorli g,, ve metrik tensoriiniin tersi g*”’yli matris bigiminde

yazmak istersek

A%(t, 1) 0 0 3 (t r) \
0 —B?(t,1) 0
= ’ , 4.76
Guv 0 0 —F%(¢,7,) | (4.76)
E(t,7) 0 0 —Pz(t T, 9)/
P2(t,r) 0 0 £
/ AZ(t,r)P2(t,r,0)+&2(t,r) Az(t,r)PZ(t,r,9)+§’2(t,r)\
1
g = I ’ B ’ I
- 1
| 0 0 F2(t,r,0) 0 l
\ Etr) 0 0 A%(t,r) /
A2(t,r)P2(t,r,0)+&2(t,r) A2(t,r)P2(t,r,8)+&2(t,r)

ifadelerini elde ederiz. Tez konusuyla ilgili hesaplamalar yapilirken ihtiyag duyulacak
diger bir ifade olan /—g (buradaki g terimi metrik tensériiniin determinantint betimler)

asagidaki bigimde elde edilmektedir:

J—9 = JB?F?(A%P? + £2), (4.78)

Robertson (1932) tarafindan ortaya atilan kiiresel simetrik tetrad formu igin kartezyen

koordinatlardaki en genel tetrad ifadesi asagidaki gibi verilmistir:
hey =M(&1), hg’ =BErE®, h@ = B(Er)x®, (4.79a)

h.. = K(t, r)d(l) + S, r)xOx* + €3y, G(t, )x". (4.79Db)

(

Genel koordinat doniistimleri kullanildiginda tetradlar igin
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W = axv
T gxk

hyy (4.80)

ifadesi yazilir. Buradaki {X "’} ve {X*} yondes Schwarzschild koordinatlar1 olarak
bilinmektedir. Kiiresel, duragan ve yondes koordinat sisteminde X*, X% ve X3

X! =rsinfcosp, X?=rsinfsing, X3 =rcosh (4.81)
denklemleri ile tanimlanir. Denklem (4.2)’de verdigimiz metrik tensor ifadesi goz

onilinde bulunduruldugunda, ele aldigimiz uzay-zaman modeli i¢in tetrad bilesenleri su

sekilde elde edilecektir:

A 0 0 Y(t,r)
hi#(t,r, 0,0) = 0 BS{nHC(')sgo Fcos@cgsgo —A(t,r,0)sin@ (4.82)
0 Bsinfsing FcosfOsing A(t,r,0)cose
0 Bcos@ —Fsinf 0
Buradaki ¥ (t,r) ve A(t, r, 8) fonksiyonlarinin agik bi¢imleri
2 2p2
Y =5 e =5F (4.83)
seklindedir. At u ile tanimlanan tetrad bilesenlerini verdigimiz matrisin tersi
(2 0 0 0 )
Psing cos@sin@ cosf cos¢ __sing
n _ AN B F A
hi (t’ 7,0, (P) - < _1,l)cosg0 sinfsin¢g cos@sing cos @ ( (4'84)
AA B F A
cos @ sin 6

bi¢iminde elde edilir. Burada, h = ABFA bi¢iminde tanimlanmistir. (4.8) ve (4.10)

denklemleri kullanildiginda T*

uv

asagidaki sonuclar bulunacaktir:
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7O =-1@ =4, (4.85a)
7O, =-1%,, = -y, (4.85b)
7O, =-1%, = -y, (4.85¢)
T(l)01 = —T(l)01 = —B,cos@sinf (4.85d)
T(l)02 = —T(l)20 = —F,cos 8 cos ¢ (4.85e)
T(l)03 = —T(l)30 =A;sing (4.85f)
T(l)12 = —T(l)21 = (B—F,)cosfcosg (4.850)
T(l)13 = —T(l)31 = (A, —BsinB)sing (4.85h)
T(l)23 = —T(l)32 = (Ag—FcosB)sing (4.85i)
T® = -T® = -B,sinfsing (4.85))
T(Z)02 = —T(Z)20 = —F,cos@sing (4.85Kk)
T(Z)03 = —T(Z)30 =—A;cosg (4.85m)
T(Z)12 = —T(Z)21 = (B—F,)cos@sing (4.85n)
T(Z)13 = —T(Z)31 = (Bsinf —A,)cosg (4.850)
T(2)23 = —T(Z)32 = (Fcos8 —Ag)cose (4.85p)
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T(3)01 = —T%, = —B,cos# (4.850)
T® = -T®, = —F,sing (4.85r)
T®, = -1, = (F, — B)siné. (4.853)

2

Yukarida elde verilmis olan sonuglarda yer alan “,t”, “,r” ve *,8” ifadeleri sirasiyla
"t”, "r” ve "0” degiskenlerine gore tiirev alinmasi gerektigini gostermektedir. Ayrica
elde ettigimiz sonuglarda bazi indisler parantez igerisinde yazilmistir. indislerin alacagi
rakam degerleri agik halde yerine yazildiginda Yunan indisleri ile Latin indislerinin
birbirine karismasi durumu s6z konusu olmaktadir. Bu ifadeler fiziksel olarak farkli
anlamlar tasiyan indisler olup bu karisikligi 6nlemek admna yukaridaki gosterim tercih

edilmistir.

Yukarida elde ettigimiz sonuglar kullamldiginda T ,,, tensoriiniin sifirdan farkl

olan bilesenleri asagida verilen bi¢imlerde elde edilmektedir:

Ar
T001 = _Tolo = 7', (4.86&)
Ape—pA,
T3 = —T %, = =%, (4.86h)
BAsin 6+Ay . —PA
TOp = —T05 = — 2t r ¥y, (4.86¢)

AA

P(Ag—F cosB)
T3 =T, = —QAA ) (4.86d)
B
Tlor=-T' =~ (4.86¢)
F
T?0 = —T? = —%, (4.86f)
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T?1,=—T% =—5 (4.86Q)
T30 = =T33 = %: (4.86h)
T313=~T%; = BSinf_A'r; (4.861)
T3, = 00 (4.86))

Siradaki asamada ise sonraki islemlerde ihtiya¢ duyacagimizdan T%,. tensoriiniin

bilesenlerini hesaplayacagiz. Buna gore sifirdan farkli olan bilesenler sunlardir:

0) _ _pm(0) __ AAysinfcos o+ ¢sing
oo =T oo = ABA ' (4.87a)
0) _ _m(0) __ AA;sinfsing -y cos@
oo =T @0 = ABA : (4.87b)
0) _ 0) __Aycos@
o =T @o = T (4.87c)
0 _ _7© _ sin0(pa,—4ay,)
oo ="T oo ="mHmgr (4.87d)
(0) _ (0 __cosOsinp(PAr—AY,)
e =T oo = e , (4.87¢)
(0) _ (0 __ cosfcos o(YA—AY,)
oo =T oo = ABA ' (4.87f)
€ _ = __ FABycos®@ sin?6+BAF cos?fcos® +BFAsin’¢
T on =T wo = ST . (4879)
® _ 7@ _ 72 _ _7@ _
oo~ T o0~T o~ T oo =
i 2 2g_
__sin ¢ cos p(FAB,sin®6+BAF cos*6 BFA‘t)' (4.87h)
ABFA
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(1) €Y} (3)
o =T @0 =T 0w
?) __cos 6 cos @ sin§(FB—BF¢) .
T o = — , (4.87i)
€Y €Y}
" =T o
__ Asin@(B[F-Agcos8]—F A,sin 8)+y cos p(FBsin?6+BFcos?6) .
- ABFA ’ (4.87))
€)) €))
"o =T emw
BFA( B[Acos Ocos?g + A g sin Osin <p]
+ cos G[AF cos?g + FA ,sin’¢))
+ o Y sin 260 sin 2(p(BFt FB,t), (4.87k)
(€)) €)) _ Cosg
T @ = ~T y@2) = ages(—ASIN@[B{Acos 8 — A g sin 6} + cos O{FA . —
AF ) + ZABFAw sin 26 cos p[FB, — BF,]  (4.87m)
) ©) _ FAB‘tsinzBsinz<p+BAEtcoszesin2(p+BFA,tcosz(p
oo = T oo = ABFA , (487n)
) (2) 3) (3)
Toe =T @m0 =T oo =T o
_ _ cos@singsin6(FB:—BFy)
= - , (4.870)
) )
™o = T ow
__ Acos @(B[F—A gcos 0]—F A,sin 6)+1 sin ¢ (FBsin?6+BFcos?6)
= o , (4.87p)
@ @) _ Sing :
T 13 = -T 3)1) = m(—A cos (p[B{A cos@ — A g sin 9} +

cos 0{FA, — AF,}])

[BF,t - FB,t] , (4.870)
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(2) (2)
oo =T 6w
= A ( B[A cos 8sin?¢p + A g sin Ocos?¢|
+ cos @[AF,sin?p + FA .cos?¢])
4ABFA1/) sin 20 sin 2¢(FB, — BF,), (4.87r)
3) 3) FB‘tc0526+BF‘tsin29
oo =T &0 = BF ) (4.87s)
) _ @3) __ YsinfcosO(BF—FB;)
oo =T on= ABFA ) (4.87Y)
(3) _ (3) __ AAsin6 cos (B—Fy)— sin ¢(FBcos?6+BFsin’6)
oo =T ew = BFA ,  (4.87u)
©) _ 3)
oo =T o
i i — 2 i 2
_ AAsin 6 sin (B ET)+¢AC;;/T(FBICOS 6+BF;sin 6)’ (4.87V)

Tek indise sahip olan T¢ ifadesinin sifirdan farkli olan dort bileseni soyle elde

edilmektedir:

FAB t+BAF+BFA
T = 2 ot (4.88a)
ABFA

T — ﬁ (AA, sin@ cos ¢ + sinp[YB, + By ,])

cos ¢ _ _
~BFA (B[F + Asin@ — A g cos 9] — sin H[AET + FA,D
—ByF,sing, (4.88b)
T® = m(AA sin 0 sin ¢ — cos p[YB, + By ,])
_sing

BEN (B[F + Asin8 — A 4 cos 8] — sin 8[AF, + FA,])

—ByF,cos g, (4.88c)
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TG — FAA ¢ cos 0+A(cos O|AF,+FA »|—B[Acos 0+A g sin 6])
ABFA

(4.88d)

Torsion tensorii ile ilgili yapacagimiz son hesaplama tiim Latin indislerin yukarida
oldugu durum olan T%¢ ifadesinin bilesenlerinin elde edilmesidir. Buna gore T%P¢’nin

sifirdan farkli olan bilegenleri asagidaki gibi olacaktir:

TOO)(1) = _TO)1)(0) — _AArsinécosg-Eyp;sing (4.892)
ABA ’ )

T(O)(O)(Z) — _T(O)(Z)(O) - _ AA_r sin @ sin (p—Bl[)_t cos @ (4 89b)
ABA ’ )

TOOG) = _TOG)©0) = _ j_B cos 6, (4.89¢)

TOMR = _TO@Q) = PA—Ar g o (4.89d)

ABA
TOME) = _7OE)1) = PAr- 1”rsmq) cos 0, (4.89¢)
TORE) = _TO®E) — _ % cos 0 cos @, (4.89f)
MWO)1) — _1)(1)0) — FABsin20cos?@+BAFcos?0cos?@p+BFAsin?g
T T ABFA ’ (4.899)

TOOE) = _ 7M@) = T@OD) = _T@RMEO) =

FAB¢sin20+BAFcos20—BFA;
2ABFA

sin 2¢, (4.89h)

TOOE) = _TOEO) = FBBE G99 o6 0 (4.89))
2ABF

TOME) = _TOE@O =

Asin@(B[F—A gcos 8]-FA sin 6)+y cos ¢(FB¢sin?6+BFcos?0)
ABFA !

(4.89))
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1
TOMDE) = _TOEW = 7 [Acos Bcos?g + A g sin Osin?¢]

+ (cos O[AF,cos?g + FA ,sin?g|

ABFA
+2L5in 26 sin 2¢[BF, — FB,]), (4.89K)

TG = _ 7M@) =

) . P
-A B{A cos 6-A 0)+cos O{FA ,—AF,}]-Zsin 20 BF—FB
cos ¢(—Asin ¢[B{A cos g sinB}+cos O{FA 'r}]—= sin 26 cos p[BF _t])' (4.89m)
ABFA
2)(0)(2) — _T(@)(2)(0) — FAB‘tsinzHsin2<p+BAEtcoszHsin2<p+BFA_tcosz<p
T T o , (4.89n)
T@OB) = _T@R)(O) = %Sin 20 sin @, (4.890)

T@WR — _7@@)Q)

cos @ :
= BFA (B[F — A gcos 9] — FA, sin 9)
Ve :
———sin @(FB sin?0 + BF cos%0), (4.89p)

TOWE) = _T@EQ) =

sin ¢(—Acos ¢[B{A cos 6-A g sin 6}+cos O{FA,T—AF,T}]+%sin 20 sin @[BF—FB])
ABFA

, (4.890)

T@@EG) = _T@E@ — _

TApFA S 20 sin 2¢|BF; — FB,]

+ ﬁ (—B[A cos 8sin?¢ + A g sin Ocos?@] + cos 8 [AF,sin?¢p +

FA ,cos?¢]), (4.89r)

TEOW = _TAMO = _ BBt 6 99 o5 ¢, (4.895)
2ABF

TEOE) = _TA@O = _EL=FBe 6 59 gip o, (4.89%)
2ABF
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T(3)(0)(3) — —T(3)(3)(0) — FB'tC0529+BF:tSin29, (489u)
ABF
M@ = _T@®@Q) = BEe=FBe, )
T T T Y sin 20, (4.89v)
TEOE) = _TAEQ) = AAsin @ cos 8(B—Fy)-y sin(p(FB‘tc0529+BF‘tsir129)’ (4.89y)
ABFA
TR@EG) = _TR)3)(2) — AAsindsin <P(B—Er)+wA;o:[;p(FB,tcos29+Batsin29), (4.892)

Bu sonuglar1 kullanarak sagdaki iki indisine gore anti-simetrik olan Z*¢’nin sifirdan

farkli olan bilesenleri hesaplandiginda su sonuglara ulagilmaktadir:

OO = _yOM©) =

—Acos @(B[F+Asin0—A g cos 0]—sin 0[AF,+FA|)+y sin [FB+BF¢]
2ABFA

, (4.90a)

OO = _5O@)©) =

—Asin@(B[F+Asin6—A g cos 8]-sin O[AF,+FA;|)+y cos @[FB+BFy]

2ABFA ’ (4.900)
$OOG) = _5OEO) = _ B(A”Sf’*"ﬂSi‘;ZZC°SQ(AF’+FA’), (4.90c)
$OME@) = _3O@1) = W (4.90d)
TOWE = _3OEO) = OMeCL A, (4.90e)
5O@E) — _y©O)@)@) — _ 0s0cos f;;”:'r‘Aw'T), (4.90)

SO — _yO@D0©) —

BAF¢(1+cos?0cos?)+FAB[1+cos?0sin?@|+BFA ;[1+sin?¢]
2ABFA

, (4.909)
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5WO@) — _y@D@)0) —

BAF¢cos?0 sin2¢+F sin O(YA —A ,)+F sin 2 (ABsin?6—-BA ;)
4ABFA

. (4.90h)

$WOG) — _y1E)0) =

F cos 6sin <p[1pA‘r—A1p,T]+cos @ sin20(FAB t—BAF;)
4ABFA ’

(4.90i)

s = _y1@)Q) =

[AA(B-Fy)-FAA,]sin 8sin @+F cos @ (YB+cos?8+By ;)+BYF cos psin?8
2ABFA

(4.90j)

1 : 1 :
DG = OGO = <57 08 Osin’p(B — F,) + o Cos’@(BAgsin6 —

1

FA, cos ) — ———r

sin 0 sin 2¢ (FYB, — BYF,) — ﬁA,r cos 8, (4.90k)

TG = _yOE@) =

—Asin2¢(B[A cos 8—A g sin 0]+cos O[FA y—AF,|)+ycos? @ sin 26 (FB —BFy)
4ABFA

, (4.90m)

$@O1) — _y@@W0) —

(BAFc0s?+FAB sin?0—BFA ;) sin 2¢+F sin 8[Ay ,— A |

PABFA , (4.90n)

7 (2)(0)(2) = _y(@)(2)(0) —
BAEt(1+coszBsinztp)+FAB,t(1+sin2Gsin2¢)+BFA,t(1+coszrp)} (4.900)

2ABFA

y@(0)3) = _y@G)0) —

F cos 8cos ¢[A —PA | +sin @ sin 26(FAB‘t—BAF_t)' (4.90p)
4ABFA

»@ME) = _y@@21D) =

(FA,+AF;)Asin @cos @+ sin ¢(BF;sin?0+FB¢cos?0)+BF ¢ sin p—ABAsin 6 cos (p’ (4.900)

4ABFA
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$@MEB) = _y@E)D) —

__ Asin2¢(B[Acos 6-A g sin 6]+cos 0[FA r—AF,])+sin® ¢ sin 26 (FB~BF;)
4ABFA

. (4.900)

1 . .
EB@® = @O = —— (A[B — F,]cos 6 cos’p + sin*p[BA g sin 6 —

cos 6
2ABFA

FA, cos6]) — (FAA, + 24 sin2¢ sin  [BF, - FB,t]), (4.90s)

5@ — _yBGD0)

__ Fsingcos@[AY —PA,|+Asin 26 cos p[FB—BF]
- 4ABFA

. (4.901)

$@0@) — _y(3)(@)0)

__ FcoscosO[pAr—Ap|+Asin 26 sin o[FB—BF]

ABPA , (4.90u)

F@OB) = _y@E)©0) — 2BAF¢[1+sin20]|+FAB[3+cos 20]+2BFA (4.90v)
4ABFA ! '

$EME) = _yE)(@)(1) — PSin26[BE—FB,] (4.90)
4ABFA ! )

$AMEG) = _yGE®) =

Fsin @ cos ¢[AA +AA|+F sin @[By 1+1Bsin?6]—AB cos ¢[F—A g cos 6]

2ABFA ! (4.90y)
B@G) = _yE)@) = [MArtad] oo 2
z =-X = — ———sin 0 sin @ Samrn COS go[BEtcos 0+
. v 1
FB,sin?0] — ﬁ cos ¢ ———sin[F — A g cos 8]. (4.902)

Elde edilen sonuglar 1s18inda ele aldigimiz uzay-zaman modeline eslik eden Enerji-
Momentum (ya da 4’Li-momentum) Yogunlugu igin sifirdan farkli olan bilesenler

asagidaki gibi elde edilecektir:

MO = 2k(—Acos p[B{F + Asind — A4 cos 8} —sin O{AF, + FA,}]| +
Ysing[FB, + BF,]), (4.91a)
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NO® = —2k(Asin[B{F + Asin® — A g cos 0} — sin O{AF, + FA,}] +
Y cos p[FB, + BF,]), (4.91b)

NO® = 2kA(AcosO[F, — B] + FA, cos@ — BA g sin6), (4.91c)

MWW = 2k (BAF,[1 + cos?0cos?¢] + FAB[1 + sin?Ocos?¢] +
BFA[1 + sin?¢]), (4.91d)

M@ = ,(BAF,cos?8 sin 2¢ + Fsin 8{y)A, — A, }
+ Fsin 2¢ {ABsin?6 — BA)}), (4.91e)

NG = kF sing cos 8 {YA, — AP}
+kA sin 26 cos<p{FB,t — BEt}, (4.91f)

N = k(BAF,cos%6 sin 2¢
+Fsin 0{yA, — A, } + Fsin 2¢ {ABsin?0 — BA ;}), (4.91q)

N®@ = 2k(BAF,[1 + cos*0sin?p] + FAB,[1 + sin?6sin?¢] +
BFA[1 + cos?¢]), (4.91h)

N@® = kF cos ¢ cos 6 {Ap, — pA,}
+KAsin 20 sin ¢ {FB,t — BEt}, (4.911)

N®W = kF sin ¢ cos 8 {AY, — PA,}
+KAsin 26 cos ¢ {FB, — BF .}, (4.91))

N®@ = kF cosp cos 8 {YA, — AP, }
+KAsin 20 sing {FB, — BF,}, (4.91k)

N®® = k(2BAF {1 + sin?0} + FAB {3 + cos 20} + 2BFA ), (4.91m)
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Goz oniinde bulundurulan uzay-zaman modeli igin,

- kiitle-cekiminden ileri gelen: enerji-momentum, toplam agcisal
momentum, enerji-momentum akisi, basing,

- maddeden ileri gelen: enerji-momentum

gibi fiziksel niceliklerin dogrudan yazilabilmesini saglayan tiim gerekli hesaplamalar
tamamlanmistir. Ele aldigimiz genel uzay-zaman modeli 06zel durumlara
indirgendiginde onlarca 6zel kara delik ve solucan deligi modelini vermektedir. Bu
sebeple aslinda bir ¢cok model i¢in hesab1 dogrudan yapmis olduk. Tezin 6zgiin tarafi ve
literatiire katkis1 bu noktadadir. Literatiirde bazi1 6zel modeller ig¢in Genel Gorelilik
Kurami’nda enerji hesab1 yapilmistir. Bu tez ¢alismasinda elde edilen sonuglarin hem
genel bir model icin olmasi hem de Teleparalel Kiitle-cekim kurami olarak bilinen yeni
ve alternatif bir kuramda Hamilton Yaklasimi kullanilarak elde edilmis olmasi
literatiirdeki en Onemli problemlerden biri olan evrenin Enerji Hesabi Problemi’ni

genisletmekte, ¢ozlimiine yonelik ¢aligmalara yeni bir bakis agis1 kazandirmaktadir.

Elde edilen sonuglarin 6nemini gostermek ve problemi drneklendirmek i¢in bu
asamadan sonra Ozel durumlar tartisirken uzay-zamana eslik eden enerji iizerine
yogunlasacagiz. Buna gore kullandigimiz genel uzay-zaman modeline eslik eden
teleparalel kiitle-cekim kuraminda Hamilton yaklasimi kullanilarak elde edilen enerji

yogunlugu i¢in,
0,TO¢ = 9,1 4 9,1(M2 4 9,193, (4.92)

acilimmi hesaplamamiz gerekecektir. Burada I, 12 ve 13 terimlerine
thtiyacimiz olacagi goziikmektedir. (4.18) denklemlerinde verilen sonuclar ve tetrad

bilesenlerini kullanarak bu bilesenleri hesaplamak kolaydir. Thtiyacimiz olan ifade
MO# = h, *IO® (4.92)
denklemidir. Buna gore,

N = —Z2(BFsin§ + BA— AF, — FA,) (4.94)
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N©2 = —222(Fcos6 — Ag) , (4.94b)

n®s = 2L(Fp, + BF,) (4.94c)

sonuclart elde edilir. Elde edilen bu hesaplamalar (4.19) denkleminde yerine

yazildiginda

— Z 9,1k = 3, [2(BF sin6 + BA — AF, — FA,)]

+0g [% (F cos — A_g)]

(4.95)
sonucuna ulasilmaktadir.
Artik elde edilen yukaridaki sonucu (3.11) denklemi yardimiyla yazilan
P’=E=~[ 0,1®"d3 (4.96)

ifadesinde kullanarak enerji dagilimint hesaplamak miimkiindiir. $imdi baz1 6zel uzay-

zaman modelleri i¢in elde ettigimiz genel sonuglarin limit durumlarini tartigalim.

4.3. Ozel Durumlar ve Enerji’nin Tam Coziimleri

Bu kesimde bazi 6zel karadelik ve solucan deligi modelleri igin enerji
dagilimlar1 hesaplanacak, sonuglar (eger yapilmissa) daha Onceden literatiirde farkli
kuramlar ve farkli yontemler kullanilarak elde edilen enerji ifadeleri ile
karsilastirilacaktir.

4.3.1. Genislemeyen-Déonmeyen Metrikler

Denklem (4.1)’de verdigimiz genel modelde fonksiyonlar iizerinde yapacagimiz

su yeni kisitlamalar bizi istedigimiz uzay-zaman metrigine gotiirecektir:

A(t,r) = A(r), (4.97a)
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B(t,r) - B(r), (4.97b)
F(t,r,6) - F(r,6), (4.97c)
P(t,r,6) - P(r,6), (4.97d)
£(t,m) =0, (4.97¢)
W(t,r) =0, (4.97f)
A(t,7,6) - P(r,6) . (4.979)

Bu durumda elde edecegimiz yeni ¢izgi elemani
ds? = A%(r)dt? — B*(r)dr? — F%(r,0)d08? — P?(r,0)dp? (4.98)

seklinde olacaktir. Bu durumda (4.22) ile verilen enerji yogunlugu

—— 0,10k = 3, |2(BF sin0 + BP — PF, — FP,)| + 0 |2 (F cos 6 — Py)]
(4.99)

bi¢imini alacaktir. Bu limit durumuna uyan 6zel karadelik modelleri igin enerji ifadeleri

artik dogrudan yazilabilir.

o Konformal skaler dyon kara deligi: Bu model i¢in A, B, F ve P fonksiyonlarinin

acik halleri;

_ 1 . Qcsp
A(r) = 5 1 - (4.100a)
F(r,0) »r, (4.100b)
P(r,0) -» rsin@, (4.100c)
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seklinde oldugundan, bu modele eslik eden yerel enerji dagilimi

Ecsp(r) = Qesp(1 — QCSD) (4.101)

r

bi¢iminde elde edilmektedir. Buradaki enerji ifadesi Radinschi’nin genel gorelilik
kuraminda Moller gosterimini kullanarak yaptigi calismada ayni modeli géz Oniine
alarak yaptigi hesaplarda elde ettigi sonugla (Radinschi 2000) tam olarak aynidir.

r — 0o (¢ok uzak mesafelerde) limitinde enerji

rli_)r{)loECSD(r) = Qcsp = 9% +q% + q3 (4.102)

denkleminde verildigi gibi yiike esit olmaktadir.

e Regular kara delik: Modeli elde etmek i¢in kullanilmas1 gereken A, B, F ve P

fonksiyonlar1 su bigimdedir:

2mr?

1
AN =55 =1~ oo (4.103a)
F(r,0)—>r, (4.103b)
P(r,0) - rsinf, (4.103c)

Bu modelle asimptotik davranisi elde edebilmek igin serisel a¢ilim yOnteminin

kullanilmasi yerinde olacaktir. Kullanilacak olan matematiksel formiil
_ n(n-1)
(1+x0)" =1+nx+——x>+ (4.104)

bi¢imindedir. Buna gore;

1 3me?

2m
A(T)—%—l—T-F

4 (4.105)

r3
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olacaktir. Bu serisel a¢ilim bize ilging bir noktayr gostermektedir: r — oo limiti
alindiginda yiik Coulomb terimi (bu terim riz seklindeydi) gibi sifira gitmiyor, %3 gibi

sifira gidiyor. Yani buradaki yiik Coulomb yiikii olarak algilanmamalidir. Simdi (4.27)

denklemini kullanirsak, bu kara delik modeli i¢in enerji ifadesi

2 2 2,2
m 3me 3m“e

E ry=m-——-—
RBH( ) 4r 272 2r3

— (4.106)

seklinde olmaktadir. Bu sonucu kullanilarak r — oo (¢ok uzak mesafelerde) limitinde

enerji ifadesini inceledigimizde
hm ERBH(T) =m (4107)
T—00

olur. Bu sonu¢ Sharif’in (2004) genel gorelilikte Moller gosterimini kullanarak elde
ettigi deger ile aynmidir, dolayisiyla genel gorelilikte elde edilen sonug ile teleparalel
kuramda elde edilen sonu¢ uyumludur. Uzak mesafelerde elde edilen bu sonu¢ (kisa
nesafelerde yiikk sifir secildiginde de ayn1 sonu¢ elde edilir) aym1 zamanda

Schwarzschild kara deliginin enerjisidir.

o Skaler alanli solucan deligi: Bu duragan solucan deligi modelini veren se¢imler

sOyledir:

A(r) =1, (4.108a)
Br)=1-242 (4.108b)
F(r,0) »r, (4.108c)
P(r,0) —» rsinf . (4.108d)

Bu ifadeler elde ettigimiz genel enerji taniminda yerine yazildiginda ve gerekli serisel

acilim yapildiginda elde edilecek sonug sudur:
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2 2
Eywsr () =S == (p-L) =L+ L4 . (4.109)

2 2r

Uzak mesafeler (r — o) limitinde ise
lim Eyyyyse (r) = 2 (4.110)
T—00

sonucuna ulagilir.

e  Yiiklii regular kara delik: Bu kara delik tipi ikinci boliimde tanittigimiz gibi
kiiresel koordinatlardaki Anti-de Sitter-C metriginden elde edilebilmektedir. Bu

model i¢in uygun fonksiyon se¢imleri

2 6

-1 _q4_22m_ a @& .
A(r) - B(r) =1 r + r2 12m2ré + ! (41118.)
F(r.0) >, (4.111b)
P(r,0) - rsin@, (4.111c)

bigimindedir. Bu durumda kara deligin enerji dagilimini betimleyen matematiksel ifade

sOyle olmaktadir:

2 2 2 4 6

2T 2T 272 8r3  24M2rS

Radinschi (2001) bir ¢caligmasinda ayn1 modeli genel gorelilikteki Einstein gdsterimini

kullanmak i¢in goz 6niinde bulundurmus ve asagidaki sonucu elde etmistir:

6 10

E(r)=M-L__¢ ___a° (4.113)

2r  24M2r3  240M*4rS

Her iki sonug karsilastirildiginda ilk iKi terimin aynmi oldugu goriilmektedir. Her iki
ifadeyi uzak mesafelerde ele aldigimizda ise ayni sonucu vermektedir. Elde edilecek

sonug,
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hm ECRBH(r) = M (4114)
T—00
seklindedir. (4.40) denklemindeki ilk iki terimden olusan

Epn() =M — L (4.115)

2r

enerji ifadesi Reissner-Nordstrom enerjisi olarak bilinmekte olup ayni zamanda
Penrose’un elde ettigin yari-klasik kiitle tanimma da karsilik gelmektedir (Penrose
1982).

4.3.2. Donmeden Genisleyen Modeller

(4.1) denkleminde tanimladigimiz genel ¢izgi elemani kullanilarak su segimler

yapildiginda genisleyen fakat donmeyen metrikler elde edilmektedir:

$t,r) =0, (4.116a)
Y(t,r) =0, (4.116b)
A(t,r,0) - P(t,1,0). (4.116c¢)

Sonug olarak elde edilecek yeni ¢izgi elemani da
ds? = A%(t,r)dt? — B%(t,r)dr? — F?(t,r,0)d0% — P%(t,r,0)de?* (4.117)

bi¢iminde olacaktir.

— — 9,1k = 3, |2(BF sin6 + BP — PF, — FP,)]

+0, [% (F cos 6 — 39)] (4.118)
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Burada ifade kapali bicimde oldugu i¢in enerji integralini ¢cdzemiyoruz, fakat verilecek
olan 6zel 6rnekler bu asamada goz Oniine alindiginda enerji yogunluklar1 6zel durumlar

icin elde edilebilir ve sonugta da enerji integralini ¢6zmek kolay hale gelir.

e Vaidya kara delikleri: Bu genel karadelik baslig1 altinda alti adet farkli limit

durumu bulunmaktaydi. Vaidya tipi kara delikler genel olarak su segimle elde

edilmektedir:
A(t,r) = e7¥en |1 - 20D (4.119a)
tr) -
_ _ 2m(t,r 2
B(t,r) = (1 - ) , (4.119b)
F(t,r,0) =r, (4.119¢)
P(t,r,0) =rsinf. (4.119d)

Dolayisiyla Vaidya tipi kara deliklerine eslik eden enerji yogunlugunun matematiksel
ifadesi

9,11k = —4xsin 6 9, [re‘lp(”) ( /1 — @ -1+ @)l (4.120)

biciminde elde edilir, boylece enerji dagilimi

E,(t1) = re¥&n ( /1 — D 14 m) (4.121)

seklinde olacaktir. Uzak mesafelerdeki davranisi tartisabilmek i¢in bu ifadeyi seriye
acmamiz gerekecektir. Hatirlayalim! kiitle fonksiyonu olarak adlandirilan m(t,r)
ifadesi yavasca degisen bir fonksiyondu. Bu asamada ¥ (t,r) = 0 segilerek ¢6ziimlerin
limit durumu igin iki tane 6zel model ele alinacaktir (bunlar tezin kaynak Ozetleri

kisminda tanitilmisti).
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- L. Tip Vaidya modeli (monopol ¢oziimii):

Aslinda bu alt model genislemeyen bir kara delik tipine karsilik gelmektedir. Bu tip kara

delikleri tanimlayan uygun segim ise

Er

m(t,r) == (4.122)

denklemiyle verilir. Monopol ¢oziimii matematiksel olarak Vaidya tipi kara delik verir,
fakat genislemeyen bir kara delik modelidir. Bu ifade (4.44) denkleminde yazildiginda
enerji yogunlugu

9,0 = —4ksinf 8, [re ¥ED(V1—e—1+¢)] (4.123)
olur. Buradan (4.45) denklemi bize

Eyi(t,r) =re PED(V1—e—1+¢) (4.124)
sonucunu verir. Keyfi parametre olan €’ nun ¢ok kiiciik degerleri i¢in

E, (1) =0 (4.125)

olacaktir. Yang (2006) genel gorelik kuraminda Moller gosterimini kullanarak ayni

sonucu elde etmistir.
- Il. Tip Vaidya modeli (Yiiklii Vaidya ¢oziimii):

Bu ¢oziimler donmeden genisleyen Vaidya tipi kara deliklerden birini tanimlar. Kiitle

fonksiyonu su bigimde tanimlanmustir:
2
m(t,r) = k(t) — =2, (4.126)

2r

Bu se¢im i¢in (4.44) denkleminin davranisi

80



MUSTAFA SALTI

2 2
Epp(tr) =k—>(q? +5) + 5 - L (4.127)

bi¢iminde olmaktadir. Burada elde ettigimiz sonu¢ Yang’in (2006) elde ettigi sonuglar

ile uyumludur.

e Ellis-Bronnikov-Morris-Thorne solucan deligi ¢éziimii: Genisleyen bu solucan

deligi modelini tanimlayan metrik

At,r) =1, (4.128a)
B(t,r) = e*t"), (4.128b)
F(t,1,0) = e@m , (4.128¢)
P(t,1,0) = e@m sin@ (4.128d)

secimiyle buradaki hesaplamalarda g6z Oniine alinabilir. Boylece enerji yogunlugu ve

enerji dagilimini veren ifadeler sdyle olacaktir:
n 2n—-A
9,1 = —4ksin 6 9, [e‘a/rz +Q2—e 2 {(r* +0?» + r}] (4.129)
n 2n-2
Egpur(t, 1) = e 2r2+ Q%2 —e z {n'(r? + Q?) +r}. (4.130)

4.3.3. Genislemeden Donen Modeller

Genel cizgi elemani tanimladigimiz (4.1) denkleminde su segimler g6z Oniine

alindiginda genislemeden donen metrikler elde edilmektedir.

A(t,r) = A(r), (4.131a)

B(t,r) = B(r) (4.131b)
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F(t,r,0) = F(r), (4.131c)
P(t,1,0) > P(r,0), (4.131d)
E(t,r) = E(r), (4.131e)
Yt r) > i) =%, (4.131f)
A2(t,7,0) = N2(r,0) = AP (4.131g)
) ) ) A2 . .
Bu durumda (4.1) metriginin yeni bi¢imi sdyle olmalidir:
ds? = A%(r)dt? — B%(r)dr? — F?(r,0)d6? — P2(r,0)dp?
+2&(r)dtde. (4.132)
Yeniden yazilan genel metrik i¢in enerji yogunlugu ise su sekilde olur:
1 AB
— ﬁaun(o)ﬂ = 0y [T (F cos @ — ngg)]
A . §2+A2P?
+0, [5(BFsing + (B - F,) =57 —
EEL A%+ A L ABP?+PPA*—AA 1 (E2+A%P?
pp Srf At PPl AL G )], (4.133)
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5. SONUC ve ONERILER

Bu doktora tez calismasinda bazi 6zel Kara Delik ve Solucan Deligi modelleri
Teleparalel Kiitle Cekim Kurami’nda g6z oniinde bulundurularak bu modellere eslik
eden enerji dagilimi hesaplanmis, elde edilen sonuglar bazi limitlerde literatiirde daha

onceden bazi bilim insanlar1 tarafindan hesaplanmis 6zel sonuglar ile karsilagtirilmigtir.

Baglangicta bir¢ok 6zel uzay-zaman metrigini icerisinde barindiran genel bir

¢izgi eleman1 tanimlanmis

ds? = A%(t,r)dt? — B?(t,r)dr? — F2(t,r,0)d0?% — P%(t,7,0)d¢?
+28(t, r)dtdo (5.1)

ve ilgili hesaplamalar igin bu genel metrik temel alinmigtir. Yukaridaki denklemde ifade
edilen bu metrik donen ve genisleyen uzay-zaman modellerini betimlemektedir. Limit

durumlarinda bu metrik su alt modellere indirgenmistir:

e Donmeden genisleyen modelleri ifade eden ¢izgi elemant,
¢ Genislemeden dénen modellerin ¢izgi elemant,

e Hem donmeyen hem de genislemeyen modelleri betimleyen ¢izgi-elemant,

Bu simiflandirmaya uyan bazi 6zel kara delik ve solucan deligi modelleri 6rnek olarak
verilmis, bazilar1 i¢in enerji yogunlugu ve enerji dagilimi ifadeleri tezde edilen genel
sonuglar kullanilarak dogrudan elde edilmistir. Sonuglardan bazilari i¢in genel gorelilik
kuraminda da elde edilen sonuglar bulundugundan burada elde edilen sonuglarin
onceden elde edilen sonuglar ile uyumlu oldugu gorilmiistiir. Yukaridaki ii¢ limit

durumu i¢in elde edilen enerji (yogunlugu) dagilimi ifadeleri sirastyla:

— 0,104 (r,6) = 3, |5 (BF sin6 + BP — PF, — FP,)]

+0g [% (F cos @ — Rg)], (5.2)

— = 0,1O¥(t,7,0) = 0, [g (BF sin 6 + BP — PF, — FRr)]

+0g [% (F cos @ — Rg)], (5.3)
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5. SONUC ve ONERILER

— 23,10k (r,0) = 9y | (F cos § — 2PP,)|

EZ+A2P2
A2

+0, [5(BF sin6 + (B - F,)

oF EE A2+ A ABP2+PP A*—AA (87 +A2P2))]

e (5.4)
bi¢imindedir. Hesaplamalar tamamlandiginda elde edilen sonuglarin teleparalel kurama

adim1 da veren li¢c Oonemli parametreden bagimsiz oldugu gozlenmistir. Teleparalel

kuram adin1 veren bu {i¢ parametre genel bicimde sOyledirler: m; = —%, mp =— Ve

msg = %(1 — 2p). Buradaki k Einstein sabiti olup p ise boyutsuz bir parametredir. Bu

sabitlere verilecek 6zel degerler ile farkli teleparalel kuramlar elde edilebilmektedir.
Omegin, teleparalel kuramim genel gorelilik esdegeri igin gerekli secim sdyledir:

m; = — i, m, = % ve mz = —1. Elde edilen ifadelerin bu ii¢ sabitten bagimsiz olmasi,

bu tezdeki sonuglarin sadece teleparalel kuramin genel gorelilik esdegeri i¢in degil tiim

teleparalel modellerde gegerli oldugunu gostermektedir.

Hesaplanmis sonuglar genel gorelilik daha dnceden elde edilmis sonuglar ile
karsilastirildiginda, Genel gosterimdeki Moller gosterimiyle uyumlu ifadelerin
bulundugu goriilmiistiir. Boylece bu tezde elde edilen sonuglarin Lessner’in (1996)
ortaya attigt Moller gosteriminin genel gorelilikteki en kuvvetli formiilasyon oldugu

iddiasin1 destekledigi goriilmektedir.

Bu tezde Einstein’in genel gorelilik kurami ile hem uyumlu hem de daha genel
sonuglarin elde edilmis olmasi, bizi genel gorelilik kuraminda tartistiimiz ve
cozlimlerini elde etmekte zorlandigimiz problemleri teleparalel gravite gibi alternatif

kuramlarda tekrar ele almak konusunda motive etmektedir.
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