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INTRODUCTION A LA QUANTIFICATION DES CHAMPS. 

{THEORIES LAGRANGIENNES PERTURBATIVES). 

Motivation. 

Toute esthetique mise a part, la theorie quanti4ue des champs fournit une approche a la descrip­
tion des interactions entre particules qui combine uncertain nombre d'ingredients de natures diverses 
tels que : · 

- postulats de la mecanique quantique 
- proprietes d' invariance 
- causalite. 

Les postulats de la mecanique quantique permettent d'interpreter des phenomenes de nature ondu-
1 ato ire en term es de partic u les et i nversement. 

- Les proprietes d'invariance permettent de classifier les systemes elementaires et d'en restrein­
dre la dynami que [ M]. 

- La causalite, [ EG] ,[Bl. idealisee a un niveau microscopique, et qui assure la causalite sur 
le plan macroscopique produit des resultats remarquables sur le plan general de telle sorte que sauf 

si certains de ces resultats se trouvaient infirmes par !'experience, les theoriciens ne sont pas prets 
a rejeter une telle idealisation dont ils admettent qu'on puisse avoir a l'abandonner. Les theories des 
champs actue lies pretendent donner en pri nc i pe une description spatiotemporet le ponctuelte des pheno­
menas, alors que la majorite des mesures experimentales mettent en jeu des distances et des temps ma­
croscopiques et ne permettent de tester que d'infimes parties de ces theories. lnversement, la complica­
tion mattiematique de ces theories rend extremement difficile d'en tirer des consequences rigoureuses[Bl1. 
Ces deux ,circonstances font que 1es theories de champs ont parmi les theoriciens des defenseurs criti­
ques et des ennemis farouches. 

La situation experimentale la plus frequente est la suivante : ayant identifie des particules de 
masses, spins, charges donnees, on les prepare dans des etats d' impulsion assez bien definis (accele­
rateurs, cibles) avant leurs interactions et on me sure au moyen de detecteurs la prob ab I I ite d'observer 
d'autres particules en nombr~ variable, d'attributs cinematiques egalement assez bien definis. La des­
cription mathematique de telles situations :passe par : 

- La definition d'etats de particules libres (bien avant et bien apres leurs interactions). 

- La formulation de modeles decrivant les interactions. 

I. - Definition mathematique d'une particule [M] 

Le cas le plus simple d'une particule de masse m liant suivant le principe de relativite !'impul­
sion et l'energie suivant la relation 

est celui d'une particule sans spin, sans charge, par exemple le rr 0 dont on negligera ici l'instabilite 
de force electromagnetique, si on desire s'interesser par la suite a des interactions fortes. La mecani­
que quantique d'un tel systeme se fait grace a l'espace de Hilbert de.s fonctions f (p) • f de carre som­
mable pour la norme invariante relativiste 
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la description de particules de spin s, en accord avec le principe de relativite necessite I ' in­

troduction de fonctions d'onde a 2s +I composantes. 

ft:i. I f 1
2 

(p) ~ est la probabilite de trouver la particule supposee dans l'etat f • dans la 
2w 

region A de l'espace §es moments. Dans un referentiel deduit du referential de base par une transla· 

t ion d'espace temps a, et une transformation de Lore~tz A, l'etat que l 'on voit est {a.A} f defini 
par : 

fa, A If (p) = e• ip.a f (A·1 p) 

[ p. a = E a0 ·ft. a 1 

Cec i resulte de I ' analyse quantique de I' invariance re lativi ste. 

II. - Definition mathematique d'un ensemble de particules identiques aans interactions. 

L' i ndiscernabi t ite de systemes identiques pour des mesures mettant en jeu des observables symetri­

tri ques par rapport a tous les membres d'une collection de tels systemes conduit a definir les etats de 

plusieurs particul es suivant la statist ique a laquel.le celles-ci obeissent. Les parastatistiques, qui peu· 
vent etre reinterpretees en terme de degres internes de liberte ne seront pas mentionnees ici (H). Les 

statistiques totalement symmetriques (Bose - Einstein) et totalement antisymmetriques (Fermi - Dirac) 

sont decrites comme suit. Solt H l'espace de Hilbert monoparticulaire (dans l'e.xemple precedent 

H = L 2 (R 3 . d 3P ) _ 
p' --

2<i>p 

On considere l'espace de Fock~ (H) ( ( = ± 1) rsose Einste in 
LFermi Dirac 

Cf: (H} = 

H ~nest le produit tensoriel symmetrise 
anti symmetrise' 

de H dont les elements sont de I a forme 

( = ± 

If, = Iai1··· in fi @ . . . ©ti 'f' 1 ' f n 

ou f. est im element d'une base orthonormee de H est 
'k 

( = + 11 
( = • 1 

fj1 (8) .. , ® fin= _I_ Nr ~ (da(p)fi 11)~). •• @ fj ( ) 
f f n 1 n pm n P\ P n 

7l'1V == groupe des permutations de n ob jets o (p) = signature de ta permutation P : + 1 s i P est pa ire 

• 1 si Pest impaire. 

f 

112 
Nl = n 1· 1 

n "'i11 ..... 0< inl 

~i . = nombre de facteurs identiques a f· 
J I j 

o I = 1. 
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Si c = - 1 on voit facilement que cx 1 = ... = °' n = 

La norme de fn dans Hn est definie par 

I~ 12 - ~ .I a · ,· 12 / ~n - ~ t1· ·· n '- "°• 

Les vecteurs f; ® ... @f· ayant ete construits de fa<;:on a constituer une base orthonormee de H~n 
1 c 1n 

It = les nombres complexes. On definit H® 0 = I <t I 

Un element <P de 'F; (H) 

definie par : 

est une suite (~ , tPi .... ~n .... ).~ f H~k , pour lequel la norme est 
( 

I ~1 2 = n! 1£1)0 1
2 < oo • 

le vecteur n = ( 1, 0,0 ... } est appele vecteur du vide. ~ (H) est un espace d.t Hilbert dans lequel on 

va faire la mecanique quantique des collections de particules identiques s11ns interactions. 

A chaque operateur, A agissant sur H, on peut associer l'operateur defini dansr(H) 

avee la definition 

0{ =1+ l. A@ ... ©A 
n>O 

( Ol.~l = ~ai1 ... i Nln !. (f)o(p) AF· lg) ••. A riP(n) 
n--n!Pmn IP( 1) 

Par exemple, si A =V(a, A), l'operateur unitaire representant une transformation de Lorentz in• 
homagene'U.( a, A) est I 'operateur representant cette transformation dans I' espace de Fack. 

' 

Par contre, si A = ei 0"' est un operate·ur unitaire dependant d'un parametre, engendre par le g8-
nerateur ·infinitesimal 0, I 'observable additive correspondant a 0 dans l'espace de Fack est 

Cr = ! [ 0@1© ... (.101 + 1@0 .... ®1 ... 
n>o---- '- .,.....--

n n 

+1 &1© ... @OJ. 

(Par exemple' A =V (a, "11) = e i P .. a : P est l'operateur impulsion energie d'une particuleit est 
l'operateur impulsion energie d'un systeme de particules sans interactions). 

ll est commode de definir d'autres operateurs remarquables, qui oreent ou annihilent une particule 
dans un etat f, respectivement denotes par a* (f) , a (f) 

ou on a pose f = f i 
n 

(a (f) ~ ln-i = ...;n I. 

a (f) n = 0 

in ... in 

pour n:;;. 1 
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ou (fi fi } indique le produit sea faire dans H. 
P( 1) 

Ces definitions sont arrangees de sorte que a * {f), soit l'adjointe de a (f), c'est·a·dire que 

{'15', a (f) (J>) = (a * (f)lJ". cPI. 
et que I' on a it I es relations de commutation ( f = + 1) ou d 'anticommutation ( f = - 1) canoniques ( 1} : 

(CCR, CAR}; 

[a (f ). a * (g) ]_ = (f , g) l 
[a{f),a(g)J. =[a*(f).a *(glJ =or=+t 

[a(f), a*(g)]+ = (f ,g) l t: = •
1 

[a{f), a(g)]+ = [a*(f},a"'(g)] = 0 j 

B.E 

F.D. 

Les vecteurs de base precedemment construits s'expriment simplement en fonct ion des a et des a "' 
et du vecteur du vide par les formules : 

a*(f; )°' i 1 a*(fj }
0

\ 

(o,o, ... f. @ ... @f. ,o, ... )= 1 ... -..!L n, 
11 In . r--;- ~ 

V"'j.1 './«· I 
1 'n 

ainsi que les observables additives : 

·<7 = 7 a* (Q fi) a (fi) 

II est en particulier facile de voir, en utilisant les CCR que si R = [P, OJ , alors R = ( GV(f] _. 
CAR - d 'f -. 

En particul ier, l 'o"Perateur nombre de particules correspon~ant a Q = l, defini suivant 

ci1f = L a*(f.) a (f.) 
. I I I . 

et qui a la propriete de compter les particules : 

J/J a *(f·1) a * (f· ) a *(f· ) 
CIY---1- 'n n = n 'n v::-i ... ~ ~,-,, 

'n tn 

a *(f· } 
---c=' n,,... n. v:;=, 

In, 

commute avec tous tes operateurs additifs. 

Par une extension fac ile on peut decrire un systeme de particules i ndependantes d'especes (par 

exemple masses) differentes, decrites dans H 1 ••• HN. 11 suffit de construire le produit tensoriel simple 

;h (H1) © ... ©r[ (HNI , engendre a partir d'un vide commun 0 par N systemes de createur-s, un 
1 N 

par espece de particules : a '.j (fi1 }l.. aN (f i(N)) et d' imposer que les ai , at commutent -ou anticom· 
mutent I - avec les aj , at pour i j. j 

Ill. - Cadre theorique d'une theorie des collisions 

On opere dans un espace de Hilbert 1-fdans lequel on se donne deux bases de Foci< du type prece­

dent, qui etiquettent des etats de particules non interagissantes entrant OU emergeant d'une collision. 

Ces etiquettes sont en correspondence biunivoque et correspondent a la variate des etats de particu1es 

observees qu'on peut soit faire entrer en interact ion soit detecter apres une co l lision. Un etat entrant de 
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in · in 1out ® fout L , · n particules sera denote ~ ® ... ® fi , un .etat sortant i ® ... i . es etats in et out 
1 ( te n 1 2 t. n 

portant les memes etiquettes sont di sti nets en general car i Is decrivent des situations physiques d iffe. 
rentes. Cependant I' identite des relations entre des etats entrant portant certaines etiquettes, et entre 
des etats sortants portant des etiquettes identiques aux precedentes permet de deduire I 'existence d'un 
operateur unitaire S , appele operateur de diffusion {2) qui fait correspondre a un etat entrant l'etat 
sortant de meme etiquette : 

<}in = S ~out 
S*S=SS*=1 

L'amplitude de probabilite pour qu'a partir d'un etat entrant ~in on obtienne un etat sortant 

lfout est: 

( i.lfout. ~in ) = 11JTin. s ~in ) ::: rl/fout•, s ~out}. 

C'est a partir de c;ette amplitude de probabi I ite qu'on calcule la probabilite de transition, pui s 
la section efficace. 

L' invari ance relativiste se formule comme suit : 
si on observe les etats entrant et sortant dans on autre referentiel, <}>in _Ja.~~in ='U.i (a. A )Pin 

1./f out_,(a.A) W out =1Jout (a. A llfout . l a probabi lite de transition do it rester invari ante~ 

On en deduit 

Comme d'autre part 

on en deduit 

Def 
'U..out {a. A) =11ln (a.A) = t.(.(a.A) 

[S,'U{a.AJJ. = ·o 

Comme consequence elementaire, on obtient la conservation de I' impulsion energie durant une 
collision : si !'impulsion energie a la valeur Pi dans l'etat initial, la valeur Pf dan s l'etat final, 

d'ou 

Dans ce qui suit on va s'efforcer de construire des modeles pour l'operateur de diffusion bases 
sur !'existence de champs quantiques associes aux particules observees. Des theori~es plus elaborees 
permettent de concevoir que plusieurs especes de particules puissent emerger de I' interaction d'un seul 
champ, mais ii n'est pas question d'en parter ici. 

IV. - Le champ quantique I ibre associe a une particule (L). 

En vue de formuler le principe de causalite,il est raisonnable d'assoc;er a !'aspect particulaire 
brievement decrit jusqu' ici un aspect de nature spatiotemporel le, c'est·a·dire de formuler une theorie 
de champs locaux equivalente. Le seul fait que ceci soit possible est une profonde manifestation de la 
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dualite onde-particule propre a ta mecanique quantique, et ii aurait eta plus conforme au developpement 

historique de partir de !'aspect spatiotemporel et de montrer que la quantification mene a une interpreta­

tion en termes de particules. Cependant comme on observe surtout des particules dans le domainede la 

physique qui nous preoccupe, nous BVOllS prefere ·Sui'vre ici le Chemin inverse. 

Reprenons l'exemple de la particule libre de masse m et de spin 0, et considerons dans l'espa­

ce de Fock correspondant les createurs et ann.ihilateurs precedemmer:it construits. Une description spa· 

tiotemporelle causale sera obtenue si pour toute fonction f (x) suffisamment reguliE)re de support borne 

dar:is 1 'espace de Minkowski on peut construire un obj et 'f (f} I ineaire en f et dans les createurs et 

annihilateurs tel que 

(causalite) [f (f), ~ (g}] = 0 

Fig. 1 supp f At supp g : 

aucun rayon lumineux ne coupe a la fois supp f et supp g. 

si supp f fV'Supp g 
(voir Fig. 1) 

( irtVariance de Lorentz) 'f (a.At) = 'U.(a.A) 'f (f)'U-1 (a.A) 

a.At (x) = f (A·1 (x ·a)). 

La repQnse a cette question est : 

'f (f) = J f (x) f .(x) d4x 

__ ,_ r d3p 

(2rr )312J 2 c:ur 
[a (tJ") e~ipx + a * (p) eiPX] 

p = (pO : '°p' ~} 

ou les a (P), a *(p}, auxquels on peut donner un sens precis [S], sont obtenus de la meme facon que les 
a(f), a *(f) pour des f P impropres : 

. fit ttll = 2 w q s3 1v. en . 
avec les regles de commutations « impropres » 

(a (PJ, a * (P'}] = 2 wp 83 (p w p' ) 

Le champ 'f (x) sati sfa it bi en aux deux propri ates voul ues. En partic~ lier 

[f(x) ,-p(y)]_"' i ·Gm (x - y) 

ou la distribution Gm (x w y), invariante relativiste, impaire, nulle pour (x w y}
2 < 0 solution homogene 

de !'equation Klein Gordon a eta definie par ltzykson. Le champ'f (x) satisfait ~ !'equation de Klein Gordon 

( 0 + m2)f(x) = 0 
x 
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qui se trouve deriver d'un lagrangien 

'£ =l [a 'foµ'f. in2'f21 
2 µ 

Cette construction se generalise pour toute representationV (a, A) du groupe de Lorentz inhomo­
gene dans I 'espace monoparticulaire H, mai s ne conduit pas en general a des champs caracterises par 

un systeme d1equa1ions aux derivees partieltes derivant d'un lagrangien. Dans ta suite nous ne cons i­

rons en general que des champs der-ivant d'un lagrangien sur le maniement desquels on a a l'heure ac­

tuelle le plus d' information (3). Parmi ceux-ci nous trouverons les suivants, particu1ierement uti les 

pour I a physique : 

a) Le champ scalaire charge, 

~ (x) = - 1 - 5 ~ [a (p) e·ipx + b*(p) e ipx1 
( 21T )3'72 2wp 

[a(it), a*(Pl L = 2wp 83 (Jt-jl') 

[b(p), b"i:p'lL = 2w a3 <li'-"P'l 
p 

[a (ft), b Ml. = [a (Pl, b *(p) L = 0 

L'espace de Fock est le produit tensoriel symmetrise de deux espaces de Fack identiques. 

Une autre quantificati<>'n possible, compatible avec la causal ite, consiste a poser 

[a(p).a*(p')]+ = 2<UP 83 (p-p') 

[b(p),b*(p'))+ =2wp 83(iJ-~) 

[a(m ,b (pl1+ =[a (i5l .b *(P'll+ =O 

elle n'est pas acceptable physiquement car la norme de 1'etat monoparticulaire b*(f) nest: 

(b *(fl rL b*(f) n l = (n, b (f) b *(f) n l 

= (n, [b (fL b'*ttll+m =It~ < 0 

(b(f)O=O) 
\ 

L'.espace de Fack est a metrique indefinie (la norme d'un etat contenant N particu1es du type b 

esfdu signe de(-)N ), et ces champs sont utilises comme outils mat.he~atiques int~rmedia ires dans la 

definition des theories quantiques mettant en jeu des champs de jauge. 

b) le champ de Dirac 
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1 f d3 'f' (x)= -- ~ 
{21T)3/2, 2w p 

~ aa (°jf) u a (it/ e·i px 
o·=±I 

+ b * (p) V (~) eipx 
a a 

'f (x) = .--L SA I b (p} V O'l e·ipx 
(217)3/2 2£.ip a=±I a a 

+a *(p) i:i °') eipx 
a a 

Les champs '4J , ~ ont quatre composantes decrivant leur variance par rapport aux transformations 

de Lorentz, propres a la description d'un spin tfMl . Les u
11

(j)'), V
0 

(P) u
0

1ir1vu (it°) sont associes 

a certains etats de spin[M). Les regles de commutations sont: 

[bu rm , b;j (p'l L = zwP a3 W • P'l &aa• 

[aa ('if) • ba , (iJ'}]+ = [a11 <Pl , b~ , f~I] = 0 

L'uti lisation des reg I es de commutation 

[ {-:Pl. * ( I)] - 2 83 (... .., I a0 Pl • aa , P • - wp P • P Baa• 

conduisent a nouveau a un espace a metrique indefinie 

c) Le champ vectoriel. 

i I La jauge de Proca. 

ou, pour chaque p = ( U>p , iJ) les e.; (p) sati sfont a 

ei \p) . ei 1m = - 5ij 

p. ei rm::: 0 • 

+ a.* (p) ei (P') eipx 
I µ 

I' i ndice i = 1,2,3 etant associ e a t' etat du :spin 1 de la parti cu le decrite. 
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Les regles de commutation sont : 

ii) La jauge de Stueckelberg. 

c•est de nouveau un systeme dans un espace a metrique indefinie dont i I s•agit. dont l'uti I isation 

est un i ntermedia ire mathematique fondamental dans la formulation 'actuel le des theories de jauge. 

,\2 
Si on pose °' = -

2
-, la resolution des equations de Lagrange conduisent a une interpretation en 

m 

termes d 1une particule de spin 1. de masse m, et d'une particule de spin 0, de masse ,\. quantifiee 

dans un espace a metrique indefinie : 

Les equations du mouvement sont : 

,On peut done definir AT = A + µ µ. 

T 
tel que aµ Aµ. = 0 

T 
Aµ. est de I a forme du champ A fl du paragraphe precedent. aµAµ. et ant un champ seal a ire de m asse 

:t_, on a : 

A (X) == --
1 . s~ [ f a. (Jr) ~i (f!} e·ipx + a~ (Pl ei ( :J') e·ipxl ~ (2rr)3/,2 2U>p i ".° I 1 l1 1 µ. ~ 

ou q = { J"#- + J..Z ,·zM. 

Les regles de comm!Jtations compatibles avec les equations du mouvement ( i.e tel le que [A (x) , 
. . . .. µ 

Av {y)] so it solution des equations du mouvement) sont : 

[ai{P'>, atl'P'lL°== 2wP a3 (it-1"'l sij, i:;: 1,2.3 

la0 r~l, a; l'P'l L == -2 J-p2+ >-2 83 nr. i') 

[ai {p), a0 (°P')] = [ai(it!,a;(p')]:;: 0 i = 1,2,3 
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·II est bon de noter la structure du propagateur G solution de 
µv 

dont la transformee de Fourier, avec conditions aux limites de Feynman est 

g PµPv Pµ Pv 
µv-

"""F m2 m2 Gµv (p) = + 

p~ m2 + i E p~ >.,2 + i ( 

9µv~ 
p~ Pv Pf:!:.Pv 

p2 .>..2 p2 
= · + - · 
p~m 2 + i € m2 P~ ,\2 + i e 

Remarquer les signes : <1 pour p grand, G"' ~ >>; dans la deuxieme forme, le pole a p2 = 0 a un residu nul 
. p 

cec1 est precisement du a la metrique indefinie. 

La jauge de Feynmann "' = 1 conduit a G$v 9µv 
---'--- La jauge de Landau °' = 0 conduit 
p~ m2 + i € 

~ 9µv -
a G F - · p2+it" 

µv-
. p~ m2 + i E 

V. - Guelques observables locales et globales associees a un champ libre derivant d;un Lagrangien{3 ) 

La theorie classique des champs prevoit I~ construction de courants associes aux lois de syme· 

tries auxquelles le systeme est soumis. Par exemple, dans le cas du champ sea la ire neutre, !'invariance 

rel at ivi ste conduit a la definition du tenseur impulsion energie conserve : 

aµ tel = o 
µv 

Pµ = S t 0 µ d3x. est !'impulsion energie du systetne. Nous allons donner la version quantique 

correspondante, qui ressemble beaucoup a la version classique modulo une precaution liee au pheno· 
mene suivant : 

f 2 (x) n'existe pas comme operateur dans l'~space de Fock I En effet 
s'il existait l'elementde matrice (0, a (f) -p2 {x) a*(f) n) seraitfi.n.!. . 

Le calcul se fait comme suit : 

(fl. a (f) f2(x} a*(f) 11) =(fl. [a {f), 'f2(x) a*(f)]_ n) 

a (f) n;;: o 
;;: m f 2[a(f),flx}Lflxl a*(f) +'f2 {x) [a(f), a*(fl LI n l 
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= (i1, J d3
p f (°P) eiPXf (x) a *(f} 0) + ( fLf 2 (x) 0) 

2wp 

= 2 I . d3p f(Pl eiPX 12 + (0 .f2 (x) n) 

2wp 

0 a * {f) = 0 

(!l,f2 (X) ll) = (0 ~ a(it) e·IPX _Pa *(p') e" 1P XQ) f 3 ' jd3 I ' I 

2wp 2wp• 

(:~la~(p) = O) 
=J-A = oo 

2wp 

(
a(p)U=D) 
n a*(p') = O (L 'origine de cet ennui est deja (0 .f2 (x) 0) =SA = oo) . 

2wp 

Mais l'operateur suivant exite : :f:2 (x), detini en exprimant'f>(x) en fonction de: createurs et 

annihilateurs et en poussant tous les ann ihilateurs a droite, et tous les createurs a gauche. (dans le sens 

quef :f:2(x) f (X) dx existe comme operateur, pour f suffisamment regulier, de support borne). De la· 

meme fa<;:on on definit un monome de Wick d'un nombre fini de facteurs 'f et de ses derivees, au point x. 

Le resultat est alors le suivant : 

t cl : (x) 
µv 

aµ t qu.(x) = 0 
µv 

Pµ = S t
0
µ(x) d3 x est le generateur infinitesimal de la reprtisentation 

dans l'espace de Fock des translations d'espace temps. De meme, dans l'exemple a), on peut definir 

I 'operateur courant 

j (x)=_j_ (:f*o,,f- oµ'P*~ (x}} 
µ 2 i ' 

()./J.jµ=O. 

0 = J j0 (x) d3 x 

est le generateur infinitesimal du groupe de jauge de premiere espece~ i.e, l'operateur de charge (qui 

compte le nombre de particules 2 mains le nombre de particules b). 

Pour l'exemple b} le courant est : 

-
iµ (x) == :'f-Jap.'f: (x) 

avec les memes proprietes. 



-12 -

VI - Modeles dynamiques pour I 'operateur de diffusion [EG]. 

Cherchons a detinir dans I 'espace de Fock du champ scalaire I ibre une dynamique suivant laquelle 
une source classique J (x) localisee dans une region de l'espace temps est capable de creer des quan­

ta de ce champ. 

On va chercher une fonctionnel le S (J) sati sfaisant aux proprietes suivantes 

i} S (J) est formel lement developpable en puissances de J et se reduit a 1 pour J = 0: 

00 

s (J)::: 1 + ~ 
m=I 

dxj ... dxn 

ou les T (x 1 ... x0 ) sont des operateurs dans I' espace de;Fock. 

ii) S (J) est covariant par rapport aux transformations de Lorentz : 

iii} S (J) est causale : 

11..(a, A) S (J)'l,X1(a.A) = s (la.Al J ). 

1 la.Al J}(x) = J ( A·I (x. a) ) 

Si supp J 1 ~ supp J 2 (cf. Fig. 2) 

Fig. 2 

supp J 1 ~ supp J2. 

alors S (J1 + J ii = S (J 1) S (J ~ autrement dit l'evo lution due a !'interaction avec la source J 1 se pro· 

duit a partir du resultat de !'interaction dQe a la source J2. 

i\i) Bien entendu S (J) est unitaire si J est reel 

S (J) S*(J} = S*{J) S (J} = 1. 

Nous al Ions resoudre le probleme de far;on iterative. La causalite nous monfre Que si 

supp J1 'V supp J
2

, 

[Jr (x} J
1 

(x) dx ,Jr (x) J
2 

(x)] = 0 

on en deduit 



- 13 -

a cause de ii 

f'\.t(a ,A} T (x) 'U:1 (a ,A)= f (Ax+ a) 

a cause de iii I e facteur dans la definition de S donne 

T (x) = T*(x) 

la solution la plus simple est : 

T (x) =If (x) 

ma is tout monome de Wick reel est adequat. Nous conviendrons d'assigner a chaque monome de Wick 

de'i' une source, c'est-a-dire eventuellement de remplacer J T (x) J (x) dx par ~ T .. (x}J., (x)dx, 

les T.., (x) etant des monomes de Wick. Nous continuerons a appeler J (x} le coefficient 'f (x} dans 

cette somme. Nous a I Ions nous borner pour I' instant au cas I e plus simple ou T ='f>. Pour defi nir I e 
champ 'f> (x) , en interaction avec la source J, ii est naturel de cherche"f (x) sous la forme 

" 'f> (x) ='f(x) + 0 (J) 

" ( i .e 'f' do it se reduire a'f s j J = 0 ), et tel que 

" " 'P (x)*='fJ(x) (de meme quef* ='f>l 
" " et 1( (a, A} 'f (x) '\A· 1 (a, A} ='f (A x + a) 

Toutes ces conditions sont remplies par I 'expression suivante : 

"' 1 oS f (x} = s-1 - -­
. i 8J (x ) 

en vertu des hypotheses faites sur S(J). Traitons d'abord completement le cas ou le premier terme non 

triv'ial de S (J) est ~ f (x} J (x) dx. 

Cherchons maintenant le terme suivant : la propriete de causal ite montre que 

T (x 1• x2) = 'f (x1)f (x2) x1 .~x2 

flx2lf lx1) x2~x1 

Definissons le produit de Wick : f (x1 If {x2): en poussant les destructeurs a droite et les crea· 
teurs a gauche dans le produit f (x1 l'P (xz); a lors on a 

le produit de Wick est evidemment commutatif. Pout defi nir T (x1 , x2} , i I suffit de prolonger 

{Of (x1 lf (x2} m 

m flxz)'f(x1) m 

La solution genera le est ~F (x1 - xz} + P (3} S(x 1 • xz) ou P (a} est un polynome de derivees . 
la solution la plus regul iere (dont la transformee de Fourier a la croissarice minimale pour p grand). 

est celle pour laquelle P (Q} = o[41. 
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Pour le terme d'ordre n,, on obtient 

pour toute permutation P de I .•. n.. La solution la mo ins singuliere est 

i.e. 

T (x1 ... x0
) = T f (x 1) .•. f(xn) 

= I () (x~(I} - x~(2)) ... 0 (x~(n-l • x~(n)) 
Pmn, 

S(J)=T expiJJ(x)f(x)dx. 

" Le champf = S·1 _.!._ 8 S s'ecrit 
i 8J 

f> (x) = [T exp is J (y)f(y) dy]·1[T'f>(x),exp is J (y) 'f (y)) 

= rr exp+iS Jtvlf (vl dvHr'P (xl expiJ J (vlf (vldv 1 

/'\ 
Calculons ID+ m2)f (x) • 

II. faut calculer ( 0+ m2l T 'f'(x)'f (y1) ... 'f' (y1) 

( D + 2) "C' .Lj ( .9 • o ) l) ( o xO) 8 (xO • xo () (xO . · - xo . ) = m "-' 17 XP(I) xP(2) ... 17 xP(i-1). P(i) P(1) P(1+1) 
i,porn 

... e (x'P(n·1 f x~(n) '{) (xp( I) ) ... 'f> (x P( i-1) ) If (x) 'f' (x p ( i )) 

... 'f (XP(n)) 

~ 8 (x - Yj) T ('P (YI) ... f(Yj} ... 'ftvnl 
i = I 

ou /"'-. indique I 'omission. Effectuant la sommation sur n, on obtient 

/'-
( 0 + m2J'f>(x) = J (x) 

La condition de c aus a I ite qui assure que 

fl ~ 
f(xl = 0 

0 J(y) ' 
y>x ...... 

" et le fait que If ='f pour :J = 0 conduisent a la solution 

lp (x) = 'f> (x) + S Dret (x • y) J (y) dy: 

Pour ce systeme extremement simple, i I ya des equations du mouvement derivant d'un lagrangien 
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· ·dx 
La simplicite de ce probleme est trompeuse. Considerons S (J, g) = 1 + J [J(x)'f(x) + :i': 2 (x)g (x)] 

+ ... 
Le deuxieme terme est une extension de 

On peut ecrire 

Le seul probleme del icat est de definir 

car (fl. T : 'P: 2 (x1 l : : f: 2 (x2) 0} n'existe pas ( { O. :'f>: 2 (x1) : 'f: 2} n est suffisamment singu· 

lier pour x1 = x 2 pour ne pas souffrir une multiplication par la fonction de Heaviside , e (xf • x;l I). 

On peut s'assurer que C lx
1 

x
2

) [: 'f:2(x
1
), :~:2(x2)l-= O pour (x

1 
• x

2
)2 < O. Si on peut 

detinir ~(:'f':2(x 1 },:'{':2(x2)) de support x1·x2•Y+desorteque C{0<11 ;.x2)=R{x1 x2) 
· x1 • x2 < V. • .A(x 1 , x2) 

alors' on pourra definir 

T{x1 ,x2)=A(x1 ,x'i+ :'f:2(x1}:\f):2(x2) 

= R (x1 , x2l +: 'P :2(x2} :f :2 (~z} 

La transformee de Fourier de (0 • C {x1 , x2) 0) se calcule aisement : c'est a un facteur pres 

I 'espace de phase de deux particu les d' impulsion tot a le P : j pZ · : m2 . ( (P0). En v~rtu de I' hypo­
these faite sur les supports de R , A , et de !'invariance de · P Lorentz. leurs transformees de 

Fourier sont les valeurs au bord d'une seule et meme fonction analytique de p~ .• dont la discontinuite 

sur les reels est j pZ • 4 m
2 

- Cette fonction peut se construire au moyen d'une relatiop de disper-

sion soustraite : au P
2 

moins une fois. 

Lemieux qu'on puisse faire est done de trouver une famille de T (x1 , x2} dependant d'un para· 

metre. Aux ordres superieurs en g, la situation devient meil leure. 

Au fur et a mesure qu'on choisit comme termes d'interaction (le premier terme de S (g}) des mo· 
nomes de Wick de degre croissant, les ambiguiles de la theorie augmentent, et de plus en plus de pa~ 
rametres doivent etre ajustes par des considerations physiques. La classification des ambigurtes fait 

l'objet de la theorie de la normalisation developpee dans la troisieme partie de ces cours, par E. BREZIN. 
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Au niveau ou nous sommes, nous pouvons noter que c'est la singularite despuissances de Wick 

du champ libre qui est cause de nos ennuis. Autrement dit les interactions entre champs loc~ux sont 

fortement singulieres. L'introduction de champs operant dans des espaces de Fock a metrique indefinie 

permet de regulariser ces interactions. Soitlf'i (x) des champs libres de masses Mj = Aj m, pour les­

quels les regles de commutation sont 

['f (x) , \f) (y) ] = l i GM
1 

(x • y) 

et soit 

~Reg(x) = 'f (x) + ~ Cj fj (x) 
l 

Si on remplace \f)par ~09.; moyennant I' introduction de suffisamment de champs regulateurs et 

certaines relations entre les Ci et les A.1, on peut definir un operateur sReg. satisfaisant aux condi-

tions demandees (sauf l'unitarite) · 

(/)Reg 
. 5Reg(g, J} = T exp i ~o{., . (x) g (x} + J (x)'fl (X)] dx 

4' Reg int 
ouc(, int est un monome de Wick de cf> Reg~ L'exploitation de I 'arbitraire exlstant tout de m~me a chaque 

ordre permet de definir une solution dependant de parametres finis pour S (g , J) • en faisant tendre les 

>q vers ""· C'est le processus de renormalisation. On peut montrer quN~esolution renormalisee peut se 

calculer au moyen de T- produits ordinaires a condition de remplacerJ""-inf (x) g (x) par J [.,C~eg (x) + 
. int 

6. t~etg (x ; g)) g (x) dx, ou 6 ;f. est une serie formal le en g et ses derivees, a coefficients mon6-
1n int 

mes de Wick multiplies par des facteurs dependant des Ai (et qui tendent vers I' oo lorsque les;v i tendent 

vers l'infini). 

· . \t)Reg . 
La construction du~«... est de nature recursive, aucune formule compacte n'etant connue a I 'heu-

tnt 
re actuel le. Le cal cul pratique des elements de matrice de S en puissance de g s 'organise de facon 

graph i que par I' i ntermedia ire des graphes de Feynman comma i I est expl ique dans I 'appendice. 

La class& de model es envisagee jusqu'ki, ou toutes les constantes de coup I age dependent de x 

et sont supposees localiser les interactions dans des r~gions bornees n'ont en real ite d'inter~t physique 

que dans le cas du couplage lineaire J (xl'P (x) [interaction d'un champ quantique de photons avec un 

courant classique) ou du coup I age quadratique g (x) : f : 2 (x) [ interaction d'un champ quantique d'elec­

trons minimalement couple a un champ de Maxwell classique : Aµ (x) :'f Yµ'f: (x)]. Une classe plus 

interessante de theodes s'obtient en divisant !'ensemble des constantes de couplages 9_ (x) en deux 

groupes .I (x) , ~ (x) , en conservant la dependance en x du premier groupe de facon a definir les ope· 

rateurs locaux (generalisant </Jl : 

I o S (y .• l.l - s·1 ~, ~) 
i o y (x) y= 0 

et en .faisant tendre ,\ (x) vers un ensemble de constantes ,\. (limite adiabatique). Par example, ,\ 

contiendra la constante de couplage de Yukawa des interactions fortes, la constante de couplage elec­

tromagnetique, la constante de couplage de Fermi, etc. La' timite >. (x) -+ t\ n'existe pas toujours. Ce 

n'est que lorsque uncertain nombre de conditions de normalisation rendues possib.les par les ambiguiles 

rencontrees dans la construction recursive de S (g , A) sont satisfaitesr que la limite adiabatique 

existe et que l'on recupere I '·invariance relativiste de S ( 0 , A) et la covariance relativiste des opera­

teurs locaux precedemment definis (clairement, la presence de sources exterieures dependant de x brise 

cette invariance I}. Ces conditions sont les suivantes : 

il m . s ( o, A ) n) = 1 (stabilite du vide I) 
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ii) Le propagateur complet {fi I s-1 
82 

s (y Ii\} n) a une transformee de Fourier ayant a tout 
5 J (x)oJ (y} 

ordre en l'. un pole simple a p2= m2. y = 0 

.iii) l'unitarite de S (o, ~ , a tout ordre en ~ n'est verifiee que si le residu de ce pole est I 'unite. 

Pour terminer ce survol des theories envisagees ici, nous allons montrer comment elles se raccor­
dent aux theories Lagrangiennes classiques qui en sont une premiere approximation lorsque les champ 

libres ~ a l'aide desquelles elles sont construites derivent d'un Lagrangien. L'argument qui suit est 

base sur les resultats de l'appendice qu'on consultera utilement des maintenant. 

Si on revient au modele simple du champ 'f couple lineairement a une source exterieure J, La 
fonctionnelle generatdce des fonction de Green 

peut s'ecrire 

( 0 • S (J) n)) = {0 , T expi j' J (x) 'f (x} 0) 

= }: ~ s dx1 ... dxn • G (x 1 .•• Xn) J (x1 ) ... J (xn) 
n=o nl 

(G{x1 ... xnl'-'(0. T(f (x1 1 ... f (x~m 

si on remarque que m , T f (x1) •.. "/> (Xn) n} = 0. n impair I 

et (0 , T f (x1) ... ~(x2Q) n ) = I [ iGF (xi • xi) ] 

partitions 

cha~ue terme dans la somrne s'int~::::·~ JI dx1dx2Jix1 IGpxfx2) J(x21; il~a ~ 
1 
(~ ")(2 ~ • 2) ( ~ ) 

termes dans la somme, soit · I ~ = J. (2 n) I 
n I 21 nl 2n 

( ~s J (x1) GF (x1 • xz) J (x2) dx 1 dx2 ]
11 £ ...L:..t 

n=o nl 
d'ou G (J) = 

,nc __ J... 8GC(J) = G·1 (J) 
Si on definit T (J) 

8 G (J) 

() J oJ 

'fl c (J) = GF * J , autrement dit ~c (J) est la solution nul le pour J = 0 de !'equation dassique 

resolue ave.c les conditions aux limites de Feynman. 

Alternativement, Ge {J) est la transformee de Legendre du Lagrangien·:£ I~):::~ (i9
1
t'fcHtf. m2f2): 

Ge (J) = S d4x (f ( If> } + J f ) ,. 2 .. 
. II/ m )f = J 

De fa<;on genera le, ·soit une theorie emergeant d'un terme d'interactioo Jf +.a. ::&. lf): , et reintro· 

duisons la Constante de Planck a la fois dans la definition de S (J , g) : 
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et dans les regles de commutation de f : 

( f (x) • f' (y)] = i ti Gm (x • y) 

[ avec ces conventions, on a, pour l'exemple precedent Ge (J) = -i-SJ (x1 ) G~ (x1 • x2 ) J (x2) dx1 dx2 et 
~ c 2 11 2 2 

' t I.DC (J) Fi o G (J) . . f . " I', . d h I . , 2 m c . I A I c es r = -;- s:J · qui sat1s a1t e1 equati on e c amp c a8s1que ou m .... - ioue e ro e 
I v ~2 

du Carre de !'inverse d'une longueur fondamentale. De la meme facon nous supposons que les Jl incluent 

les puissances de fi n~essaires pour dormer a s .[. : {) ( '-P) : dx la dimension d'une action J. 

Considerons alors a nouveau 

G (J, g) == ( 0. S1(J ,g) 1 0) = exp Ge (J, g) 

comme une serie formel le en puissance de 1'I dont ii est clair que les termes success ifs contiennent 

un nombre croissant de facteurs de contractions i fl GF entre les facteurs.i: ~: c'est-a-dire sont 

decrits en termes de diagrammes qui mettent en jeu un nombre croissant de boucles. 

le terme d'ordre le plus bas en " decrira done !'ensemble des diagrammes sans boucles (diagram· 

mes en arbres), et, comme les contre termes apparaissant dans fl:i proviennent des diagrammes avec 

boucle, ne sera sensible qu'a la forme initiale de :£ ( 'f) : . Utilisant le theoreme de Wick a cet ordre 
on a : 

.2:£.. . i s U) '} = GF *(0, T'f + g : 
8 
f : , exp i tl Jf + .B • :>£ ( T ) : 0 

= (GF *J) G (J) + GF*9 82 
a'f 

d'ciu, pour f'c (J) ::: G·1 (J. g) ~ 8 
G (J ' 9 , ·a l'ordre le plus bas en tt 

i 8J 

autrement dit 'fc (J) est la solution de !'equation de champ classique 

(0+ m2) 'f c (J ) = J + g o£ ( ~c (J) ) 
t>'f 

[ jl. _§_ JG 
i 8J 

s'annulant pour J = g = 0 calculee avec les conditions aux l·imites de Feynman, derivant du Lagrangien 

c lassique .1ece,. + J 'f avec 

ce qui est a nouveau equivalent a 

Ge (J) = ..l...jt£(f ) + J 'f'l dx / ..fJ 
fi . ce lfJ= 1 c (J) 
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= o <fcP 1'Y.'Pc + J ~ + ~c (J) 
nf oJ oJ 

= ipc (J) puisque ( 
0i>ce + J) (c.pc (J) ) = 0 
of' 

autrement dit Ge (J) est la transformee de Legendre du Lagrangien c lassique. 

Ainsi la f ami I le de dynami,.ques quantiques que nou~ avons definies (Lagrangiennes, causal es} peut 

etre consideree comme prolongeant naturel lement la fami lie des dynamiques Lagrangiennes classiques. 

Autrement dit, pour cette famille, on a une forme du principe de correspondance familiar en mecanique 

quantique elementaire. La theorie moderne de la renormalisation sous la forme donnee par Zimmermann[zJ.[LRSZ] 

permet de poser la question suivante : etant donne un ·Lagrangien c l assique possedant certaines symetries 

qui s'expriment au moyen du theoreme de Noether general, existe-t-il une theorie quantique la prolongeant 

et pour laquelle le theoreme de Noether garde sa forme classiqu e. La reponse est souvent positive(LRSZ]. 

Lorsqu'elle est negative, on dit que la theorie quantique presente des anoma lies . La forme naturelle du 

theoreme de Noether que I 'on utilise est I iee a la for mule donnant Ge (J) comme transformee de Legendre 

du Lagrangien c lassique (a I' approximation en arbres ) : 

w etant un parametre decrivant une transformation des champs • ocf8 mesurant le manque d'invariance 
0 (I) . 

du systeme pour cette transformation. Cette formule resume !'ensemble des relations entre fonctions de 
Green ,connexes collectivement denommees identites de Ward qui jouent un role fondamental dans la re­

normal isation de theqries en accord avec une ~ymetrie ou une brisure de symetrie prescrite. 
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APPEND ICE 

THEOREME DE WICK, GRAPHES DE FEYNMAN 

I. - Produits de Wick. Puissances de Wick. Theoreme de Wick pour des produits de produit s de Wick. 

So it 'f' un champ I ibre scalaire. 

{a(p) e·ipx + a*(p) eiPX) 

= f fx) + f + (x) 

Considero ns I 1operateur 

(W pour Wightman) 

: W : (x1 .... Xnl = :'f' (x1) .... ~(x0): 

est defini a partir de W (x1 .... x0
) en exprimant 'fen fonction des a et a*, et en placant to us les 

a a droite, tousles a* a gauche. (Pour une definition plus generale, voir [S]. C'est le produit de Wick 

des operateurs'f{x1) .••. f (x0 ), produit qui est evidemment commutatif. Dans le cas de champ anticom­

mutatifs, ce prodult est defini de maniere a etre anticommutatif. 

Conclusion : ( 0, '. W : (X1 ... X0 ) fi ) = 0 

Le theoreme de Wick exprime W (x1 •• ~ xnl en fonction des : W (xi 1 ... x ipl : • 

ou la sommation s'etend aux partitions de . ( i .••. n) en deux sous semblables ( ·; 1 .... i J. ( i p+I •••• i nl 
dont le premier est ordonne suivant I 'ordre herite <9t I ... n : i , < .. < i, et ou le symbole de contraction 

C (x;, .... x;p) est donne par la formule suivante : 

C (xi ... xi ) = 0 
I p 

p impair 

C(x ..... x. ) = !, TT i G+(x·-x·) 
' 1 11'1 ~Parti- (ij) ( £ m 

1 1 

tions. i < j 
en paires 

= ( n. 'f (x. ) ..•• 'f>tx .· ) n ) 
11 12q 

OU j G~(xi-xjl°=Ul.f(x;)'f>(xj)O) 

La preuve va par recurrence : 
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+ ~ C (x. ... x. } ['P · (x1 ), : W (x. • .. x. ) : ]. 
1'2 Ip lp+I In 

+ ~C(x .... x. }:W(x.
1 

... x.
1 
):~·(x1 } 

12 1p p+J n 

le regroupement du premier et du dernier terme donne :· 

Le terme du milieu donne le (xi ..• xi ) ~ i G~(x1 ·x;1 } x 
2 p 1 

" x : W (xip+I •••• xip ..• xin ) : ou I' ind ique I 'omission. 

En mettant ensemble tous les termes, on a le theoreme. [E G) , [ S) 

On montre que I im : W (x1 •.•. ><nl ) = : \.f : n (x) 
x ... x -+X Def 

est tel que S :'f: n (x) f (x} dx existe comme operateur dans 9' pour f suffisamment reguliere. L'inclu­

sion d'operateurs de derivees par rapport a XI ••• Xn avant le passage a la limlte n'invalide pas la con­

clusion. 

Dans le cas d'operateurs de fermions, chaque terme, qui est da la forme : 

i G+ ( ) . · G+ ( ) • W ( m Xp( 1 i- Xp(2) .... 1 m x p(2 q·W xp(2q) · xp(2q+'I ·•• x p(n) 

est affecte du signe (-}a(P)_ 

Le theoreme de Wick passe aux produits chronologiques pour 

T('f(x1) ... 'f(xn))=~Cr(Xj1···xi ):W(Xj+i···Xj ) .: P P , n 

avec Cr obtenu a partir de C par le remplacement i G~(Xj - xj) -+ i GF (xi • Xj } : remarquer que 

C (x. ••. x. ) = (0, W (x .... x. )0 )- (par recurrence) 
II Ip II 'P 

(Utiliser la definition de T, l'identite 
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et la commutativite de : W (x1 ... xq) : , et interchanger la somme sur les permutations apparaissant 

dans la definition de T et la somme sur les partitions apparaissant dans le theoreme de Wick ordinaire . 

Le theoreme s I etend avec "f re mp I ace par un champ regularise a condition de remplacer 

(Q • '/> (x) 'i> (y) O} (resp. (i1 , T ~ (x} ~ (y) f!) par (f! , 'fR (x} ~R (y) f!) resp. (Q, TfR (x) fR (y) O). 

Le theoreme s'etend a des monomes de Wick en separant les points, d'apres la definition, et, avant 

de passer a la limite des points corncidants. en omettant les symboles de contraction entre des points 

qui a ta limite entrent en coi"ncidence. Dans cette limite, evidemment, un grand nombre de termes devien· 

nent identiques, d'ou I' introduction de facteurs de comptage [E G] . 

On a alors la formule : [EG] • [S] 

. : f : q1 : 'P : q2 : ~ : qn 
x. - (x1) -- (x2) ... - - (xn} : 

qi J q2I qn/ 

II. - Graphe de Feynman d'un symbole de contraction chronologique 

Soit Cr (x1 •.. xq) un produit de Propagateurs de Feynman regularises. On lui associe un graphe 

de sommets x1 ••• Xq et de I ignes en correspondance biunivoque avec les facteurs propagateurs dans 

S (x 1 • .. xq). 

Ex. : 

lnversement a chaque graphe de Feynmann on associe le produit des propagateurs de Feynman 

correspondant aux I ignes. 

On a: ' (Q' T :'f'R: P1 (x1 ) ••. :~: Pn (xn} n) 

P1 I Pnl 

= L sur les graphes de Feynman de sommets x1 ... xn. dont P1 lignes aboutissent en x1 , ... p
0 

lignes 

aboutissent en Xn, des produits de propagateurs correspondants. 

Dans le cas ou apparaissent des derivees ou des propagateurs asymetriques dans !'interchange des 

points, on utilise des graphes orientes [ dont les lignes portent une flechel. 

Ill. - Evaluation d'elements de matrice de dif fusion au moyen de fonctions de Green: formules de reduction. 

Rappelons, qu'en fonction du champ regularise<pR =·\f + .k cF~i·· dont le propagateur est 

GR = G + :k Cf f. G- { e1 signe apparaissant dans les regles de commutation de'f-1 ) on a m I I I 

sR (g, J) = Texp i JJ ~R + g :~(-.f>)~ 
ou G est une serie infinie en g et ses derivees contenant les contretermes qui seront recursivement de· 
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finis de sorte que les elements de matrice de sR entre des etats de l'espace de Fock associe a 'f (pas 
a \f'R} soient finis et aient de bonnes proprietes. Ces elements de matrice se calculent de la facon sui· 
vante {formules de reduction). 

Le developpement pour'P (x), le champ sea la ire de base : s'inverse pour a (f}, a* (f) suivant 
(LS2) : 

I I s _. 3 . L _ .J..s 3 a*(f) = (2·rr)312j f(x) a,,f (x) dx = ~2. i xo=1 [fix} do f(x). f(x} ao'f (xi] d x 

et, comme consequence du fa it que f et 'f satisfont a I 'equation de Klein Gordon, cette expression est 

independante de t I ~ a
0 

f est la composante de temps du courant de Noether polarise pour le Lagrangien 

complexifie). De meme 

a (f} = _I __ 1_ Ji*(x) a:,f(x) d3x. 
(2rr)312 i x = t 

Soit f un etat de particule entrant, alors, 

_ I Is· 
- (217)3/2. - I 

x0 = - oo 

=_I_ I 
(2rr) 

+ -
1
- J.. ~4x f {x) {q + m2) T expi J\f' + G :'i!: , 'fJ(x). 

(2rr) 3/2 i J' 
Cette operation donne une facon de commuter a*(f) a travers S (J,@.) 

Done, modulo les termes contenant des facteurs (g,f), les elements de matrice de S (J, G) s'expri· 

ment en termes des fonctions de Green 

G J 
19

(x1, ... xn) = (0, T exp i fJf+ . .G '.i: , flx1) .'" f (x
0

) 0) 

au moyens d'expressions de la forme (LS~) 
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G J ·,g (x1 ••• xn) peut s 'expr i mer sous la for me 

et on a 

=---... 
i 8J(x1) 

= ~_a ... ·- 1 ··-o- ) GJl. (J)I J=o 
i SJ(xn) i oJ(xn 

·n s G9 (J) = I - 1
- G0 g (x. ••• xn) J (x1 ) ••. J (x ) d ••. d 

n n I ' I n x1 Xn 

est la fonctionnelle generatrlce des fonctions de Green en I 'absence de source exterieure. 

IV. - Structure des graphes de Feynman : diagrammes connexes, diagrammes I ies. diagrainmes propres 

(une particu le irreductibles). 

Faisons d'abord une digression qui eclairera la suite : considerons une famille de champs locaux 

(par exemple!fi ) dans r 
(.t(x)~(y) J = 0 (x • y)2 < 0 

Considerons les fonctions de Wightenan de~: 

Appl i quant l' i nv ar i anc e par translation 

"~(x) = ei£cf(.o) e-iZ, 

et ! 'invariance du vide: 
·~ 

e' x n = n 

( ,;F, operateur infinitesimal des translations, i. e impulsion energie dans ~. 
,...., n 

La transformee de Fourier W de W se factorise en s4 (Ip.) [ invariance par translation] et 
I I 

une distribution w (pl ... . Pn-1) de support p, Es+ • P1 + P2 Es+ ' ... P1· + .. + Pn-l Es+ OU s+ est 

I e spectre de r: 1 O } U ~ U \J+> 2 m { 0 l proven ant du v ide d ans un deve loppement s ui va nt une 
I ., 

base d'etats intermediaires : I I J J J J -+ . (continu des.etats a plus 

( /(__,I..) / V > 2 m de deux part1cules) 

-+ 
~--_...~---v m (etats a une particule) 

Spectre de.if 
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ti, satisfait a la commutativite locale : 

.rL (x1 ••. Xj , x i+I •... Xn) =Yi. (x1 ... Xj+I ' Xj ' ... Xn) 

Si on definit les fonctions de Wightman connexes recursivement par [S]: 

w (Xj ... Xn) =. I. we (Xjl ••• X·I ) we (xir +I •.. XI· ) ••• 
( l (I ) r I r1+r2 ll···•rp = .•• n 1 

q .•. rp ' 

i1< .• < irp 

ir1+I < ·· <j + ri r2 

ir+l < .. < irp 
p-1 

c 
W (X• . X lr+1 • • . • ir 

p-1 p 

on demontre que !es we satisfont a la commutativite locale et que leurs transformees de Fourier ont un 
support determine comme precedemment par 

u 

i. e D'ou la contribution du vide a ete eliminees. Les graphes correspondants (ou les i GF sont rempla­

ces par des i G'") sont done necessairement connexes. Cette propriete passe aux pr~duits chronologiques, 
et l'algorithme de definition prend dans ce cas une forme particulierement simple en raison de la commuta­

tivit~ du produit chronologique : 

TH (C) : les graphes de Feynman pour Ge (g) sont connexes. 

De la meme fac;on, considerons G
9 

(J) = 

(fl, T exp iJ G :/ + J f ·0) - On peut ecrire 

G (J) = G Ga (J) = G GL (J) g g g g 
Gg 

TH (L) Les graphes de Feynman pour GL sont lies, c'est-a-dire que toutes les composantes connexes 
g 

mettent en j~u des contractions liees a la source exterieure J. 

Combinant (C) et (l), on a : 

G (J) =exp Ge exp GCL (J) 
g g 9 

Ces proprietes permettent d'organiser la combinatolre des formules de reduction de la fac;on sui­
vante : 

Soit Uo ~ m .sn) et (fj ... fn I SI fnt l ••. fmlCL 
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defini recursivement par : 

avec 

et 

(f1 ... f0 ISi fn+l···fm )= u0 ! 
Iii ... ir ) = I ... m 

p 

r1 ... rp 

i1 < .. < irl 

irl I <.: < i + + r r2 

ir I< .. <i p- p 

... a(fil ..• fi )<J(fj I ··· ~ + ·) ... a(fi , .. .fi ) 
r q + q r2 r + rp 

Si 11 > n 

= (f. . .. t. I s I n lcL 
I( Ir 

Si 'r ~ n. 

p-1 

Alors, les formules de reduction s'ecrivent 

0 2) D 2 CL f +I (x +ll ... f (x I ( + m ... ( x + m G (XI··· x ) n n m m' x1 m . m 

Un raffinement de l'analyse diagrammatique est obtenu de la fac;on suivante: soit 

On en deduit \f = -~ 
I 

r 1 f l = G
9
CL (JI _ i SJ q? cL · 

,.., I o G (J) 
f= T ?J 

Definissant 
,.., _ s ~ .... dx1 ... dx0 r (..,)-I. r (XI ... X )'f (x

1
) ••• 'f(X ) I 

n . n n n I 

on demontre que pour n ·? 2 r (x1 ... xn) re9oit sa contribution de diagrammes propres (ou une particule 

irreductible) c'est-a-dire qui ne peuvent ~tre rendus non connexes en coupant une ligne, a condition que 

i£ ne contienne pas de terme lineaire en 'f, et, pour n = 2 
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i.e 

CL I 
[ G (J)::: -

g 21 

V. - Evaluation de !'amplitude associee a un graphe de Feynman dans l'espace des impulsions. 

Soit 5~n graphe de Feynman correspondant a un element de matr-ice de S {o,g).1'11ensemble de 

ses sommets (x1 ••• xN), JG l'ensembl1~ de ses lignes (couples d'elements deV) • 

L'ampl itude de Feynman correspc1ndante est Tf i G~ {xi • xjl· A chaque sommet est a~;sociee une 

constante de couplage .y(Xj) , ou une fonction d'onde f*(x;} si une seule ligne (dite exterieure) est 

incidente ace sommet. Rappelons que,. alors, !'evaluation en termes de transformees de Fourier impose 

a la variable transformee de Fourier correspondante d'etre sur la couche de masse. II suffit d'associer 
a Chaque propagateur Un facteur 2 ~ . + Cr fj 

2 
• a Cheque sommBt UO facteur 

,.., ki · • m + 1 f K~ - X. m + i f 
y ( I K;.) } J I I 

(ij} J a chaque vertex exteriour: de supprimer le propagateur correE:pondant et d·~ le rempla· 
incident a i 

cer par le f (kijl correspondent et d'integrer les irnpulsions exterieures sur la couche de masse avec 

ie poid~ d3 
k.ii, et sur toutes les quaclri impulsion:> des I ignes rinterieures. 

2<.t>jj 

A la limite adiabatique y· (I k· · } .... Yi o (I. ki1·) c'est·a·dire qu'il ya conHervation de 
I .. IJ 

I J 
incident a i 

la quadri·impulsion a chaque sommet, d'ou !'integration seulement sur des quadrHmpulsions compa· 

tibles avec une tel le conservation. 
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NOTES 

(1) Nous ne sommes pas etendu sur le domaine de definition des a (f) , a *(f) : dans le cas B.E ii 

n 'est pas vra i que pour tout <t> l f( H) a (f) <I> o u a* (f) cti appartiennent a .P'(H) ( i I faut que (a(f)cti, 

a(f}<I>) < "° ). Ceci est vrai pour les <I> tels que i n I <lln1 2 < °"., c'est-a-dire les <I> appartenant au 

domaine de definition D (Jf de l<operateur nombre de particutesut:Les CCR doivent ~ter comprise 

comme ag i ssant sur D (vt/, qui est stable par application des a(f), a it). Dans le cas de F .0 on 

n'a pas cette difficulte: les a(f), a io sont definis dans tout.Z(H), ce qui est du au fa it qu'on ne 

peut pas avoir plusieurs particules dans le meme etat. 

(2) Pour une analyse plus fine, voir [S]. 

(3) II serait interessant de savoir si, exigeant que les generateur:s infinitesimaux correspondant aux 

symetries du systeme { relativiste, interne) s'expriment comme integrales d'espace de composantes 

de temps de courants locaux, on peut en deduire !'existence d'un Lagrangien dont derive le champ [L]. 

(4) Si au lieu du champ f nous avions le champ vectoriel Aµ. de NC ii, !'argument utilise ici, 

covariance incluse laisserait la classe de solution G~v + f g'µ.v o .f scalaire reel quelconque. 
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