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INTRODUCTION A LA QUANTIFICATION DES CHAMPS,

{THEORIES LAGRANGIENNES PERTURBATIVES).

Motivatiaon.

Toute esthétique mise 4 part, la théorie quantique des champs fournit une approche a la descrip-
tion des interactions entre particules qui combine un certain nombre d'ingrédients de natures diverses
tels que : '

~ postulats de la mécanique quantique
—~ propriétés d'invariance
— causalité,

Les postulats de la mécanique quantique permettent d'interpréter des phénoménes de nature ondu-
latoire en termes de particules et inversement.

~ Les propriétés d'invariance permettent de classifier les systémes élémentaires et d'en restrein-
dre la dynamique [M],

-~ La causalité, [EGI,[BI, idéalisée a un niveau microscopique, et qui assure la causalité sur
le plan macroscopique produit des résultats remarquables sur e plan général de telle sorte que sauf
si certains de ces résultats se trouvaient infirmés par |'expérience, les théoriciens ne sont pas préts
a rejeter une telle idéalisation dont ils admettent qu'on puisse avoir 4 I'abandonner. Les théories des
champs actuelles prétendent donner en principe une description spatiotemporelle ponctuelle des phéno-
ménes, alors que la majorité des mesures expérimentales mettent en jeu des distances et des temps ma-
croscopiques et ne permettent de tester que d'infimes parties de ces théories, Inversement, 1a complica-
tion mathématique de ces théories rend extrémement difficile d'en tirer des conséquences rigoureuses [B]I.
Ces deux circonstances font que les théories de champs ont parmi les théoriciens des défenseurs criti-
ques et des ennemis farouches.

La situation expérimentale la plus fréquente est la suivante : ayant identifié des particules de
masses, spins, charges données, on les prépare dans des états d'impulsion assez bien définis {accélé-
rateurs, cibles) avant leurs interactions et on mesure au moyen de détecteurs la probabilité d'observer
d'autres particules en nombre variable, d'attributs cinématiques également assez bien définis. La des-
cription mathématique de telles situations ‘passe par :

— La définition d'états de particules libres (bien avant et bien aprés leurs interactions),

— La formulation de modéles décrivant les interactions,

|. - Définition mathématique d'une particule [M)

Le cas le plus simple d'une particule de masse m liant suivant le principe de relativité 'impul-
sion et 1'énergie suivant la relation

est celui d'une particule sans spin, sans charge, par exemple le #° dont on négligera ici I'instabilité
de force électromagnétique, si on désire s'intéresser par la suite 2 des interactions fortes. La mécani-
que quantique d'un tel systdme se fait grace & I'espace de Hilbert des fonctions f (B), f de carré som-

mable pour la norme invariante relativiste
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La description de particules de spin s, en accord avec le principe de relativité nécessite 1"in-
troduction de fonctions d'onde 8 2s+| composantes.

- 2 3 '
IA | £17 () ZLE est |la probabilité de trouver la particule supposée dans 1'état f , dans la

[/
région A de 1'espace ges moments. Dans un référentiel déduit du référentiel de base par une transla-

tion d'espace temps a, et une transformation de Lorentz A, L'état que I'on voit est {a,}\}f défini
par : :

{a,A}”ﬁb} = g*ip.a §{AT p)
{p.a = Ea*-B. 2]

Ceci résulte de I’'analyse quantique de l'invariance relativiste.

1. ~ Définition mathématique d'un ensemble de particules identiques aans interactions.

L'indiscernabilité de systdmes identiques pour des mesures mettant en jeu des observables symétri-
triques par rapport & tous les membres d'une collection de tels systdmes conduit 8 dé&finir les états de
plusieurs particules suivant la statistique & laquelle celles-ci obéissent. Les parastatistiques, qui peu-
vent &tre réinterprétées en terme de degrés internes de liberté ne seront pas mentionndes ici {H). Les
statistiques totalement symmétriques {Bose - Einstein) et totalement antisymmétriques (Fermi - Dirac)
sont décrites comme suit, Soit H ['espace de Hilbert monoparticulaire {dans |'exemple précédent

W= 2R3, 4% )

Ctlp

idére I’ A (H =3 Bose Einstein  ¢=+1
On considére I'espace de Fock"’?‘:{ ) {e=2 1) [Fermi e o

. &, ©n
G H - nZOHe

@

n ' : L
H ¢ est le produit tensoriel Symmétrisé

antisymmétrisé ' €= i 1

de H dont les éléments sont de la forme

ol fik est un élément d'une base orthonormée de H est
fi, @ ®F -1 3 (eolp)g, e ® f
1 ° in=— NTn peérn‘f} flp{.‘)@ ® fig (n)

7qu,= groupe des permutations de n objets o(p} = signature de la permutation P : + 1 si P est paire
- 1 si P est impaire.

otij = nombre de facteurs identiques & fij

ol = 1.



Si ¢ = ~ 1 onvoit facilement que =g = .., = o« = 1

La norme de f, dans H_  est définie par

P12 S aj..ninl2 2w,

Les vecteurs f; & .. .@fi ayant été construits de fagon & constituer une base orthonormée de H&"
1 ¢ n

On définit H®?° = { €1 ¢ = les nombres complexes.

Un élément (ﬁ de E {H} est une suite ((ﬁﬂ . ¢)| . e (pn }@K € H{@k , pour lequel la norme est
' E

définie par : -
P22 2 <
n=0 *:N

Le vecteur Q = {1,0,0 ... } est appelé vecteur du vide. }:{H] est un espace d' Hilbert dans lequel on
va faire la mécanique quantique des collections de particules identiques sans interactions.

A chaque opérateur, A agissant sur H, on peut associer |'opérateur défini dansf(H)

@:hz AD. .. ®A

n-:o

avec la définition

- N
=Xa, ...: 1 i
(P Zap g o pfﬂn{e}o(pl Afipqy @ A F,P{n}

Par exemple, si A =VU{a, A}, I'opérateur unitaire représentant une transformation de Lorentz in-
homoganeia, A} est I'opérateur représentant cette transformation dans |'espace de Fock.

Par contre, si A = el Q= ggi un opérateur unitaire dépendant d’un paramétre, engendré par le gé-
nérateur infinitésimal Q, 'observable additive correspondant 3 Q dans I'espace de Fock est

q=2 [A®@1®...81+ 1®Q....©1...
n

n>o n

HME1B. . .®Al.

(Par exemple’ A = (a,1) = giP:a . p ggt l'opérateur impulsion énergie d'une barticulez est
I'opérateur impulsion énergie d'un systéme de particules sans interactions).

Il est commode de définir d'autres opérateurs remarquables, qui créent ou annihilent une particule
dans un état f, respectivement dénotés par a*{f}, a (f) :

(@ AP = E a . . T (goP 1 it
0P, ﬁi int 1 e Pemp E nTe; ... o I)Ef'P“)@ 'P{nj
1 f‘t |n
ol onaposé f = fin
alf) Q=0
f Y . R
+0 s \Einm o 1 {n1mi1...«inn%9§nn ¥ Tiz1y} i) ® - ®Fip(q)

pour n 31



ol [fi fiP“)}indique le produit scalaire dans H.

Ces définitions sont arrangées de sorte que a™*{f), soit \'adjointe de a (f), c'est-a-dire que

a0 @)= iy, g

et que I'on ait les relations de commutation (¢ =+ 1} ou d'anticommutation (¢=- 1) canoniques m:
(CCR, CAR};

lat(f),a*(g)]. =tf, g
la{f), a(g) . =la*{fl, a*(g)] =0

la(f), a*(g)]s = if ,g)
[a{f), atg)le =[a*{f},a*ig)] =0

Les vecteurs de base précédemment construits s'expriment simplement en fonction des a et des g *
et du vecteur du vide par les formules : '

a*tfi1)°‘i1 a*(fi )i

V'Oti1| \."Mi l
n

nQ‘

(o0, 0, fi1 @...@fin L0, )=

ainsi que les observables additives :

C? = T a*Qf)alf)

1
Il est en particulier facile de voir, en utilisant les gig que si R=[P,Q]. alors R= [3?(7]_..
En particulier, I'opérateur nombre de particules correspondant 8 G = 1, dé&fini suivant
(_/{?= 3 a*(fi] a {fi]
i -
et qui ala propriété de compter les particules :

UV) a®(fi)  a*(f;) a*(f; ) a*(f; )
—_— .. . Q=n no.. n Q.
\f“inl Ves | Ve, | Ve 1

In
commute avec tous les opérateurs additifs.

Par une extension facile on peut décrire un systéme de particules indépendantes d'espéces {(par
exemple masses) différentes, décrites dans Hq.oo Hpe Il suffit de constryire le produit tensoriel simple
f; (H.,)@... ®f (H N] , engendré & partir d'un vide commun } par N systémes de créateurs, un

(

par espéce de particules : a’!l‘ (fi1)':.. .altl lfi{m) et d'imposer que les a; , a* commutent -ou anticom-

. 1 I
mutent | - avec les aj . aj* pour i ¥ j

IIl. - Cadre théorique d'une théorie des collisions

On opére dans un espace de Hilbert ?”aans lequel on se donne deux bases de Fock du type précé-
dent, qui &tiquettent des états de particules non interagissantes entrant gu émergeant d'une collision.
Ces étiguettes sont en correspondence biunivogue et correspondent 3 la variété des &tats de particules
observées qu'on peut soit faire entrer en interaction soit détecter aprés une collision. Un état entrant de



n particules sera dénoté fi;naﬁ...@E fi'n, un état sortant f?1Ut®...® fim't . Les états in et out
€ £ n 2 € n

portant les mémes étiquettes sont distincts en général car ils décrivent des situations physiques diffé-
rentes. Cependant |'identité des relations entre des états entrant portant certaines étiquettes, et entre
des états sortants portant des étiguettes identiques aux précédentes permet de déduire |'existence d'un
opérateur unitaire S, appelé opérateur de diffusion (2) qui fait correspondre & un état entrant 'état

sortant de méme étiquette :
Qi“ =9 @out

S*5=858*%=1

L'amplitude de probabilité pour qu'a partir d'un état entrant qﬁin on obtienne un état sortant

%ut est :
(Wout, Bin ! = Win, S $in )= Your, 8 Gour

C'est a partir de cette amplitude de probabilité qu'on calcule la probabilité de transition, pui s
la section efficace.

L'invariance relativiste se formule comme suit :
si on observe les états entrant et sortant dans un autre référentiel, @ in —(a'A)@in ='U_i (a. A )@in

'Lp'out_’ta'm w-out =Uout (& A)].P‘out , la probabilité de transition doit rester invariante.

On en déduit
Def
Uyt (- A =Ly, (@A) = Ula.A)

Comme d'autre part
Wyt (8:A) = ML, (aA) S,
on en déduit
(s, Uia. M) =0

Comme conséquence élémentaire, on obtient la conservation de I'impulsion &énergie durant une
collision : si I'impulsion &nergie a la valeur P dans I'état initial, la valeur F; dan s I'état final,

g (P8 @y =0=1i7-P) g, s

d'ol

;. 5,1 =84 R - p Dt

Dans ce qui suit on va s'efforcer de construire des modates pour I'opérateur de diffusion basés
sur I'existence de champs quantiques associés aux particules observées, Des théories plus élaborées
permettent de concevoir que plusieurs espéces de particules puissent émerger de 1'interaction d'un seu!
champ, mais il n'est pas question d'en parler ici.

(L)

IV. — Le champ quantique |ibre associé & une particule

En vue de formuler le principe de causalité,il est raisonnable d'associer & |'aspect particulaire
briévement décrit jusqu'ici un aspect de nature spatiotemporelle, c'est-3-dire de formuler une théorie
de champs locaux équivalente. Le seul fait que ceci soit possible est une profonde manifestation de la



dualité onde-particule propre a4 1a mécanique quantique, et il aurait été plus conforme au développement
historigue de partir de |'aspect spatiotemporel et de montrer que la quantification méne a une interpréta-
tion en termes de particules, Cependant comme on observe surtout des particules dans le domaine de la
physique qui nous préoccupe, nous avons préféré suivre ici le chemin inverse.

Reprenons |'exemple de la particule libre de masse m et de spin O, et considérons dans I'espa-
ce de Fock correspondant les créateurs et annihilateurs précédemment construits. Une description spa-
tiotemporelle causale sera obtenue si pour toute fonction f{x} suffisamment réguliére de support borné
dans 1'espace de Minkowski an peut construire un objet P {f} linéaire en f et dans les créateurs et
annihilateurs tel que :

{causalité) (Wif),Pigi] =0 si supp f ~/supp g
tvoir Fig. 1)

_supp f

; supp g

Fig. 1 suppf Ar supp g :
aucun rayon lumineux ne coupe & la fois supp f et supp g.

(invariance de Lorentz) Wiade) =AliaA ) (HU T (a.A)
e = (AT (x- ).

La répanse a cette question est :

P (f) =_J P 1) f (x) dx

3 . u
Pix) = - 1)3 2"_9_ [a (B} ePXy gx(F) oipxy
T /2 ()
P

p=i{p°= cop.b'}

ou les a(P), a*(F), auxquels on peut donner un sens précis (5] , sont obtenus de la méme fagon que les
alf}, a*{f) pour des fp impropres

3
.1 = 2 & - ’
ﬂ-ﬁh GJq {_Ff Eﬂ
avec les régles de commutations « impropres »

(a @, a* g = 20, 53 (F- 5"

Le champ Y{x) satisfait bien aux deux propriétés voulues. En particulier
[Pix) Pyt =1 G {x-y)

ol la distribution G (x - y), invariante relativiste, impaire, nulle pour (x - v‘,iz < 0 solution homagéne

de I'équation Klein Gordon a &té définie par ttzykson. Le champP {x) satisfait 2 1'équation de Klein Gordon

(O m2)\P(x) = 0



qui se trouve dériver d'un lagrangien

_1 : 2
£ -—E- [au“Pc?“‘P- mz‘P ]
Cette construction se généralise pour toute représentation U (a, A) du groupe de Lorentz inhomo-
géne dans |'espace monoparticulaire H, mais ne conduit pas en général & des champs caractérisés par

un systdme d'équations aux dérivées partielles dérivant d'un Lagrangien. Dans la suite nous ne consi-
rons en général que des champs dérivant d'un Lagrangien sur le maniement desquels on a & |"heure ac-
tuelle le plus d'information (3} . Parmi ceux-ci nous trouverons les suivants, particulidrement utiles

pour la physique :

a) Le champ scalaire chargé,

=5, Prompm? P

x=—d— { Bp (a(p)eripx + brp) o]
(2m% J 20,
3 : N
LP”?X} = L —d—-P— (b{p) e"IPX + a*{p} alPX]
[2‘-’1".'3"5! 2mp

[a@), a*@® L =20, 8 F-1)
[bip). P11 = 20 » (F- 8
la®). b (@] =la@, bXB)1=0
L'espace de Fock est le produit tensoriel symmétrisé de deux espaces de Fock identiques.
Une éutre quantification possible, compatible. avec la causalité, consiste a poser
[atp).a*(p"}], = 26, B3 (B-7")
[b(p), b*(p")), = 2w B3 @-F)

[a(B), b(B)], =T[a(®).b*@E], =0

elle n’est pas acceptable physiquement car la norme de 1'état monaparticulaire b*{f} 3 est :
(b*f) Q, b*(F1Q) =(Q,b (f) b¥f} Q)

=(Q ,[b(f, b*H1Q) = |fE < 0
(b(fi 2=0)

L'espace de Fock est & métrique indéfinie {la norme d’un état contenant N particules du type b
est'du signe de{ )N}, et ces champs sont utilisés comme outils mathématiques intermédiaires dans la
définition des théories quantiques mettant en jeu des champs de jauge.

b} Le champ de Dirac

L=PiLy o +mv



_8-

3 .
Pz — [S2 50 @) u,@ e
(232 2wy o=t

+b (B) V(B elPX

W x) = —1 3 b () V, @) eripx
(2?1’}3/2 2mp o=l ¢

ta *(p) () elPX

Les champs \J/ ,:Pont quatre composantes décrivant leur variance par rapport aux transformations
de Lorentz, propres a la description d'un spin LQ[M] .Les u (@), A ]} [DN{:RvA (B} sont assaciés

4 certains &tats de spin{M] . Les régles de commutations sont :

[ag- (m + aO*' ' {_[5')]+ = zmp 83 (?- ﬁ') Bgar

[by (B . b ("), =20, 8% F-F") 8,
lay (). b, . BN, =[a, B .b . (B1=0
L'utitisation des régles de commutation
la, B . &) . (p'). = 20,83 (F-B") 5,
[by (P}, b . (p'N. = 24 83 (BB 8440
conduisent & nouveau & un espace a métrigue indéfinie

¢} Le champ vectoriel,
i} La jauge de Proca,

2 pyy At

NS

1 .
—-— - VgV Al
— (09, A3, ) (GAY -5V ARYY + m

d3p iEG 31 i (3) evipx
X) = a, (P} e! er
" { 27?.}3/2 Zmp i= * i

+a*(p)el (B) eiPx
i i .
oll, pour chaque p=|{ @p . 7 les e_i{p) satisfont &
ei(-m_ej {B):..S'J
p.el{®=0 .

I"indice i = 1,2,3 étant associé 3 1'éétat duspin 1 de la particule décrite.



Les régles de commutation sont -
laj @), aj ) = 2wp 530 - 5j;
ii) La jauge de Stueckelberg.

C'est de nouveau un systéme dans un espace 4 métrique indéfinie dont il s'agit, dont |'utilisation
est un intermédiaire mathématique fondamental dans la formulation actuelle des théories de jauge.

- _ AV _gY Al + 2 H
&= L8 A, -3, A ) (AT -3V AT+ o A A

1 2
- —— (3, AK)"

(-4

32
Sionpose == 5 la résolution des équations de Lagrange conduisent & une interprétation en
m

termes d'une particule de spin 1, de masse m, et d'une particule de spin 0, de masse A, quantifide
dans un espace 3 métrique indéfinie :

Les équations du mouvement sont :

[(m® + () 9~ (! -Lyg,9,1Av=0

d'ol H:]+t\2 ) 6‘# 1'1\1’l =0, avec K2= « m2

- .. a,d,  AY
On peut donc définir AT = A + —££°F
# H 2
A
T_ -
tel que a# AP_ =0

AI est de |la forme du champ A” du paragraphe précédent, apAp étant un champ scalaire de m asse

j_,ona:

3 | _ . .
A, (x) = —L S_CED_ X a,(B) el (B) etipx + a¥ (B)e'{me'mXJ
(2m¥2) 2y | i= . s

1 d3q QX L ok iqx]
+ [ag@ q e +af (@ aq,ela
(2m)3/2 ,J;\/az £ A2 :

ol q = (VF+ AL, T

Les régles de commutations compatibles avec les équations du mouvement { i.e telle que [Aﬂ(x) ,

A_{y}] soit solution des équations du mouvement) sont :

la;®), ap (511, = 20, 83@F-T1 8y, 121,23

[a, (B}, ar BN =282 83 (F-F
[a; (p), a, (B =[a;(M,a(p'1=0 i=1.23
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11 est bon de noter la structure du propagateur G#V solution de

[(m2+[hgy,~1-—13, 3 16¥ = g” 8

dont la transformée de Fourier, avec conditions aux limites de Feynman est :
gﬂ.V _ pE 21’ pE pV
Gl o) = e __m?
ng2+ie pg)t2+i€

p,P p.p
QFV__ #2 v
p2-m2+ie 2p2)m2+t'e

Remarquer les signes : ¢ pour p grand, Grufl—z »; dans la deuxiéme forme, le pdle 2 p2 =0 a un résidu nul :

ceci est précisément dii & |a métrique indé&finie,

.
La jauge de Feynmann o« = 1 conduit G#V =2_2i."’_ La jauge de Landau « = 0 conduit
P, P, p=m© rie
gw,——f‘——
ach_. = p2+ie
\ 5
s p2 m2+ e
V. - Quelques observables locales et globales associées @ un champ libre dérivant d'un Lagrangien{ }

La théorie classique des champs prévoit |a construction de courants associés aux lois de symé-
tries auxquelles le systéme est soumis. Par exemple, dans le cas du champ scalaire neutre, l'invariance
relativiste conduit & la définition du tenseur impulsion énergie conservé :

cl _ | : 2=

G X1=9, P 4,0 -9, [E N ks _m_z P2
cl

at 1m) =0

P,u = _S. To,u dax\ est I'impulsioh énergie du systéme. Nous allons donner la version quantique
correspondante, qui ressemble beaucoup 3 la version classique modulo une précaution liée au phéno-

méne suivant :

. ‘P (x) n'existe pas comme opérateur dans I espace de Fock 1 En effet
s'il existait I' élément de matrice {2, a {f) 102 {(x) a*{f} 1) serait f|n|

Le calcul se fait comme suit :
(Q,a(HP2x)a* Q) = (Q,[aih), P2x)a*(f]l Q)
aiffi==0
={Q {2[alf).‘th}]_~P{x] a*(f) +’?2 {x) [ai{f}, a*(f) 11 02}
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=2, 2\ £@) X () ax(m ) + (22 () Q)

20
=2 B pdeirx 240 92 (x)Q)
2mp
Qa*fy=20
et | 3
(Q,P2 (x) Q) = m.j_uﬁﬂ a(f) e"P*J_“ P'a*(p') e P )
2“‘]]—] 2ﬂ)p'
alp)Q
=Qa*p)=0
_dh
20y
a{p) =0 5
' d
Q a*{p') = 0/{L'origine de cet ennui est déja ({2 ,‘Pz {x} ) =‘S-_E_ = o).
2w
p
Mais I'opérateur suivant exite :"P:2 {x), défint en exprimant\P{x) en fonction de: créateurs et

annihilateurs et en poussant tous les apnihilateurs & droite, et tous les créateurs a gauche, {dans le sens
quef:‘f’:ztxl f (x) dx existe comme opérateur, pour f suffisamment régulier, de support borné}. De la -
méme fagon on définit un monéme de Wick d'un nombre fini de facteurs'P et de ses dérivées, au point x.

Le résultat est alors e suivant :

b= - I,
t:j;j{x}- . t;}. {x)

u. —
ot tpqv {(x}=0

P‘u = j‘ top(x) d3 x est le générateur infinitésimal de 1a représentation

dans |'espace de Fock des translations d'espace temps. De méme, dans |'exemple a}, on peut définir

'opérateur courant
ju{x}=fi— (%6, P~ 6, P*P ()
oH jJu =0.

Q =J i (x) d¥x

est le générateur infinitésimal du groupe de jauge de premiére espéce, i.e, I"'opérateur de charge (qui
compte le nombre de particules @ moins le nombre de particules b,

Pour I'exemple b} le courant est :

j‘u {x) = :\P&LL\‘U: (x)

avec les mémes propriétés,
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VI - Modéles dynamiques pour |'opérateur de diffusion [EG].

Cherchons 2 définir dans |'espace de Fock du champ scalaire libre une dynamique suivant laquelle
une source classique J{x) localisée dans une région de |'espace temps est capable de créer des quan-
ta de ce champ,

On va chercher une fonctionnelle S (J) satisfaisant aux propriétés suivantes

i} S{J} estformellement développable en puissances de J et se réduitd 1 pour J=0:

S(Uy=1+ § M ATl exp ) J k) d X))
m=| mi

dxj ... dxp
ol les T (x| ... x,} sont des opérateurs dans |'espace de.Fock.
ii) ${J) est covariant par rapport aux transformations de Lorentz :
Alla, A)s L s, A) = s (tadl gy
{BAY ) = 0 (A (xa) )

tii) §(J} est causale :

Si supp Jq > supp Jp (cf, Fig. 2}

@ supp. J2

Fig. 2

supp J1 >, supp Jo.

alors S ({Jq+Jg=8{Jq) S(Jo autrement dit I'évolution dile A I'interaction avec la source Jq se pro-
duit a partir du résultat de I'interaction dle & la source Jj.

iV) Bien entendu S {J) est unitaire si J est réel
S{J)S*(I=S*(J}sS{Ir=1.

Nous allons résoudre le probléme de fagon itérative. La causalité nous monire que si
supp J1 A/ SUpp J2, :

[jT (%) .J1 {x) dx ,J‘T () J2 (x}j =0

on en déduit
[T (), T {x5) =0 (x- x2)2 <0
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a cause de ii

Afia, A) T W a,A)=FPAx+a)
A cause de i le facteur i dans la définition de S donne

T {x) = T*(x)
La solution la plus simple est :
T (x) = (x)

mais tout mondme de Wick réel est adéquat. Nous conviendrons d'assigner 3 chague monéme de Wick
deP une source, c'est-a-dire éventuellement de remplacer j T(x)J(x)dx par E T, (x), (x)dx,
les T, (x) étant des monSmes de Wick, Nous continuerons 2 appeler J (x} le coefficient P (x} dans

cette somme. Nous allons nous borner pour |'instant au cas le plus simple o T =‘P. Pour dé&finir le
N . . . Fa ’
champ ¥ (x) , en interaction avec la source J, il est naturel de chercher?{x} sous la forme

$ x) =P+ 0 1)
(i.e ﬁdoit se réduire 8P si J = 0), et tel que

@ {xl*=‘${x} (de m&me que\P* =P}
et 1 (a. A}‘?"{x)M'T(a,A) ="P{Ax+a}

Toutes ces conditions sont remplies par |'expression suivante :

B oot 158
P =5~ 5J(x)

en vertu des hypothéses faites sur S{J). Traitons d'abord complétement le cas ol e premier terme non
trivial de S(J) est ij\f?(x} J {x) dx,

Cherchons maintenant le terme suivant : la propriété de causalité montre que
T(xqxpl =P ba)  xq 2%
¥ (x2)F (xq) X222 %1

Définissons le produit de Wick :‘-P [x1)\P {xz):en poussant les destructeurs & droite et les créa-
teurs & gauche dans ie produit P (x4}\P (xp); alors on a

P )P (xgh = P )P x)  + (2,9 (xq) Plx) )
Le produit de Wick est &videmment commutatif. Pout définir T (x1 , x2}, il suffit de prolonger
QP (x)P (g} ) xqzx0
@ PP x) @) xgxq
a xq=xa.

La solution générale est Ap (xq - x}+P {3} B{xq+-x2) al P (D} estun polyndme de dérivées.
La solution la plus réguliére {dont la transformée de Fourier & la croissance minimale pour p grand).

est celle pour laguelle P (3} = 041,
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Pour le terme d'ordre n., on abtient
T lx-l Xn',l =\P (x P(1) ) \P {Xp{n) ) XP[I} E,XP{Z],?,"' Xp(n}
pour toute permutation P de | ... n. La solution la moins singulidre est
Tixg o x )= T ). Plx)

- X 00 xgm ) ... 8 (xg{n_1 . xgm}

PEﬁ"n'

P (xq) oo P X,

S{)=T expi jJ{x]\P{x}dx.

"
Le champ¥P= §-1 l-g_g s'écrit
! J

r'\
P (x)=[Texpi 5JMPM dv]"[T‘P(x).expi\fJ (y) P (y}]
= [T expii.g JNP {y) ayl TP (x) emij JAYIP (vidy]
Al
Calculons ([P m2)P (x) -
Il faut calculer ([} m?) TP (x)P {y) ... Piyq)

f (x8 )

Bi) ~ *R(i+1)

((J+m2) = 8 08y - X?’IZIJ o B (xf?{i-ﬂ -x9) 6 (x -xB.
i,Pemy

-8 o1y By P Oxpp1) § oo P gy VP 00 Pxp )
P (xp(n)!

Bix-vi) T (Pt P (¥} or Plyg)

I
N

i
ol ~~indique l'omission, Effectuant la sommation sur n. on obtient

FAY
(O+ mPx) = J{x)

La condition de causalité qui assure que

5 A

-0
s yRx

et le fait que {P=‘P pour J = 0 conduisent & la solution

P =9 +J Dot (X« ¥) J(y}dy.

Pour ce systéme extrémement simple, il y a des équations du mouvement dérivant d'un lagrangien

2P :—%;[ap\Pau\P-mz‘le +J.P.
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: cx
La simplicité de ce probl&me est trompeuse. Considérons S{J ,g)=1+ J [OF(x) + P 2 (x}g(x)]
Foaan

Le deuxiéme terme est une extension de

=‘P12(x1}::‘P:2{x21 X132, %2
T(xq,x2)=

:"P:Z(x |35 :‘Pzz{xﬂ X2 2 X1
On peut écrire

P20 P2 txg) = P 20xg) 1P 2 (xg) 1+ 4 (2P0 W) 0)

P ixg Poxgh 0, 1P 2 (xg) P 2ix g )
Le seul probléme délicat est de définir
0, P2 ) P 2 ) X1 2 X2

(2, T (xq x0) Q) =
(ﬂ,:\P:Z{xz} :\P:z(x1)Q] X532 X1

car {1, T:¥P:2 {xq) : P12 {x0) @} n'existe pas ({2, N1 2(xq) P : 2} ( est suffisamment singu-

lier pour x4 = x5 pour ne pas souffrir une multiplication par la fonction de Heaviside . ¢ (x10-x2°] 1.

On peut s'assurer que C [x1 xz} [ :‘P:z(x1] . :‘P:z{xz}ls 0 pour {xq - xz)z < @ - Sion peut
.. R X1=-Xgeiy Ch L
définir 5 (:P :12{xq), :\P:2{x,) ) de support 2 Vide sorte que C {xq,X9) = R (xq %)
A 1 : 2 X1 -%x3¢V. 172 - A[x_-} , ,2(2)

alors on pourra définir
T{xq.,x9)=Alxq,xg9+ :‘P:2{x1} P :2(;(2]
=R(xq, %) +: P :20x) 1f 12 (x,)

La transformée de Fourier de {1 , C {xq . x2) Q) se calcule aisément @ c'est & un facteur prés

( 2
I’espace de phase de deux particules d'impulsion totale P : P'—’_‘“ﬂz . ¢ (P}, En vertu de |'hypo-
thése faite sur les supports de R, A, et de I'invariance de Lorentz, leurs transformées de

Fourier sont les valeurs au bord d'une seule et méme fonction analytique de Pz-., dont la discontinuité

2, 2 . . .
sur les réels est f_P—m - Cette fonction peut se construire au moyen d'une relation de disper-

2 . .
P mains une fois,

A+iD2+az}f dk2 /K2 .4 m? 1
4 m2 K2 (K2 + a2) (K2 .

Le mieux qu'on puisse faire est donc de trouver une famille de T (x1 . xz}‘dépendant d'un para-

sion soustraite . au

p?)

métre, Aux ordres supérieurs en g, la situation devient meilleure.

Au fur et 4 mesure qu'on choisit comme termes d'interaction {le premier terme de § (g} ) des mo-
némes de Wick de degré croissant, les ambiguités de la théorie augmentent, et de plus en plus de pa-
ramétres doivent étre ajustés par des considérations physiques. La classification des ambiguités fait
['objet de la théorie de 1a normalisation développée dans la troisiéme partie de ces cours, par E, BREZIN.
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Au niveau ol nous sommes, nous pouvens noter que c'est la singularité despuissances de Wick
du champ libre qui est cause de nos ennuis. Autrement dit les interactions entre champs locaux sont
fortement singuliéres. L'introduction de champs opérant dans des espaces de Fock & métrique indéfinie
permet de régulariser ces interactions. SoitLPi {x) des champs libres de masses M; = A; m, pour les-
quels les régles de commutation sont

W)L P =¢ i GMi {x -y}

et soit

P = Poo+ 3 ey (o

$i on remplace YPpar P€2; moyennant I'introduction de suffisamment de champs régulateurs et
certaines relations entre les Cj et les A, on peut définir un opérateur sReg satisfaisant aux condi-
tions demandées {sauf |'unitarité)

_ sReg(g, =1 expiﬁx,
REQ m

olial, ¢ €St un mondme de Wick de ¢ Res. L'exploitation de |'arbitraire existant tout de méme a chaque

Reg
tlx)g (x)+ J ()P (x) ] dx

ordre permet de définir une solution dépendant de paramétres finis pour S (g, J}, en faisant tendre les
Aj vers . C'est le processus de renormalisation, On peut montrer que | eSOlutiOn rencrmalisée peut se
calculer au moyen de T- produits ordinaires 3 condition de remplacerlfiintg(x)g (x} parj [fBetg (x) +

. in

A iﬂetg(x ;allgix)dx, ol A J?int est une série formelle en g et ses dérivées, & coefficients mond-

in
mes de Wick multipliés par des facteurs dépendant des A; {et qui tendent vers I'« lorsque lesiv; tendent

vers 'infinij.
' : . Reg. .
La construction du A:;E_ ) est de nature récursive, aucune formule compacte n'étant connue 3 |"heu-
In

re actuelle. Le calcul pratique des éléments de matrice de S en puissance de g s}organise de fagon
graphique par |'intermédiaire des graphes de Feynman comme il est expliqué dans |'appendice.

La classé de modéles envisagée jusqu'ici, ol toutes les constantes de couplage dépendent de x
et sont supposées localiser les interactions dans des régions bornées n’ont en réalité d'intérét physique
que dans le cas du couplage lingaire J {x)*f {x) [ interaction d'un champ quantique de photons avec un
courant classique ] ol du couplage quadratique g {x) :*f : 2{x} [ interaction d'un champ quantique d'élec-
trons minimalement couplé & un champ de Maxwell classique : A# {x) \P y#\}): {x)} 1. Une classe plus
intéressante de théories s'obtient en divisant ’ensemble des constantes de couplages § {x) en deux
groupes y (x} , A {(x), en conservant la dépendance en x du premier groupe de fagon a définir les opé-
rateurs locaux {généralisant fﬁl :

{ &8
i dy {x) ¥=0

et en faisant tendre X (x) vers un ensemble de constantes A. {limite adiabatique). Par exemple, A
contiendra la constante de couplage de Yukawa des interactions fortes, la constante de couplage élec-
tromagnétique, la constante de couplage de Fermi, etc. La limite A {x) - A n’existe pas toujours. Ce
n'est que lorsque un certain nombre de conditions de normalisation rendues possibles par les ambiguités
rencontrées dans la construction récursive de S {g ., A) sont satisfaites, que {a limite adiabatique
existe et que I'on récupére l'invariance relativiste de S{0, A) et lacovariance relativiste des opéra-
teurs locaux précédemment définis (clairement, la présence de sources extérieures dépendant de x brise
cette invariance !}. Ces conditions sont les suivantes :

i) {Q,8{0,A)8)=1 {stabilité du vide 1}
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. 2

ii) Le propagateur complet {2, -1 bes {y . A} Q) a une transformée de Fourier ayant a tout
8J0)8J ty)

ordre en y un pble simple & p2= 2, y =0

it} L'unitarité de S (o, A}, a tout ordre en A n'est vérifiée que si le résidu de ce pdle ast I'unité.

Pour terminer ce survol des théories envisagées ici, nous allons montrer comment elles se raccor-
dent aux théories Lagrangiennes cla’ssiques qui en sont une premiére approximation lorsque les champ
libres P & I'aide desquelles elles sont construites dérivent d'un Lagrangien. L'argument qui suit est
basé sur les résultats de I'appendice qu'on consultera utilement d&s maintenant,

Si on revient au modéle simple du champ P couplé linéairement 3 une source extérieure J, La
fanctionnelle génératrice des fonction de Green

(Q,5{NQ))={Q,Texpi j J )P ix) @)

- § ij dXq v O 2 G (X e X)) J (X ) ee d (xp)
n=o0 nl

(G (X1 oo Xp)=(Q, TP (xq) . P X QD)
peut s'écrire

G{)=exp G®(J)= exp--i£ SJ {x) Gic::'m -lej{le

si on remarque que {Q , T (x1) P ixp) @)= 0, n impair,

ot (Q, TP (xq) ...uf‘{xznm b= 2 LG (- xj)]

partitions
en paires (ij} 3
haque terme dans | i d GrlxrXo) J(xo) sitya - [2"}(2" 2| {2
chaque terme dans la somme s'intdgre en | J- dx 4 sz(x1} FlxrXo {:«:2),|I~,am ) )
termes dans fa somme, soit : . 20l _ 1 {2n) 1
nl 21 nl 20
d'od G(J) = £ ) n [-'2—5 J{x1) G (xq = x2) J {x2) dxqdxp 1"
n=o nl
. c -1 bS5 G(J)
Si on définit $¢ () =-L 86S)- ¢ . T2
i 5J i 8l

A W) = Gg *J , autrement dit PC (J) est 1a solution nulle pour J = O de 1'équation classique
C
(O m?)* ) =7
résolue avec les conditions aux limites de Feynman.

Alternativement, GC{J) est la transformée de Legendre du Laf;;rangien“fl‘-f’)=l2 {aﬂnpa#f- mZ,PZ ):

aC ) = § ah i opy |
W =% Py P {‘D*“‘zl‘f’=J

De fagon générale, 'soit une théorie émergeant d'un terme d'interaction .,hP +g. :c‘.,f [‘-P} : , etréintro-
duisons la constante de Planck & la fois dans la définitionde S{J, qg):

§iJ,g)=Texp— [§uf+g.: L) :]
. Sofra g
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et dans les régles de commutation de ¥ :
[P i) Fiyi] = ih Gy {x-y)

[ avec ces conventions, on a, pour |'exemple précédent G (J) =5’; jJ (x1) GE {xq = x3) J {xg) dxq dxg et

m<¢

c
clest P (J) = Tﬁ %—Lﬂ qui satisfait 3 1'&quation de champ classique ot m2 -

du carré de I'inverse d'une longueur fondamentale. De 1a méme fagon nous supposons que les g incluent
les puissances de fi nécessaires pour donner a jg. ;G {P) : dx la dimension d'une action 1.

joue le rdle

Considérans alors 3 nouveau

G{J,gh=1{(0.80.9) Q) =exp G (J,9)

comme une série formelle en puissance de H dont il est clair que les termes successifs contiennent
un nombre croissant de facteurs de contractions ifH Gp entre les facteurs € : ¢ : c'est-a-dire sont
décrits en termes de diagrammes qui mettent en jeu un nombre croissant de boucles.

Le terme d'ordre le plus bas en f décrira donc |'ensemble des diagrammes sans boucles {(diagram-
mes en arbres), et, comme les contre termes apparaissant dans .&2 proviennent des diagrammes avec
boucle, ne sera sensible qu'a la forme initiale de :f (P ) : . Utilisant le th&éorame de Wick a cet ordre
on a .

_‘?ﬁ%(j_._glﬂﬂ,ﬂp,exp—% JP+ g (P )
L AR [ . Q'
= G *{Q,T?Hg.# .,expl;jJ‘ﬁs..‘%(‘P).QJ

={Gp *J) G (J) + GE*g 6L [ﬁ. _8_j|G
bR g i 8

d'oll, pour "Fc J) = g1 {J.qg} ,'a 'ordre le plus bas enh

hd GiJ,g
i &J

P° () = Gp*J + GF *gi}? PC ()
&

autrement dit ‘Pc (J) ast la solution de |'équation de champ classique
e S AEELE - )

s'annulant pour J =g =0 calculée avec les conditions aux limites de Feynman, dérivant du Lagrangien
classique ée% + J Wavec

By (P) =50, 0o t-m2p2 + L (),

ce qui est & nouveau équivalent 3

c - x
v ﬁj%\?}”md /‘P=‘P°u)
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f0GS _ 5 ¥° . | sY°
f— = o LY 4 + We
i &8J D‘\P 8J 5J LP )

= P° () puisque (%"—"1 + NP =0
i

autrement dit G° {J) est la transformée de Legendre du Lagrangien classique.

Ainsi la famille de dynamigues quantiques que nous avons définies {Lagrangiennes, causales} peut
étre considérée comme prolongeant naturellement la famille des dynamiques Lagrangiennes classiques.
Autrement dit, pour cette famille, on a une forme du principe de correspondance familier en mécanique
quantique élémentaire, La théorie moderne de la renormalisation scus la forme donnée par ZimmermannlZJ.{LRSZ]
permet de poser la question suivante ; étant donné un Lagrangien classique possédant certaines symétries
qui s'expriment au moyen du théoréme de Noether général, existe-t-il une théorie quantique la prelongeant
et pour laquelle le théoréme de Noether garde sa forme classique. La réponse est souvent positive[LHSZ].
Lorsqu'elle est négative, on dit que la théorie quantique présente des anomalies. La forme naturelle du
théoréme de Noether que I'on utilise est liée a la formule donnant Gc {J) comme transformée de l.egendre
du Lagrangien classique (& |'approximation en arbres } :

j{5$+J__‘-E -0
P-Pe ()

w étant un paramétre décrivant une transformation des champs , mesurant le manque d'invariance

3]
du systéme pour cette transformation. Cette formule résume I'ensemble des relations entre fonctions de
Green connexes collectivement dénommées identités de Ward qui jouent un réle fondamental dans la re-
normalisation de théories en accord avec une symétrie ou une brisure de symétrie prescrite.
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APPENDICE

THEOREME DE WICK, GRAPHES DE FEYNMAN

— Produits de Wick, Puissances de Wick, Théoréme de Wick pour des produits de produits de Wick.

Soit P un champ libre scalaire.

3 .
Pix) = 1:@/5 TP (a @) eripx s a* ) eipx)
(2w )42

2 Wy
=P+ x)

Considérons |'opérateur
Wixge o xp) = Pixq) s P (x0) (W pour Wightman}
PW X e X)) = P Ux) P

est défini a partir de W {x1 -ees X)) €n exprimant \f’en fonction des a et a*, et en plagant tous les
a & droite, tous les a* & gauche. (Pour une définition plus générale, voir [S]. C'est le produit de Wick
des opérateurs'f {xq) ... Y{xn), produit qui est évidemment commutatif. Dans le cas de champ anticom-

mutatifs, ce produit est défini de maniére & &tre anticommutatif.
Conclusion : (Rt Wiix.xg) 2)=0
Le théoréme de Wick exprime W  (xg ... x,) en fonction des @ W (x; [ X ip) H
Wixq... Xp! = Y C {xi1 xip) D W [xip+l" xin) :

ol la sommation s'étend aux partitions de. (i .... n} en deux sous semblables {'il ip), {ip+| eves g

dont le premier est ordonné suivant |'ordre hérité Gl ..nti ,<..<i, etolle symbole de contraction
C X, v xip) est donné par la formule suivante :
C{:-cI - X 1=10 p impair
p
CIX, voux, }= 3 7T i G (x; - x:}
] i p . .. m'"l J
1 4 @P‘al’tl- (if) e (3?
Hons | - i
en paires

~ (0Pl ) e Pl 1 2)
ol 1 Gy (x; - x;) = (2., Px;) P ;) @)

La preuve va par récurrence ;

ST AP (xp) ... ({?[xn] =3cC {xiz... xip] T W {xtip+| xin) :
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Pix)) o Pl =P T x )+ (x) BC (g e Xi) 5 W X

TR xin] :

= 2C xp, .- xip} W ix) W (i 0y Xin) ©

+ ¥ C {xiQ...xip)[‘P (x,), : W[xip+| xin}:]-

+ Sc¢ L xip) W {xip_H e X ) P ixg)

Le regroupement du premier et du dernier terme donne

EC{xiz... )W {x; e Xy X )

xip ip+] in

Le terme du milieu donne =C (xiz NS IR IZ i G;.I(x| “Xig ¥ X
p

X W ) : ol s~ indigue 'omission.

% X
ip+l =+ xlp Xy
En mettant ensemble tous les termes, on a le théoréme. [E G}, [ S]

On montre que lim : Wix| ...oxp) }=: % D x)
X L% N Def

est tel que J‘:kP: " (x) f {x) dx existe comme opérateur dans ?pour f suffisamment réguliére, L'inclu-
sion d'opérateurs de dérivées par rapport & x| ... x, avant le passage a la limite n'invalide pas la con-
clusion,

Dans le cas d'opérateurs de fermions, chaque terme, qui est de la forme :

G (1) Xp(2) Vo § G Xpi2 qol) > *pi2a) ) 2 W ot2qey -+ Xpin)

ast affecté du signe {—}“(P)_

Le théoréme de Wick passe aux produits chronologiques pour

TOP ) e Plxgh ) = £ Crixj e ISER IR SRR

avec Cy obtenu & partir de C par le remplacement | G:’n{xi . xj) - i G {x; - x| } : remarquer que
Cix w..x, 1={0Q. . Wix, ...x 10} {par récurrence)
1 |p 1 |p

D ]

{Utiliser ta définition de T, I'identité T4 {xgm - x_Pm we 8 lxg{q_-;”xc;{q]h 1

Pemq
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et la commutativité de @ W [x1 ... x) ¢, et interchanger ia somme sur les permutations apparaissant

q
dans la définition de T et la somme sur les partitions apparaissant dans le théordme de Wick ordinaire,

Le théorgéme s'étend avec ¥ remplacé par un champ régularisé & condition de remplacer

Q.9 0P {y) Q) (resp. (2, TP 00 Piy) @) par (@, PR x) PR (y) 0) resp. (2. TPR (x) PR (y) Q).

Le théoréme s'étend & des mondmes de Wick en séparant les points, d'aprés la définition, et, avant
de passer & |la limite des points coincidanis, en omettant les symboles de contraction entre des points
qui & {a limite entrent en coincidence. Dans cette limite, évidemment, un grand nombre de termes deviens
nent identiques, d’ol |'introduction de facteurs de comptage [E G,

On a alors la formule : [EG] , [S]
- ApLro V. ApL.P1 P oy,

Rl {x1) P (X9} ... : P Tix,)= = {Qi {x1} i 21X2} ...'ipn(xnlﬂl
X1l xq1 xp 1 Xn! pitq=ri  pql Py | P!

NUED SRLINES 55 P

{X1) — (x9) ... (xp)
q! 9! q,!
I, — Graphe de Feynman d'un symbole de contraction chronologique
Soit Cr(x ... xq) un produit de Propagateurs de Feynman régularisés. On lui associe un graphe

de sommets X, ... X, et de lignes en correspondance biunivoque avec les facteurs propagateurs dans

CT (x [ xq}.

Ex. : CT [Xl N le

q

2
@, 7P (xp) pR2 X9 ) )

4 [GR (x - x9) 12 —— TN
Kl\_d_/X2

Inversement & chaque graphe de Feynmann on associe le produit des propagateurs de Feynman
correspondant aux lignes.

Ona: Q. T :ﬁ: d (x]) ... :ﬂi P x,) )
p|! pn'

= 3 sur les graphes de Feynman de sommets Xq e Xp dont PI lignes aboutissent en X1+ Pp lignes

aboutissent en xq, des produits de propagateurs correspondants.

Dans le cas ol apparaissent des dérivées oll des propagateurs asymétriques dans |'interchange des
points, on utilise des graphes orientés [ dont les lignes portent une flachel .

IIl. — Evaluation d'éléments de matrice de diffusion au moyen de fonctions de Green : formules de réduction.

Rappelons, qu'en fonction du champ régularisé R ='.lf3 + I CIZ\.PI dont le propagateur est
GH = Gm +3 Ci‘?fi G; {¢; signe apparaissant dans les régles de commutation de'f;) on a

sh {9.J1=TexpiJ‘J\PH+g &L (PR

ol G estune série infinie en g et ses dérivées contenant les contretermes qui seront récursivement dé-
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finis de sorte que les éléments de matrice de SR entre des états de 1'espace de Fock associé & “P(pas
3 NPH) soient finis et aient de bonnes propriétés, Ces éléments de matrice se calculent de la fagon sui-
vante {formules de réductian).

Le développement pour'? (x), le champ scalaire de base : s’inverse pour a (f}, a*(f} suivant
(LSZ):

| - 3
aXf) = =2 S\f’(x) EAl {X)dx (4L1,»1 i"E(O:t [P ix} 9 fix) - £x) 9P (x)] d %

et, comme conséquence du fait que f et P satisfont a |'équation de Klein Gordon, cette expression est
. o . .
indépendante de t { Y 60 f est la composante de temps du courant de Noether polarisé pour le Lagrangien

complexifié), De méme

aify= —L _1" jf*(x}g;"['){") dax-
X

2m¥t i Oy

Sait f un état de particule entrant, alors,

T exp i J\P+G_.:59 a*f) = TexpljJ‘f+§‘:o'f:

! I—j (x} 3. f ix) d3
2m¥2 i P10 1) .
X

= apg

{2#113/2 _;J‘ T {exp ij\d P+ G P T f(x) aBy
KOZ - o

T(expquJ"P+ Gl Pix) _*é';ftx}dox

I
ﬁ|_
3

- |-

5

X oo

S Tlexpi JP+ G : &, Fix) ﬁi:,f{x] dox.
(2#}3/ i

S l a*{f)T(expifJ"P‘f@.:h?:}
|

{2”)3/2_

|
(2m)¥2

+

|
j;ix f{XHDx+ m2)T expi JP+ G L, Pix).

Cette opération donne une fagon de commuter a*{f) a travers S (J, G}

Donc, modulo les termes contenant des facteurs {g,f}, les éléments de matrice de S5 (J, G) s’expri-
ment en termes des fonctions de Green

Gy glxge meeXp) =M@, T expifJ‘PfG &L Plx) - Pix) Q)
au moyens d'expressions de la forme (LSZ)

§ 500 e B0 F gy ) o By (2 (D #1212

G (X] v Xp) dx-ee dxp
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GJ“g{x| xn) peut s'exprimer sous la forme

: _8 L 8 IQ.TexpijJ‘P+G_;’P_Q}

T 8J(xp) ' i BJixp)
[ 5 | 5
== s Gy )
i Bdix)) i Bdix,) 4
etona
i ) l &
G ' {xl e X } = — e . G (J)‘
00 " | Buxy) 1 Bdlxp) 2 =0
in

Gg (Jy = ;2 l'(Go'g 1!1 xn) J (xI} vee d {xn} dx| dx

nl n

est la fonctionnelle génératrice des fonctions de Green en 1'absence de source extérieure.

IV. — Structure des graphes de Feynman : diagrammes connexes, diagrammes liés, diagrammes propres

{une particule irréductibles).

Faisons d'abord une digression qui &clairera la suite : considérons une famille de champs locaux
{par exemplei’ Y dans J:

(LW I=0 (x-y2 <0

Considérons les fonctions de Wightenan de éf :

Wi v X ) = (@ 1x ) e & () Q)

Appliquant l'invariance par translation
"2ix = eif"f{.e) orilx,
et 'invariance du vide :
eioﬁ 2=0
[o?', opérateur infinitésimal des translations, i. e impulsion énergie dans -%

~
La transformée de Fourier W de W se factorise en 5% [Ig: pi) [ invariance par translation ] et

une distribution ﬁ{pl o e Py} de support p, e st, Py * Py € st, .. Plet 4D ¢ st ob st est
ie spectre de.g’: folu V’;UVBzm’ { 0} provenant du vide dans un développement suivant une

base d'états intermédiaires : /////

« __ (continu des &tats & pius

/V+> 2m de deux particules)

—'\7:" {6tats 4 une particule)

0 {le vide)

Spectre de--g.>
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W satisfait & la commutativité locale :

WoAR] eon X X e wee Xt T WX o Xgp s X5 o Xp)

s5j (Xi = Xiy) )2 <0

Si on définit les fonctions de Wightman connexes récursivement par [S]:

Wixj..xpb= = WO G g IWE DG g )
{if-wipp)=tln) f1 | Fitry
|« fp
<. <
I o
'r|+| < <ir+

Imrz2 W : .
(x'rﬂ *i }
..... p_| 4]
b <00 < Irp
p-l

on démontre que les WS satisfont 3 1a commutativité locale et que leurs transformées de Fourier ont un
support déterminé comme précédemment par

0 .- -

§, = vt u V¥

+ m v
»2m

i. e D'od la contribution du vide a été étiminées. Les graphes correspondants (ol les i Gg sont rempla-
cés par des i G") sont donc nécessairement connexes. Cette propriété passe aux produits chronologiques,
et "algorithme de définition prend dans ce cas une forme particuliérement simple en raison de la commuta-

tivité du produit chronologique :

Def : Gg=(0, T expi 5-(; Q) =exp Gg

TH {C) : les graphes de Feynman pour G® (g) sont connexes.

De la m&me fagon, considérons Gg (J)=

Q, T expier .-.5?+ J'¥-Q) - On peut écrire
G, (J)
Gg

= - L
Gg (Jy= Gg = Gy Gg{J)

TH {L} Les graphes de Feynman pour G; sont liés, c'est-3-dire que toutes lés composantes connexes
mettent en jeu des contractions liées a la source extérieure J.
Combinant {(C) et (L), ona:
G_(J) =exp GE exp GCL (J
g {J) p Gy exp Gy (5

Ces propriétés permettent d'organiser la combinatoire des formules de réduction de la fagon sui-

vante :

Soit g = (R,50) et (f .. fy | S| fgef ve Fl<"
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défini récursivement par :

(f) eoe Fy [ S| Fgp - fm ) =0 2

i i.)=1 m
{ | rp)
r| . rp
Ip<..< irl
|r|+| <,. < ir fr
irp-l < <ip
ol e fi ol e e e i)
p-t P
avec
- CL
o {fl-l ahe fil’ }— {fil . fiS|S1 fiS‘H e firI)

Si i} .iggn
= Q18] f;, ...fir| jeL

Si iy>n
=(f, ..f. |S|Q)CL
Ir

i £ n.
5 'r“

Alors, les formules de réduction s'écrivent

CL_

() oo £ IS e ) fdx| o O FR ) e £ ) X

fart Catd o Ty ) (D] # m2) ... Oy » m2 G M. x )

Un raffinement de |'analyse diagrammatique est obtenu de la fagon suivante : soit

G§L{J)=P{‘:P’}+iJJ:P|I
i

6 I

8-?-‘"]:0

CL
On en déduit ¢=—I ﬁ__gg__u}
! éJ
et |

Py = gCL . P .

I 0P =Gy [J]—lSJ Pl 1 56y
P=7 5
Dé&finissant r {t’f;) :25[1 {xl xn}ip‘(xl} --.:f;{xn) dx, ..].dxu )

n _ n

on démontre qué pour nz 2 I' (xl xn) regoit sa contribution de diagrammes propres {ou une particule
irréductible) c'est-a-dire qui ne peuvent étre rendus non connexes en coupant une ligne, & condition que
& ne contienne pas de terme linéaire en™p, et, pour n = 2

*,
I {xl . x2) = GgL 1(x| . le
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j Gy (xy . xg) T (xg xg) dxp = 8 (x| , x3)
|

[G;L[J} = E— G%L {KI R Xz] J (KI ] J (K2] + ...

| B ix ) B iJ
o T 2B Pog+iv Y
jT‘ {xl.x)"ﬁf{(*}

+ ...:thx|}

V. — Evaluation de Famplitude associée & un graphe de Feynman dans |'espace des impulsions.,

G- ,
Soit Jun graphe de Feynman correspondant 3 un élément de matrice de $ lo,g],rl_?ll'ensemble de
ses sommets (X} ...xp), L/b I'ensembl de ses lignes (couples d'éléments deV} -

L'amplitude de Feynman correspondante est T GE{xi - xi}. A chague sommet est associée une
constante de couplage .y{x;) , ou une fonction d'onde f*{x;} si une seule ligne (dite extérieure) est
incidente & ce sommet. Rappelons que, alors, |'évaluation en termes de transformées de Fourier impose

a la variable transformée de Fourier correspondante d'&tre sur la couche de masse. Il suffit d’associer
a chaque propagateur un facteur + C|2 & ——1 .3 chague sommet un facteur

; i ;
. kij'"" e Kzi-)t. m+ie
y (X K} :
tij) 4 chaque vertex extérieur : de supprimer le propagateur correspondant et d2 le rempla-
ingident & i
cer par le f{kij) correspondent et d'intégrer les impulsions extérieures sur la couche de masse avec
o dS ks . . . L
le DOidS——kﬂ., et sur toutes les quadri impulsions des lignes intérieures.
2a;; .
1

A la limite adiabatique ;;‘i {3 Kij b ooy 8 {Z kii] c'est-a-dire qu'il ¥ a conservation de
ij

incident & i
la quadri-impulsion & chaque sommet, d'ob |'intégration seulement sur des quadri-impulsions compa-

tibles avec une telle conservation.
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NOTES

{1) Nous ne sommes pas étendu sur le domaine de définition des a {f} , a*(f) : dans le cas B.E il
n'est pas vrai que pour tout ®e ‘f(H} a(f} @ oua*{f) d appartiennent éf{H] (il faut que (at(f)yd,
alf)d) < = ). Ceci est vrai pour les ® tels que 3 n | dJnlz < =, c'est-d-dire les @ appartenant au
domaine de définition D {} de |%pérateur nombre de particuiesn/y.’Les CCR doivent &ter comprise
comme agissant sur D {4, qui est stable par application des a{f), a*{f). Dans le cas de F.D on
n'a pas cette difficulté : les a(f), a®{f} sont définis dans toutu?:(H}, ce qui est dii au fait qu'on ne
peut pas avoir plusieurs particules dans le méme état.

(2} Pour une analyse plus fine, voir [S].

{3) Il serait intéressant de savoir si, exigeant que les générateurs infinitésimaux correspondant aux
symétries du systéme {relativiste, interne) s'expriment comme intégrales d'espace de composantes
de temps de courants locaux, on peut en déduire I'existence d'un Lagrangien dont dérive le champ [L].

(4) Si au lieu du champ ‘P nous avions le champ vectoriel A.u de I.C C ii, I'argument utilisé ici,
. . . . . E‘ - - .
covariance incluse laisserait la classe de solution G,m.» +f Q‘W 8 ,ﬁ scalaire réel gquelconque,
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