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Resumo:

O eletromagnetismo de Maxwell-Proca é uma proposta de modificagdo do eletromagnetismo
classico de Maxwell que, em poucas palavras, sugere que a interacao eletromagnética é
intermediada por um féton massivo. No meio do século XX novas evidéncias experimentais
davam sugestoes de modificagoes ao eletromagnetismo classico. Nesse artigo, eu apresento, de
maneira geral, a proposta de modificacao feita por Alexandru Proca (1897-1955) e exploro
sua teoria calculando as equacbes de campo e o tensor energia-momento. Atualmente, as
ideias de Proca ainda sao exploradas com ideias mais gerais de descrever um vetor de campo
massivo, essas teorias sao chamadas de “Proca generalizado” ou “vector Galileon”.
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Abstract:

Maxwell-Proca electromagnetism is a proposed modification of Maxwell’s classical electro-
magnetism which, in a nutshell, suggests that the electromagnetic interaction is mediated
by a massive photon. In the middle of the 20th century, new experimental evidence sug-
gested modifications to classical electromagnetism. In this article, I present, in general, the
modification proposal made by Alexandru Proca (1897-1955) and explore his theory by cal-
culating the field equations and the energy-momentum tensor. Currently, Proca’s ideas are
still explored with more general ideas of describing a massive field vector, these theories are
called “generalized Proca” or “vector Galieon”.
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1 INTRODUCAO

Na segunda metade do século XIX, o eletromagnetismo, unificado pelas equacoes de Maxwell, proporcio-
nou uma descri¢ao precisa e abrangente dos fenémenos elétricos e magnéticos. A for¢a de Coulomb, uma
das pedras angulares dessa teoria, postulava uma interagao instantanea e de longo alcance, mediada por
fotons sem massa. Essa visao, embora bem-sucedida em explicar uma vasta gama de fené6menos, como
dito em [1], deixava em aberto questoes fundamentais sobre a natureza da interagao eletromagnética.

Como muito bem discutido em [2], no inicio do século XX, o cenario da fisica teodrica sofreu uma
profunda transformac@o com o advento da relatividade especial e da mecénica quantica. A busca por uma
teoria unificada das forcas da natureza impulsionou os fisicos a investigarem os limites da eletrodindmica
classica. As experiéncias de Rutherford, que revelaram a estrutura interna do atomo, e a descoberta da
radioatividade, evidenciaram a existéncia de forcas de curto alcance, como a forca nuclear forte, que se
comportava de maneira diferente da prevista pela eletrodinAmica como apontado por Yukawa [3]. Essas
novas descobertas desafiam a concepgdo classica de uma interagao eletromagnética de longo alcance e
mediada por particulas sem massa.

*Endereco de correspondéncia: vitor.p.silvaQedu.ufes.br


https://orcid.org/0009-0007-9151-2173

CADERNOS DE FISICA DO PPGFIS-UFES
2024/1

Nesse contexto, o fisico romeno Alexandru Proca, na década de 1930, propos uma modificagao
radical na teoria eletromagnética de Maxwell. Inspirado pelas ideias de Yukawa sobre a forga nuclear e
pela necessidade de uma teoria que pudesse acomodar interagoes de curto alcance, Proca introduziu a
hipotese de um foton massivo [4]. Essa modificagdo implicava em uma alteragdo fundamental na equagéo
de onda do campo eletromagnético, levando a uma interacao que decai exponencialmente com a distancia,
em contraste com a lei do inverso do quadrado da distancia da forga de Coulomb.

A teoria de Proca, embora nao tenha sido confirmada experimentalmente e tenha sido posterior-
mente suplantada pela eletrodinAmica quéantica, representou um marco importante na histéria da fisica
tedrica. Ela abriu caminho para o desenvolvimento de teorias de gauge nao abelianas e para a unificagao
das forcas fundamentais da natureza.

Neste artigo, exploro o formalismo covariante e enfatizo sua utilidade e justifico por que propor
uma modificagao a uma teoria usando essa linguagem. Na Secao 3, apresento as equagoes de campo e o
tensor energia-momento da teoria de Proca. Finalmente, na Segao 4, apresentamos algumas consideragoes
sobre as aplicagoes contemporaneas da teoria de Proca.

Vale ressaltar que este artigo estd sendo escrito como parte da avaliagao da disciplina de Teoria
Eletromagnética do Programa de Pés-Graduagao em Fisica.

2 FORMALISMO COVARIANTE

Para mostrar como a hipétese se Proca se encaixa no eletromagnetismo de Maxwell, é importante demons-
trar como o formalismo classico é construido. Partimos das equagoes de Maxwell em unidade gaussianas,
dadas por

V- FE =A4np, (1)
- — 185 47T~»

B—--— =" 2
VX c Ot ¢’ (2)

V-B=0, (3)
. . 10B

E4+-—-= 4
V x +08t 0, (4)

em que EeB sao, respectivamente, os campos elétrico e magnético , p e J sao, respectivamente, densidades
de carga e corrente e ¢ é a velocidade da luz. Vale destacar que as equagoes (1) e (2) s@o as que carregam
as informagoes das fontes geradores de campo, enquanto que (3) e (4) s@o entendidas como identidades
no contexto de potenciais.

De (3) podemos definir o potencial vetor A,

—

V-B=0—-B=VxA. (5)

Substituindo (5) em (4), definimos o potencial escalar ¢,

- L 104 L 104 - q 104 -

Precisamos entao definir a geometria do nosso espago, essa geometria serd em 4 dimensoes dada
pela métrica de Minkowski, caracterizada por

3
Il
coor
o
|
—
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Com a geometria definida, podemos definir as coordenadas como z° = ct e £* como as coordenadas
1 2

espaciais em que i = (1,2,3). Como exemplo, podemos citar o sistema cartesiano em que ' =z, 2° =y e
2% = 2. Essas definicoes valem em qualquer sistema de coordenadas, podendo ser generalizada em notacio
indice como x# = (2°,2%) logo u = (0,1,2,3). Definimos entdo o quadripotencial eletromagnético como
Al = (p, AY), em que A’ sdo as componentes espaciais do potencial vetor /T, e o gradiente 0, = (0p, 0;) em
que 9y = 0/02°. Tanto A* quanto o diferencial das coordenadas dz* sdo chamados de tensores, construir
uma teoria com base em tensores é importante para que ela seja independente do sistema de coordenada
utilizado [5].
Podemos definir entdo um tensor de grau 2, reescrevendo (6) e (5) como

E' = *30Ai — &‘AO = 0o Ai — 0; Ao = Fui, (8)

. 1 1
B' = {:‘ijkajAk = *&;jkajAk = *§5ijk(ajAk — 8kAj) = *ié‘iijjk, (9)

onde que €;;; ¢ o simbolo de Levi-Civita. Temos entao, em coordenadas cartesianas
0 Ex Ey Ez
Fuy = i§§ ég _52 f%g = Fu = 0pdy = O Ay, (o
—-Fz —-By Bz 0
percebe-se que o tensor F),,, é antissimétrico, pois
F,,=0A,-0,A, =—F,. (11)
Temos entdo que os campos E’ e B* podem ser dados como componentes de F s
Fy; = E°, (12)
;= *&'jkBk, (13)

em que o ultimo pode ser demonstrado substituindo (9),

1 1 1
Fy; = —eij (25klmFlm) = §5ijk5klmFlm = 5(5il5jm — 0im0;1) Fim
1
= (Fy = Fu) = Fy. (14)

Definimos agora a quadri-corrente, dada por
JH = (cp, Ji) , (15)
podemos entao supor que as equagoes de campo, nesse formalismo, serdo dados por

4
0" ::Angv, (16)

e verificar que, de fato, (16) se resume nas equagoes (1) e (2). Para v =0,

. 4 .
&széhmaaﬂz4m, (17)

e para v = 1,
. . 4 . 1 ) 4 .
BoF + 0;Fi' = "L Ji s 9, B + e,;3,0,B% = —J°. (18)
C C C

Sabendo entao que (16) é nossa solucao para as equagdes de campo, podemos escrever a lagrangiana que
nos levaria a essas solugdoes como

1 1
azwell = ——F,,, F* — —J, A", 1
L azwell o F CJ;L (19)
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Descrever nossa teoria através de uma lagrangiana como (19) é a forma mais fundamental que
temos de descrever uma interacao, por isso propostas de modificagao sao normalmente feitas a elas.
Nessa logica, como é muito bem apresentado em [1], Proca propos que a lagrangiana para a interagio
eletromagnética com um fé6ton massivo seria dada por

Coromn = ——p o Ly oan g g (20)
Proca — 167 % c " {7 1 )

onde m = myc/h, em que h é a constante de Planck reduzida e m., seria a massa do foton. A partir
da lagrangiana de Proca (20), podemos definir a acao, e entdo calcular grandezas importantes como as
equagoes de campo e o tensor energia-momento.

3 EQUACOES DE CAMPO E TENSOR ENERGIA-MOMENTO

A acdo de Proca é definida como

1 1 2
S[A,g] = / (WF’“’FW — A+ Z;A"AH> V—gd'z, (21)

onde g é o determinante da métrica g,, e F,, = 0,4, — 0,4, = V,A, —V, A, em que V, é uma
derivada covariante. Isso ocorre para F),, pois,

VA, =V, Ay = 0,A, +T),A\ — 8,A, — T} Ay,
onde F;\W é o simbolo de Christoffel, que é simétrico no indices covariantes, ou seja, I’f;,j = I’,))N, logo
VA, =V, Ay = 0,4, —0,A,+T),Ax—T),A\
= 0,A, - 0,A,. (22)

Podemos primeiro calcular a equacao de campo variando (21) com relagao a A, teremos
1 1 2
58 = / {16 (OFM F,, + F'6F,,) — —J"6A, + ;”— (+A" A, + APSA,)| /=gd*z,  (23)
T c ™

usando a métrica g,,,, podemos mostrar que,

FMSF,, = F"g,,g,50F*°
= Fop0F° = F,6F", (24)

da mesma forma

AFSA, = Abg,psAP

= AgdAP = A,5A", (25)
podemos entdo escrever (23) como,
58 = / [—1FW5FW - EJ“(SAH + mjA%A# V—gd'z. (26)
8m c 4m
Pela defini¢ao de F},,, teremos
FroF,, = FM(V,0A, —V,04A,)

(1 < v) no primeiro termo,
= FYIV,0A, - F'"V,0A,
= 2V,0A4,F""
integrando por partes,
= [V, (FY§A,) — V,F " A,], (27)
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onde o primeiro termo é o termo de borda, que temos a liberdade de definir como nulo. Temos entao que
(26), pelo teorema do variacional, sera

05

1 1 m?
- v " H —odir =
/ (471'va 0A, CJ 0A, + 47TA 5Au) V—gdx =0
= / iV v — }J” + m—QA“ 0A \/—gd4x =0 (28)
dr Y c 47 " ’

como 0A, ¢ uma variagao arbitraria, temos que as equagdes de movimento sdo dados por

V, F 2 an = g (29)
c

Como esperado para qualquer tipo de modificagdo de uma teoria, no caso do eletromagnetismo de
Proca, retornamos & (16) quando m = 0. Aplicando V,, em (29), temos

4
V.V, F" 4 m2V, Al = %VMJ", (30)

como V,V, = 0,0, que é simétrico, enquanto F** & antissimétrico, esse termo se anula, o termo V,J*
é nulo devido a conservagao da corrente, e dessa forma temos

VAR =0 — VoA’ + 9;,A' =0 — %aﬂp + ;A" =0, (31)
que é a condicdo do calibre de Lorentz. Abrindo o primeiro termo em (29), temos
V,F"" =V, (VYA —VFAY) =V, VVAF = A4, (32)
pois V#V,A” =0 devido (31). Temos entéo,
OA* + m2Ar = %J“. (33)
E interessante notar que, no caso estatico, 9, A* = 0,
V2Ar —mPAr = f%“ﬂ, (34)
e com a carga pontual em repouso, ou seja, J* = (cq, J' = 0), A* =0 e ¢ # 0, teremos
V2p —m?p = —4nq, (35)

cuja solugao é um potencial de Yukawa

e—mr

plr)=a (36)
que justamente descreve a interagao nuclear, o parametro m dita o alcance dessa interagao.

Para calcularmos o tensor energia momento, fazemos a variacao em relagao a métrica. Podemos
escrever a agao como

1 1 m?
S = / <_167T uugaugﬁyFaﬁ - EJMQM)\A)\ + &TAHQ’YMA7> V —gd4x,

08

1 1 m?
— = ———F, g g" Fop — = Jug" Ax + — A g A, | V=g (z — y)d*
59 (7) /( T P 9™ 97 Fap — —Jug" Ax + - Aug 'y> go(x —y)d*x

1 an By 1 m?
= <1671’ uvd ,ugﬁ Fop — Ej,ugu/\AA + Sﬂ_A,quLA’y) 0/—g+

1 1 m?
) <167‘r w9t g Fog — EJ;LQW‘A,\ + &TAugA/MA’y) V=g (37)
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Comecando com a variagao de y/—g, temos

6\/j— —?59, (38)

para verificarmos a variacdo do determinante de g, usamos do fato do determinante ser dado por g =
TP . \;, onde \; sdo os autovalores e D é a dimensdo da matriz. Da variacio do determinante temos
=1 9

bg = (6AQHD2A4+(5A@ALHD3Ai+.“+-®AD)H£51&

—5>\1 + .+ —5)\,3 = 99" 090, (39)
A1 AD

sabendo também que gh*gy, = 6#, em que 6# ¢ um delta de Kronecker, teremos
(9" gan) = 6(6%)
909" + 9" 6gx, =0
gp;tg/\zzéguA + gpugpkég)\u =0
GpuIr09" + 676gx, =0
890 = —Gpugrn0g"

(p=mp; A=0)
6g/u/ == *gpugm/(sgpaa (40)
temos entao
o9 = 99" (=9pugov09”)
= —96""9,509"
(p=p;0=v)
= ,ggm/(;gl“/? (41)
portanto
1 a
6\/j = _iﬁgabég b' (42)
Para o segundo termo, temos
—LF (6g°"gP" Fop + g*6g% Fop) — 1,] Sg"MN Ay + m—zA dghr A (43)
160 1 ¢ ¢ c ! 8t M K

se a variacdo é em relacdio & ¢%°, temos
v sa v 1 A m2
-1 6 —— (Fu L858} + Fu, F4806)) — TNy + o A, AL815)

1 m?
_E(FbuFZ + FuFy') — EJaAb + 87140,14177 (44)

por fim podemos escrever 6.5/5g%® como

65 1 1 m?
oo 2 FuF* =~ A"+ 54,4 ) V=gg
3ge 2(16 el ) 99ab

[ o ——(Fy FY + FpF!) — —A odp + S—A Ab} V=9, (45)

usando da definicao do tensor energia-momento,

0S \/—gT
dg

o =Ty, (16)
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temos
) v—g 1 1 m?>
— = -+ ——F, F" — -A,J*+ —A, A"
dgab 2 < 167" o g Jab
V=g |1 2 m?
VI (R FY 4+ EpFR) + 2 Agdy — A Ay |
2 87T(b “+“ba)+c o 4w b
por fim
Ty = N N Ly YT
ab = 167 " ¢l T gy ) Jab
1 » 2 m?
—&—f(FbVFa + F‘“bFL':L) + —AgJy — —ALA,. (47)
8w c 4w

4 CONCLUSAO

A teoria de Proca, embora tenha sido pioneira na tentativa de descrever interagoes de curto alcance,
apresenta limitacoes significativas. Como muito bem discutido em [6], (20) ndo possui simetria de calibre,
ou seja, vocé teria um calibre preferencial para fazer suas medidas, o que daria um “sentido fisico” para o
potencial vetor A*. Em contrapartida, se (20) é trabalhada com duas dimensoes espaciais e uma temporal,
a simetria de calibre é mantida. De toda forma, a ideia de um f6ton massivo continua a inspirar pesquisas
em diversas areas da fisica.

Atualmente, a teoria de Proca é frequentemente interpretada como um formalismo mais geral
que engloba a eletrodindmica de Maxwell e permite a descrigao de fen6menos mais complexos. Essa
perspectiva tem levado a diversas aplicagbes interessantes [7]. Na gravitagdo, por exemplo, a teoria de
Proca tem sido explorada como uma possivel generalizagao da relatividade geral [8], embora a introdugéo
de um féton massivo nesse contexto exija um cuidado especial para evitar inconsisténcias tedricas, por
exemplo o surgimento de “pardmetro fantasmas”, ou seja, parametros sem fundamento teérico.

Outra area promissora é a fisica da matéria condensada. A teoria de Proca tem sido utilizada para
modelar supercondutores holograficos [9], onde a dualidade gauge-gravidade sugere uma conexao entre
teorias de calibre massivas e sistemas de muitos corpos. Essa abordagem oferece uma nova perspectiva
para o estudo de fendmenos como a supercondutividade de alta temperatura.

Por fim, podemos aplicar a ideia de Proca na astrofisica [10], em que temos a hipotese das Proca
Stars, estrelas compostas principalmente de bésons vetoriais massivos, também conhecidos como campos
de Proca. Esses bosons sao particulas elementares que possuem spin 1 e massa.

Em suma, a teoria de Proca, apesar de suas limitagoes, continua a ser uma ferramenta valiosa
para a investigacao de fenomenos fisicos fundamentais. Ao estender a eletrodindmica de Maxwell para
incluir um féton massivo, essa teoria abre novas possibilidades para a compreensao de interacoes de curto
alcance e para a unificagao das forgas fundamentais da natureza. No entanto, é importante ressaltar que
a interpretacao fisica da massa do foéton e as implicagbes para a estrutura do espaco-tempo ainda sao
objeto de intensas pesquisas.
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