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近年来, 与环境耦合的非厄米开放系统成为人们研究的热点. 非厄米体系中的奇异点会发生本征值和本

征态的聚合, 是区分厄米体系的重要性质之一. 在具有宇称-时间反演对称性的体系中, 奇异点通常伴随着对

称性的自发破缺, 存在很多值得探究的新奇物理现象. 以往的研究多关注无相互作用系统中的二阶奇异点,

对具有相互作用的多粒子系统, 及其中可能出现的高阶奇异点讨论较少, 特别是相关的实验工作尚未见报道.

本文研究了具有宇称-时间反演对称性的两量子比特体系, 证明了该体系中存在三阶奇异点, 并且量子比特间

的伊辛型相互作用能够诱导体系在三阶奇异点附近出现能量的高阶响应, 可通过测量特定量子态占据数随

时间的演化拟合体系本征值的方法来验证. 其次通过探究该体系本征态的性质, 展示了奇异点的态聚合特征,

并提出了利用长时间演化后稳态的密度矩阵验证态聚合的方法. 此外, 还将理论的两量子比特哈密顿量映射

到两离子实验系统中, 基于   囚禁离子系统设计了实现和调控奇异点, 进而验证三阶响应的实验方案.

这一方案具有极高的可行性, 并有望对利用非厄米系统实现精密测量和高灵敏度量子传感器提供新的思路.

关键词：非厄米体系, 奇异点, 宇称-时间反演对称, 离子阱
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1   引　言

在具有增益或耗散的开放系统中的简并点, 即

奇异点 (exceptional point, EP)[1], 与厄米体系中

的简并点 (diabolic point, DP)[2] 具有截然不同的

性质 [3−5], 会产生一系列新奇的现象, 如灵敏度增

强测量 [6−10]、耗散诱导透明或激光 [11,12] 等, 并在量

子信息与量子通信、精密测量、光学等多个领域引

起了广泛关注. 在 EP点处, 通常会有两个或者更

多的本征值发生简并, 同时伴随着本征态的聚合[5,13,14],

使得希尔伯特空间维度降低. 而在 DP点, 只存在

能量的简并, 本征态依然可以通过选取合适的幺正

变换变成相互正交的, 不存在空间维度的损失. 当

ε

∆ε

ε ∆ε

ε1/n

一个量子体系处于简并点时, 通常可以通过施加微

扰   破除简并. 在 DP点附近, 原本简并的本征值

发生劈裂, 本征值的改变量  正比于微扰的强度,

即与   呈线性依赖 . 而在 EP点附近 ,    正比于

 , 其中 n 是 EP点的阶数, 代表有 n 个本征态

聚合于该点. 随着阶数 n 的增大, 能量的改变量越

显著, 即微扰诱导的 n 阶响应 [7,15]. 因此, 在非厄米

体系中, EP点可以实现对微扰更高阶、更灵敏的

测量, 可用于制作高灵敏度的传感器. 高阶 EP点

的这一性质可以通过三个相互耦合的光学微腔中

的经典光场模式进行模拟演示 [7], 而在量子体系中

尚未实现.

具有宇称-时间反演 (parity-time reversal, PT)

对称性的非厄米系统在参数空间中可以实现从全
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部为实数的本征值到具有互为复共轭的复数本征

值的连续调节 [16], 即 PT对称性保持相到破缺相的

相变, 相变点即为体系 EP点. 因此, PT对称的非

厄米系统天然具有研究 EP点性质的优势 [17]. 此

外, 具有 PT对称性的系统已在很多经典体系, 如

微腔 [18,19]、波导 [20,21]、电子电路 [22,23] 等, 以及部分

量子体系, 如超导电路 [24]、耗散单光子 [25]、冷原子 [26]、

离子阱 [10,27] 等体系中得到实现. 为了测量 EP点的

增强响应, 需要精确测量出体系的本征值. 在经典

体系中, EP点对微扰响应的强度可以直接通过测

量吸收谱的共振峰得到. 但在量子体系中, 本征值

一般无法被直接测量, 使得 EP点增强响应的测量

具有挑战性. 近期, Ding等 [10] 在离子阱体系中提

出并实现了一种无需拟合任何参数就能直接测定

体系的本征值和 EP点位置的方法, 且这种方法不

依赖于所在的相. 这一方案为在量子体系中实现高

阶 EP点, 并验证其高阶响应提供了新的思路.
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本文研究了一个具有 PT对称性的全同两量

子比特系统, 证明了其中存在三阶 EP点. 通过观

测体系的本征值, 演示了两量子比特之间的伊辛相

互作用可以诱导体系在三阶 EP点出现高阶响应.

通过研究体系的本征态, 展示了 EP点处态聚合的

性质. 其次, 探究了该体系在 PT对称性破缺相的

密度矩阵的性质, 并提出利用长时间演化后稳态的

密度矩阵验证 EP点处态聚合的方法. 此外, 根据

该体系的三阶 EP点对微扰的响应, 基于  囚

禁离子系统中设计了实现和调控 EP点, 进而验证

三阶响应的实验方案. 

2   高阶 EP点处本征值和本征态的
特征

s = 1, 2

ĤPT,s =

Jσ̂x,s − iΓ σ̂z,s σ̂x,s = |↑s⟩ ⟨↓s|+ |↓s⟩ ⟨↑s|
σ̂z,s = |↑s⟩ ⟨↑s| − |↓s⟩ ⟨↓s|

考虑一个由两个全同量子比特构成的非厄

米体系. 每一个量子比特 (标记为  )均由一

个具有 PT对称性的二能级哈密顿量  

 描述. 其中   ,

 , J 和 G 分别为自旋上下

态之间的耦合强度和耗散带来的非厄米项. 因此,

体系的总哈密顿量同样具有 PT对称性, 可写为 

ĤPT = ĤPT,1 ⊗ Î2 + Î1 ⊗ ĤPT,2, (1)

Î

ĤPT = PT ĤPT (PT )−1 T = K
P = σx,1 ⊗ σx,2

这里   为 2 × 2的单位矩阵 . 该哈密顿量满足

 , 其中   为复共轭算

符,    为宇称算符 [10,27]. 在不考虑扰

E1,2 = ±2
√
J2 − Γ 2 E3,4 = 0

|φ1,2,3,4⟩

J = Γ

{|↑1↑2⟩ , |↑1↓2⟩ , |↓1↑2⟩ , |↓1↓2⟩}
|φ1⟩ = |φ2⟩ = |φ3⟩ = (−1,−i,−i, 1)T

|φ4⟩ = (0,−1, 1, 0)T

动的情况下, 上述两量子比特体系的 PT哈密顿量

的 4个本征值可以通过直接求解久期方程得到, 分

别为  ,   , 对应的本征态

记为   (见附录 A1). 当调节参数 J 和 G, 可

以实现前两个本征值从纯实数到互为复共轭的连

续变化, 即实现了从 PT对称性保持相到破缺相的

连续调节. 特别地, 当   时, 体系对应出现三

阶 EP点. 此时, 所有的本征值聚合到 0. 其中前三

个本征态聚合在一起, 如果选择两个量子比特的直

积态   作为基矢, 可以

表示为   . 另外

一个与之正交的态为   . 需要说

明的是, 这里并未对态进行归一化. 在 EP点处, 原

本为四维的希尔伯特空间塌缩为二维, 体系哈密顿

量无法被对角化. 且在 EP点附近, 能量具有更高

阶的响应 [6,7].

Ĥint = Jxσ̂x,1⊗

σ̂x,2 Jx

0 ⩽ Jx ≪ J

为了研究高阶 EP点处微扰引起的体系能量

响应, 在体系中引入伊辛型相互作用 

 . 其中,   为两个量子比特之间的相互作用强

度, 且满足  . 此时, 体系的哈密顿量为 

Ĥ = ĤPT (Γ = J) + Ĥint. (2)

[PT , Ĥ] = 0

εRen εImn

Jx

0 < Jx/J < 0.1

ε1 ε2

ε1 = ε∗2 = a+ bi b > 0

|ψ1⟩ |ψ2⟩
|ψ2⟩ = PT |ψ1⟩

ε3 = c ε4 = d

|ψ3⟩ |ψ4⟩ |ψ4⟩ = (0,−1, 1, 0)T

Jx

ε4 = −Jx Jx

Jx

Jx

可以证明上述哈密顿量仍然满足 PT对称性, 即

 . 通过数值求解 (2)式满足的四阶特征

方程, 可以得到四个本征值的实部  和虚部  随

微扰强度  的变化曲线, 如图 1(a)和图 1(b)所示.

在   的范围内, 蓝色和红色实线标记

的两个本征值互为复共轭, 分别记为  和  , 且满

足  , 其中 a 和 b 均为实数且令  .

这两个本征值所对应的本征态分别为   和   ,

满足   . 黄色和紫色对应的本征值为

实数, 分别记为   和   , 对应的本征态分

别为   和   . 可以发现   不随

 变化. 在这个参数区间内, 体系处于 PT对称性

破缺的相. 附录 A2中, 把体系的本征值在对数坐

标中表示, 可以看出,    随   线性变化, 而

另外的 3个本征值的实部和虚部均和  呈现三次

方根的关系. 随着  继续增大, 体系会经历一个二

阶 EP点, 然后到达 PT对称性保持的相, 此时, 所

有的本征值均为实数 (见附录 A2).

接下来讨论该体系的本征态特征. 在量子系统

中, 迹距离是用来衡量两个量子态距离的物理量,

定义为 [28]
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Di,j =
1

2
tr|ρi − ρj |. (3)

|ρ| =
√

ρ†ρ ρi =
∣∣ψ̄i

⟩ ⟨
ψ̄i

∣∣∣∣ψ̄i

⟩
= |ψi⟩ /

√
⟨ψi|ψi⟩

ρi ρj (1+

Di,j)/2 D = 1 D =

0

Jx = 0

|ψ1⟩ D1,n

Jx n = 2, 3, 4

Jx D1,2 D1,3

D1,4

|ψ1⟩ |ψ4⟩

其中  ,   是归一化的量子态

 对应的密度矩阵. 可以证明,

两个态   和   能被成功分辨的最大概率为  

 
[29,30]. 当  时, 两个态的区别最大; 当 

 时, 两个态区别最小. 因此, 迹距离 D 可以被理解

为两个量子态之间的区分度, 是定量刻画两个态之

间差异的有效手段 [31,32]. 为了证明当体系处于三

阶 EP点时 (  )存在本征态的聚合 , 根据

(3)式计算了  和其他 3个本征态的迹距离 

随   的变化 , 其中   . 结果如图 1(c)所

示. 可以看到, 随着   逐渐减小到零,    和  

逐渐减小, 直到三阶 EP点处减小至零. 而  始

终为 1. 这一结果说明在趋向三阶 EP点的过程中,

 与   始终正交, 而与另外两个态逐渐聚合为

同一个态. 

3   高阶 EP点附近微扰诱导的高阶
响应及态聚合的验证

Jx

为了展示高阶 EP点对微扰的高阶响应, 需要

刻画体系的本征值随微扰   的变化规律. 在由少

数量子比特组成的量子体系中, 直接测量体系的本

征值 (本征能量)通常比较困难. 此外, 在具有相互

作用的两比特系统中, 对任意初态的演化将和多个

本征值有关, 其结果将是不同本征值和时间的非线

性组合, 因此很难像单比特体系中一样通过恰当地

选择初态直接测量本征值和 EP点. 因此在实验

中, 一般通过测量某个特定态上占据数的时间演化

来间接拟合和本征值相关的参数. 为了使实验数据

的拟合具有更高的可信度, 我们希望尽量准确地确

定体系本征值和本征态表达式. 但是对于一般的具

有相互作用的两量子比特体系, 通常无法解析求解

本征值, 只能通过微扰理论对其进行处理.

ε4 = −Jx |ψ4⟩ = (0,−1, 1, 0)T
在三阶 EP点附近, 体系的一个已知本征值为

 , 对应的本征态为   . 另

外 3个本征值满足特征方程 

ε3 − Jxε
2 − J2

xε+ J3
x − 8J2Jx = 0. (4)

J
1/3
x ε=c(0)+c(1)J

1/3
x +

c(2)J
2/3
x c(0) = 0 c(1) c(2)

不同于厄米体系中的整数级数展开, 非厄米体

系中可以利用 Newton-Puiseux分数级数将 e 在

EP点附近展开到  的二阶, 即 

 , 其中  ,   和  为复数. 将这些结

果代入特征方程并令前两阶的系数为零, 得到 3组

 

0 0.02 0.04

/

 R
e
/


1, 2

4

3

0.06 0.08 0.10
-0.5

0

0.5

1.0
(a)

/

 Im
/


1

3, 4

2

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
-1.0

-0.5

0

0.5

1.0
(b)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0


1
, 


1, 2

1, 3

1, 4

/

(c)

Jx/J Jx/J

|ψ1⟩ |ψ2⟩ |ψ3⟩ |ψ4⟩ D1,n

图 1    微扰作用下高阶 EP点处本征值和本征态的特征　(a), (b)在高阶 EP点处存在微扰时 , 体系本征值的实部 ((a))和虚部

((b))随微扰   的变化曲线. 其中, 实线对应本征值的数值结果, 虚线代表对   做微扰处理后, 仅保留最低阶的结果. 同一

种颜色的曲线对应同一个本征值. (c)本征态   分别和    (红色),    (黄色),    (紫色)的区分度  

Ĥ Jx/J

|ψ1⟩ |ψ2⟩ |ψ3⟩ |ψ4⟩

Fig. 1. Eigenvalues and eigenstates near a high-order exceptional point: (a) The real part and (b) imaginary part of the eigenvalues

of  Hamiltonian     versus the perturbation    .  Here,  solid lines  are  numerical  results  obtained by direct  diagonalization,  and

dashed lines are those from perturbation. (c) Trace distance between    and    (red),    (yellow),    (purple).
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{c(1), c(2)}展开系数   , 见附录 A2, 于是, 得到体系

另外 3个本征值的近似表达式为  
ε1 = 2J2/3ei2π/3J1/3

x ,

ε2 = 2J2/3e−i2π/3J1/3
x ,

ε3 = 2J2/3J1/3
x .

(5)

Jx

上述本征值的近似结果如图 1(a)和图 1(b)中虚线

所示. 可以看出, 在  很小的情况下, 近似结果和

数值对角化的结果符合得很好, 可以看作是微扰情

况下对体系真实能量的较好描述.

J
1/3
x同样地, 将体系的本征态展开到   的二阶,

得到本征态的近似表达式为 

|ψn⟩ =
∣∣∣ψ(0)

n

⟩
+
∣∣∣ψ(1)

n

⟩
J1/3
x +

∣∣∣ψ(2)
n

⟩
J2/3
x , (6)

n = 1, 2, 3 |ψ(0)
n ⟩ = |ϕn⟩ = (−1,−i,

−i, 1)T |ψ(1)
n ⟩=cn,(1)(−2i, 1, 1, 0)T/2J

|ψ(2)
n ⟩ = c2n,(1)(1, 0, 0, 0)

T/2J2

|ψ(t = 0)⟩ = |↓1↓2⟩ =∑
n
αn |ψn⟩

其中  , 零阶近似为 

 , 一阶近似为   ,

二阶近似为  . 为了方便

起见, 这里选择将初态制备在 

 上, 叠加系数为
 

αn=



−2J2+
∏
m ̸=n

εm − 2iJ
∑
m̸=n

εm

ε2n − εn
∑
m ̸=n

εm +
∏
m ̸=n

εm
, n = 1, 2, 3;

0, n = 4.
(7)

m = 1, 2, 3

|↓1↓2⟩
在这里, 下标 m 的取值范围为  . 由此得

到 t 时刻  上的占据数为 

P (|↓1↓2⟩ , t) = | ⟨↓1↓2|U(t) |↓1↓2⟩ |2

=

∣∣∣∣∣ ∑
n=1,2,3

αne−iεnt

∣∣∣∣∣
2

, (8)

U(t) = e−iĤt Ĥ

Jx/J = 0.01 Jx/J =

0.1

其中,   为非厄米哈密顿量  对应的演

化算符. 将用哈密顿量演化得到的占据数的数值结

果和上述近似解析表达式的结果做对比. 图 2(a)

中, 黑色和红线实线分别是   和  

 的数值结果, 与它们几乎重叠的灰色虚线为对

应参数下近似表达式 (8)给出的结果. 可以看出,

表达式 (8)给出了和理论结果几乎一样的数值结

果, 可以看作很好的近似.

P (|↓1↓2⟩ , t)
ε1,2,3

非常重要的是, 我们注意到  的近似

表达式只与 J 以及前 3个本征值  有关. 因此,

可以通过占据数的时间演化测量提取出体系的本

|↓1↓2⟩

|↓1↓2⟩
ε1,2,3

{J, a, b, c}
Jx

征值. 首先, 可以将系统制备在初态  上, 在具

有伊辛型相互作用的两量子比特哈密顿量的作用

下进行演化, 并通过荧光探测 t 时刻该态上占据

数. 最后通过在  上粒子数随时间变化的表达

式拟合出 J 和本征值   . 考虑到 3个本征值之

间的关系, 在实际处理中可以把本征值的实部和虚

部作为独立的参数分开拟合, 则只需要拟合 4个实

数参数  . 通过这一方法, 可以测定本征值

的实部和虚部对  的依赖关系, 从而验证 EP点的

三阶响应.

此外, EP的态聚合现象也可以通过测量系统

的长时间演化来验证. 在非厄米体系中, 态的演化

通常用密度矩阵来描述 [33], 密度矩阵定义为 

ρ(t) =
U(t)ρ(0)U †(t)

tr[U(t)ρ(0)U †(t)]
. (9)

ρ(t→ +∞) =
∣∣ψ̄1

⟩ ⟨
ψ̄1

∣∣
ρ(t→ −∞) =

∣∣ψ̄2

⟩ ⟨
ψ̄2

∣∣ ρ(t→ −∞) =

PT
[
ρ(t→ +∞)

]
(PT )−1

|↓1↓2⟩∣∣ψ̄1

⟩ ⟨
ψ̄1

∣∣ ∣∣ψ̄1

⟩ ⟨
ψ̄1

∣∣
PT ∣∣ψ̄2

⟩ ⟨
ψ̄2

∣∣ = PT
∣∣ψ̄1

⟩ ⟨
ψ̄1

∣∣ (PT )−1∣∣ψ̄4

⟩ ⟨
ψ̄4

∣∣

可以证明 , 当体系处于 PT对称性破缺的区域 ,

且演化时间趋于无穷时, 有  ,

及   , 且 满 足  

 (见 附 录 A3). 因 此 , 在

PT对称性破缺相, 可以通过密度矩阵的长时间演

化得到体系的本征态, 并定量测算它们之间的区分

度, 从而判定是否发生聚合. 为了方便, 可以将初

态选为   . 在演化足够长时间后, 得到密度矩

阵   的全部信息. 在此基础上, 对  

进行  变换, 从而得到第二个本征态对应的密度

矩阵 , 即     . 此外 ,

第四个态对应的密度矩阵   是已知的. 至

此, 可以测量 1态与 2态, 以及 1态与 4态之间的

区分度, 从而验证 EP点上存在本征态的聚合.

Jx/J = 0.1

|↓1↓2⟩
|σ1σ2⟩

P (|σ1σ2⟩ , t)
|↑1↑2⟩ |↓1↓2⟩

|↑1↓2⟩ |↓1↑2⟩
tJ ∼ 5

P̄ (|σ1σ2⟩ , t) = P (|σ1σ2⟩ , t)/P (t)

P (t) =
∑

σ1,σ2

P (|σ1σ2⟩ , t)

P̄ (|σ1σ2⟩ , t)

作为例子, 图 2(b)—(d)给出了当  

时 , 系统从初态   出发演化的结果 . 图 2(b)

的子图分别展示了 4个直积态   的占据数

 随时间的变化. 其中蓝色点划线和紫色

点线分别是  和  的占据数演化, 红色实线

和黄色虚线分别对应  和  . 这 4个态上的

占据数均随时间指数增长, 从   开始, 4个态

上的占据数曲线在对数坐标下斜率相同, 但高度不

同, 说明不同直积态上的占据数比例固定, 系统演

化到了一个长时间的稳态. 图 2(b)主图为每个态上

归一化的粒子数     ,

其中  为 t 时刻体系的总

粒子数 . 可以清晰地看出 ,    在时间
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tJ ∼ 5

tJ = 10

 之后趋于一个常数, 说明态演化到了一个不

随时间变化的态, 即哈密顿量的一个本征态. 这是

由于在非厄米体系中, 系统和环境耦合必然带来信

息的交换. 在 PT破缺的相中, 信息不停地从系统

流向环境, 因此长时间演化过后, 体系会丢失关于

初态的全部信息, 最终演化到体系的一个本征态上 [34].

图 2(c)和图 2(d)给出了演化时间为   时密

度矩阵的实部和虚部. 密度矩阵中的对角项即为

4个直积态上的归一化占据数, 与图 2(b)主图对

应. 同时, 密度矩阵在演化一段时间后, 各矩阵元

的大小不再发生变化, 也说明了体系处在 PT对称

性破缺的相, 信息会从体系流向环境, 直至丧失初

态的全部信息.
 

4   实验方案设计

171Yb+

171Yb+

2S1/2 |↑⟩ = |F = 1,mF = 0⟩

|↓⟩ = |F = 0,mF = 0⟩
ω0 = 12.6 GHz

实验中利用囚禁在保罗型阱中的  离子

的超精细结构能级来编码量子比特. 如图 3(a)所

示, 对于每一个比特, 其自旋上下态分别对应  的

 中的两个超精细态, 即   ,

 , 它们之间的超精细劈裂能量

为   . 此自旋比特系统可以通过多普

勒冷却和光泵浦过程实现态的初始化, 利用依赖自

旋状态的荧光收集来进行量子态的探测和区分. 可

以将 PT对称的哈密顿量映射到一个纯耗散的两

离子系统: 首先使用谐振的微波操作耦合每个比特

的能级来实现哈密顿量中的自旋翻转部分, 其耦合
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|↓1↓2⟩ Jx/J = 0.1 Jx/J = 0.01

|↓1↓2⟩
|σ1σ2⟩ |↑1↑2⟩ |↓1↓2⟩

|↑1↓2⟩ |↓1↑2⟩ tJ = 10
Jx/J = 0.1

图 2    系统从初态   演化的量子态布据数结果　(a)从上到下红色和黑色的实线分别代表   和   时, 初

态   的占据数随时间演化的结果. 两条几乎重合的灰色虚线为相应参数下的微扰近似值. (b)主图和子图分别展示了 4个直

积态   的归一化占据数和未归一化的占据数随时间的变化 . 蓝色点划线和紫色点线分别代表   和   的演化 , 红色

实线和黄色虚线分别对应   和   .  (c),  (d)演化时间为   时密度矩阵的实部 ((c))和虚部 ((d)). 这里选取

|↓1↓2⟩ Jx/J = 0.1 Jx/J = 0.01

|σ1σ2⟩ |↓1↓2⟩
|↓1↓2⟩ |↑1↓2⟩ |↓1↑2⟩ |↑1↑2⟩

tJ = 10

Jx/J = 0.1

Fig. 2. (a) The evolution of    state population with    (red, top) and    (black, bottom). The gray lines

on  the  top  are  the  approximate  results  up  to  the  second  order.  (b)  The  evolution  of  normalized  spin  product  state  population

  and the corresponding unnormalized populations (inset) with initial state   . From top to bottom, the four lines repres-

ent results for states     (purple dotted),     (red solid),     (yellow dashed),  and     (blue dot-dashed),  respect-

ively.  (c)  The real  part  and (d)  the  imaginary part  of  all  density  matrix  elements  at    .  For  panels  (a)–(d),  the  coupling

strength of Ising interaction is   .
 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 13 (2022)    130303

130303-5

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


|↑⟩ 2P1/2 2P1/2
2S1/2 σ±

|↑⟩
Ĥexp

Ĥexp = ĤPT − 2iΓI

e4Γt

ĤPT

强度 J 可通过拟合拉比频率测定, 并可由通过施加

的微波功率来调节大小 ; 然后利用一束 370 nm

的耗散光实现哈密顿量中的耗散部分, 该激光将处

于  的离子激发到  态上, 处于  的离子可

以自发辐射到  的 3个塞曼态, 并分别放出 

或 π 偏振的光子 (图 3(a)中的 3个自发跃迁曲线),

最终导致   态的耗散 [34], 其耗散率 G 可以通过耗

散光的功率调节. 实验系统等效的哈密顿量  

和 (1)式中的两比特 PT对称哈密顿量只相差了一

个单位矩阵, 即  , 因此实验上占

据数的测量只需乘上一个指数因子   即可映射

到  的结果.

Ĥint = Jxσ̂x,1 ⊗ σ̂x,2

为了实验测量高阶 EP点附近微扰诱导的高

阶响应, 可以利用离子阱平台中的Mølmer-Sørensen

(MS)方案 [35] 实现两比特操作的伊辛相互作用

 来施加微扰. 该方案基于双光

子受激拉曼跃迁过程, 利用略微失谐的红蓝边带操

作耦合两个离子的自旋比特和声子系统, 整个门操

作的最小时间和失谐量成倒数关系. 同时由于失谐

的存在, 离子自旋不会向红蓝边带的声子能级跃

迁, 只会积累一个和自旋初态相关的几何相位. 在

门操作结束时, 自旋系统和声子能够完全解耦, 相

|↓↓⟩ |↑↑⟩

n− 1 n+ 1

n− 1 n+ 1

n = 0

|↓↑⟩ |↑↓⟩

Jx

空间积累的几何相位会产生自旋比特的纠缠, 从而

实现伊辛相互作用. 如图 3(b)所示, 伊辛相互作用

可以通过图中的跃迁路径实现自旋  与  的纠

缠, 其中 n 为离子振动的声子能级, 红色和蓝色箭

头分别为其与相邻声子能级 (  和   )失谐

的红边带和蓝边带跃迁 , 并且由于失谐的存在 ,

 和   的声子能级在门操作结束时并不会

有布居, 系统仍处于和初态相同的声子数 n, 即自

旋态和声子态实现解耦. 此方案理论上不要求声子

初态处于基态上 (  ), 对声子振动能级有很强

的鲁棒性. 而实际实验过程中, 为了对声子有更好

的控制, 还是可以通过成熟的边带冷却过程将声子

初态制备在基态上. 另外,   与  的纠缠实现是

一样的, 只需制备相关的自旋初态即可. 实验中可

以通过皮秒脉冲激光器产生的双色拉曼光束驱动

横向 x 方向的运动模式, 将失谐量设为两个简正运

动模式频率的正中间, 并实现速度最快的伊辛相互

作用操作, 其强度   可以通过所加红蓝边带激光

的强度来调节.

|↓1↓2⟩

整个实验过程如下: 首先通过多普勒冷却, 光

泵浦过程以及边带冷却将两个离子制备到自旋基

态   和声子基态上; 然后施加两离子 PT对称

 

2P1/2

2S1/2

=1

=1

=0

=0

|(>

|)>

2.105 GHz

12.642812118466 GHz

|((>

|))>

|)(> |()>

+1

-1


+1

-1


+1

-1



+1

-1



拉曼光

耗散光 微波

离子能级与耗散实现 伊辛相互作用实现

(a) (b)

(c)

171Yb+图 3    实验方案设计　(a)   的能级结构及耗散过程; (b) 伊辛相互作用的实现过程; (c)两离子系统中 PT对称的哈密顿量

与伊辛相互作用的实现. 可以利用微波 (黄色)实现自旋态的翻转; 利用 370 nm激光 (蓝色)实现自旋上态的耗散; 利用基于拉曼

激光 (紫色)操作的MS门实现伊辛相互作用
171Yb+

PT
Fig. 3. Experimental scheme: (a) The energy level of    and dissipation process; (b) realization of Ising interaction; (c) realiza-

tion of    symmetric Hamiltonian and Ising interaction in a two-ion system: we can use microwave (yellow color) to achieve spin

state inversion, shine a 370 nm laser (blue color) to realize dissipation of the spin-up state, and apply Raman laser (purple color)

operation for MS gates to implement Ising interaction. 
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Jx

J = Γ Jx/J = 0.1

|↓1↓2⟩ |↓1↓2⟩

∣∣ψ̄1

⟩

的哈密顿量和伊辛相互作用的小扰动, 如图 3(c)

所示, 通过调节对应微波和激光的强度来分别控制

自旋耦合强度 J, 耗散率 G 以及扰动大小   , 使

 和   ; 最后通过电子倍增电荷耦合

设备 (EMCCD)来探测每个离子的荧光, 进而得到

两个离子的 4个直积态的概率分布. 可以记录基态

在  随时间演化的占据数, 通过在  上粒子

数随时间变化的表达式拟合出体系本征值来实验

上验证 EP点的三阶响应. 同时也可以将系统演化

足够长的时间, 直至系统处于 PT对称破缺的本征

态  时, 通过单比特门操作改变测量基, 实现对

两个离子比特的态层析测量, 从而得到其对应的密

度矩阵, 验证本征态的聚合现象. 

5   结　论

171Yb+

理论模拟并验证了具有 PT对称性的两量子

比特系统中存在三阶 EP点, 并且两个量子比特间

的伊辛相互作用可以诱导三阶 EP点附近能量的

三阶响应. 其次, 探究了该体系在 PT对称性破缺

相的密度矩阵的相关性质 , 发现体系本征态在

EP点存在聚合现象. 此外, 利用微扰理论研究了

该体系的三阶 EP点处能量对微扰的响应, 提出了

利用基态占据数拟合体系本征值的方法; 并利用

PT对称性破缺相的态在长时间演化后会演化到体

系的一个本征态上的特性, 提出了利用密度矩阵的

演化判断 EP点处态聚合的方法. 最后, 将理论的

两量子比特的哈密顿量映射到两离子实验系统中,

并基于   囚禁离子系统设计实现和调控

EP点, 验证三阶响应的实验方案. 

附录A1   无相互作用两量子比特系统
本征值的测量

UPT = e−iĤPT t

PJ PΓ

无相互作用的具有 PT对称性的两量子比特系统可以

由正文中 (1)式的哈密顿量描述, 其本征值的实部和虚部

分别如图 A1(a)和图 A1(b)所示. 在该系统中, 态的时间演

化由演化算符   来描述. 引入两个物理量

 和  , 它们的时间演化分别为 

PJ(t) =

∣∣∣∣ ⟨↑1↓2|+ ⟨↓1↑2|√
2

UPT
|↑1↑2⟩+ |↓1↓2⟩√

2

∣∣∣∣2
=

4J2sin2(ε0t)
ε20

, (A1)
 

PΓ (t) =

∣∣∣∣ ⟨↑1↑2| − ⟨↓1↓2|√
2

UPT
|↑1↑2⟩+ |↓1↓2⟩√

2

∣∣∣∣2
=

4Γ 2sin2(ε0t)
ε20

, (A2)

ε0 = 2
√
J2 − Γ 2 PJ(t)

PΓ (t)

其中,   为体系的一个本征值. 这里 

和  的时间演化均能通过正文提到的实验方案在囚禁

离子阱系统中测定.

这两个物理量的差值为 

∆P = PJ − PΓ = sin2(ε0t)

=


sin2(|ε0|t), J > Γ

0, J = Γ

−sinh2(|ε0|t), J < Γ

. (A3)

∆P > 0

∆P < 0 ∆P = 0

当体系处于 PT对称的区域时,   ; 处于 PT对

称性破缺的区域时 ,    ; 在 EP点处 ,    .
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J/Γ图 A1    无相互作用两量子比特系统的本征值的 (a)实部和 (b)虚部随耦合强度   的变化

J/Γ

Fig. A1. (a) The real and (b) imaginary parts of eigenvalues of a non-interacting two-qubit system as functions of coupling strength

 .
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∆P

(sin−1
√
∆P (t))/t

(sinh−1
√
−∆P (t))/t

sin−1
√

∆P (t) sinh−1
√
−∆P (t)

|ε0|
J ≈ Γ

因此,    的正负性能够作为判断体系处于哪个相的标

准 . 另外 , 可以通过 (A3)式计算   或

 , 直接得到本征值的大小; 或者通过

 或  的时间演化线性拟合

出参数  , 即本征值的大小. 这种测量方法可以辅助调节

J 和 G, 使体系较为精准地调节到  的相变点上. 

附录A2   具有伊辛型相互作用的两量
子比特系统中 EP点附近的
微扰处理

Ĥ |ψ⟩ =

ε |ψ⟩ Ĥ

这部分把两量子比特之间的伊辛相互作用当作微扰,

在无相互作用的两量子比特的哈密顿量的三阶 EP点上做

微扰展开, 保留低阶项, 从而得到有相互作用的两量子比特

体系的本征值和本征态的近似表达式 [7,14]. 具有伊辛相互作

用的两量子比特体系满足的定态本征方程为  

 . 哈密顿量  本征值所满足的特征方程为 

(ε+ Jx)(ε
3 − Jxε

2 − J2
xε+ J3

x − 8J2Jx) = 0, (A4)

ε4 = −Jx
|ψ4⟩ = (0,−1, 1, 0)T ε3 − Jxε

2−

J2
xε+ J3

x − 8J2Jx = 0

J
1/3
x ε = c(0) + c(1)J

1/3
x + c(2)J

2/3
x

c(0) = 0

c(1) c(2) Jx ≪ 1

Jx

其中   是上述特征方程的一个解, 对应的本征态

为  , 另外 3个本征值满足 

 . 利 用 Newton-Puiseux级 数 将

e 展开到  的二阶, 即  ,

其中零阶项系数为 EP点处的本征值, 即  , 一阶项

和二阶项的展开系数   和   均为复数. 由于   ,

因此  的高阶项可以被忽略. 代入对应的特征方程可得 

(c3(1) − 8J2)Jx + 3c2(1)c(2)J
4/3
x

+ (−c2(1) + 3c(1)c
2
(2))J

5/3
x

+ (−2c(1)c(2) + c3(2))J
2
x − (c(1)

+ c2(2))J
7/3
x − c(2)J

8/3
x + J3

x = 0. (A5)

J
1/3
x忽略  的高阶项, 令 (A5)式中前两阶的系数为 0, 可以

得到 3组微扰的一阶和二阶的展开系数的取值, 即  {
c(1) = {2J2/3ei2π/3, 2J2/3e−i2π/3, 2J2/3},

c(2) = 0.
(A6)

于是, 三阶 EP点附近的本征能量的近似表达式为  

ε1 = 2J2/3ei2π/3J1/3
x ,

ε2 = 2J2/3e−i2π/3J1/3
x ,

ε3 = 2J2/3J1/3
x ,

ε4 = −Jx.

(A7)

对于上述提到的本征值满足的三次方程, 也可以通过求根

Jx

ε1 ε2 ε3

Jx

Jx/J ∈ [0, 5]

Jx/J

公式得到其解析表达式, 再对  进行展开, 保留低阶项. 但

是对于更高阶的 EP点, 高次特征方程的解无法解析得到,

因此 , 这里使用了更为普适的近似方法 . 图 A2(a)和

A2(b)分别给出了在对数坐标下本征值的实部和虚部随微

扰强度的变化, 这里的颜色和线型均与正文图 1(a)和图

1(b)对应. 其中,   和  的实部和虚部以及  的实部对应

的曲线的斜率为 1/3, 说明与  呈现三次方根的依赖关系.

同时, 在图 A2(c)和图 A2(d)中给出了更大相互作用强度

范围  内, 体系本征值的实部和虚部的数值结

果. 可以看到, 在   更大的区域存在一个二阶 EP点,

体系发生从 PT对称性破缺到对称性保持的相变.

Jx |ψ4⟩ = (0,−1, 1, 0)T
对于该体系的 4个本征态, 可以注意到其中一个本征

态不随微扰  变化, 即  . 另外 3个本

征态满足如下形式 

|ψn⟩ =



−1 +
2iJ(Jx − εn)− J2

x

2J2 + Jx(−Jx + εn)

−i+
J(Jx + εn)− iJx(Jx − εn)

2J2 + Jx(−Jx + εn)

−i+
J(Jx + εn)− iJx(Jx − εn)

2J2 + Jx(−Jx + εn)

1


,

n = 1, 2, 3. (A8)

J
1/3
x将上述本征态展开到  的二阶, 体系的本征态可近似地

表示为 

|ψn⟩ =
∣∣∣ψ(0)

n

⟩
+

∣∣∣ψ(1)
n

⟩
J1/3
x +

∣∣∣ψ(2)
n

⟩
J2/3
x ,

n = 1, 2, 3, (A9)

|ψ(0)
n ⟩ =

|ϕn⟩ = (−1,−i,−i, 1)T |ψ(1)
n ⟩ = cn,(1)(−2i,

1, 1, 0)T/2J |ψ(2)
n ⟩ = c2n,(1)(1, 0, 0, 0)

T/2J2

其中零阶近似为微扰为零时哈密顿量的本征态  

 , 一阶近似为 

 , 二阶近似为  .

至此, 得到体系在 EP点附近的全部定态信息, 包括本征能

量和本征矢量的近似表达式. 

附录A3   PT对称性破缺相中密度矩
阵的含时演化

|ψ⟩

Ĥ |ψ⟩ =

α1 |ψ1⟩+ α2 |ψ2⟩+ α3 |ψ3⟩+ α4 |ψ4⟩ |ψ1⟩ |ψ2⟩
ε1 = a+ bi ε2 =

a− bi b > 0

ε3 = c ε4 = d |ψ⟩

考虑处于 PT对称性破缺区域的初态  , 其可被正文

中 (2)式的哈密顿量   的本征态线性展开 , 即  

 . 其中   和  

对应的本征值互为复共轭 , 记为   和  

 , 并假设   . 另外两个本征值均为实数 , 记为

 和  . 则态  的时间演化为
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|ψ(t)⟩ = α1e−iε1t |ψ1⟩+ α2e−iε∗1t |ψ2⟩+ α3e−iε3t |ψ3⟩+ α1e−iε4t |ψ4⟩

= e−iε1t
[
α1 |ψ1⟩+ α2e−i(ε∗1−ε1)t |ψ2⟩+ α3e−i(ε3−ε1)t |ψ3⟩+ α4e−i(ε4−ε1)t |ψ4⟩

]
= e−iε1t

[
α1 |ψ1⟩+ α2e−2bt |ψ2⟩+ α3e−i(c−a)te−bt |ψ3⟩+ α4e−i(d−a)te−bt |ψ4⟩

]
, (A10)

t→ +∞式中后三项均含有随时间衰减的指数因子, 在  时

均趋向于零, 使得
 

|ψ(t→ +∞)⟩ = α1e−iε1t |ψ1⟩ . (A11)

ρ(0) = |ψ⟩ ⟨ψ|而初态为  的密度矩阵的长时间演化为
 

ρ(t→ +∞) =
U(t→ +∞)ρ(0)U †(t→ +∞)

tr
[
U(t→ +∞)ρ(0)U †(t→ +∞)

]
=

|ψ(t→ +∞)⟩ ⟨ψ(t→ +∞)|
tr
[
|ψ(t→ +∞)⟩ ⟨ψ(t→ +∞)|

]
=

∣∣ψ̄1

⟩ ⟨
ψ̄1

∣∣ . (A12)

因此, PT对称性破缺区域的态演化在长时间之后会演化到

体系能量虚部为正数的本征态上.

|ψ2⟩能量与之互为复共轭的本征态  可以通过将时间演

t→ −∞ ρ(t→ −∞) =
∣∣ψ̄2

⟩ ⟨
ψ̄2

∣∣
|ψ2⟩ PT

[Ĥ,PT ] = 0 |ψ1⟩ Ĥ

Ĥ |ψ1⟩ = (a+ bi) |ψ1⟩

化到   得到 , 即   . 实际

上, 也可以通过 PT变换得到   . 由于哈密顿量和  

算符满足对易关系  , 如果  是  的本征态,

满足  . 那么有
 

Ĥ(PT |ψ1⟩) = PT (Ĥ |ψ1⟩)

= PT (a+ bi) |ψ1⟩ = (a− bi)(PT |ψ1⟩). (A13)

|ψ2⟩ = PT |ψ1⟩ Ĥ∣∣ψ̄2

⟩ ⟨
ψ̄2

∣∣ = PT
∣∣ψ̄1

⟩ ⟨
ψ̄1

∣∣ (PT )−1

即  也是  的一个本征态, 对应的密度矩阵

满足  .
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Abstract

As one of the essential features in non-Hermitian systems coupled with environment, the exceptional point

has attracted much attention in many physical fields. The phenomena that eigenvalues and eigenvectors of the

system simultaneously coalesce at the exceptional point are also one of the important properties to distinguish

from Hermitian systems. In non-Hermitian systems with parity-time reversal symmetry, the eigenvalues can be

continuously adjusted in parameter space from all real spectra to pairs of complex-conjugate values by crossing

the phase transition from the parity-time reversal symmetry preserving phase to the broken phase. The phase
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transition  point  is  called  an  exceptional  point  of  the  system,  which  occurs  in  company with  the  spontaneous

symmetry  broken  and  many  novel  physical  phenomena,  such  as  sensitivity-enhanced  measurement  and  loss

induced  transparency  or  lasing.  Here,  we  focus  on  a  two-qubit  quantum  system  with  parity-time  reversal

symmetry  and construct  an experimental  scheme,  prove  and verify  the  features  at  its  third-order  exceptional

point, including high-order energy response induced by perturbation and the coalescence of eigenvectors.

We  first  theoretically  study  a  two-qubit  non-Hermitian  system  with  parity-time  reversal  symmetry,

calculate  the  properties  of  eigenvalues  and  eigenvectors,  and  prove  the  existence  of  a  third-order  exceptional

point.  Then,  in  order  to  study  the  energy  response  of  the  system  induced  by  perturbation,  we  introduce  an

Ising-type  interaction  as  perturbation  and  quantitatively  demonstrate  the  response  of  eigenvalues.  In

logarithmic  coordinates,  three  of  the  eigenvalues  are  indeed  in  the  cubic  root  relationship  with  perturbation

strength,  while  the  fourth  one  is  a  linear  function.  Moreover,  we  study  the  eigenvectors  around  exceptional

point and show the coalescence phenomenon as the perturbation strength becomes smaller.

The characterization of the response of eigenvalues at high-order exceptional points is a quite difficult task

as it is in general difficult to directly measure eigenenergies in a quantum system composed of a few qubits. In

practice, the time evolution of occupation on a particular state is used to indirectly fit the eigenvalues. In order

to make the fitting of experimental data more reliable, we want to determine an accurate enough expressions for

the  eigenvalues  and eigenstates.  To this  aim,  we employ a  perturbation treatment  and show good agreement

with the numerical results of states occupation obtained by direct evolution. Moreover, we find that after the

system  evolves  for  a  long  enough  time,  it  will  end  up  to  one  of  the  eigenstates,  which  gives  us  a  way  to

demonstrate eigenvector coalescence by measuring the density matrix via tomography and parity-time reversal

transformation.
171Yb+To  show  our  scheme  is  experimentally  applicable,  we  propose  an  implementation  using  trapped   

ions. We can map the parity-time reversal symmetric Hamiltonian to a purely dissipative two-ion system: use

microwave to achieve spin state inversion, shine a 370 nm laser to realize dissipation of spin-up state, and apply

Raman  operation  for  Mølmer-Sørensen  gates  to  implement  Ising  interaction.  By  adjusting  the  corresponding

microwave  and  laser  intensity,  the  spin  coupling  strength,  the  dissipation  rate  and  the  perturbation  strength

can be well controlled. We can record the probability distribution of the four product states of the two ions and

measure the density matrix by detecting the fluorescence of each ion on different Pauli basis.
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