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　 1．は じめに

　量子多体系や場 の 量子論 を用 い て 記述 され る系 に お い て ，相 互作用 の 大 きさを特徴 づ け るパ ラメータ g が大

き く変化す る現象に し ば し ば出 くわ す こ とが あ る ［1］t例 え ば
， 冷却原子系に お け る BEC −BCS ク ロ ス オーバ ー

で は Feschbach共鳴を用 い て 原子間の 相互作用 の 大 き さ や符号を変化させ る こ とが で き ［2，3］， また高密度量

子色力学 に お け るハ ドロ ンーク ォ
ーク間 の 相転移 で は 化学 ポテ ン シ ャ ル に 依存 して 結合 の 強 さ g が 変化 し ［4］，

ク ォ
ーク グル ーオ ン プ ラ ズ マ の 臨界温度付近で は 温 度に依存し て g が 変化す る 同．この よ うな 現象を扱 うた

め に，こ れまで に resummed 　perturbation ，　optimized 　perturbatiQn ，　variationa ユperturbationとい うような

g に つ い て の摂動級数を足 しな お す手法や ，
よ り収束性の優れ た振る舞 い を す る級数に展開し な お す手法が研

究 されて きた ［6， 7］．

　本研究 で は
，
弱結合展 開をもとに した非摂動的手法を考え

，

一
次元の 量子系に お け る非調和振動子や二 重井

戸型ポテ ン シ ャ ル に応用す るこ とで
， 弱結合 か ら強結合 まで 広 い 領域 の 結合 の 強 さ g に お い て こ の 手法が適用

で き る こ と を確認 した ．高次 まで 展開 した 摂動 級数 を足 しな お すか わ りに
，
最低次 の 摂動展開を

，g を ス ケール

し なが ら繰 り返しお こ な うこ とで
，
ハ ミル トニ ア ン の 固有値 ， 固有 ベ ク トル の g 依存性を同時に 求 め る こ と が

で きる．基本 となる微分方程式は
，g を カ ッ トオ フ ス ケ

ー
ル と読みか えれば厳密 くりこ み群 ［8iの 方法 と同様の

形 を し て い る．

　 2．理 論形式 と応用

　次 の よ うな ハ ミル トニ ア ン で 記述さ れ る量子 系を考 え る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 H （9）一π・ ＋ 9咒 i。t ， 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （1）

こ こ で g は無次元 の 結合 定数，咒o は 厳 密に解 けて い るもの とす る．簡単 の た め に 7toの 固有 ベ ク トル が縮

退 して い ない とす る．δg が 十分小 さければ eEn （g）と 1thn（g）〉か ら En （g ＋ δg）と 1abn（g　＋　ig）〉を，Rayleigh

Schr6dinger　perturbamn 　theoly の リー
デ ィ ン グを用 い て 計算す る こ とが で き る，こ こ で

，
δg → 0 の極限を取

る と
， 次の ような連立 微分方程式が得られ る，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　島恥 〉一聯 ） ， 　 　 　 　 （・）

　　　　　　　　　　　詣・ig，（g）一毳灘肇鴇i・購鰤煢器・　　 （・）

　　　　　　　　　　　　　　　＆・蛔 〉一

蓬瓦 ，昜製、，）
1蝋 … 7 　 　 …

こ こ で 且籤（g）＝〈ψ唇（g）17tint　lψti（g）〉で あ る．導出 の 過程 に近似 は な く，こ れ らの 微分方程式 は 厳密 な結果で あ

る．また ，状態 ベ ク トル の 規格化 と して 〈砺（0）1ψ1（g）〉； 〈娩（0）亅娩（0）〉＝ 1 を採用す る こ とで
，
結合定数 を動か

す際 に ノ ル ム が 保存す る，つ ま り轟〈ψ2（g）1ψ盛（g）〉＝0．こ の 連 立 微分方程式 は ，初期条件 En （0），H諸t（0），1ψn （0）〉
が あれ ぼ解 くこ とが で き

，
原 理 的 に は任意 の 大 き さ の g ま で 走 らせ る こ とが 可能 である．

　こ の 手法 を
一・

次元 の ，量子非調和振動 子 （AHO ）：HAHo （g）＝（112）p2 ＋ （1／2）x2 ＋　gx4 と
，
量子 二 重井戸

（DWP ）：7tDwp （g
’

）　 ＝ 　 7tAr［o （1／2）− g
ノ

♂ 　に適用 した．こ こ で
，
AHO か ら DWP に図 2 の ように 移 り変わる
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表 1　Comparison 　of 七he　lowest　three 　eigenvalues

of　AHO ．　The　upPer 　 nu 皿 bers　 are 　 obtained 　from

the　present　method 　and 　the 　lewer　numbers 　from

REf．　［10］，
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表 2Co 皿 parison　of 　the　lowe8t　two　eigenvalues

for　the 　DWP ．　The 　upper 　numbers 　are 　calculated

by　eur 　method ，　while 　the　lower　numbers 　are 　taken
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図 1Lowest 　six 　energy 　eigenvalues 　for　the　D圦「P　with 　N ＝50．　 Filled　circles 　are 　high　accuracy
numerical 　results 　given　in　R £ L ［11］．

よ うパ ラ メ ータ g1 を 定義 した 、ど ち ら も結合 の 強さ に っ い て の 摂動展開が収束 しな い こ とが よ く知 られ て い

て ，後者 は さらに Borel和 が うま くい かない 典型例 で あ る ［6，91．

　初期条件 と し て
， 十分な精度 が 出せ る 50 番目ま で の 調和振動子 を 用意 して

，
♂ 項の ポ テ ン シ ャ ル を徐々 に入

れ て い っ た と き の エ ネ ル ギー固有値の g 依存性を，Ref．［10］に おい て 対角化の 方法 に よっ て 得られ た もの と
一

緒 に 表 1 に 示 した，

　同様に初期条件 と して
， 十分 な精度に な る 50 番 目ま で の

，
こ こ で は非調和振動子 ：7tAHO （1／2）の エ ネ ル ギー

固有値，波動関数を用意 して ，徐 々 に ポテ ン シ ャ ル を
一一
重 井戸か ら二 重井戸 に変え て い っ た と きの エ ネ ル ギ

ー
固

有値 の gt依 存性 を，Ref．［111に お い て 対角化 の 方法 に よ っ て 得 られた もの と
一

緒 に 表 2 に 示 した．図 1 は，下

か ら 6 番 目 ま で の エ ネ ル ギ
ー

準位 の g
’

依存性 を プロ ッ ト し た も の で あ る．図 1で は
，g

’

が 大 き くな る と
，
偶数番

目 と奇数番目の エ ネ ル ギー準位 が 下 か ら順 に縮退 して い くが
，
これ は

，
図 3 に あ る ように，基底状態 と第

一一
励起

状 態 の 波動関数 を プ ロ ッ ト して み る と良 く分か る．gS に 依存 して
， 単

一
の 振動子 の 固有状態 か ら二 つ の （左右 の ）

振動子 を 重 ね合わ せ た 状態 に移 り変わ っ て い る．

　 3．ま とめ

　本研究 で は
， 結合 の 強さ g に つ い て の 微分方程式 を 立 て

， 可解な ハ ミル トニ ア ン を初期条件 と し て解 く こ と

で ， 非摂動 的 に エ ネル ギ
ー

固有値 と波動関数 の g 依存性 を求 め る手法を導入 した．こ の g に つ い て の 方程式を

利用 し て
，
ポテ ン シ ャ ル の 強 さ が 時間依存す る場合 の 時間依存 した Schr6dinger 方程式 を解 く こ と も可能で あ
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図 2Double −well 　po七ential 　V （x ）＝− gm2 十 麺
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a8 　a 　function　of 　several 　values 　of 　gt＝9 − 112．
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図 3Probability 　distribu七ioTls　Sor　the　lowest　two

states 　for　the　DWP 　with 　N ＝5 ．　 The 　solid 　line

語 for　the　ground 　state　and 七he　dashed　line　is　for

the 丘rst　excited 　state 、　The 　hghter　gray　line　is　for

g
’＝〔｝．5

，
the　gr町 line　is　for　gt＝2．5　and 　the　black

iine　is　for　g
’

　＝ 　6・0．

る．摂動論が破綻する こ とが 良 く知られ て い る量子非調和振動子と量子 二 重井戸 （後者 は Borel和 が 取 れ な い ）

に応用する こ とで
， 弱結合か ら強結合 まで の 広 い 領域 に お い て

，
エ ネ ル ギー固 有値 と波動関数 に つ い て

，
こ の 手

法が機能す る こ とを確認した．

　現在 ，
こ の 手法 で 用 い た ア イデア を量子多体系や場の 量子論 に 拡張す る こ とを試み て い る．ま た

， 以上 の 内容

の 詳 細は iRef ．［12］に 発表 した．
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