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二维耦合谐振子的非对易能谱
苟立丹†

(长春理工大学物理学院, 长春　130022)

(2021 年 1 月 14日收到; 2021 年 6 月 9日收到修改稿)

非对易的思想最初源于对极小尺度的时空坐标的研究, 后来引起了物理学界的广泛关注, 逐渐探讨了在

很多领域中的非对易效应. 随着非对易量子力学的建立, 研究一些精确可解模型的非对易效应是非常有意义

的. 各类谐振子模型就是其中之一. 但是在坐标与坐标, 动量与动量都是不对易的情况下, 很难得到耦合谐振

子能谱的解析解. 本文旨在研究非对易相空间中二维耦合谐振子的量子特性. 首先用不变本征算符方法得到

了同时包含多种耦合项的谐振子能谱的解析解. 然后分析非对易参数和耦合参数对非对易能谱的影响. 结果

表明, 由于受到非对易参数和耦合参数的影响, 二维耦合谐振子的非对易能谱出现移动, 能级变为非简并的.

这与通常对易空间中二维谐振子能级简并 (除基态外)的情况是完全不同的.

关键词：耦合谐振子, 非对易相空间, 不变本征算符方法
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1   引　言

非对易空间的概念很早就被提出了 [1], 但最初

并没有引起人们的重视. 后来由于弦理论的发展 [2],

非对易研究重新受到了人们的关注. 研究人员开始

探索一些领域中的非对易效应, 例如量子引力 [3,4]、

凝聚态物理 [5] 等. 很多问题被纳入到了非对易空间

中进行研究 [6−8], 例如谐振子 [9]、氢原子 [10]、朗道能

级 [9,11] 等. 通常研究非对易空间量子系统的方法是

将非对易算符通过映射的方法投影到对易空间, 使

得算符满足标准的海森伯代数, 从而解决非对易问

题. 2008年范洪义等 [12] 把不变本征算符方法 (inva-

riant eigen-operator method, IEO)引入到非对易

范畴, 用于求解非对易空间谐振子哈密顿量的能

谱. 该方法是在海森伯思想和薛定谔算符的基础

上提出的一种求解量子系统能谱的方法 [13,14], 已经

在物理学的很多领域有着广泛的应用, 如固体物

理 [15,16]、介观物理 [17,18]、二次型哈密顿量 [19] 等. 研

究表明 IEO方法对于处理非对易空间谐振子的能

谱问题是比较有效的. 目前已有学者用 IEO方法

研究过非对易相空间中任意维谐振子 [20]、双模耦

合谐振子 [21]、三模耦合谐振子能谱 [22].

耦合谐振子模型是量子理论、固体物理、原子

分子物理等领域中的基础模型, 对于研究多体问题

和关联系统的相互作用具有重要的理论意义和实

际价值. 例如: 晶体中原子排列成有序的结构, 原

子与原子之间的相互作用可以用耦合谐振子模型

进行模拟, 耦合参数可以描述相互作用强度. 此外,

还有很多的物理问题都可以简化到耦合谐振子模

型, 因此研究非对易空间中的耦合谐振子能谱特性

是很有意义的 [23−25]. 文献 [26]利用坐标变换将非

对易问题变为对易问题, 然后用通常的量子力学方

法求解. 文献 [27]介绍了变形量子化方法, 即通过

引入时间演化函数和魏格纳函数进行求解.

目前的研究结果普遍存在两方面的问题, 一是

对于非对易空间, 只考虑了坐标和坐标不对易的情

形, 而忽视了动量和动量的不对易, 以及两者同时
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存在不对易的情形 [26]; 二是耦合谐振子模型的哈

密顿量只含有某一类耦合项, 并没有讨论同时包含

多种耦合项的哈密量的本征问题 [21,22,26,27].

在非对易的理论框架下出现了很多新的问题,

由于坐标算符之间的不对易和动量算符之间的不

对易, 所以求解耦合谐振子的能谱并非易事. 而 IEO

方法源于海森伯方程, 无须涉及系统的具体量子

态, 只关注能级间隙, 避免了哈密顿量的对角化,

可以比较容易地解决一些问题. 因此本文尝试用

IEO方法研究坐标和动量同时存在不对易的非对

易相空间中二维耦合谐振子的量子特性. 用该方法

可以较方便地得出同时包含坐标坐标耦合、动量动

量耦合及坐标动量交叉耦合项的哈密顿量的能级

差, 进而得到体系的非对易能谱. 然后详细分析了

非对易参数和耦合参数对于非对易能级的具体影

响, 得到了一些有意义的结果. 

2   不变本征算符方法

ℏ = 1

量子力学中海森伯运动方程为 (采用自然单位

制  ) 

i
d
dt
O = [O,H] . (1)

O引入不变本征算符  , 使其满足方程 

i
d
dt
O = [O,H] = λO, (2)

O i
d
dt

i
d
dt H

ψa, ψb H

Ea, Eb Hψa =

算符  是在  作用下“不变的”, 这是因为薛定谔

量子化方案中把   与   视为等价, (2)式是与薛

定谔方程类似的方程. 假设  是  的两个本征

态 , 它们的能量本征值分别为   , 则  

Eaψa Hψb = Ebψb ,   . 由 (2)式有
 

⟨ψa| [O,H] |ψb⟩

= (Eb − Ea) ⟨ψa|O |ψb⟩ = λ ⟨ψa|O |ψb⟩ , (3)

λ = Eb − Ea λ

∆E

由 (3)式可知   , 因此,    就是系统的能

级差  .
 

3   二维耦合谐振子的非对易能谱

xi

pi

在一般的对易空间中, 坐标算符  和动量算符

 满足海森伯代数关系:
 

[xi,pj ] = iδij , [xi,xj ] = 0, [pi,pj ] = 0, (4)

i, j = 1, 2 Xi

Pi

其中  .在非对易相空间中, 坐标算符  和

动量算符  满足以下关系:
 

[Xi,Pj ] = iδij , [Xi,Xj ] = iεijθ, [Pi,Pj ] = iεijϕ,
(5)

εij θ ϕ其中,    是反对称张量,    和   是非对易参数. 非

对易相空间中的坐标和动量是缺乏对称性的.

文献 [26, 27]研究的二维耦合谐振子模型的哈

密顿量仅含有坐标耦合项, 为了使讨论更具有一般

性, 本文设二维耦合谐振子的哈密顿量是
 

H =
1

2

(
P 2

1 + P 2
2

)
+

1

2

(
X2

1 +X2
2

)
+ ηX1X2 + σP1P2

+ κ (X1P1 +X2P2 +X1P2 +X2P1) , (6)

η σ

κ

H

其中,    是坐标坐标耦合参数,    是动量动量耦合

参数,   是坐标动量交叉耦合参数, 这些耦合参数

可以表示相互作用的强度. 哈密顿量   包含了所

有的可能的耦合项, 可以作为二维耦合谐振子的一

般模型. 通过 (5)式得到
 

 

[X1,H] = i (κ+ ηθ)X1 + i (κ+ θ)X2 + i (1 + κθ)P1 + i (σ + κθ)P2,

[X2,H] = i (κ− θ)X1 + i (κ− ηθ)X2 + i (σ − κθ)P1 + i (1− κθ)P2,

[P1,H] = −i (1− κϕ)X1 − i (η − κϕ)X2 − i (κ− σϕ)P1 − i (κ− ϕ)P2,

[P2,H] = −i (η + κϕ)X1 − i (1 + κϕ)X2 − i (κ+ ϕ)P1 − i (κ+ σϕ)P2. (7)

{X1,X2,P1,P2} H可以看出算符集合  在与  对易关系的运算中是封闭的, 因此设不变本征算符为
 

O = αX1 + βX2 + γP1 + εP2, (8)

α, β, γ, ε O其中,   是待定的系数. 算符  满足如下方程
 

[O,H] = λO. (9)

将 (6)式和 (8)式代入 (9)式解得
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λ1 =
1√
2

√
A+

√
4 (η − 1) (σ − 1) (4κ2 − η − σ − ησ − 1) (θϕ− 1)

2
+A2,

λ2 =
1√
2

√
A−

√
4 (η − 1) (σ − 1) (4κ2 − η − σ − ησ − 1) (θϕ− 1)

2
+A2,

A = 2− 4κ2 +
(
1− η2

)
θ2 +

(
1− σ2

)
ϕ2 + 2ησ. (10)

λ1 λ2 ∆E根据 IEO方法,   和  为系统的能级差  . 由此

可以得到二维耦合谐振子的非对易能级为 

En1,n2
= n1λ1 + n2λ2 + c, (11)

n1, n2 c

En1,n2 = n1 + n2 + 1

θ → 0 ϕ→ 0

c

其中,  是量子数, 且是非负整数;   是常数. 我

们所熟知的通常对易空间中二维谐振子的能级是

 , 且能级除基态外都是简并的.

考虑对 (11)式取极限   ,    , 并且忽略耦

合项可以得到通常二维谐振子的能级 , 所以取

  = 1. 

4   讨　论

假设所有耦合参数都为 0, 则二维非耦合谐振

子的非对易能级可以写为 

E(1)
n1,n2

= (n1 + n2)

√
1 +

1

4
(θ − ϕ)

2

+ (n1 − n2)
(θ + ϕ)

2
+ 1. (12)

n1 + n2 = 2

由 (12)式可以看出二维非耦合谐振子的非对易能

级是非简并的. 为了展示非对易性对该能级的影

响, 我们举一个具体的例子, 即当   时,

各个能级的值如表 1所示.
 
 

E
(1)
n1,n2表 1    能级  的值 (n1+n2 = 2, h= s = k = 0)

E
(1)
n1,n2Table 1.    Values of   (n1+n2 = 2, h = s = k = 0).

E
(1)
2,0 E

(1)
1,1 E

(1)
0,2 

q = f = 0 3 3 3

q = 0.1, f = 0 3.1025 3.0025 2.9025

q = 0, f = 0.1 3.1025 3.0025 2.9025

q = 0.1, f = 0.1 3.2 3.0 2.8

θ ϕ

θ ϕ

θ ϕ

θ ϕ

从表 1可以看到, 第 2行当非对易参数   和  

都为 0时, 能级是简并的, 这与通常对易空间中二

维谐振子的能级情况是一致的. 而表中第 3至 5行

当参数   和   不为 0时, 能级会出现劈裂. 第 3行

参数  对能级的影响程度和第 4行参数  的影响程

度是一样的, 即以相同的数值破坏能级的简并. 第

5行中参数  和  的同时作用会加大能级劈裂的程

度. 这些结果表明虽然对易空间二维谐振子存在对

称性, 具体表现为能级的简并, 但是非对易性能够

破坏这种对称性, 并产生了能级劈裂.

θ ϕ当非对易参数  和  都为 0时, 二维耦合谐振

子的能级可以写为
 

 

E(2)
n1,n2

=
n1√
2

√
A1 +

√
4 (η − 1) (σ − 1) (4κ2 − η − σ − ησ − 1) +A2

1

+
n2√
2

√
A1 −

√
4 (η − 1) (σ − 1) (4κ2 − η − σ − ησ − 1) +A2

1 + 1,

A1 = 2− 4κ2 + 2ησ. (13)

n1 + n2 = 2为了展示耦合谐振子能级的变化, 仍以 

时的能级为例, 具体能级值如表 2所示.

θ ϕ

η σ κ

η

σ

表 2说明即使非对易参数   和   为 0, 但耦合

参数   ,    和   不为 0, 能级也会出现劈裂, 即耦合

项的加入同样会破坏能级的对称性, 使得能级变成

非简并的. 表 2第 2至 4行表示系统只包含一类耦

合项时能级的变化, 可以看出坐标耦合参数  和动

量耦合参数  对能级的影响程度是一样的, 但是坐

κ η σ标动量交叉耦合参数   对能级的影响小于   和   .

表 2第 5至 7行表示系统包含两类耦合项时能级

的变化. 其中第 5行是系统同时包含坐标耦合和动

量耦合时的能级, 与第 2至 4行比较可以发现当系

统同时包含两个耦合项时能级劈裂的程度变大了.

第 6行是系统同时包含坐标耦合和坐标动量交叉

耦合时的能级, 与第 5行比较可以发现坐标动量交

叉耦合项的出现使能级劈裂的程度变小了. 第 7行
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是系统同时包含动量耦合和坐标动量交叉耦合时

的能级, 与第 6行的结果是一样的. 表 2第 8行是系

统同时包含坐标耦合、动量耦合和坐标动量交叉耦

合时的能级, 与第 5至 7行比较可以发现当系统同时

包含三类耦合项时能级劈裂的程度进一步增大了.

En1,n2 (n1 + n2 = 2) θ

E2,0 θ

E1,1 θ

E0,2 θ

θ = 1

θϕ = 1 θ

E1,1 E2,0

En1,n2 ϕ

能级    随参数  的变化情况

如图 1所示. 从图 1可以看到,    随着   的增加

而增加.    随着   的变化比较平缓, 总体趋势是

逐渐增加的.    是随着   的增加先减小后增加.

而且图 1中   的点是能级的最小值. 这是因为

当   时 (11)式中的第 2项等于 0. 另外, 当  

取较大值时, 能级  和  呈现出线性变化的趋

势.能级  随参数  的变化情况与图 1相同, 这

里不再赘述.
 
 

0 1 2 3 4 5
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11





2,0

1,1

0,2

En1,n2图  1      随 q 的变化曲线 (n1 + n2 = 2, f = 1, h =

0.5, s = 0.5, k = 0.5)
En1,n2Fig. 1.    versus q (n1 + n2 = 2, f = 1, h = 0.5, s =

0.5, k = 0.5).
  

5   结　论

本文构造了同时包含坐标坐标、动量动量及坐

标动量交叉的所有耦合项的二维耦合谐振子的模

θ n1 ̸= 0

θ

n1 = 0 θ ϕ

θ → 0 ϕ→ 0

η σ

κ

η σ

型, 并在非对易相空间中研究其能谱的特性. 首先,

用 IEO方法计算得到了二维耦合谐振子非对易能

谱的解析解. 从 (10)式和 (11)式可以看出, 系统

能谱是与耦合参数和非对易参数有关的. 其次, 由

于该解析解形式比较复杂, 所以对其进行了分类讨

论. 以图表的形式详细分析了耦合参数和非对易参

数对能谱的影响, 得到以下结果. 1)受到非对易参

数的影响能级会出现劈裂. 一般对易空间中二维谐

振子具有较高的对称性, 表现在其能级除基态外是

简并的. 然而, 非对易性的出现破坏了这种对称性,

使得能级出现了劈裂. 由于非对易相空间中坐标和

动量算符的形变导致了二维耦合谐振子的非对易

能级出现非简并的情况. 这是很重要的性质, 为我

们检验空间的非对易性提供了可能的途径. 2)非

对易参数  可以使  的能级值增加, 而且随着

 值的不断增加, 能级会随其线性变化. 但是对于

 的能级,   使其值先减少后增加. 参数  也有

同样的效果. 3)如果对非对易能谱取极限值, 即

 ,   , 结果会与通常对易空间中的二维谐

振子的能谱一致. 4)受到耦合参数的影响, 能级会

出现劈裂. 耦合项表示谐振子两个维度之间的相互

作用, 这种相互作用引起了能级的移动, 导致能级

出现非简并的情况. 而且当系统包含的耦合种类增

多时, 能级劈裂的程度也会增大. 同时发现坐标耦

合参数  和动量耦合参数  对能级的影响程度是一

样的, 但是坐标动量交叉耦合参数  对能级的影响

小于  和  .
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h = 0.1, s = 0, k = 0.1 3.05913 2.97825 2.82038
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Abstract

θ ϕ

θ → 0 ϕ → 0

η σ

κ

η σ

The ideas of noncommutative space originate from the research on time-space coordinate on an extremely
small  scale.  Subsequently,  the noncommutative space has gradually attracted some attention. The researchers
started  to  explore  noncommutative  effect  in  some  other  fields.  With  the  establishment  of  noncommutative
quantum  mechanics,  it  becomes  significant  to  explore  the  noncommutative  effect  of  exactly  solvable  models.
The  kinds  of  harmonic  oscillators  are  very  important  and  fundamental  models  in  physics.  But  in
noncommutative phase space, coordinate and coordinate are noncommutative, and momentum and momentum
are also noncommutative. These results in the difficulty in obtaining the energy spectra of oscillators systems.
In  this  paper  the  quantum  properties  of  a  two-dimensional  coupling  harmonic  oscillator  in  noncommutative
phase  space  are  studied.  Firstly,  the  Hamiltonian  of  the  system  is  constructed,  which  includes  all  possible
coupling  types,  namely,  coordinate-coordinate  coupling,  momentum-momentum  coupling,  and  coordinate-
momentum  cross-coupling.  Secondly,  the  explicit  expression  of  the  noncommutative  energy  spectrum  for  the
Hamiltonian is obtained by using the invariant eigen-operator method. In this work it is shown explicitly that
the  changes  in  the  energy  levels  are  related  to  the  noncommutative  parameters  and  coupling  parameters.
Thirdly, the effects of coupling parameters and non-commutative parameters on the energy spectra are analyzed
in detail in the form of graphs. The results show that the energy levels under the influence of non-commutative

parameters are non-degenerated. As the values of non-commutation parameters     and     increase, some energy
levels increase and tend to change linearly, and other energy levels first decrease and then increase. If the limit

values of the non-commutative parameters are taken as follows:     and    ,  then the noncommutative
energy  spectra  will  be  consistent  with  the  energy  spectra  of  the  two-dimensional  harmonic  oscillator  in  the
commutative space in general.  On the other hand, the energy levels  will  split  under the influence of  coupling
parameters. Moreover, the degree to which the energy levels split can increase as the kinds of couplings in the

system increase. It is found that the coordinate coupling parameter    and the momentum coupling parameter  

have the  same influence  on the  energy levels,  but  the  coordinate  momentum cross-coupling parameter     has

less influence on the energy levels than    and   . Overall, the above results are completely different from those
of two-dimensional oscillator in the usual commutative space, which is degenerated except for the ground state.

Keywords: coupling harmonic oscillator, non-commutative phase space, invariant eigen-operator method
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