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ABSTRACT 

T h e e q u i v a l e n c e b e t w e e n t h e q u a n t u m g r o u p (ç£(N ,C;L)/U(U) = gl(N;L) a t q 2 = - l o v e r a n o n -

q.s q,s 

G r a s s m a n n i a n f i e l d a n d &£(L|N-L) o v e r a G r a s s m a n n i a n f i e l d i s d i s c u s s e d . T h e e q u i v a l e n c e e x t e n d s 

t o ç £ ( N ; L ) ( q 2 = - l ) ~ a £ ( L | N - L ) . T h i s s u g g e s t s a g e n e r a l i z a t i o n o f &£(L|N-L)* t o Z - g r a d i n g v i a 

q.l 2 th m 
a £ ( N ; L ) a t q = m r o o t o f u n i t y , m > 2 . S p e c i f i c a l l y , r e p r e s e n t a t i o n s g £ ( 2 ; l ) a t m t h r o o t o f 

q,s q,s 

u n i t y a r e s h o w n , v i a t h e i r f u s i o n a n d b r a i d i n g p r o p e r t i e s , t o t r a n s f o r m a s s - d e f o r m e d p a r a f e r m i o n s , 

o r s p i n - l / m a n y o n s . T h e y c o n t r a s t s h a r p l y w i t h c o r r e s p o n d i n g r e p r e s e n t a t i o n s o f <d(2) . 
s 

R e c e n t l y r e p r e s e n t a t i o n s o f q u a n t u m g r o u p s , 

e s p e c i a l l y a £ ( N , C ) ( h e n c e f o r t h û £ ( N M a t r o o t s 

o f u n i t y h a v e a t t r a c t e d a g r e a t d e a l o f a t t e n ­

t i o n . H e r e w e d i s c u s s r e p r e s e n t a t i o n s a t 

r o o t s o f u n i t y o f a n o t h e r q u a n t u m g r o u p 

( g £ ( N , C ; L ) / U ( D ) ( h e n c e f o r t h q£(N;L) a n d 
T q,s q,s 

c a l l e d t w i s t e d q u a n t u m g r o u p o f A i n [ 2 , 3 ] ) . 

N - l 

S o m e o f t h e e s p e c i a l l y i n t e r e s t i n g p r o p e r t i e s o f 

t h e s e r e p r e s e n t a t i o n s a r e a l r e a d y k n o w n : (a) F o r 

N = 2 , s g e n e r i c a n d q = - 1 , t h e r e p r e s e n t a t i o n 

g i v e s t h e A l e x a n d e r - C o n w a y l ink p o l y n o m i a l , 

w h o s e c o u n t e r p a r t i s t h e J o n e s p o l y n o m i a l d e r i v ­

a b l e f r o m t h e f u n d a m e n t a l r e p r e s e n t a t i o n o f 
M2) , q g e n e r i c . 1 2 1 (b) T h e s t a t e m o d e l a s s o -

q 
c i a t e d w i t h t h e A l e x a n d e r - C o n w a y p o l y n o m i a l i s 

t h e f r e e f e r m i o n m o d e l . 3 , 4 (c) T h e r e i s a 

h i e r a r c h y o f A l e x a n d e r - C o n w a y l ink p o l y n o m i a l s 

c o r r e s p o n d i n g N = 2 , s g e n e r i c a n d q 2 = m t h r o o t o f 

u n i t y . (d) T h e r e p r e s e n t a t i o n s o f 

a £ ( N ; L ) a t q 2 = - l c o i n c i d e w i t h t h o s e o f 
q,s 

^ £ ( L | N - L ) , w h o s e a s s o c i a t e d l ink p o l y n o m i a l s 

a r e j u s t W i t t e n ' s W i l s o n - l i n e s f o r t h e 3 D t o p o -

l o g o c a l C h e r n - S i m o n s t h e o r y w i t h g a u g e g r o u p 

S U ( L | N - L ) . [ 3 , 6 1 

In t h i s r e p o r t ( w h e r e u> = e x p ( 2 7 r i / m ) , 
m 

q m = w ) w e g i v e a s u m m a r y o f p r o p e r t i e s o f 
m 

t h e r e p r e s e n t a t i o n s o f ç £ ( 2 ; l ) , s g e n e r i c 
qm,s 

( g £ ( 2 ; L ) r e d u c e s t o &U2) u n l e s s L = l ) . T h e y 
q»s s 

a r e p a r a f e r m i o n i c a n d u n l i k e t h e r e p r e s e n t a t i o n s 
o f bl{2) , s g e n e r i c , w h i c h h a v e a o n e - t o - o n e 

s 

c o r r e s p o n d e n c e t o t h e r e p r e s e n t a t i o n s o f dL{2). 

We s h o w t h a t a £ ( 2 ; l ) p r o v i d e s a g e n e r a l i z a -
qm,s 

t i o n o f t h e Z - g r a d i n g o f bt{2) t o Z - g r a d i n g . 
2 m 

12] 
T h e g e n e r a t o r s o f t h e H o p f a l g e b r a o f 

o £ ( 2 ; l ) , d e n o t e d b y dt a r e I, H a n d X" , w h e r e 

q,s 

i n t h e c l a s s i c a l l i m i t I g e n e r a t e s t h e U ( l ) f a c ­

t o r i n ql(2) ~ ^ £ ( 2 ) x U ( l ) a n d t h e o t h e r t h r e e 

g e n e r a t e &£(2). In t h e q u a n t i z e d c a s e ^ I i s 

s t i l l c e n t r a l t o df a n d [ H , X ~ ] = ± 2 X ~ a n d 

[ X + , X ~ ] = ( k 2 - k " 2 ) / ( q - q ' X ) a s in d{2) , e x c e p t 

t h a t q 

, ( H - D / 2 1 /2 

k = q s (1) 

H / 2 
i n s t e a d o f k = q in a £ ( 2 ) . I t i s p o s s i b l e t o 

q 
a b s o r b t h e e f f e c t o f I o n k i n (1) i n t o H b y a 

r e d e f i n i t i o n o ^ t h e l a t t e r , w h i c h w i l l n o l o n g e r 

b e t r a c e l e s s . F o r r e a s o n s t h a t w i l l b e c o m e 

t r a n s p a r e n t w e u s e t h e e x p r e s s i o n (1) i n w h i c h 

t h e r o l e o f I a n d t h a t o f t h e s e c o n d p a r a m e t e r s 

i s m a d e e x p l i c i t f r o m t h e o u t s e t ( in w h i c h c a s e 

t h e r e s p e c t i v e n u m b e r s o f g e n e r a t o r s in t h e 

C a r t a n s u b a l g e b r a a n d d e f o r m a t i o n p a r a m e t e r s 

s t i l l m a t c h ) . F o r c o n v e n i e n c e w e w r i t e p = s / q . 

F i r s t n o t e t h e t r i v i a l s p e c i a l c a s e o f (1) a t 

p =1 , w h e n c e t h e U ( l ) f a c t o r i n a £ ( N ; L ) i s 

q,s 
m o d d e d o u t a n d d i s r e d u c e d t o ol(2) , w h o s e 

p r o p e r t i e s a r e w e l l k n o w n . q 

2 
We c o n s i d e r o n l y t h e n o n t r i v i a l c a s e p * 1 . 

T h e n d h a s a f i n i t e r e p r e s e n t a t i o n o v e r t h e v e c ­

t o r f i e l d V o n l y w h e n q i s a r o o t o f u n i t y : 

2 - 1 -zm/m . _ . , 
q = c j = e , m = p o s i t i v e i n t e g e r (2 ) 

T h e s a m e r e s u l t o b t a i n s w h e n o n e c h o o s e s , 

i n s t e a d o f ( 2 ) , q =a> m , p r o v i d e ^ m ' i s p r i m e t o 

m. G i v e n ( 2 ) , t h e e l e m e n t s ( X ~ ) m a r e c e n t r a l in 

dt a n d a f u n d a m e n t a l m - d i m e n s i o n a l m a t r i x r e p r e ­

s e n t a t i o n t t : .4-»End(V) i s o b t a i n e d w h e n t h e 

r e l a t i o n s 

nUXn™) = 0 (3 ) 
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a r e i m p o s e d . In w h a t f o l l o w s , i t w i l l b e u n d e r ­
s t o o d t h a t a l l e x p r e s s i o n s g i v e n f o r e l e m e n t s in 
4 a r e t h o s e u n d e r t h e h o m o m o r p h i s m T T , a n d t h a t 
[ p ] = { | i > ; i ~ l t o m } i s a b a s i s f o r V, w i t h t h e 
h i g h e s t ( l o w e s t ) s t a t e w i t h r e s p e c t t o X + b e i n g 
| l > ( | m > ) . T h e n | m > ( | l > ) a r e t h e h i g h e s t ( l o w ­
e s t ) s t a t e w i t h r e s p e c t , t o X~. W i t h t h e a i d o f 
t h e d e r i v e d r e l a t i o n ( m e a n t t o h o l d w h e n 
a c t e d o n a s t a t e € K e r X \ l m ( X + ) m ~ ) 

T h e R - m a t r i x m a y b e c a l c u l a t e d f r o m t h e 
m e t h o d e i t h e r o f D r i n f e l d o r o f [21. H e r e w e 

2 
o n l y g i v e i t s m e i g e n v a l u e s , w h o s e d e g e n e r a c i e s 
d e t e r m i n e t h e fusion rule o f t h e d i r e c t p r o d u c t 
[pMp] a n d w h o s e v a l u e s c h a r a c t e r i z e t h e braid­
ing o f t h e i r r e d u c i b l e r e p r e s e n t a t i o n s in t h e 
d i r e c t p r o d u c t , a s e x p r e s s e d i n t h e f o l l o w i n g 
t w o r e l a t i o n s 

T h a t i s , t h e d e g e n e r a c y o f r i s n , a n d 

2 J J 
S n = m . F o r t h e R - m a t r i x u n d e r s t u d y , r a n d 

J J J 
n^ a r e g i v e n b y 

T h e r e a r e m d i s t i n c t e i g e n v a l u e s , a l l w i t h 
d e g e n e r a c y m. T h i s c o n t r a s t s s h a r p l y w i t h t h e 
R - m a t r i x , d e n o t e d b y R ' , o f t h e m - d i m e n s i o n a l 
r e p r e s e n t a t i o n [p' ] o f ^£ (2 ) , w h o s e e i g e n v a l u e s 

s 
a n d d e g e n e r a c i e s n^ f o r g e n e r i c s a r e g i v e n 

b y 

F o r m = 2 , t h e l i n k p o l y n o m i a l s c o r r e s p o n d i n g t o 

[p ] a n d [ p ' 1 a r e r e s p e c t i v e l y J u | | ] t n e 

A l e x a n d e r - C o n w a y a n d J o n e s p o l y n o m i a l s ' . It 
f o l l o w s f r o m t h e f a c t d c o i n c i d e s w i t h t h e Hopf 
a l g e b r a d' o f &£(2) i n t h e l i m i t s = q =o> t h a t 

R f s W ^ H R ' t e 2 ^ " 1 ) . On t h e o t h e r h a n d (9 ) a n d 
(10) a r e d i s c r e t e l y d i s t i n c t . T h e r e f o r e a t 
l e a s t o n e o f t h e r e l a t i o n s c a n n o t b e c o n t i n u o u s 
in t h a t l i m i t . I t t u r n s o u t t h a t b o t h a r e n o t ; 
f o r a d e t a i l e d d i s c u s s i o n s e e [ 1 0 ] . 

T o h a v e a b e t t e r u n d e r s t a n d i n g o f t h e d i f ­
f e r e n c e b e t w e e n ( 9 ) a n d (10) w e r e t u r n t o d 

( i n s t e a d o f + t h e h o m o m o r p h i s m n) a n d c o n s i d e r , 
i n s t e a d o f X", t h e g e n e r a t o r s 

D e f i n e a n x - c o m m u t a t o r t o b e [A ,B] s A B - x B A . 
X 

T h e n , + i n s t e a d + o f h a v i n g a c o m m u t a t i o n r e l a t i o n 
l i k e X"" d o , Y~ s a t i s f y 

w h e r e w=q~ a n d A i s a n o n e s s e n t i a l n o r m a l i z a ­
t i o n c o n s t a n t s o l o n g a s q * 1 . T h e ccvproduc^ on 
Y~ n o w h a s a n o n s t a n d a r d a p p e a r a n c e : A(Y~) = 

<aq p + p ®Y . 

T h e l e f t - h a n d s i d e o f (12) i s a n 
w - c o m m u t a t o r . In p a r t i c u l a r , w h e n w = - l , i t i s 
a n anti-commutator. In t h i s c a s e , u n d e r t h e 
h o m o m o r p h i s m n o f ( 5 ) f o r m = 2 , t h e r i g h t - h a n d 
s i d e o f (12) i s p r o p o r t i o n a l t o ( s - s ) , w h i c h 
v a n i s h e s i n t h e l i m i t s-»l. If o n e r e p l a c e s t h e 
n o r m a l i z a t i o n c o n s t a n t A b y ( s - s ) , t h e n (12) 
i s e x a c t l y t h e c o m m u t a t i o n r e l a t i o n s a t i s t f i e d 
b y t h e r a i s i n g a n d l o w e r i n g g e n e r a t o r s o f 
û £ ( l | l ) ( n o t e t h a t t h e f u n d a m e n t a l r e p r e s e n t a -

s 
t i o n o f H in A £ ( 1 | D i s p r o p o r t i o n a l t o t h e 

u n i t m a t r i x , j u s t a s t h a t o f I i s ) . In t h i s 

s e n s e ql(2\\)^^ i s e q u i v a l e n t t o 1 

T o u n d e r s t a n d t h i s n o t i o n f u r t h e r , c o n s i d e r 
(9 ) a n d (10) f o r t h e c a s e m = 2 , a n d w r i t e t h e t w o 
s t a t e s 11> a n d 12> a s | +> a n d | - > , t h e r e p r e s e n ­
t a t i o n s [<r J f o r j = l a n d 2 ( s e e ( 7 ) ) a s [b] a n d 

[ f ] , a n d [<r^] a s [ s ] a n d [ a ] , r e s p e c t i v e l y . F o r 

r e a s o n t h a t w i l l b e c l e a r p r e s e n t l y , b , f, s a n d 
a s t a n d f o r b o s o n , f e r m i o n , s y m m e t r i c a n d a n t i ­
s y m m e t r i c , r e s p e c t i v e l y . We h a v e 

T h e t w o s e t s o f e q u a t i o n s a p p e a r i d e n t i c a l , b u t 

t h e y c a r r y q u i t e d i f f e r e n t m e a n i n g s . It s u f ­

f i c e s t o p o i n t o u t t h a t w h e r e a s b o t h t h e s y m m e ­

t r i c s t a t e s I +> I +> a n d | - > | - > l i e in t h e t h r e e 

d i m e n s i o n a l [ s ] in t h e c a s e o f ol{2) , in t h e 
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c a s e o f gl{2;\) | + > | + > l i e s i n t h e t w o d i m e n -
q2 1 1 

s i o n a l [b] w h i l e | - > | - > l i e s i n t h e t w o d i m e n ­

s i o n a l [ f ] . T h u s , i n t h e l i m i t s-»l, [ f ] c h a n g e s 

s i g n u n d e r b r a i d i n g n o t b e c a u s e i t i s a n t i s y m m e ­

t r i c , l i k e [ a ] i s , b u t b e c a u s e i t s c o n s t i t u e n t s 

a r e f e r m i o n i c . 

It i s i m p o r t a n t t o d i s t i n g u i s h h o w [ f ] i s 
g i v e n a £ e r m i o n i c e x c h a n g e p r o p e r t y ( h e r e , 
b e c a u s e ( Y ~ ) a r e c e n t r a l , t h e r e i s n o d i f f e r ­
e n c e b e t w e e n b r a i d i n g a n d t r a n s p o s i t i o n ) in ( t h e 
u n q u a n t i z e d ) & £ ( l | l ) a n d i n ç £ ( 2 ; l ) . In t h e 

q2 , l 
f o r m e r , w h i c h h a s a t r i v i a l c o p r o d u c t , t h e t a s k 

i s a c h i e v e d b y m a k i n g t h e v e c t o r s p a c e e x p l i ­

c i t l y c o n t a i n a G r a s s m a n n v a r i a b l e , n a m e l y t h e 

s t a t e I - > . In t h e l a t t e r t h e f e r m i o n i c p r o p e r t y 

o f I - > i s e n c o d e d i n t h e b r a i d i n g p r o p e r t y o f R 

in a Hopf a l g e b r a w i t h a n o n t r i v i a l c o p r o d u c t , 

w h i l e t h e v e c t o r s p a c e i s nonGrassmannian. 

T h e a n a l y s i s a b o v e c a n b e t r a n s p l a n t e d o n t o 
a £ ( N ; L ) t o d e m o n s t r a t e i t s e q u i v a l e n c e t o 

q2,s 
û £ ( L | N - L ) . T h i s e x p l a i n s w h y , f o r t h e f u n d a -

m e n t a l r e p r e s e n t a t i o n s o f t h e t w o q u a n t u m 

g r o u p s , t h e l ink p o l y n o m i a l s , w h i c h a r e a c t u a l l y 

e i g e n v a l u e s o f i n v a r i a n t s o f t h e q u a n t u m g r o u p , 

a r e i d e n t i c a l , a s a r e t h e i r a s s o c i a t e d g r a d e d 

v e c t o r m o d e l s , a n d w h y t h e l a t t e r a r e n o n q u a s i -

c l a s s i c a l . T h e e q u i v a l e n c e c a r r i e s o v e r t o 

t h e l i m i t s->l t o e s t a b l i s h t h e e q u i v a l e n c e 

b e t w e e n t h e H o p f a l g e b r a ç £ ( N ; L ) a n d t h e 
q 2 , l 

g r a d e d L i e a l g e b r a û £ ( L | N - L ) . F o r o£ (N;L) 

t h e f o r m u l a (13) s t i l l a p p l i e s , e x c e p t t h a t t h e 

d i m e n s i o n a l i t y o f [b] i s N ( N - l ) / 2 + L a n d t h a t o f 

[ f ] i s N ( N + l ) / 2 - L . T h e s e a r e t o b e c o n t r a s t e d 

w i t h t h e d i m e n s i o n a l i t i e s o f [ s ] a n d [a ] in 

û£(N) , b e i n g r e s p e c t i v e l y N ( N + l ) / 2 a n d N ( N -
s 

l ) / 2 . 

T h e Z 2 - g r a d i n g o f ùi(2) i n t o d o e s 

n o t l e n d i t s e l f t o a d i r e c t g e n e r a l i z a t i o n t o 

h i g h e r g r a d i n g s . H o w e v e r , t h e d i s c u s s i o n a b o v e 

s h o w s t h a t a Z - g r a d i n g c a n b e a c h i e v e d b y w a y 
m 

2 - 1 
o f t h e H o p f a l g e b r a o f ql{2;\) a t q = w , 

q,s m 
w h i c h in t h e f o l l o w i n g w e c a l l d . R e c a l l t h a t 

m 
t h e c o n f i g u r a t i o n s p a c e f o r a s y s t e m o f s t a t e s 

h a v i n g t h e p r o p e r t y o f h i g h e r t h a n g r a d i n g i s 

n o n s i m p l y c o n n e c t e d , s o t h a t , i n s t e a d o f t r a n s ­

p o s i t i o n , o n e m u s t s p e a k o f b r a i d i n g o f t w o 

s t a t e s . T h i s e x p l a i n s w h y a q u a n t u m g r o u p i s 

n e c e s s a r y f o r h i g h e r g r a d i n g s . T h a t d h a s t h e 
m 

p r o p e r t y o f a Z - g r a d e d a l g e b r a i s a l r e a d y c l e a r 
m 

f r o m (9) a n d (12) , e s p e c i a l l y w h e n t h e l a t t e r i s 

r e c a s t i n t o t h e f o r m 

[ Y + , Y _ ] = a ( s ) ( P - p ( s ) ) ( m > 2 ) (15) 
(j) m 

m 

w h e r e P i s i d e m p o t e n t o f o r d e r m , a n d a a n d 0 

a r e c e n t r a l e l e m e n t s d e p e n d i n g o n s a n d I. T h e 

r i g h t - h a n d s i d e o f (15) d o e s n o t v a n i s h i n t h e 

l i m i t s->l f o r m > 2 , s o i t i s n o t n e c e s s a r y t o 

h a v e a f a c t o r ( s - s ) . 

F r o m ( 9 ) , t h e f u s i o n s t a t e s [o^] d e f i n e d in 

(8 ) f o r d a t s = l b r a i d a s 
m 

J+l v 
R[<r ] = ( -1 ) u) 1 ^ 3 ; 

v = - ( j - l ) ( j - 2 ) / 2 ( m o d m ) (16) 

In p a r t i c u l a r [ c r ^ M i s b o s o n i c , [ o ^ M f ] i s 

f e r m i o n i c , w h i l e t h e o t h e r s t a t e s a r e s u c h t h a t 

R m [ o ^ ] = ± [ c ^ ] . T h e s e l a t t e r s t a t e s m a y b e i n t e r ­

p r e t e d a s a n y o n i c s t a t e s w i t h "spin" 1 / m ; t h e y 

a r e d i r e c t g e n e r a l i z a t i o n s o f a f e r m i o n i c s t a t e , 

w h i c h h a s s p i n 1 / 2 . T h e d i m e n s i o n a l i t y o f [<r̂ ] 

i s m , i n d e p e n d e n t o f j . T h u s t h e r e p r e s e n t a t i o n 
[p ] o f d i s p a r a f e r m i o n i c . ( S i n c e t h e l ink 

m 
p o l y n o m i a l f o r d^ i s j u s t t h e W i l s o n l i n e f o r 

t h e s u p e r s y m m e t r i c C h e r g - ^ i m o n s t h e o r y w i t h 
S U ( l | l ) g a u g e s y m m e t r y , * o n e i s i n t r i g u e d 
w i t h t h e p o s s i b i l i t y o f t h e l ink p o l y n o m i a l s f o r 
d , m > 2 , b e i n g r e l a t e d t o t h e W i l s o n l i n e s f o r 

f r a c t i o n a l l y s u p e r s y m m e t r i c C h e r n - S i m o n s 

t h e o r i e s . ) In c o m p a r i s o n , f o r ù £ ( 2 ) , t h e c o r ­

r e s p o n d i n g f u s i o n s t a t e s [<r^] a r e j u s t n o r m a l 

s p i n m - j s t a t e s : t h e y h a v e r e s p e c t i v e d i m e n s i o n ­

a l i t i e s 2 ( m - j ) + l a n d a r e e i t h e r s y m m e t r i c ( j 

o d d ) o r a n t i s y m m e t r i c ( j e v e n ) u n d e r R ' . S i n c e 

û£(2) i s a c o n t i n u o u s d e f o r m a t i o n o f &£(2), t h e 
s 

e i g e n s t a t e s o f R ' f o r g e n e r i c s c a n n o t be 
a n y o n i c e v e n a s t h e y h a v e u n u s u a l b r a i d i n g p r o ­
p e r t i e s . T h e y a r e j u s t n o r m a l s p i n s t a t e s 
d e f o r m e d . F o r a d i s c u s s i o n o f t h e s i t u a t i o n a t 

2 - 1 
s =0) , w h e n d c o i n c i d e s w i t h ol{2) , s e e [ 1 0 ] . 

m m s 

T h i s w o r k i s s u p p o r t e d i n p a r t b y a g r a n t 

f r o m N S E R C ( C a n a d a ) . 
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DISCUSSION 

Q. A. LeClair (Cornell Univ.): Why do you call your 
symmetries fractional supersymmetries if you don't 
have the Poincaré generators in the algebra? I don't 
think the name is justified. 

A. H . C. Lee : The representations are those for 1/m— 
statistics anyons. I mention fractional supersym­
metry because I think the representations are 
characteristic of those of fractional supersymmetric 
systems, plus the fact that the link invariants for 
(5/(71 In) X U( 1 )) g2__x > s are exactly the link invariants 
of Wilson lines in the three-dimensional supersym­
metric topological field theory with SU(n/n) gauge 
group. 
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