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A métrica de Kantowski-Sachs é uma solucdo exata das equagdes de campo de Einstein que descreve um
universo anisotrépico e homogéneo, diferindo das solugbes isotrépicas e homogéneas do modelo de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). Este modelo cosmolégico é particularmente relevante para o estudo de
regimes em que a simetria esférica é mantida, mas com diferentes fatores de escala nas dire¢des radial e angular, o
que pode representar o colapso gravitacional em buracos negros ou fases iniciais do universo primordial. A andlise
cosmoldgica nessa métrica permite explorar cenarios onde a isotropia é violada, fornecendo elementos sobre a
evolucgao do universo em condi¢bes extremas e contribuindo para a compreensao de fendmenos como singularidades
e a dindmica de regimes onde a curvatura tem um papel preponderante na evolucdo do universo.
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The Kantowski-Sachs metric is an exact solution to Einstein’s field equations that describes an anisotropic
and homogeneous universe, differing from the isotropic and homogeneous solutions of the Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW) model. This cosmological model is particularly relevant for studying regimes where
spherical symmetry is preserved but with different scale factors in the radial and angular directions, which can
represent gravitational collapse in black holes or early phases of the primordial universe. Cosmological analysis
using this metric allows for the exploration of scenarios where isotropy is broken, providing insights into the
evolution of the universe under extreme conditions and contributing to the understanding of phenomena such as
singularities and the dynamics of regimes where curvature plays a dominant role in the evolution of the universe.

Articles

®@®

Licenca Creative Commons

!Universidade Federal do Espirito Santo, Centro de Ciéncias Exatas, Departamento de Fisica, Programa de Pés-Graduacéao

Keywords: Kantowski-Sachs, Metric, Raychaudhuri, Anisotropy, Cosmology.

1. Introducgao

A cosmologia contemporanea fundamenta-se ampla-
mente em modelos isotrépicos e homogéneos [1H0],
como o modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW), muito usado para descrever a evolugao
do universo em larga escala [7]. No entanto, a radiagdo
cosmica de fundo, que confirma a homogeneidade e iso-
tropia do universo em grandes escalas, levanta também
questoes sobre as limitacoes dessa teoria, especialmente
quando confrontada com observacoes que parecem des-
viar do principio cosmolégico. Essas anomalias, observa-
das tanto no universo primordial (como alinhamento de
modos multipolares, assimetria hemisférica e variagoes
de parametros cosmoldgicos) quanto no universo atual
(anisotropias em fluxos de massa e aglomerados de gala-
xias) [8HI0], indicam a necessidade de explorar modelos
que nao assumam isotropia e homogeneidade absolutas.
Nesse contexto, a métrica de Kantowski-Sachs emerge
como uma solugdo relevante das equagoes de campo
de Einstein, permitindo a investigacdo de universos
homogéneos, porém anisotrépicos.
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A métrica de Kantowski-Sachs se destaca por
preservar a simetria esférica, mas com fatores de escala
distintos nas diregoes radial e angular [I1], 12]. Essa
caracteristica a torna especialmente 1util para modelar
fendmenos quénticos que ocorrem dentro de buracos ne-
gros [13] e para explorar teoricamente as singularidades
de buracos negros [I4] [15]. Além disso, essa métrica é
empregada em estudos sobre energia escura [I6HI9] e em
teorias alternativas de gravitacdo, como f(R), f(Q), e
f(T, B) [20H23], assim como em modelos de cosmologia
quéantica [24] 25]. Essa métrica também é relevante no
estudo das condig¢bes extremas do universo primordial,
onde as suposicoes de isotropia podem ser violadas em
seu limite [26]. Dessa forma, a métrica de Kantowski-
Sachs oferece uma base poderosa para compreender a
dindmica do universo, sendo importante para o avango
da cosmologia e da relatividade geral.

Este artigo visa explorar a aplicagdo da métrica de
Kantowski-Sachs na cosmologia, revisando os principais
avangos tedricos, resultados e implicagoes desse modelo.
Ao reunir e analisar a literatura existente, busca-se nao
apenas sintetizar o conhecimento atual, mas também
identificar lacunas e possiveis diregoes de pesquisa que
possam contribuir para a expansao do entendimento
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cosmoldgico em cendrios anisotrépicos e homogéneos.
O publico-alvo deste trabalho inclui estudantes em fase
final da graduagao e alunos de pés-graduagao, com inte-
resse e conhecimento geral em cosmologia e relatividade
geral.

O artigo esta estruturado da seguinte forma. Na se-
¢ao[2] apresentamos uma breve introdugao a relatividade
geral. Na se¢do [3] discutimos o modelo cosmoldgico
padrdo. A secdo [ aborda a equagdo de Raychaudhuri
e suas componentes. Na se¢do 5] introduzimos a métrica
e o modelo de Kantowski-Sachs. Finalmente, na se¢ao [6]
sdo apresentadas as consideracoes finais.

2. Relatividade Geral

A relatividade geral baseia-se na ideia de que o espago-
tempo é um continuo curvo, onde a gravidade ndo atua
como uma forga, mas resulta da prépria curvatura do
espaco-tempo. Essa curvatura, por sua vez, é determi-
nada pela distribuicdo de massa e energia no universo.

Uma das principais ferramentas matematicas para
descrever o espago-tempo é a métrica, que fornece a
distancia infinitesimal entre dois pontos em um espago
dotado de medida. Formalmente, a métrica é represen-
tada por um tensor métrico g,., que em muitos casos
pode ser descrito por uma matriz diagonal.

A equacgédo do elemento de linha, expressa como,

ds® = g datdz”, (1)

fornece a relacdo entre as coordenadas espaciais e tem-
porais. Para coordenadas esféricas, por exemplo, temos

" ={t,r0,¢}, como indice u = {0,1,2,3}, onde p =0
corresponde & componente temporal e os demais valores
representam as componentes espaciais. O tensor métrico
guv € de ordem dois e contém as informagdes necessarias
para descrever as propriedades geométricas do espago-
tempo, como curvatura e distancias.

Todas as formas pelas quais a curvatura se manifesta
dependem de uma estrutura matemaética denominada
de conexdo afim, que nos dé4 um meio de relacionar
vetores nos espagos tangentes de pontos préximos. Existe
uma conexao Unica que podemos construir a partir da
métrica, e ela estd contida em um objeto chamado
simbolo de Christoffel [27], dado por,

— OpGuw ) (2)

onde 0, = 5o ¢ a derivada parcial. O papel fundamental
da conexao e nos permitir definir a derivada covariante
em um espago curvo, generalizando a derivada usual em
espacos planos. No caso de um campo vetorial covariante
e quadridimensional V,, a sua derivada covariante é
definida como,

1
Ffw = 7g<7p

9 (augz/p + 81/9;)#

VsVa = 05Va — TagVa, (3)
ou, reescrevendo em outra notacgao,

Vasg = Va,g — TagVi, (4)
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onde o ponto e virgula denota a derivada covariante
e apenas a virgula indica a derivada parcial. A partir
da comutacdo da derivada covariante de um vetor X7
qualquer [28], onde,

1
ViV XP =V, Y, XP = SR o0 X7, (5)

podemos definir o tensor de Riemann, como sendo,

Ry = 0,10, = 0,10, + 10,15, —T0,T, (6)

po
um tensor de quarta ordem. A curvatura é quanti-
ficada pelo tensor de Riemann, que é derivado das
conexdes [27]. Em um espago curvo, ao realizar o
transporte paralelo de um vetor ao longo de um caminho
fechado, ocorre uma transformagao nesse vetor. O tensor
de Riemann determina o quanto esse vetor varia ao
longo do seu deslocamento [29]. Em um espago plano,
naturalmente, o tensor de Riemann é nulo.

Fazendo dois indices iguais do tensor de Riemann, o
primeiro e o terceiro, podemos reduzi-lo para outro de
ordem dois, nomeado como tensor de Ricci,

Ry = Rauav- (7)

Por fim, temos, com o auxilio da métrica, o escalar de
Ricci,

R=g""R,,. (8)

Todos estes elementos irdo retornar diversas vezes na
construcao da equacgoes de Einstein.

As equagoes de campo de Einstein podem ser deriva-
das a partir de um principio variacional aplicado & agao,
que descreve a interacdo entre a gravidade e a matéria
no universo. A ac¢ado é dada por,

4

IGWGSEH + Sm, 9)

onde S,, a agdo da matéria, Spy é a acdo de Einstein-
Hilbert, G é a constante de gravitacdo universal e ¢ é
a velocidade da luz, que neste artigo serd descrito em
unidades naturais, ou seja, ¢ = 1. Logo,

S = /d%ﬁ(mGJrﬁ) (10)

onde, R é o escalar de Ricci, que descreve a curvatura do
espago-tempo, g é o determinante do tensor métrico Guvs
e L, é a densidade lagrangiana da matéria. A variagdo
dessa acao em relacdo a métrica g, nos leva as equacoes
de campo de Einstein, onde,

1 465
0= ——, 11
V=g dgh ()
1 1 0Sgm 1 465,
= 12
167G /—g dgmv + V=g g’ (12)
1 1 1 465,
= — = G
167G (R’“’ 2R9"”> NeT
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Definindo o tensor energia-momento como sendo,
_Qi 657’”
V=g g’

teremos, por fim, as equagoes de campo de Einstein,

T = (14)

1
R,uu - iRgI“/ = 8rG Tuua (15)

onde, G é constante de gravitacdo universal e 7T, ¢é
o tensor energia-momento. Existem diferentes tipos de
tensores energia-momento [30], como os associados ao
campo escalar e ao campo eletromagnético. No entanto,
um estudo cosmoldgico nao considera caracteristicas
especificas de galdxias ou outros corpos menores, mas
foca no comportamento geral do universo como um
todo. Para isso, todas as componentes sdo agrupadas
em um unico fluido, tornando o tensor energia-momento
do fluido perfeito a escolha ideal para o desenvolvimento
de um modelo cosmolégico, sendo este conhecido como,

T;U/ = (P + p)U,u,Ul/ — PYuv, (16)

onde, p é a pressao, p é a densidade de energia e U, ¢ a
quadri-velocidade do fluido, conhecida como,

dt dxt

onde i = {1, 2,3}, representa as componentes espaciais,
e T o tempo proprio [3]. Assim,

U* = (1,0,0,0), (18)

ou seja, consideramos U* como um vetor do tipo-tempo
normalizado [3I]. Dessa maneira, para assinatura da
métrica (+,—, —, —), temos que,

g UrUY = 1. (19)

A equacao de estado relaciona a pressao e a densidade,
p = wp, onde w pode assumir, entre outros valores,
1,1/3,0,—1, representando, respectivamente, matéria
rigida, radiagdo, poeira e vicuo. A cosmologia atual
indica que passamos da era da radiacao para um estagio
de poeira, porém com uma expansao acelerada, relacio-
nando assim poeira e vacuo.

3. Modelo Cosmolégico Padrao

H& em portugués diversos textos, muitos desta revista,
que abordam de maneira qualitativa a expansao do uni-
verso e o modelo padrao [32H39]. Essa se¢do busca fazer
uma breve introducdo do modelo padrao apresentando
as equagoes fundamentais do modelo e as questoes que
as observagoes atuais levantam.

A premissa do modelo padrdao é um universo ho-
mogéneo e isotrépico. E a métrica que possui essas
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caracteristicas é a de Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker (FLRW),

dr?

2 2 2

+7r2dQ%|,  (20)
onde 7 indica a direcdo radial, d? = d#? + sen?6d¢? é
a parte angular, a(t) é o fator de escala que relaciona
a distdncia prépria (d,) com a distdncia observada hoje
(do), e Kk determina as possiveis geometrias do universo,
para £ = 0 o universo seria plano, para k = —1 seria
aberto, e para Kk = 1 seria fechado. Ao solucionar as
equacoes de Einstein, equacao , com essa métrica e o
tensor energia-momento do fluido perfeito, equagao ,
temos como resultado duas equagdes de movimento,

onde,
a\’ 8rG K
Z = 55— = 21
(&) -5 (21)

a 47 G

- = —— 3p). 22

. 5 (p+3p) (22)
Essas expressoes sao conhecidas como equagoes de Fried-
mann. Além delas, a conservacao de energia é essencial
para desenvolver o modelo, logo temos,

., = 0. (23)

Para o tensor momento energia de um fluido perfeito,
equagao (|16]), temos a seguinte equagdo de conservacao
de energia,

p=-3%(p+n). (24)

Ao adicionar a equagdo de estado, p = wp, e integrar a
equacao acima, teremos,

p=3 poa D, (25)

que no caso de Friedmann é uma somatéria de w
devido ao interesse de estudar ao mesmo tempo todas
as contribuicoes.

Avangando, iremos explorar a questdo da expansdo do
universo. Em 1929, Hubble encontrou uma relacao de
proporcionalidade, v < d,, entre a distdncia do obser-
vador e a velocidade com que uma galdxia observada
se afasta [40]. A razdo entre velocidade e distancia foi
conhecida como constante de Hubble (Hp). Um inte-
ressante trabalho a respeito da lei de Hubble encontra-
se nesta revista [4I]. No entanto, em um universo em
expansao, o fator de escala relaciona a distancia prépria
e a distancia observada ao longo do tempo, d, = a(t)d,.
Assim, a taxa de expansdao do universo, atualmente
representada pelo pardmetro de Hubble, é definida como,

"= g (26)

O proximo passo é definir o pardmetro de densidade.
Esse termo determina a porcentagem de matéria no
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universo e a influéncia que a geometria do universo tem

nessa quantidade. Logo temos,
871G p
€= 27)

onde ) é o parametro de densidade. Expandindo 2, a
partir da expressao , temos,

87G o 3(wt1)
Q = Zwa 5 (28)
w

= Qp +Qr +Q,, (29)

onde 2, é o parametro de densidade da matéria, quando
w = 0, Q. é o parametro de densidade da radiacéo,
quando w = 1/3, e Q4 é o pardmetro de densidade
relacionado a energia escura e ao vacuo, quando w = —1.

Retornando a equagdao (21)), adicionando as equa-
¢oes (26) e (27)), temos a seguinte expressao,

Y

definindo uma expressao da contribuigdo da geometria
do universo, expresso pelo fator k, ao pardmetro de
densidade,

K

Logo, partir das expressoes e (30]), temos,
Qo + Qp + Q2 +Q, =1, (32)

onde, a quantidade de matéria estd condicionada a
geometria do universo, se k = 0, o universo é plano e
Q = 1, equacdo (29)), porém para k # 0, o pardmetro de
densidade da matéria serd 2 < 1 ou 2 > 1, compensando
a influéncia existente da geometria.

As observagoes de supernovas tipo Ia sdo hoje, devido
as suas caracteristicas bem particulares, a principal indi-
cagéo de que o universo estd em expansao acelerada [42].
Acredita-se que a causa dessa aceleragdo seja a energia
escura, que compoe aproximadamente cerca de 68.5% do
conteudo do universo (25 = 0.685). Esse elemento ainda
desconhecido nao interage com ondas eletromagnéticas,
0 que torna suas observagoes ainda mais desafiadoras.

Por outro lado, a matéria contribui com cerca de
31.5% do contetido do universo (€2, = 0.315), descon-
siderando a radiagdo [43]. Deste total, apenas 4.9% é a
matéria barionica conhecida [44], enquanto o restante é
composto por matéria escura, um elemento que interage
apenas gravitacionalmente.

Uma outra forma de observar o tipo de expansao do
universo é por meio do parametro de desaceleragao, que
leva esse nome pois acreditava-se que o universo nao
estava expandindo de maneira acelerada. Este é definido
como,

=——. (33)
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Introduzindo as equacoes , e , na equacao

acima, temos,

g=1- %Qm — 20, — O, (34)
o que indica que se um universo plano fosse domi-
nado por matéria nao relativistica, onde €,, = 1
e Q) = Q. =0, terlamos um universo com expansao
desacelerada, onde ¢ = 0.5. Porém, para um universo
plano com os valores aproximados atuais, 2, = 0.3 e
Qx = 0.7, temos um valor negativo para o parametro
de desaceleracao, com ¢ = —0.55. Ou seja, indica um
universo em expansao acelerada.

4. Equacao de Raychaudhuri

Para analisar métricas anisotrépicas, como a de
Kantowski-Sachs, precisamos adotar uma abordagem
mais geral do que aquela usada em modelos isotropi-
cos, como o de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW). Na métrica de FLRW, a taxa de expansdo
do universo ¢é descrita pelo parametro de Hubble, equa-
cao , onde a(t) é o fator de escala que descreve
a expansao isotrépica do universo. No entanto, em
métricas anisotrépicas, com mais de um fator de escala,
como no modelo Kantowski-Sachs, a andlise se torna
mais complexa.

Para lidar com essa complexidade, recorremos a con-
ceitos da Hidrodinamica Relativistica, em particular a
equacao de Raychaudhuri, que descreve a evolugao da
expansdao em contextos tanto isotropicos quanto aniso-
trépicos. Essa equacao é fundamental para compreender
como a geometria do espago-tempo responde a presenca
de matéria e energia [30) 45} 46].

Os elementos hidrodindmicos sao derivados a partir
da decomposicao da derivada covariante da quadri-
velocidade do fluido. Essa decomposi¢ao nos permite
entender como as diferentes quantidades cinematicas,
como aceleracao, cisalhamento e vorticidade, interagem
em um espago curvo. Assim, temos,

. 1
Uap =UUg + 00 +wap + g@(gaﬂ — UaUg), (35)

onde Ua ¢ o vetor aceleracao, o,3 ¢ o tensor de
cisalhamento, wq ¢ o tensor de tor¢do (ou vorticidade),
e © é a expansdo escalar. O tensor de torcdo, wag, € a
parte antissimétrica da decomposi¢do, enquanto o, €
O correspondem as partes simétricas.

A expansio escalar © é definida como,

0=U°,, (36)

que, numa representacdo matricial, corresponde aos
termos da diagonal. Definindo o raio de curvatura, [,
que pode ser interpretada como uma reduc¢ao para um
unico fator de escala, a exemplo do modelo de FLRW,
para métricas com mais de um fator de escala, podemos
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encontrar a expansao escalar da seguinte maneira,

o_1 (37)

do mesmo jeito podemos reescrever o pardmetro de
Hubble, expressdo (26]), em fungdo do raio de curvatura,
logo,

I
;-
Comparando as tultimas duas expressoes temos a se-
guinte proporcionalidade [45],

H= (38)

© = 3H. (39)

Outro termo importante é o tensor de cisalhamento
0a8, que mede a deformacdo anisotrépica do fluido. Em
uma matriz, o cisalhamento esta associado aos elementos
fora da diagonal, complementando a matriz da expansao
escalar. Ele é definido como,

1
OaB = U(a;ﬁ) - U(aUg) - *@(gaﬁ - U(XUB)a (40)

3
onde os parénteses nos indices indicam simetria, isto
é, Aap = +Aga. O cisalhamento é uma medida de

anisotropia no modelo, e a relacdo entre o escalar
de cisalhamento e o pardmetro de Hubble nos dé a
porcentagem de anisotropia do modelo [47].
O vetor que determina a quadri-aceleracao do fluido é
definido da seguinte maneira,
Up = U, U". (41)
O tensor de torgao, que mede a vorticidade, é definido
como,
wap = Ulasg) = UlaUp), (42)
onde os colchetes indicam antissimetria, isto é, A,g =
—Agq. Os escalares de wag € 0ag 530,

1
ol = Eaagoaﬁ, (43)
2 1 af
w? = iwagw . (44)

Esses parametros cineméticos sao usados para analisar
modelos isotrépicos e anisotrépicos e os seus escalares
sdo reunidos na equagdo de Raychaudhuri [48]. Esta
equagao é fundamental para a andlise de singularida-
des, também podendo ser aplicada, por exemplo, no
estudo de congruéncias geodésicas e de ondas gravita-
cionais [49]. Uma das maneiras de enuncid-la é a partir
da identidade de Riemann [2§],

Ua;ﬂv - Ua;vﬁ = Ravvﬂva (45)

que comprimindo, em busca do tensor de Ricci, ex-
pressao , e multiplicando pela quadrivelocidade, fica
sendo,

U 5o UP — U 03U? = R,5U"UP. (46)
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Desenvolvendo esta expressao, adicionando todos os
elementos hidrodindmicos definidos nesta secao, teremos
no fim a equacao de Raychaudhuri,

. 1 .
o= 7592 + U o —20% +20% — Rop UUP,  (47)

onde o ultimo termo, envolvendo o tensor de Ricci
(Rap), estd relacionado a condigdo de energia forte.
Para valores positivos desse termo, a condigao de energia
forte é satisfeita, o que implica que o universo estd em
um estado de desaceleracao. No entanto, quando essa
condicio é violada, ou seja, quando R,z U°UP < 0,
0 universo experimenta uma expansao acelerada, o que
pode indicar um periodo inflaciondrio nas fases iniciais
do universo [50].

A equacdo de Raychaudhuri, como dito, é uma
ferramenta importante para identificar a presenca de
singularidades. Sob as condigbes assumidas de w = 0 =
Ue ., € introduzindo a expressao , a equacao de
Raychaudhuri assume a forma,

5!

+20% + Ry UCUP = 0. 48
l B

A anélise dessa equagao revela que [ < 0 indica uma con-
cavidade voltada para baixo. Se atualmente o fluido esté
em expansao (0 > 0), a evolugdo pode ser representada
por uma reta tangente a concavidade. Nesse cenario, em
algum momento no passado, essa reta necessariamente
interceptou o eixo, ou seja, [ tornou-se nulo. Isso implica
que Rog U® UP — o0, evidenciando a ocorréncia de uma
singularidade em um ponto do passado [45].

5. Modelo de Kantowski-Sachs

No inicio desta se¢do e na primeira subsec¢ao, replicamos
as solugbes encontradas por Kantowski e Sachs em seu
artigo [12], como base para discutir um estudo moderno
do comportamento anisotrépico nas subsegoes seguintes.

Em 1966, Kantowski e Sachs publicaram o artigo
intitulado Some spatially homogeneous anisotropic rela-
tivistic cosmological models, no qual apresentaram uma
solugdo para uma métrica com dois fatores de escala,
conforme a equacao abaixo,

ds® = dt* — a®(t)dr* — b*(t) (d0* + sen®d dg¢*), (49)

que hoje é conhecida como a métrica de Kantowski-
Sachs. Observa-se que ha um fator de escala, a(t), para
a diregao radial e outro, b(t), para as coordenadas angu-
lares. Se esses termos nao se comportarem de maneira
igual, ocorrera uma anisotropia.

Para o presente caso, foi considerado um fluido de
poeira, ou seja, um fluido sem pressdo (p = 0), o que
resulta no seguinte tensor energia-momento,

Tw=p UU,, (50)
onde p é a densidade de energia e U, é a quadri-

velocidade do fluido.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 47, €20240408, 2025



€20240408-6

Desenvolvendo as componentes da equacao de Eins-
tein, equagdo (|15)), temos

ab b 1
. -2
b b 1
25 + (b) + h 0, (52)
a b ab
p + 3 + P 0. (53)

Podemos verificar que as equagoes e sao
diferentes entre si. No modelo de FLRW isso ndo ocorre,
e essa é mais uma consequéncia da anisotropia. Além
disso, a equacgao é caracterizada apenas pelo fator
de escala b(t), assim, ela serd utilizada para encontrar
uma solucao para esse fator de escala. Usando o método
da substituicdo, apos alguns calculos, temos que

db Co
— =,4/—-1, 54
dt b (54)
onde ¢y ¢ uma constante. Para resolver os autores
propuseram,

b = cocos® A(t), (55)

onde A(t) é um pardmetro temporal adicionado para
facilitar a compreensao do problema. Com isso, apds
introduzir a equacgao em e fazer a integracao
necessaria, temos o tempo cosmoldgico igual a

1
t—t,=co ()\-l-QSiHQ)\) . (56)

O préximo passo é encontrar o outro fator de escala, a(t).
Para isso, assume-se que os fatores de escala a(t) e b(t)
séo variaveis independentes. Assim, os resultados obtidos
de sao inseridos na expressao , e o fator de escala
a agora varia em funcdo de A. Apds simplificagoes, a
equagao diferencial resultante é,

d%a

e 2asec’ X = 0. (57)

Ao resolver essa equacao diferencial, obtemos,
a=c¢e+ (e\+cy)tan . (58)

onde € = 0 ou € = 1 representam as duas possiveis
solugbes para a equacao diferencial.

Como mostrado na Figura , os fatores de escala
apresentam comportamentos opostos, indicando uma
anisotropia. Porém, convergem em um determinado
instante. Esse encontro indica que, em um momento
especifico, o modelo alcanga uma isotropia temporaria.
Além disso, os valores das constantes foram indicados no
trabalho de Kantowski [51], sendoe =1,¢9 =1ec; =0.
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Figura 1: Evoluc3o dos fatores de escala em funcdo de A(t).

5.1. Densidade

Com os fatores de escala determinados, podemos retor-
nar a equagao para calcular a densidade de energia
do modelo. Apés algumas simplificagoes matemaéticas,
obtemos,

esect A

co? [e+ (eX+c1) tan A] (59)

p =
Devido a natureza de €, que pode assumir os valores
€ = 0 ou € = 1, podemos reescrever a expressao como,

_ esect A
P= eI+ (A + 1) tan A

(60)

5.2. Parametros Cinematicos

Nesta subsecao e nas proximas, apresentamos um estudo
cosmolégico nao abordado no artigo original de 1966,
oferecendo uma analise atual de modelos anisotrépicos.
Os parametros cinemaéticos introduzidos anteriormente,
secao , permitem que qualquer modelo cosmolégico,
incluindo o modelo de Kantowski-Sachs, seja analisado
de forma abrangente. Isso é possivel porque esses pa-
rametros, juntamente com a equacgao de Raychaudhuri,
nao dependem das especificidades do modelo padrao de
Friedmann. Assim, podemos explorar diferentes mode-
los, independentemente de sua anisotropia ou outras
caracteristicas.

Para o caso aqui abordado temos que a expansao
escalar, equagao , ¢ dada por,

a b
0=—-+2-. 61
S T2y (61)
Ao inserir as equagoes (55) e (58), juntamente com suas
respectivas derivadas, a expressao para © torna-se,

2 _ 24y _
o= S€¢ A [(e/\+c1)(1 3tan® \) Setan)\]. (62)

N €+ (e +c1)tan A
Ja o escalar do cisalhamento, proveniente da equa-
¢ao , para o modelo de Kantowski-Sachs, sera

260

- (63)
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Figura 2: Evolucio da densidade de energia p, da expansio
escalar © e do cisalhamento o em funcdo de A(¢).

que ao adicionar os fatores de escala, as equagoes (55))
e (58)), e suas respectivas derivadas, teremos,

sec2 X [(eA+c1)(1 + 3tan? \) + 3etan A
o= . (64)
2¢0V/3 €+ (eA+c1) tan A

A Figura é um grafico recriado com base no traba-
lho de Kantowski [51], mostrando resultados consistentes
entre ambos. As curvas descrevem um universo que,
inicialmente, se expande e, apés certo tempo, entra em
contragao. Isso pode ser observado no comportamento
do tracado da expansdao ©: uma forte expansdo no
lado esquerdo, que diminui gradualmente até se rever-
ter, assumindo valores negativos e indicando contracgao.
A densidade p acompanha essa dinamica, crescendo
nas extremidades e apresentando relativa estabilidade
no momento da reversao. Ja o cisalhamento o, é mais
significativo quando o universo estd mais compacto,
refletindo o aumento da anisotropia nesses periodos.

Esse comportamento estd alinhado com um mo-
delo sem expansao acelerada e com a geometria de
um universo fechado, caracteristico da métrica de
Kantowski-Sachs. Durante esse ciclo de expansédo e con-
tracdo, a densidade do universo diminui e aumenta,
respectivamente. Além disso, observa-se um ponto de
transicdo em que o cisalhamento é nulo, indicando
auséncia momentdnea de anisotropia. Outros termos
cineméticos, como a quadri-aceleragdo, equagao (41)), e
a vorticidade, equacao , sao nulos devido a natureza
da métrica de Kantowski-Sachs.

Por fim, para completar a equacdo de Raychaudhuri,
equagao , temos o elemento do tensor de Ricci, ,
multiplicado pela quadrivelocidade,

RosUUP = Ry U°U°, (65)
= Roo, (66)

= - (Z + 22) : (67)

Para o modelo apresentado temos,

esect )
RosUUP = . 68
op 2c0% [1 + (A + ¢1) tan A] (68)
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esta expressao é igual a metade do valor da densidade,
equagao , e isso pode ser verificado quando reescre-
vemos a equagao de Einstein, equacao (15)), como

1
R, =87G (T — ig,“,T). (69)
Ao introduzir o tensor de fluido perfeito, equacao 7
e seu escalar, encontraremos, ao final da resolugado, a
seguinte relagao,

R, UMU" = %(p + 3p). (70)

E importante lembrar que estamos utilizando unidades
naturais, onde 87G = 1. Além disso, considerando que
a pressao é nula, podemos simplificar a expressao e

encontrar a semelhanca vista nas equacoes e (68).
Logo, temos,

R, UMUY = g. (71)
Por fim, temos a equagdo de Raychaudhuri para o

modelo de Kantowski-Sachs,
. 1
0= —562 — 20 — Rop UUP. (72)

Na Figura , observa-se que R, U*U" ¢é positivo,
indicando que a condigdo de energia forte é respeitada,
o que é esperado em um modelo composto apenas de
poeira (p = 0). O aumento desse termo no lado direito
do grafico reflete a influéncia gravitacional durante a fase
de contragao. De forma consistente, os valores negativos
de © e sua concavidade para baixo também indicam
uma contracdo apds um periodo inicial de expansao. Os
termos ©2% e o2 seguem o comportamento apresentado
na Figura , evidenciando uma evolug¢do natural no
contexto do cendrio cosmoldgico analisado.

Singularidades aparecem quando os termos da equa-
¢do tendem ao infinito, e na Figura identificam-
se uma singularidade a esquerda e outra a direita,
representando uma singularidade inicial e um retorno
a uma nova singularidade em um estagio posterior. Esse

2L

Figura 3: Evolucdo das componentes da equacdo de Ray-
chaudhuri.
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ciclo, caracterizado por uma expansao seguida de con-
tragdo, culmina no fenémeno conhecido como “o grande
colapso” (big crunch), algo esperado em teorias cldssicas
para um universo fechado, como o descrito pelo modelo
apresentado.

5.3. Parametros de Densidade

Construindo uma anélise do modelo anisotrépico, pode-
mos ver a influéncia de diversos fatores no pardmetro
de densidade [62H54]. Para isso, vamos reescrever a
equacao em termos dos pardmetros cineméaticos,

1
2
— 0"+ 5 =p. 73
3 =il (73)
Introduzindo a expressao (39) na equagdo acima, temos
agora a seguinte equagao,

Qiot = Uy + Q6 + Q. = 1, (74)
sendo,
_ P
Un = i
B 12€ [e + (eA + ¢1) tan A] (75)
[(eA+ c1)(1 — 3tan® )\)—361?&1’1)\]2,
2
1%
G = 3
_ [(eA+c1)(1 4 3tan® \) + 3etan A 2 (76)
~ l(eA4¢)(1—3tan® \) — 3etan A |
1
Q. = 2
" 3H?
_ —12[e + (€A + ¢1) tan AJ (77)

[(eA+ c1)(1 — 3tan® \) — 3etan )\]27

onde, Qs é 0 parametro de densidade total, Q,, é o
pardametro de densidade da matéria, ), é o pardmetro
de densidade referente ao cisalhamento, e também a
anisotropia, e ) o pardmetro de densidade da curvatura
do espaco.

Na Figura , sdo apresentados os pardmetros de
densidade. Observando a Figura vemos que as

Figura 4: Evolucdo dos parametros de densidade €2,,,, 2, e 2.
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singularidades ocorrem préximas de A = =£1. Esse
comportamento também é evidenciado na Figura ,
onde £, e €1, tendem ao infinito em valores de A
préximos a esses limites. Para A menores que —1 ou
maiores que 1, a predomindncia de (), torna-se evidente,
seguida por um momento em que os outros parametros
se anulam, indicando um periodo inicial de anisotropia.

5.4. Parametro de Desaceleragao

Por fim, o parametro de desaceleragdo mostra o quanto
a expansao do universo desacelera devido a gravidade.
Aqui, a equagdo que expressa o parametro de desacele-
ragao é formado a partir do raio de curvatura,

I = (ab?)3, (78)
logo, temos

1

qE_ﬁv (79)

que ap6s alguns célculos chegamos a seguinte expressao,

[g+4g{;+2(g) +22}

q=2-3 — (80)
o]
Introduzindo as equacoes , , , e ,
temos,
1 3 1
=2-—1|=p—-2=]. 81
=2- (2,0 bz) (s1)

A partir das definigoes de pardmetro de densidade,

equagcoes e (77), podemos, por fim, determinar a
seguinte expressao para o parametro de desaceleragao,

qg=2— ng—QQK. (82)

Como esperado, a Figura mostra um parametro
de desaceleracao positivo. Isso ocorre porque o modelo
inicial de Kantowski-Sachs para poeira (p = 0) nao

Figura 5: Evolucido do pardmetro de desaceleracdo.
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considera a influéncia da energia escura, resultando em
um universo em expansao desacelerada, conforme se
acreditava na época de sua publicacgdo. Os menores
valores de g ocorrem préximo de A = +1 seguido por um
grande aumento préximo a origem, o que indica que na
singularidade a desaceleracdo era baixa, devido ao forte
crescimento, e apds essa expansao inicial a desaceleragao
cresce de tal maneira que proximo a origem temos o
inicio da contracdo do modelo estudado.

6. Consideracoes Finais

A revisao realizada sobre a cosmologia na métrica de
Kantowski-Sachs evidencia a importancia deste modelo
para a compreensao de cenarios onde a anisotropia
e a homogeneidade desempenham papéis cruciais na
evolu¢do do universo. A métrica de Kantowski-Sachs
se destaca por sua capacidade de modelar situacoes
extremas, como o colapso gravitacional e as condigbes
iniciais do universo, oferecendo uma alternativa valiosa
aos modelos isotropicos tradicionais. Ao revisitar os
avangos tedricos e as aplicagoes praticas desse modelo,
fica claro que ele ndo apenas enriquece a compreensao da
dindmica do universo sob condi¢ées ndo convencionais,
mas também abre novas possibilidades para explorar
fenémenos como singularidades e periodos onde a cur-
vatura tinha um papel preponderante na evolucao do
universo.

No entanto, a teoria classica de Kantowski-Sachs,
para o caso da poeira, estudada aqui é caracterizada
por uma contracdo final, porém, observagoes atuais
indicam que o universo estd em expansao acelerada; esse
comportamento também pode ser representado em uma
variante do modelo de Kantowski-Sachs que considera
a expansao acelerada, em vez de uma fase de expansao
seguida por contragao [54]. A revisdo também aponta
para a necessidade de estudos adicionais e a comparacao
com os dados observacionais. A compreensao plena da
métrica de Kantowski-Sachs ainda requer investigacoes
mais detalhadas em contextos onde a relatividade geral
se aproxima de seus limites. Em suma, a métrica de
Kantowski-Sachs representa uma peca importante no
mosaico da cosmologia moderna, e seu estudo continuo
promete oferecer novas perspectivas e avangos significa-
tivos no campo.

Agradecimentos

Os autores gostariam de agradecer aos arbitros anénimos
por seus comentarios positivos e tteis que, com certeza,
melhoraram nosso artigo. O presente trabalho foi rea-
lizado com apoio da Fundagao de Amparo a Pesquisa
e Inovacdo do Espirito Santo (Fapes) — T.O. 365/2022,
da Coordenacéo de Aperfeigoamento de Pessoal de Nivel
Superior (CAPES) e do Conselho Nacional de Desenvol-
vimento Cientifico e Tecnoldgico (CNPq).

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2024-0408

€20240408-9

Referéncias

[1] C.W. Misner, K.S. Thorne e J.A. Wheeler, Gravitation
(W.H.Freeman and Company, San Francisco, 1973).

[2] B. Schutz, A First Course in General Relativity (Cam-
bridge University Press, New York, 2009).

[3] L. Ryder, Introduction to General Relativity (Cambridge
University Press, New York, 2009).

[4] V. Mukhanov, Physical Foundations of Cosmology
(Cambridge University Press, New York, 2005).

[5] T. Padmanabhan, Structure Formation in the Universe
(Cambridge University Press, New York, 1993).

[6] S. Dodelson e F. Schmidt, Modern Cosmology (Academic
Press, San Diego, 2020).

[7] B. Ryden, Introduction to Cosmology (Cambridge Uni-
versity Press, New York, 2017).

[8] P.K. Aluri, P. Cea, P. Chingangbam, M.C. Chu, R.G.
Clowes, D. Hutsemékers, J.P. Kochappan, A.M. Lopez,
L. Liu, N.C.M. Martens et al., Class. Quantum Grav.
40, 094001 (2023).

[9] T. Anton e T. Clifton, Class. Quantum Grav. 40, 145004
(2023).

[10] L.O. Scardini, A classificagio de Bianchi e a construgdo
de Taub das métricas cosmoldgicas anisotrépicas. Dis-
sertacdo de Mestrado, Universidade Federal do Espirito
Santo, Vitéria (2024).

[11] C.B. Collins, J. Math. Phys. 18, 2116 (1977).

[12] R. Kantowski e R.K. Sachs, J. Math. Phys. 7, 443 (1966).

[13] L. Modesto, Class. Quantum Grav. 23, 5587 (2006).

[14] R. Casadio, A. Kamenshchik e J. Ovalle, Phys. Rev. D
110, 044001 (2024).

[15] F. Mercati e D. Sloan, Phys. Rev. D 106, 044015 (2022).

[16] G.G. Luciano, Phys. Dark Univ. 41, 101237 (2023).

[17] K.K. Chokyi, S. Chattopadhyay e A.N. Tawfik, Phys.
Scr. 99, 111501 (2024).

[18] U.Y.D. Prasanthi e Y. Aditya, Phys. Dark Univ. 31,
100782 (2021).

[19] Y. Sobhanbabu e M. Vijaya Santhi, Eur. Phys. J. C 81,
1040 (2021).

[20] N. Dimakis, M. Roumeliotis, A. Paliathanasis e T.
Christodoulakis, Eur. Phys. J. C 83, 794 (2023).

[21] A.D. Millano, K. Dialektopoulos, N. Dimakis, A. Giaco-
mini, H. Shababi, A. Halder e A. Paliathanasis, Phys.
Rev. D 109, 124044 (2024).

[22] A. Dixit, V.K. Bhardwaj, A. Pradhan e S. Krishnannair,
Indian J. Phys. 97, 3695 (2023).

[23] A. Paliathanasis e G. Leon, Eur. Phys. J. Plus 137, 165
(2022).

[24] F.G. Alvarenga, R. Fracalossi, R.C. Freitas e S.V.B.
Gongalves, Braz. J. Phys. 48, 370 (2018).

[25] G.A. Mena Marugén e A. Minguez-Sanchez, Phys. Rev.
D 109, 106009 (2024).

[26] S. Ghosh, A. Acharya, S. Gangopadhyay e P.K. Pani-
grahi, Phys. Rev. D 109, 043524 (2024).

[27] S.M. Carroll, Spacetime and Geometry: An Introduction
to General Relativity (Addison-Wesley, San Francisco,
2004).

[28] R. d’Inverno e J. Vickers, Introducing Einstein’s Relati-
vity: A Deeper Understanding, (Oxford University Press,
New York, 2022).

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 47, €20240408, 2025



€20240408-10

[29] R. Bufalo e J.T.S.S. Junior, Rev. Bras. Ensino Fis. 46,
20240057 (2024).

[30] A. Krasinski, Inhomogeneous Cosmological Models
(Cambridge University Press, New York, 2006).

[31] M. Novello, Cosmologia (Editora Livraria da Fisica, Sao
Paulo, 2010).

[32] P.D.C. Reis, E.G. Seifert, E.C. Gabrick, R.C.S. Jantsch,
K.C. Iarosz, A.M. Batista e J. Trobia, Rev. Bras. Ensino
Fis. 44, 20220196 (2022).

[33] V.S. Aderaldo e V.P. Gongalves, Rev. Bras. Ensino Fis.
42, 20200050 (2020).

[34] J.A.S. Lima e R.C. Santos, Rev. Bras. Ensino Fis. 40,
e1313 (2018).

[35] 1. Waga, Cad. Astro. 3, 6 (2022).

[36] J.F.D. Diniz e P.C. Holanda, Rev. Bras. Ensino Fis. 36,
4312 (2014).

[37] 1. Waga, Rev. Bras. Ensino Fis. 27, 157 (2005).

[38] A. Viglioni e D. Soares, Rev. Bras. Ensino Fis. 33, 4702
(2011).

[39] G.P. Silva Neto, Rev. Bras. Ensino Fis. 40, 2318 (2018).

[40] E. Hubble, Proc. Natl. Acad. Sci. 15, 168 (1929).

[41] V.R. Pecanha da Rocha and A.C. Tort, Rev. Bras.
Ensino Fis. 41, €20180281 (2019).

[42] R.R.R. Reis e B.B. Siffert, Cad. Astro. 3, 21 (2022).

[43] S. Weinberg, Cosmology (Oxford University Press, New
York, 2008).

[44] G. Carvalho Dorsch, Cad. Astro. 2, 34 (2021).

[45] J. Plebanski e A. Krasinski, An Introduction to General
Relativity and Cosmology (Cambridge University Press,
New York, 2006).

[46] L. Rezzolla e O. Zanotti, Relativistic Hydrodynamics
(Oxford University Press, New York, 2013).

[47] K.S. Thorne, ApJ 148, 51 (1967).

[48] A. Raychaudhuri, Phys. Rev. 98, 1123 (1955).

[49] F.L. Carneiro e S.C. Ulhoa, Rev. Bras. Ensino Fis. 43,
20210122 (2021).

[50] A. Liddle, An introduction to modern cosmology (John
Wiley & Sons, Chichester, 2003).

[51] R. Kantowski, Gen. Relativ. Gravit. 30, 1665 (1998).

[62] G.F.R. Ellis, C. Uggla e J. Wainwright, in Dynamical
Systems in Cosmology, editado por J. Wainwright e
G.F.R. Ellis (Cambridge University Press, New York,
1997).

[63] C.R. Fadragas, G. Leon e E.N. Saridakis, Class. Quan-
tum Grav. 31, 075018 (2014).

[54] B.B. Silva, W. Spalenza e S.V.B. Gongalves, Phys. Scr.
99, 055306 (2024).

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 47, €20240408, 2025

Estudo Cosmolégico da Métrica de Kantowski-Sachs

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2024-0408



	Introdução
	Relatividade Geral
	Modelo Cosmológico Padrão
	Equação de Raychaudhuri
	Modelo de Kantowski-Sachs
	Densidade
	Parâmetros Cinemáticos
	Parâmetros de Densidade
	Parâmetro de Desaceleração

	Considerações Finais

