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Resumo

Inicialmente, neste trabalho, introduz-se a equacdo de onda relativistica para particulas
massivas de spin 1/2 de Dirac. Em seguida, as equacbes de Weyl sdo obtidas a partir da
equacdo de Dirac. Foram discutidos alguns dos principais conceitos basicos e propriedades
dos férmions sem massa de duas componentes, conhecidos como férmions de Weyl. Com
base nisso, as equacdes de Weyl e a fisica que delas emerge foram exploradas em duas areas
distintas: a teoria das interacdes fracas e a fisica da matéria condensada. Os férmions de Weyl,
nessa Ultima, tém chamado muita atencéo recentemente, gerando uma literatura nova, extensa
e crescente. No final, os conceitos centrais que levaram a previsdo teorica e a recente
descoberta experimental de um semimetal de Weyl sdo brevemente apresentados. Além disso,
sempre que possivel e conveniente, houve alguma contextualizagdo historica sobre o que esta
sendo discutido, pois a equacdo de Dirac e a busca por férmions de Weyl tém uma longa e

interessante historia na fisica.

Palavras-chave: Equacéo de Dirac. Equacdes de Weyl. Semimetais de Weyl.



Abstract

Initially, in this work, Dirac’s relativistic wave equation for spin 1/2 massive particles
is introduced. Then, the Weyl equations are obtained from the Dirac equation. Some of the
basic main concepts and properties of the two-component massless fermions, known as Weyl
fermions, are discussed. Based on that, the Weyl equations and the physics that emerges from
it are explored in two different areas: the theory of weak interactions and condensed matter
physics. Weyl fermions in the latter have drawn a lot of attention recently, creating new,
extensive and an increasing literature. Towards the end, the central concepts that led to the
theoretical prediction and recent experimental discovery of a Weyl semimetal are briefly
presented. Also, whenever possible and convenient, there is some historical contextualization
about what is being discussed, because the Dirac equation and the search for Weyl fermions

have a long and interesting history in physics.

Keywords: Dirac equation Weyl equations. Weyl Semimetals.
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1. Introducao

Insatisfeito com os problemas que a equacdo de Klein-Gordon para particulas sem spin
apresentava, principalmente devido as derivadas de segunda ordem, Paul A. M. Dirac
publicou, em 1928, uma equacdo de onda relativistica com derivadas de primeira ordem para
particulas massivas de spin 1/2. Nela, o spin aparece como consequéncia da unido entre a
relatividade e a mecénica quéantica, e 0 ¥ é um biespinor — ou espinor de Dirac — de quatro
componentes. Adotando a representagdo quiral da Algebra de Dirac e tomando m = 0, é
possivel escrever a equacdo de Dirac como um par de equagdes para os espinores de Weyl, de
duas componentes, como mostrou Hermann Weyl [1]. Esse par de equacGes, que leva 0 nome
de Weyl em sua homenagem, € o objeto de estudo deste trabalho. J& que elas sdo um caso
particular, convém comecar a discussdo com o caso geral da equacdo de Dirac, o que sera
feito no Capitulo 2. No Capitulo 3 tratou-se sobre como cada 1y das equacdes de Weyl
pertencem a diferentes representacGes redutiveis do grupo de Lorentz. Em seguida, no
Capitulo 4, sdo abordadas a helicidade e a quiralidade, propriedades importantes e que se
confundem para férmions ndo massivos. Ao final do Capitulo 5 é mencionado sobre a nédo
conservacao da corrente quiral no contexto da teoria quantica de campos, conhecida como
anomalia quiral. As solucGes das equacdes de Weyl sdo obtidas no Capitulo 6.

Desde 1929, quando as equacdes de Weyl foram propostas, ndo se encontrou nenhum
férmion descrito por elas no contexto da fisica de altas energias. Entretanto, a violacdo da
paridade, tanto pelas equacfes de Weyl quanto pela interacdo fraca, fizeram do neutrino um
forte candidato a férmion de Weyl na década de 1950. A posteriori, observou-se
experimentalmente que 0s neutrinos possuem massa. Mas o formalismo dos espinores de
Weyl ainda é util na teoria da interagéo fraca. Tudo isso sera o assunto do Capitulo 7.

No Capitulo 8, explora-se a fisica basica das equacbes de Weyl na matéria
condensada. Em 2015, os anadlogos dos férmions de Weyl foram descobertos
experimentalmente como quasiparticulas, em um material topolégico conhecido como
semimetal de Weyl, apesar de ja terem sido conceitual e extensivamente usados antes na
construcdo de algumas teorias e modelos, como no caso do grafeno. Com excecdo da

invariancia de Lorentz, muito da fisica dos férmions de Weyl em altas energias pode ser
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encontrada nesse contexto de baixas energias. Um notavel exemplo disso é a anomalia quiral
da teoria quantica de campos, que pode ser observada nos sistemas da matéria condensada em
que os féermions de Weyl estdo presentes.

Em suma, tendo como bases a relatividade restrita e a mecanica quantica em nivel de
graduacéo, o trabalho apresenta e discute de maneira simples a equacgéo de Dirac, com foco no
caso particular das equagdes de Weyl, e um pouco de suas historias nas mencionadas areas da
fisica. Por fim, almeja-se que até o Capitulo 8.4 tenham sido apresentados os conceitos e
resultados necessarios que permitam entender como se chegou a descoberta dos férmions de
Weyl em um semimetal de Weyl, mas longe de ser uma revisdo extensiva, completa e muito

aprofundada sobre o tépico.



2. Equacoes de onda relativisticas

A famosa equacdo encontrada por Erwin Schrddinger, publicada em 1926, estava de
acordo com os dados experimentais da época. Ela forneceu os autovalores corretos para 0s
niveis de energia do elétron em um atomo de hidrogénio. A equacdo, entretanto, ndo €
relativistica e também ndo leva em conta o spin do elétron, embora a relatividade e as
interacdes de spin possam ser tratadas na equacao através das chamadas correcdes de estrutura
fina e hiperfina.

Foi Wolfgang Pauli que, em 1927, incorporou a equacdo de Schrddinger a interacao
do spin do elétron com um campo eletromagnético, fazendo o uso das matrizes que levam seu
nome. A funcdo de onda entdo assumia a forma de espinor para descrever o spin do elétron.

Logo ap0s a publicacdo da equacdo de Schrddinger, foi publicada a equacéo de Klein-
Gordon, a primeira equacgdo de onda relativistica. Ela pode ser encontrada de maneira simples
a partir da relagéo energia-momento

E? =m?2c? + p%c*, (2.1)

ao se trocar a energia e 0 momento pelos seus respectivos operadores

d
E-ih—,
at (2.2)
p - —IihV,
e introduzindo uma funcéo de onda, o que resulta em
Lo V2+m2c2 =0 2.3
CZ atz hz ¢ - ] ( . )

ou seja, equacdo de Klein-Gordon, publicada em 1926. Reescrevendo-a em termos do

operador d’Alembertiano

1 02
0= C_Zﬁ - V2 (24)
a equacdo fica
m?c?
<|:|+ 3 >¢=0. (2.5)

Schrodinger, aparentemente, descobriu-a antes de Oscar Klein e Walter Gordon [2],
mas ao aplicar a equacdo generalizada com potenciais eletromagnéticos para o atomo de

hidrogénio, os resultados obtidos ndo estavam de acordo com os dados experimentais, e entdo
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ele resolveu ndo publica-la. Além disso, a equacdo foi muito desfavorecida na época por uma
série de motivos [3]: admite solucBes de energia negativa; por ser de segunda ordem no
tempo, a densidade de probabilidade pode ndo ser positiva; ndo obedece a causalidade,
novamente por ser de segunda ordem no tempo. Ademais, a equacdo também descreve
particulas de spin zero e, na época, ainda nao havia sido descoberta nenhuma particula sem
spin. Hoje em dia, a equacdo se encontra em uma posicdo melhor do que quando foi
publicada. O problema da causalidade foi resolvido com o desenvolvimento da teoria quantica
de campos [4], e os estados de energia negativa, que persistiram na equacdo de Dirac, foram

posteriormente interpretados como antiparticulas.

2.1. Equacéo de Dirac

O passo crucial na direcdo de uma equacéo de onda relativistica para particulas de spin
1/2 foi dado por Paul A. M. Dirac, em 1928. Para contornar os problemas da equacdo de
Klein-Gordon, Dirac procurou por uma equacdo diferencial que fosse de primeira ordem no
tempo e no espaco. Uma maneira de se obter tal equacdo é “tomando a raiz quadrada” do
operador d’Alembertiano. Para fazer isso devem ser empregadas as Algebras de Clifford.

Por volta de 1840, William Rowan Hamilton, enquanto caminhava com sua esposa,
pensava em uma maneira de estender o plano complexo para mais dimensdes. Quando o casal
chegou a ponte de Brougham, em Dublin, Irlanda, Hamilton de repente se deu conta da
resposta. Entdo ele rapidamente pegou o canivete em seu bolso e entalhou na ponte a
expressdo i2 = j? = k? = ijk = —1 [5]. Essas quantidades ndo comutativas passaram a se
chamar quatérnios e, mais adiante, Hamilton percebeu também que esses quatérnios poderiam

ser usados para tirar a raiz quadrada do laplaciano tridimensional, pois
2 2 2

2
(rizva) =-@) @) (@) = o
Em seu trabalho de 1877, William Kingdon Clifford generalizou o resultado para mais
dimensoes [6]. Como o operador d’Alembertiano tem a forma de um Laplaciano, podemos
escrevé-lo como um quadrado de um operador de primeira ordem usando uma algebra de

Clifford ‘Lorentziana’, também chamada de algebra de Dirac:

1 92 (016 G G a>2

2 _ - 17 2 3 2.7
cat+y 6x+y 6y+y 0z @.7)

O =
c? 0t?

no qual y°, y*, y? e y3 séo os elementos da Algebra de Dirac. Nota-se, de imediato, que é
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impossivel que os elementos sejam nimeros reais. Expandindo o quadrado, obtém-se

el 0 .10 J192 1 8
O=vY Zam Y Cam TV Y Cay VY caes
62 N 62 N Lo 62 N L 62
Y Y G TV iy TV Y 5xas
92 92 92 02 (25)
Y Y e Y e TV Y 55;
92 92 92 FE
3,,3 3.,2
Y aE Y Y G Y ey
que deve ser igual a
192 9% 92 92
(2.9)

T CZat? ox? S 9y?  9z2°
como em (2.6). Portanto, a partir desta condicdo de igualdade, encontram-se as seguintes
relacdes:

yryY +yVyR =0, (2.10)
parau # v, e
roy®=1, vyt =yt =y’ =-1, (21D
em que 1 é uma unidade do tipo apropriado. Por conveniéncia, agrupam-se 0s elementos que

acompanham as coordenadas espaciais em (2.7) em uma notacdo vetorial y = (y1, v2, y3):
10 2
o= <y02—+y-V) . (2.12)

Agora € possivel fatorar o termo entre parénteses na equacao de Klein-Gordon em um

operador de primeira ordem no espaco e no tempo

+m252 (016+ V4 mc>(016+ v ,mc> (2.13)
m| = —— — —— —i—). .
h? Veaty Vi) Wcgty Vi
E entdo a equacéo de Dirac para uma particula de massa de repouso m positiva é:
10 mc
by V+i—lu=0. 2.14
(P om v V+iT )y (2.14)

Dirac, em seu trabalho The quantum theory of the electron [7], redescobriu as algebras de
Clifford, sem qualquer conhecimento previo do trabalho de Clifford.
Definindo

010
y#0, = (y°0o, 7101, ¥%0,,7%83) = ( 50 ) (2.15)
e multiplicando (2.14) por i, a equagédo de Dirac assume uma forma mais simpatica:

(iny*9, —mc)p =0. (2.16)
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Para potenciais eletromagnéticos, a equacdo de Dirac é
(iny# (3, —=4,) = me)w = 0, 2.17)
Cc
com A, = (¢/c, A). Ou tambeém, (2.17) costuma ser escrita com D, = 9, — (e/c)A,.

O procedimento originalmente adotado no trabalho de Dirac foi um pouco diferente.

Ele assumiu que a equacao possuia a forma familiar da equacgéo de Schrodinger

0
ihaz/) = Hy, (2.18)
mas com um hamiltoniano linear em seus termos, isto é
Hp = ca-p + fmc?, (2.19)
emque a - p = a;p; + azp, + azps, de modo que seu quadrado recupere a relagdo energia-
momento:
(ca-p + Bmc?)? = (cp)? + (mc?)?. (2.20)
Tendo essa condicdo em vista, abrindo o quadrado de (2.20) e fazendo as contas, assim como
em (1.8), verifica-se que as quantidades o e 5 devem obedecer as Algebras de Clifford.
Em termos dos gamas, reorganizando os elementos da equacdo (2.14), o
hamiltoniano de Dirac pode ser escrito como
Hp =cy’y-p +y°mc?. (2.21)
Entretanto, ainda resta saber sobre a natureza dos gamas, pois é deles que emerge o
spin do elétron. De fato, o spin é apenas uma consequéncia do procedimento adotado por
Dirac em seu trabalho. As quatro matrizes 2 X 2 da teoria de Pauli, oy, 05, g5 € 1,4,, embora
obedecam a relagdes semelhantes, ndo sdo suficientes em numero para satisfazer as relacGes
(2.10) e (2.11) que os cinco elementos y°, y1, y2, y3 e 1 obedecem. Se esses gamas forem
matrizes, devem ser hermitianos para que o hamiltoniano de Dirac também seja. Logo, devem
ser matrizes quadradas n X n com n > 2. As matrizes também devem ser de dimenséo par.

Isso pode ser observado das relagdes (2.10) de anticomutagéo, reescrevendo-as como

YHyY = —v"v#, (2.22)
ou tambem
1ykyY = —1y¥y#, (2.23)
e tomando o determinante de ambos os lados,
1L [yl vyl = 1= Y] Iv*], (2.24)
obtém-se

E Y= D™ I vl (2.25)
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que so é possivel para n par, ja que determinantes resultam em numeros reais. Portanto, as
matrizes gama, conhecidas também como matrizes de Dirac, devem ser pelo menos 4 X 4.

Logo, as relagdes (2.10) e (2.11) podem ser escritas concisamente no anticomutador

Py =vityY +yivt = 29" 14, (2.26)
em que g*¥ é o respectivo elemento do tensor métrico.
1 0 0 O

0-1 0 0
9 00 -1 0
00 0 -1

Assim, a fungédo de onda que satisfaz a equacao de Dirac tem a forma de biespinor, ou

(2.27)

espinor de Dirac, com quatro componentes. Daqui em diante, as matrizes identidade, como
1,5, € 1,444, por exemplo, passam a ser escritas sem o0s indices de sua dimensao, mas sempre

sera possivel distingui-las pelo contexto em que aparecem.

2.2. Equacéo de Weyl
Todas as representagdes 4 x 4 que satisfazem a equacgdo (2.26) sdo unitariamente
equivalentes. Entdo € feita a seguinte escolha para as matrizes gama, na forma de matrizes em

blocos 2 x 2:

r=(] o) v=" 9. (2.28)

em que o = (a4, 02, 03) Sd0 as matrizes de Pauli. Essa representacdo é conhecida como
representacdo quiral ou de Weyl. Em seu trabalho, Dirac introduziu uma representacao
diferente, a representaco de Dirac, a qual difere da quiral apenas por y° = diag(1, —1).

Gracas a forma de bloco da representacdo quiral, é possivel escrever

b = (i;) , (2.29)

em que Y, e Py sdo chamados de “espinores canhoto” (left-handed) e “destro” (right-handed)
de Weyl, respectivamente, e possuem duas componentes. Abrindo a equagdo de Dirac em

termos desses espinores,

e ua _ —mc ih(0p +o- V)) <¢L> _
(ihy*d, — me)yp (ih(ao Tew e ) =0 @3
resulta em duas equacOes para i, e Py, acopladas pelo termo de massa:
ih(0g+ 0 -V)Yr =mcy, ;
0 ¢R lpL (2’31)

ih(0y —o - V)Y, =mcyy.
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No limite em que a massa m = 0, as duas equacdes se desacoplam:

As equac0es (2.32) acima sdo as equagdes de Weyl, em homenagem a Hermann Weyl que,

(2.32)

em 1929, investigou as consequéncias de massa zero na equacédo de Dirac. Definindo

o*=(1,0), at=(1,-o0), (2.33)
as equacdes de Weyl podem ser abreviadas como
iho#9,Yr =0 ;
(2.34)
ih&“aﬂlpL == O .

Ou também podem ser escritas na forma de (2.18) com os hamiltonianos
HL,R = i‘CO‘ . p . (235)



3. Grupo de Lorentz

O procedimento adotado no Capitulo 2 para se obter as Equacdes de Dirac e Weyl, a
partir da equacdo de Klein-Gordon, ndo evidencia muito sobre a natureza dos espinores de

Weyl e como eles estdo intimamente relacionados com o grupo de Lorentz [5][8].

3.1. Transformacoes
Para comecar, convém analisar o grupo de rotacdes em trés dimensdes. Uma rotacao
de um angulo 6 em torno de um eixo n transforma as coordenadas X em X' de acordo com

X' = R,(6)X, em que

X x'
X = <y> , X = (y') , (3.1)
z 7'

en = x,vy,z.As matrizes de rotacdo sdo:

1 0 0 cosf 0 -—sinf
Rx(9)=<0 cos @ sin9>; R,(®)= 0 1 0 ;

0 —sinf cos@ | sinf 0 cos@ 3.2)
cosf sind 0)

RZ(9)=<—sin0 cosf 0
0 0 1

Expandindo as matrizes para uma rotacdo infinitesimal até a primeira ordem em torno de
0 =0,

R,(d6) = R,(0) + iR

a8 |, do + -, (3.3)
em que R,,(0) = 1, e definindo os geradores
0
Jn = —l@Rn oo’ (3.4)
séo obtidas as matrizes
0O 0 O 0 0 -1
Jx(0) = —i(o 0 1); J,(0) = —i(O 0 0 ) ;
0 -1 0 1 0 O (3.5)

0 1 0
J,(8) = —i (—1 0 0> .
0 0 O
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De (3.5) verificam-se as seguintes relacfes de comutacao:
Ui Ji1 =1 —Ji)i = t€ijdk (3.6)
onde ¢;;; € o tensor de Levi-Civita. Para N sucessivas rotagGes infinitesimais 6 = Nd6, a

partir de (3.3), pode-se escrever
N

0
1gw)=ym(1+uﬂﬂ — exp(iJ,0) . (3.7)
De modo geral, para um eixo combinado qualquer, a expressdo acima é reescrita como:
R(0) = exp(iJ - n0) = exp(iJ - 0) . (3.8)

Da relagdo de comutacdo (3.6), nota-se que J, Jy, J, formam um grupo de simetria
completo e fechado, conhecido como grupo de rotacédo especial ortogonal tridimensional, ou
SO(3). Ele é isomorfo ao grupo das matrizes de Pauli, o grupo especial unitario
bidimensional, ou SU(2), em que um espinor arbitrario y de duas componentes se transforma

da seguinte maneira:

X' =Ux, (3.9)
com o operador unitario
1
U =exp (E io - 9) , (3.10)
e as conhecidas relacdes de comutacdo das matrizes de Pauli:
[O'i, O}] = 2igijk0k . (311)
O isomorfismo é evidenciado pela semelhanga entre (3.8) e (3.10), com a correspondéncia
1
Joso. (3.12)

O grupo de rotacGes pode incluir as transformac@es de Lorentz, no grupo denominado
S0O(3;1), ou grupo de Lorentz. Na relatividade especial, uma mudanca de um referencial para
outro, ou um “boost” na direcdo positiva da coordenada x, € dado por

ct' =y(ct — Bx),
x" =y(x — Bct),
y' =y,

z' =z,

(3.13)

emque S =v/cey = (1—B?) "¢ o fator de Lorentz. Esse boost pode ser escrito na forma

matricial como

(3.14)

S = OO
_ o O O
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Da identidade y?(1 — $2) = 1, podem ser realizadas as substituicdes cosh ¢ =y e sinh ¢ =
By em termos da rapidez ¢. Na notacdo de Einstein, a transformagdo (3.13) passa a ser
escrita assim:
x' = A%, (Pr)x” (3.15)
e na forma infinitesimal como
AL (Ad,) = 1+ ANH,

0 —A¢p, 00
_ 14| B¢ 0 00 (3.16)
0 0 00/’
0 0 00
que pode ser generalizado para um boost em qualquer direcdo da seguinte maneira:
AO —Apy —APy —Ad,
A, (Ap) =1+ P 0 0 0 (3.17)

-A¢py, 0 0 0 ’
—Ap, O 0 0

Analogamente ao procedimento realizado para as matrizes de rotacao tridimensionais,

definem-se os geradores

0 -1 00
d -1 0 00
KX(d)) - _ﬂAx ¢=O - = 0 O O O B
0 0 0O
(3.18)
0 0-10 0 00 -1
_ [0 o0 0 o}. _ [ o 00 o0
0 0 0 O -1 00 O
Entdo para ¢ finito, um quadrivetor sob um boost transforma-se de acordo com
x'=exp(K-d)x (3.19)
Entretanto, se as matrizes dos geradores J em (3.5) forem convertidas em matrizes 4 X 4, isto
é
00 0 O 000 O
_ o0 0 o0 _ o000 -1}).
00 -10 010 O
(3.20)
0 0 0O
_ o 0 10
0 0 0O

observa-se gque elas aparecem como resultado dos comutadores de K, que satisfazem

[Ki, K| = ieijudy - (3.21)
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De (3.21) conclui-se que K, K,, K, ndo formam um grupo fechado. E os comutadores entre
J e K fornecem
/i K| = iijuKy - (3.22)
Mas definindo
Jnt = 5Un + Kn) Jne = 50Un = Kn) (3.23)
entdo as seguintes relacdes de comutacdo sdo satisfeitas:
[ Ji:Ji+] = i€ijdis »
[Ji=.Jj-] = ieijidi- (3.24)
[Jiv.Jj-] = 0.
Portanto, J,,, e J,,_ constituem grupos diferentes e distintos entre si, consequentemente
resultando em dois tipos de espinores nos espagos SU(2) associados. A correspondéncia com

rotacbes (@) continua sendo aquela em (3.12), enquanto que para 0s boosts (¢) as

correspondéncias séo
1

Né&o coincidentemente, serdo chamados vy, e Yy 0s espinores das diferentes representacfes do

grupo de Lorentz, e se transformam de acordo com

1

1
Y, = eXp<§iG'9—§0‘¢>¢L ;
(3.26)

1 1
;?=eXp(§lO'-9+EO"(I)>l/1R.
E para os espinores de Dirac, que podem ser escritos como dois espinores de Weyl, a

transformacéo se torna

(%) exp (30030 ) 0 )(%)3 (3.27)

0 exp(%i6-0+%6-¢ Yk

com as componentes canhota e destra ndo se misturando.

3.2. Equacéo de Dirac na representacao de Weyl
A partir de (3.27), se apenas um boost, sem rotacdes, for realizado nos espinores de

Weyl, é possivel se chegar a equacdo de Dirac na representacdo quiral [5]. Um boost nos
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estados com momento zero para um estado com momento p = (py, 2, p3) fornece

Ye(p) = exp (+36 - ) P2 (0) = (cosh3¢p + o - fisinh ) 1 (0) ,

(3.28)
.(p) = exp(—20 - ) 1, (0) = (cosh 3¢ — o - Asinh 1g) v, (0) .
ou, lembrando que
1 v+1
cosh E¢ = |5
(3.29)
1, _ [|y-1
sinh E¢ = |5
esse boost entédo fica escrito como
Yr(p) = ( jasp s /V;)%m),
(3.30)

Pu(p) = (J@—a-ﬁ\[@moy

Usando as relagdes E = ymc? e E? = m?c* + ¢?p? e arrumando os termos das expressoes

(3.30), da para se chegar em

1 ) .
Yr(p) = cJ2m(E £ med) (E +mc* +co - p)Yr(0), s
1 2 _ ’
BuB) = e (F e — o DO,

Como Y (0) =, (0), ao se dividir as equacbes acima uma pela outra, esses estados de
momento zero desaparecem e sdo obtidas

E +mc?+co

E +mc? —co

Yr(p) = Y. (p),

(3.32)

=2 = I ]

E +mc?—co
E +mc?+ co

.pI/JR(P) )

que, apos uma certa algebra, podem ser simplificadas para

E+co-
slLLAS SCSY

YL(p) =

Yr(p) = 5
) me (3.33)
— CO

E ‘p
Y(p) = Tdﬁ?(p) )

ou, também, na forma de matriz em bloco 2 X 2 as equagdes (3.33) se tornam
—mc? E .
( mc + C(f2 p) (l/)L) =0, (3.34)
E—co-p —mc Yr

Trocando a energia e 0 momento por seus respectivos operadores diferenciais, finalmente
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chega-se a

(inn v ot o) (i;) =0, (3.35)

que é a mesma equagao que (2.30), isto é, a equacdo de Dirac ja na representacdo quiral.
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4. Helicidade e quiralidade

A esta altura, convem discutir os motivos por tras dos indices dos espinores ¥, e Yp.
H& ambiguidade quando se diz que um férmion massivo é destro ou canhoto, pois tanto pode
estar se referindo a sua helicidade quanto a sua quiralidade. Quando a massa é zero, essa
ambiguidade convenientemente desaparece [9].

O operador helicidade é definido da seguinte forma para um férmion que obedece a

equacao de Dirac:

p-S
h=—, 4.1
1 &
em que S sdo as matrizes de spin
hig 0
=— 4.2
=300 o) (42)

De (4.1) fica claro que helicidade € a projecéo do spin na direcdo do momento. Esse operador
comuta com o hamiltoniano de Dirac e seus autovalores sdo conservados no tempo. Para um
férmion de Weyl, a helicidade passa a ser
ho-p
= 2Tl
Uma particula com A4 = +h/2 é de helicidade destra, enquanto que uma com A4 = —h/2 é de

(4.3)

helicidade canhota.

Sob rotagdes, a helicidade de uma particula livre em movimento € invariante, pois
permanece a mesma em qualquer referencial. Para boosts, no entanto, ela ndo é invariante, ja
que um férmion massivo em um referencial pode ter seu momento invertido em outro
referencial, ou seja, a helicidade depende do observador. Mas quando a massa é zero, ndo é
possivel ir de um referencial a outro em que sua helicidade se inverta, ja que essa particula
sempre estard viajando na velocidade da luz. Entdo, para uma particula sem massa, sua
helicidade é um invariante de Lorentz, ao contrério do caso massivo. Portanto, as solugdes ;.
e Yy para a equacao de Weyl, obtidas no Capitulo 6, sdo autoestados do operador helicidade.

Quanto a quiralidade, é preciso definir uma matriz gama adicional como

Y =iy%yty?y3, (4.4)
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que obedece as relacdes
york = —yHy®, yr® =1, (4.5)
independentemente da representacdo em que as matrizes gama se encontram. Na

representacédo quiral

Y5 = (_01 (1’) . (4.6)
Um espinor de Dirac que possui somente a componente canhota (destra), com as
outras componentes iguais a zero, é um autoestado de > com autovalor —1 (+1), que lhe diz
respeito quanto a sua quiralidade. Para obter um espinor de Dirac que s6 possui a componente

canhota, ou a destra, sdo utilizadas as matrizes

L=2(1-v%, R=3(1+7%), (4.7)

gue atuam como operadores de projecdo nos espinores de Dirac da seguinte maneira

Yy, Yy, Y 0
w=1(3")=(%). ro=R(5")=(). 48
Y=y 7o V=R ) s *9)
E também
73 73 ( 0 )

— L =0, 49
1(5)=(%)- " +9)

e equac0es similares as equacdes (4.9) para R. Qualquer i que satisfaz a equacéo de Dirac
pode ser separado em sua parte de quiralidade destra ou canhota via (4.8). Inclusive, qualquer
Y’ transformado de acordo com (3.27) e operado com as projecbes em (4.8) resulta em
espinores com apenas as componentes i, Ou ; que por sua vez continuardo sendo
autoestados de y°> com os respectivos autovalores de +1 e —1. Isso significa que a quiralidade
é um invariante de Lorentz. Mas ela ndo se conserva, pois o comutador entre y> e 0
hamiltoniano de Dirac (2.19) resulta em

[y°, Hp] = 2mc? (0 _1) .

1 0
Mas quando a massa é zero, a quiralidade é conservada, como se observa em (4.10) acima.

(4.10)

De certa forma, tratando-se de férmions massivos, helicidade e quiralidade sédo
opostas, no sentido que enquanto a helicidade ndo é um invariante de Lorentz, ela se conserva
para uma particula livre, e no caso da quiralidade o contrario é verdadeiro: € um invariante de
Lorentz, mas ndo se conserva. Porém, na auséncia de massa, pode se falar de fermions destros
ou canhotos sem a preocupacao em se referir a quiralidade ou a helicidade, uma vez que nesse

caso elas praticamente coincidem.



17

5. Equacao da continuidade

A partir da equacédo da continuidade serdo identificadas a densidade de probabilidade e
a corrente de probabilidade. Além delas, adiante também sera determinada a corrente quiral,
que teve repercussbes importantes nas teorias quanticas de campo, assim como no
desenvolvimento das teorias que culminaram nas atuais descri¢cdes dos materiais de Weyl.

A forma candnica da equacdo da continuidade é

d
atp+V j=0. (5.1)

A fim de se encontrar a equacdo da continuidade para a probabilidade, primeiramente sera
feita a transposta conjugada da equacdo de Dirac. Lembrando que iy tem quatro componentes
em coluna, entdo seu transposto conjugado T terd suas componentes dispostas em linha e

sera preciso passa-la a esquerda das matrizes gama, que por sua vez tornar-se-ao

yor=y°, y=—y', v =—y2, yr=-y3. (5.2)
Portanto
't t T t
a¢ Jo oy
= = 5.3
[y ; [y 3ok = T age? s k=123 (5.3)
Entdo, a transposta conjugada da equacéo de Dirac fica
1 at,lﬁ azpf azpf a¢+
—jpl=—L—y0 L _yk__* k___T — t = 4
ih (c e y° Ep e 3y vk P ye | —mey 0. (5.4)

Mas agora surge um problema. Ndo da para juntar as derivadas em d, como na
equacdo de Dirac por causa do sinal de menos nas derivadas espaciais. Para se recuperar 0
sinal de mais, multiplica-se (5.4) por y° pela direita utilizando depois as relagdes de

anticomutacéo (2.26), como segue:
<1aw* LA AN, A
(5.5)

Definindo o espinor adjunto 1 = Ty °, a partir de (5.5) obtém-se a equacéo adjunta de Dirac

@(ihy”aﬂ + mc) =0. (5.6)
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Multiplicando a equagdo (5.6) por i pela direita e multiplicando a equagéo de Dirac por
pela esquerda, isto é

Y(ihy*o, + me)p =0, Y(ihy*9, —mc)P =0, (5.7)
respectivamente, depois somando-se as duas, obtém-se

(aul/j)yﬂlp + lﬁyuaulp =0

_ (5.8)
0,(YyHy) =0,
que é a equacdo da continuidade. Reescrevendo-a na forma de (5.1)
d - _
5: WY + V- (chpyy) =0, (5.9)
a partir da qual séo identificadas a densidade de probabilidade
p=9r°yY
=Ty (5.10)
=9ty
e a corrente de probabilidade
j=chyy =cply’yy. (5.11)
Ao integrar (5.10) no espaco, a quantidade
Q= fl/)'rl/) d3r (5.12)

é interpretada como carga elétrica ou numero de particulas.

Alternativamente, (5.10) e (5.11) podem ser incorporadas em um quadrivetor

j* = (ep,j) = Py (5.13)
chamado de quadricorrente, com a qual a equacdo (5.8) fica ainda mais simples:
9k =0. (5.14)
Na presenca de um campo eletromagnético, j* é a densidade de corrente elétrica, e é possivel
separa-lo em
w17 w1ty
Ji‘=l/}y“< > )¢, J£‘=¢V“< -— v (5.15)

que sdo quadricorrentes de particulas canhotas e destras, respectivamente, e se conservam
separadamente quando a massa das particulas é zero.

A corrente quiral pode ser encontrada de maneira semelhante a j#. Multiplicando as
equacdes adjunta de Dirac e de Dirac, do mesmo modo que foram multiplicadas em (5.7), s

que desta vez por y> e y®, respectivamente, e fazendo a diferenca entre elas, chega-se a

(BuP)rHv*h = ProyHop = 2=y . (5.16)
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Comutando y° e y#, de acordo com (4.5) é possivel escrever
— mc —
0u(PyHySY) = 2i——Py* (5.17)
e definir o termo entre parénteses como a corrente quiral (também chamada de corrente
vetorial axial):
mc —
0 js = ZiTIIJ)/Sl/). (5.18)
Quando m = 0, essa corrente € conservada ndo somente para férmions livres, mas
também para férmions em um campo classico. Para campos quantizados, no entanto, esse ndo
é mais o caso. Essa ndo conservacdo é conhecida como anomalia quiral ou de Adler-Bell-
Jackiw, em homenagem aqueles que a descobriram ao tentarem explicar o decaimento do pion
em dois fotons [10]. Esse é um ilustre exemplo de uma simetria na teoria classica que néo é
preservada na teoria quantica, ou seja, uma anomalia. Uma consequéncia dessa anomalia é
que para namero igual de férmions de Weyl canhotos e destros livres, quando acoplados a um

campo eletromagnético, ndo haveria conservacao da quiralidade total.
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6. Solucdes para particulas livres

Para particulas livres, assumir-se-a que as solugdes para a equagdo de Dirac possam

ser escritas como ondas planas da forma

W(t,v) = u(E/c,p)e " E-P/, (6.1)
ou mais compactamente, com os quadrivetores x e p,
P(x) = u(p)e” P/ (6.2)
para as solucdes de frequéncia positiva, e
P(x) = v(p)erP*/h (6.3)

para as solucgdes de frequéncia negativa. Levando (6.2) e (6.3) na equacéo de Dirac, observa-
se que os espinores u(p) e v(p) devem obedecer
(yﬂaﬂ — mc)u(p) = (y”@u + mc)v(p) =0. (6.4)
Vale notar que se y(x) satisfaz a equacdo de Dirac, suas componentes devem satisfazer a
equacdo de Klein-Gordon também.
Para simplificar, o problema sera analisado em um referencial no qual p = py =
(mec, 0, 0, 0). Nesse referencial e na representacao quiral, (6.4) se torna

(mcy® — mc)u(py) = (mey® + mc)v(p,) = 0

(T ueo=(] 1)rea=o. ©)
cujas solugdes sao
u(po) = W(g) 5
(6.6)

v(po) = W(_Un) .

O termo V'mc? inserido em (6.6) se mostrara conveniente mais adiante. Os espinores { e 7
transformam-se sob rotag6es de acordo com (3.10), como espinores ordinarios, e determinam
a orientacdo do spin.

A solucdo para um p arbitrario pode ser encontrada através de um boost em u(p,)
e v(py). Mas para simplificar os calculos, o boost sera feito somente ao longo da direcdo z

(direcdo 3). Feito isso, depois serd facil de enxergar uma solucdo para um p qualquer.
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Aplicando um boost em p, = (mc, 0, 0, 0) parap = (E/c, 0, 0, p3), encontra-se

p = exp[K- ¢]p,
= [1 cosh ¢, + K,senh¢,|p,

1000 0001 mc
_{fo100 0000 0
=10 o010 cosh ¢, + 0000 senhg, 0 6.7)
0001 1000 0
E/c cosh ¢,
0\ _ 0
0 mc 0 ,
Ps senh ¢,
e aplicando 0 mesmo boost em u(p,) de acordo com (3.27),
+i(io) - ¢ 0
u(p) = €exp 0 ( ) u(Po)
(6.8)
/1 0 o3 0 [z 2()
—[(0 1)cosh -, — ( )senhqbz] mc
1-0%\ ,¢2/2 4 (1497 o=62/2
_ ( 2 )e +( 2 )e 0 W(()
1+0%\ o o2/2 4 ¢$2/2 ¢/
0 (57) et + () e

Reescrevendo e?2/2 como Ve?z, de acordo com o boost realizado em (6.7) fica facil de

visualizar que

-1

Vet®z = [cosh ¢, + senhep, = ( mcz) JE +cps. (6.9)

Retornando esse resultado em (6.8), se obtém

(7) 7+ (-2

)VE=cps¢

ulp) = 5 s (6.10)
() VE+eps + (57) VE=eps ¢
e abrindo as matrizes, chega-se a
< JE +cps 0 )(\
E — !
VE=ens/ | (6.11)

u(p) =
- cp3 0
‘)
E + cp3
que se néo fosse pela raiz, poderia ter os termos dentro das matrizes escritos como
1E + co3ps, (6.12)
ou, usando a notagédo definida em (2.33) para as matrizes de Pauli, de modo geral:

c(6%py  0'p; + 0%p,  03ps3) . (6.13)
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Entéo, as solucdes para u(p) e v(p) com momento e spin arbitrarios sao

Jeo-pg co-pn

u(p) = < _ ) : v(p) =< _ ) : (6.14)
Jea-p(¢ —Cco-p1n

que podem parecer estranhas devido as matrizes na raiz, mas por essa notacdo deve-se

entender que

'_ca-p=<\/Cp0+Cp3 \/Cpl—isz) ’ (6.15)

Jepr +icp,  \Jepo — cps

e analogamente para ,/ca - p.
Com os espinores normalizados como {T¢ = ntn = 1, é feita a seguinte escolha de

base ortogonal:

1 0
m=q¢= (O) ) N =G = <1> ) (6.16)
com o indice s = 1, 2 indicando spin up e down ao longo do eixo z, respectivamente. Quando

m = 0, a orientacdo do spin é sempre paralela ou antiparalela a dire¢cdo do movimento. Entéo,
escolhendo 0 momento ao longo do sentido positivo de z, as solugdes para s = 1 séo,
JF=ans () JF=ans ()

JVE + cps ((1)) —E + cp; <(1)>
Em seguida, para o0 caso ndo massivo das solucdes, realiza-se um boost nas equacdes (6.17)

u(p) = , v1(p) = (6.17)

no limite em que ¢, — oo, e consequentemente E = cps, que resultam em

u,(p) = V2E (é) , v.(p) = —2E ((g)) . (6.18)
Do mesmo modo, para s = 2, obtém-se
u,(p) = \/ﬁ(ﬁ?) , v,(p) = \/ﬁ(ﬁ?) ) (6.19)

As equacdes (6.18) e (6.19) sdo, portanto, estados com espinores de apenas duas

componentes que descrevem particulas sem massa. Gragas ao termo vmc? inserido em (6.6),
as expressdes (6.18) e (6.19) foram mantidas finitas no caso ndo massivo.

Suprimindo as duas componentes iguais a zero e trocando também os indices s = 1, 2
por R e L, respectivamente, as solu¢bes podem ser escritas para i, e g. Entdo, usando
(6.2), (6.3), (6.18) e (6.19), as solugdes séo

Pi () = w (p)e” P/, Wk (x) = ug(p)e~ P/,

6.20
VI () = m@et T, Vi = vayereen O
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Como foi abordado no Capitulo 3, ndo é dificil de computar que as solugdes (6.20)
sdo autoestados do operador helicidade. Também é interessante verificar que no contexto da
teoria quantica de campos, em que € mais adequado se falar de particulas e campos, ¥, e ¥g
possuem, cada um, tanto frequéncias positivas como negativas, interpretadas como particulas
e antiparticulas, respectivamente. Portanto, na auséncia de massa, ¥, e Yy S80 campos
distintos entre si, o que é corroborado por (3.26) e pela operagdo de conjugagdo de carga

[11], que sera discutida, apenas de passagem, no Capitulo 7 a seguir.
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7. Fisica de altas energias

A equacdo de Dirac se mostrou a equagao correta para o elétron e férmions massivos,
de modo geral. Com ela, Dirac ainda previu a existéncia de antimatéria, como o positron,
descoberto em 1932, por Carl Anderson. E quanto a equacdo de Weyl, existem particulas que
a obedecem? Durante o século XX, a fisica de particulas fervilhou com previsbes e
descobertas de particulas. Entre elas, estava o neutrino, postulado em 1930, por Pauli, em uma
tentativa de explicar o espectro de energia continuo observado no decaimento beta, e a
aparente ndo conservacgéo de energia e momento [12]. A partir dos experimentos se constatou
gue se 0 neutrino possuisse massa, ela deveria ser extremamente pequena.

As equacdes de Weyl eram as candidatas 6bvias para o neutrino, caso ele ndo fosse
massivo. Em 1933, no entanto, Pauli as rejeitou quanto a sua validade fisica, argumentando
que “essas equagdes de onda, como pode ser visto a partir de suas derivagdes, ndo sao
invariantes para reflex6es (troca de esquerda e direita) e como resultado elas ndo séo
aplicaveis a realidade fisica” [11][13]. As equacGes de Weyl receberam atencdo novamente
na década de 1950, quando a preservacao da paridade, a simetria por reflexdes a qual Pauli se

referia, foi colocada em duvida.

7.1. Paridade

A operacdo que faz com que um sistema de coordenadas espaciais (x, y, z) se torne
(—=x,—y,—z) é chamada de paridade, e geralmente é denotada por P. Entdo aplicando a
paridade ao vetor posi¢do r, inverte-se seu sinal preservando-se sua magnitude. Duas
inversdes sucessivas fazem com que as coordenadas originais sejam recuperadas. O vetor
velocidade v = dr/dt de uma particula, por exemplo, sob paridade sera

P: V— —V. (7.1)
Como é de se esperar, uma quantidade escalar a permanece inalterada sob a paridade:

P: a— +a. (7.2)
No entanto, deve se considerar como as quantidades em questdo sdo derivadas. Considere o
momento angular L = r X p. Sob paridade, L se transforma como

P: rxp — (—r)x(—p) = +L, (7.3)
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preservando o sinal no novo sistema de coordenadas. Quantidades como L sdo chamadas de
pseudovetores ou vetores axiais. Outro exemplo que ilustra bem os pseudovetores € o campo
magnético B = V X A, pois A e o operador diferencial V x sdo ambos vetores. Entdo, olhando
para a forga de Lorentz

F=q(E+vXxB) (7.4)
sob a paridade,

P: F=q(E+vxB) — q[(—E) + (—v) X (+B)] = —F, (7.5)
resulta na soma de dois vetores, que por sua vez da um vetor, como era de se esperar se
comparado com a for¢a escrita como m(dp/dt).

Aplicando a paridade em um produto escalar entre dois vetores, verifica-se que a troca
de seus sinais é compensada, portanto resulta em uma quantidade escalar assim como em
(7.2). Mas considerando o produto misto entre os vetores u- (v X w) = u - a, aparece um
produto escalar entre o vetor u e o vetor axial a. Sob paridade,

P: u-a— —(u-a), (7.6)
esse produto € um pseudoescalar. Um exemplo seria o da helicidade em (4.1), que sob
paridade inverte o sinal do momento, mas ndo o do spin. Outro exemplo de pseudoescalar € o
fluxo magnético.

Investigando agora a paridade na soma b = a + v, entre um vetor v e um vetor axial

P: a+tv—a—-v=bp, (7.7)
nota-se que b # +b,. Entdo b quebra a simetria por reflexdes e se |b| fosse uma quantidade
mensuravel, a fisica ndo seria a mesma para um universo “invertido”. Da mesma forma,
poderia haver violacdo de paridade atraves de escalares e pseudoescalares.

A paridade constitui uma parte de uma simetria mais abrangente chamada de CPT. As
outras duas operacdes sdo a conjugacdo de carga, denotada por C, e a reversao temporal,
denotada por T. A operacdo C inverte os sinais dos nimeros quénticos aditivos, como carga,
namero baridnico, nimero lepténico etc., convertendo uma particula em sua respectiva
antiparticula e vice versa. A reversdo temporal, como o nome sugere, faz com que t — —t, e
como consequéncia invertem-se os sinais de grandezas que contém o tempo em sua derivagao,
como por exemplo, 0 momento e a corrente elétrica. Uma anélise mais aprofundada de T
mostra que ela também deve conter uma conjugacdo complexa. As trés, C, P e T, sdo

conhecidas como simetrias discretas. Entretanto, C e T serdo deixadas de lado e apenas P sera
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tratada com mais detalhes, retomando assim a questdo levantada por Pauli quanto a essa
simetria, ou assimetria no caso, nas equacoes de Weyl.

As rotacOes permanecem inalteradas sob a paridade,

1 1
P: exp (E ij - (-)) — exp (E ij - (-)) , (7.8)
mas inverte o sentido do boost:
1 _1
P: exp(iEK-(b) —>exp<+§K-¢> ) (7.9)

Isso significa que P troca as sub-representagdes de (3.27) uma pela outra. Como
consequéncia, um espinor canhoto se transforma em um destro e vice-versa. 1sso pode ser
visto também pelas equacbes (3.26). Entdo
P: Yrrt, 1) = Pp(t,—1). (7.10)

Era sobre isso que Pauli se referia quando disse que as equacfes de Weyl ndo sdo invariantes
por reflexdes, pois ¥, e Yy sdo transformados um no outro sob P.

Olhando agora para (3.27) como um todo, um espinor de Dirac ¥, em que as
componentes 1, e 1 aparecem juntas, € invariante sob P, apenas trocam-se as componentes

Y, e P de lugar, isto é:

Y. (¢, r)) (1/JR (t, — r))
P: ( . 7.11

vren) -0 (8

Essa troca pode ser escrita em termos de uma matriz antidiagonal

_ PYL(t, 1')) 0 1 (¢L(ta - r))

P () =G 0) (e — ) (7:12)
que convenientemente é apenas o y° na representacédo quiral. Entdo, de maneira mais sucinta,
P: Y, 1) > y%PEt —1). (7.13)

O espinor transformado y%y(t, — r) tem que obedecer a equacdo de Dirac se esta
realmente for invariante por reflexdes. Isso pode ser verificado fazendo
P: (ihy“@,i - mc)t,[)(t, r)

ih 0 (7.14)
— (Sy0 o+ iy (<) = me)yPu(e, - 1),
c Ot

depois corrige-se o sinal de menos nas derivadas espaciais passando y° a direita e usando as
relages de anticomutacdo das matrizes gama. Assim sendo, recupera-se d, e retorna-se a
equacéo na forma

y°(iry*0, — me)y(t,— 1) = 0. (7.15)
O y° a esquerda pode ser eliminado multiplicando a equacédo por outro y° pela direita e o

resultado é a equacdo de Dirac novamente, a qual evidentemente ¥ (t, — r) obedece [14].
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7.2. Neutrino

Na época os fisicos consideravam a paridade como uma simetria da natureza sem té-la
explorado experimentalmente. Por isso a maioria dos fisicos desconsiderava a equacdo de
Weyl. SO depois de se depararem com um problema conhecido como “8-t puzzle”,
relacionado com o decaimento de mésons K°, é que comecaram uma busca para verificagio
experimental da paridade. Em 1956, Tsung Dao Lee e Cheng Ning Yang propuseram que a
paridade ndo era uma simetria das interagdes fracas [15][16].

Em um experimento realizado no ano de 1957, pela fisica Chieng-Shiung Wu em
colaboragdo com E. Ambler et. al, no qual foi estudado o decaimento beta de nicleo de Co®,
procurou-se por um termo pseudoescalar, com o spin nuclear e 0 momento do elétron da
forma Jucieo * Peistron N interacdo efetiva, que quebraria a paridade. No experimento
verificou-se a ndo conservacdo da paridade, comprovada pelo fato de que os elétrons eram
emitidos preferencialmente na dire¢do oposta ao spin nuclear [16].

Ao saberem da noticia, alguns fisicos, como Abdus Salam e Lev D. Landau,
ressuscitaram a teoria de Weyl [11][13] de uma particula sem massa de duas componentes
para 0 neutrino, que em 1956 finalmente havia sido descoberto (neutrino do elétron).
Inicialmente conjecturou-se que o motivo da quebra de paridade na natureza era devido ao
fato de os neutrinos serem férmions de Weyl. Mas o motivo reside na interacdo fraca que
contém um termo de acoplamento V-A, envolvendo um vetor e um vetor axial [11][16],
assim como em (7.6). O termo de interagdo também inclui y°, que garante o carater quiral da
interacdo: apenas a componente canhota (destra) dos férmions (antiférmions) participa da
interacdo. Isso explica por que ndo foram observados neutrinos (antineutrinos) destros
(canhotos), o que viola completamente a paridade. Pauli afirma ter ficado abalado ao saber
que “Deus ¢ canhoto” [13]. Hermann Weyl (1885-1955) faleceu pouco antes de a paridade
cair por terra.

Apesar da interacdo fraca ndo ser invariante sob P (C e T, inclusive), ela é quase
invariante sob CP, isto ¢, a operacdo combinada de conjugacéao de carga e paridade. E “quase”
porque apenas 0.3% das interacGes fracas violam CP [17], como, por exemplo, o0s
decaimentos de mésons K° e de mésons B. A Figura 1 mostra como CP recuperam 0s
neutrinos observados na natureza. Se a reversao temporal for incluida, o teorema CPT afirma
que toda interacdo fisica é invariante sob C, P e T tomados conjuntamente, e uma violagdo de
CP deve ser acompanhada de uma violacdo de T. Até 0 momento, todas as interacoes,

inclusive a fraca, aparentam ser invariantes sob CPT, em concordancia com o teorema.
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Figura 1. llustracdo adaptada de [16]. A figura mostra os sentidos do movimento e do spin do
neutrino e como se transformam sob ¢, Pe CP. Na Figura, 0s casos nos quais 0s neutrinos ndo foram
observados sdo chamados de “ndo fisico”, enguanto que nos casos em que foram observados, de
“fisico”.

Entretanto, experimentos subsequentes a descoberta dos neutrinos mostraram que eles
possuiam massa. Com medidas cada vez mais precisas, estabeleceu-se um limite superior na
massa do neutrino do elétron, de 10 eV/c? [4]. Entdo, retomando a discussdo do Capitulo 4,
a helicidade dos neutrinos ndo é um invariante de Lorentz, pois como sua massa é diferente de
zero, ha um referencial em que a helicidade de um neutrino inverte-se. Quanto a paridade, ela
ainda é quebrada, pois, no decaimento beta, por exemplo, 0s neutrinos (antineutrinos)
emitidos sempre serdo de helicidade canhota (destra). Isso ndo depende do fato deles
possuirem massa ou ndo, o motivo é devido a natureza da interacéo fraca.

O fato de nunca se ter observado neutrinos destros poderia explicar o porqué dos
neutrinos possuirem uma massa extremamente pequena. Na densidade de Lagrangeana de
Dirac

L = (ihcy*9, —mc?)y, (7.16)
0 termo que contém a massa, chamado de massa de Dirac, é
me? Py = me? (Pry + PrPr) (7.17)
com os termos destro e canhoto misturados entre si e uma massa igual para ambos. Se os
neutrinos adquirissem massa como o0s outros férmions, pelo campo de Higgs, o neutrino do
elétron, por exemplo, teria uma massa comparavel a do elétron [4]. Mas como isso ndo é o
gue se observa entdo a massa de Dirac provavelmente é zero. Um termo de massa de
Majorana poderia ser uma alternativa para explicar a pequena massa dos neutrinos, caso eles
sejam férmions de Majorana, isto €, se forem suas proprias antiparticulas [16]. Entretanto, os

mecanismos pelos quais 0s neutrinos adquirem massa ainda € motivo de pesquisas.
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Na fisica de altas energias, portanto, nenhum férmion sem massa foi observado. Seja
como for, as equacBes de Weyl e a fisica que vem delas deixaram um legado: ;e ¥ sdo 0s
blocos de construcdo de qualquer férmion, descrevem o0s neutrinos com boa aproximagao e
seu formalismo é bastante util na teoria das interacGes fracas, uma teoria claramente quiral. A
fisica dos férmions de Weyl também aparece na matéria condensada e sera explorada no

Capitulo 8 a seguir.
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8. Fisica da matéria condensada

A seguir, discorre-se de maneira simples sobre como as equagdes de Weyl aparecem
na matéria condensada e as relevantes consequéncias de sua fisica neste contexto. Com base
no que sera abordado ao longo do presente Capitulo, serd apresentada, no final, a observacao
dos férmions de Weyl em um cristal de arseneto de tantalo, o primeiro semimetal de Weyl

descoberto experimentalmente.

8.1. Cruzamento linear de bandas

Em 1937, Conyers Herring investigou degenerescéncias em bandas eletronicas de
solidos, notando que as bandas podiam se cruzar em pontos de mesma energia € momento
[18]. Assim como no espectro de energia da Figura 2, em solidos, notou-se que cruzamento
linear de bandas relacdo, isto é, uma relacdo de dispersdo linear pode imitar a fisica dos

férmions de Weyl.

E? = c?p? + m?c*

r E
\\/ m-0

mc?

AR

+c(o - p) (1/’1\') - (‘/’/c)
ihy#d,p —mcyp =0 c(o- p;l W) i Y,

Figura 2. llustracdo retirada de [19]. Espectro de particulas de Dirac a esquerda. No limite em que a
massa vai para zero, o gap (vao ou buraco) do termo de massa se fecha e o espectro se divide para as
particulas canhotas e destras.

Apesar de essas particulas serem descritas por equaces relativisticas, elas foram observadas
pela primeira vez como quasiparticulas emergentes em sistemas de baixas energias na matéria
condensada.

Cruzamento de bandas ndo é algo incomum. Entretanto, a fisica acessivel

experimentalmente reside em uma regido de energia proxima ao nivel de Fermi [19][20]. Isso
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restringe 0 interesse apenas para materiais que possuem cruzamentos nessa regido, ou,
idealmente, exatamente no nivel de Fermi. Os cruzamentos sdo chamados de acidentais ou
desprotegidos quando pequenas perturbacdes abrem as bandas e eliminam os pontos, e de
protegidos quando sdo protegidos por simetrias e/ou topologia, e perturbacdes nao os elimina.
Os pontos em que as bandas se cruzam s&o chamados de pontos ou nodos de Weyl, e sdo
duplamente degenerados. Por analogia com a equagdo de Dirac, dois pontos de Weyl de
quiralidades opostas constitui um ponto de Dirac quando sobrepostos, portanto, €
quadruplamente degenerado. Como seré visto no Capitulo 8.2, serd associada uma invariante
topoldgica aos pontos de Weyl, que apenas correspondem a sua quiralidade.

A anomalia quiral, mencionada no final do Capitulo 6, persiste mesmo no contexto da
fisica da matéria condensada. Em decorréncia disso, 0 numero de cruzamentos de bandas na
rede deve ser par e a soma de suas respectivas quiralidades igual a zero, como de acordo com
o teorema provado em 1983 por Nilsen e Ninomyia, que consolidou a descricdo dos férmions
de Weyl em redes [18][20][21].

O grafeno é o mais notavel exemplo bidimensional que exibe cruzamento de bandas e
férmions quirais em sua estrutura. Embora seu modelo conceitual ja existisse, o grafeno foi
isolado do grafite pela primeira vez por Novoselov et al em 2004 [22]. Composto de uma
folha de 4&tomos de carbono de apenas um atomo de espessura, e ganhou atencdo desde entdo
por suas propriedades eletrdnicas, além de ser extremamente resistente e flexivel.

O arranjo da rede do grafeno é o de colmeia, e muitas de suas propriedades vém da

estrutura das bandas de valéncia e de conducéo, apresentada na Figura 3.

Figura 3. llustracdo retirada de [22]. Estrutura das bandas de valéncia e conducdo do grafeno na zona
de Brillouin e os pontos em que as bandas se cruzam linearmente.
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Na zona de Brillouin, as bandas de valéncia e de conducdo se tocam em dois pontos
diferentes, denominados por K e K', que pertencem a duas sub-redes do grafeno. A Figura 4

abaixo mostra uma secdo transversal por k, das bandas.

. /
\/K' /K
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N\
N\
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Figura 4. llustracdo adaptada de [23]. Secdo transversal das bandas no grafeno, em que s&o indicados
0s pontos K'e K’ onde as bandas se tocam e o comportamento da relacdo de dispersdo perto desses
pontos € linear.

/
/
/
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Idealmente, no grafeno, as bandas se cruzam exatamente no nivel de Fermi. Perto dos pontos,
onde a relagdo de dispersédo é linear, a modelagem dos hamiltonianos, escritos em termos do
vetor de onda k = p/h, é [19][24][25][26]
=g H(3<> : &1

com

Hy g = tvpho - K. (8.2)
Se ndo fosse por vg, a velocidade de Fermi, no lugar da velocidade da luz, seriam idénticos
aos hamiltonianos (2.35) para férmions sem massa. Para o grafeno, k = (k4, k5, 0), 0 sinal +
(=) corresponde ao ponto K (K') e vr = ¢/300 [22], uma velocidade bem abaixo do limite
relativistico, pois B2 = vz2/c?~107°, de forma que o fator de Lorentz y = 1.

Para quasiparticulas na matéria condensada, no entanto, o spin pode ou ndo
corresponder ao spin real do elétron. No caso do grafeno, as matrizes de Pauli que aparecem
em (8.1) continuam sendo os geradores do grupo de rotacdo para spin 1/2, mas descrevem
um pseudospin [18][19][22][27], ou seja, um grau de liberdade que corresponde as sub-redes
do grafeno, com os pontos em que as bandas se cruzam. Portanto, é importante ressaltar que
as equacbes de Weyl, como as que resultam de (8.2), na matéria condensada s&o
fundamentalmente diferentes das equages relativisticas de Weyl da fisica de altas energias,

apesar de serem matematicamente semelhantes.
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No caso tridimensional, uma perturbagéo expandida perto de um ponto de Weyl tem a
forma geral 6,1 + & - ¢, com o primeiro termo responsavel por deslocar o ponto em energia,
e 0 segundo termo por deslocar o ponto no espago do momento, porém preservando o ponto.
Os pontos tridimensionais, portanto, sdo topologicamente estaveis, e requerem apenas a
simetria translacional da rede [19]. J& nos materiais bidimensionais, a auséncia de a3k torna
0S pontos suscetiveis a se abrirem, gerando termos de massa no hamiltoniano, como

H = tvph(oik, + 05k;) + fios, (8.3)
se ndo houver simetrias que os protejam. No grafeno, se P e T s@o preservadas nos
hamiltonianos, os termos de massa que acompanham o3 devem ser zero. Quebrando uma ou
outra, da-se origem a diferentes termos de massa [25]. Por exemplo, trocando os 4&tomos das
sub-redes do grafeno por atomos diferentes entre si, como nos dicalcogenetos de metais de
transicdo [19], P quebra-se e abre um gap (vao ou buraco) de massa na banda.

Ainda sobre o grafeno, com o spin real do elétron levado em conta, tem-se o termo de
acoplamento spin-6rbita, que € pequeno e pode ser desprezado. Entretanto, se ndo desprezado,
esse termo faz com que as bandas se abram no seu interior, chamado bulk, mas mantendo os
cruzamentos de banda em sua borda unidimensional, levando o material a fase conhecida
como isolante de efeito QSH (quantum spin-Hall) ou isolante topoldgico bidimensional
[19][28]. Generalizando para trés dimensdes, as bandas no bulk dos isolantes topoldgicos tém
gap em toda a zona de Brillouin, como em um isolante comum, mas na superficie as bandas

de valéncia e de conducdo se cruzam, como esquematizado na Figura 5.

Banda de
conducao

Banda de
valéncia

k

Figura 5. llustracdo adaptada de [28]. Relacdo de dispersdo de um isolante topoldgico: na superficie
(em azul) e no bulk (em vermelho).
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8.2. Topologia

A manifestacdo da topologia em sistemas quanticos pode ser vista a partir da curvatura
de Berry, em homenagem a Michael Berry por seu trabalho de 1984 [29] sobre evolucdes
adiabaticas ciclicas de sistemas quénticos.

Considerando um sistema descrito por um Hamiltoniano H (K) evolui adiabaticamente
até retornar ao seu estado original, ele adquire uma diferenca de fase conhecida como fase de
Berry [30]. Se um sistema preparado no estado inicial |y (ty)) = |n(k(t,))) evolui para o

estado |n(k(t))), entdo no tempo t
[(0)) = etk ™M eg 0N 1y (8.4)
no qual a segunda exponencial é a evolugdo temporal de [n(k(t))). Aplicando a equacdo de

Schrodinger no estado [ (t)), verifica-se que a fase de Berry, que aparece na primeira

exponencial em (8.4), sera

‘ d
Ya(k(D) =1 | (n(k(t))] 7 In(k())dt’

(8.5)
K(t)
— i @) K
k(to)
e se 0 processo é ciclico, entdo k(t,) = k(t) e pode-se reescrever (7.5) como
o = 0§ (10OIViln(i0)dk (8.6)
Cc
A conexdo de Berry é definida como
Ay (K) = (n(K) |V |n(k)) (8.7)
e representa uma espécie de potencial vetorial da curvatura de Berry
Fo(K) =V, X Ap(K). (8.8)
O fluxo da curvatura de Berry na zona de Brillouin é
F.(K)d?*k = 2nN,, , (8.9)

ZB

em que as invariantes topologicas N,, sdo conhecidas como nimeros de Chern [31].
O fluxo em (8.9) pode ser encarado como uma abstracdo do elegante teorema de
Gauss-Bonnet [28][32][33], do seculo XIX, que estabeleceu a relagdo entre topologia e

geometria diferencial. Esse teorema diz que se S é uma superficie orientavel compacta, entdo

f kds = 2mx(S), (8.10)
S
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em que k € a curvatura gaussiana de S. A caracteristica de Euler y(S) = 2 — 2g contém o
genus g da superficie, que € o numero de buracos que ela possui. Por exemplo, a esfera, que
ndo possui buracos, g = 0; para um tordide, g = 1; para um duplo toroide, cujo formato
lembra um oito, g = 2, e assim por diante.

Para uma esfera suficientemente pequena centrada em um ponto de Weyl

tridimensional, fazendo o fluxo de Berry para a banda de valéncia, encontra-se

k
Tn(k) = Nnm . (811)

No caso dos pontos de Weyl, N,, = +1 indica apenas sua quiralidade, em que na zona de
Brillouin sua soma total deve ser igual a zero [10][18][19][20]. De (8.11) d& pra notar que
o0s pontos de Weyl sdo como monopolos do fluxo de Berry, agindo como sources (fontes) e

sinks (drenos) no espaco do momento, como mostra a Figura 6.

Figura 6. llustracdo retirada de [10]. Monopolos da curvatura de Berry no espaco do momento. As
setas indicam o fluxo da curvatura de Berry da fonte para o dreno.

Superficies de mesmo genus sdo topologicamente equivalentes se puderem ser
deformadas continuamente uma na outra. Um exemplo recorrente € o da caneca e o do
tordide, ambos com g = 1, em que a caneca pode ser suavemente deformada em um toroide.
De maneira analoga, os isolantes comuns, que possuem um gap de energia na banda, séo
topologicamente equivalentes se puderem ser transformados um nos outros mudando
continuamente os parametros do hamiltoniano. Um estado quantico é dito topoldgico se
houver uma quantidade discreta, um invariante topol6égico (como N,), que caracteriza as
funcdes de onda e que é preservado em deformacfes adiabaticas do sistema [10]. Em
contraste com os isolantes comuns, os isolantes topoldgicos sdo caracterizados por possuirem

estados topologicamente protegidos na superficie, descritos por férmions de Dirac.
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O primeiro exemplo de um isolante topoldgico foi encontrado por Thouless, Kohmoto,
Nightingale e den Nijs (TKNN) ainda em 1982, em um trabalho sobre o efeito Hall quéntico
inteiro [31].

8.3. Estados de superficie e arcos de Fermi
Se um férmion de Dirac, confinado a um cristal, por exemplo, for refletido por uma
barreira, a condicdo de contorno pode inverter sua helicidade de modo que o spin é
conservado. Mas para um férmion de Weyl, a condicdo de contorno ndo deve inverter sua
helicidade. Para uma reflexdo em x; = 0, tal condicdo de contorno em que isso é satisfeito é
apresentada na Referéncia [20] como
(02 cosa + azsena)Ply, o = P|x, =0 (8.12)
para um certo angulo a. Considerando o caso em que a = 0, (8.12) se torna simplesmente
02Px,=0 = Ylx,=o0 - (8.13)
Dada essa condicao, para um hamiltoniano de Weyl na regido perto de um ponto, obtém-se
HY = —ihv(0,0; + 0,0, + 0305)Y = —ihv(0,(0; — i03) + 0D, (8.14)
em que foi usada a identidade o3 = —io; 0, das matrizes de Pauli. O bom dessa condicéo de
contorno é que o hamiltoniano permanece hermitiano, mesmo para a # 0. A equacdo de
Schrodinger independente do tempo, Hy = &, com a condi¢do (8.13) e com o hamiltoniano
(8.14), é satisfeita por
Y = pyekixitikexs=ikixs (8.15)
parax; = 0, k, = €/hv e com 0 espinor i, obedecendo g,y = Y,.
Se k; < 0, a solucdo (8.15) decai exponencialmente em x; a medida que se afasta de
x; = 0. Desse simples modelo, portanto, emergem estados localizados em uma superficie.
Para k; = 0, a solucdo se torna uma onda plana com momento na dire¢do x,, indistinguivel
de um estado no bulk. Outra observacao importante € que esses estados estdo em uma linha no
espaco dos momentos, em k; < 0 e k, = €/hv, no que é chamado de arco de Fermi. Assim
como mostra a Figura 7, os arcos de Fermi comecam a partir de um ponto de Weyl devem
terminar em outro, ou seja, suas extremidades estdo associadas a um par de monopolos da
curvatura de Berry. Se os pontos de Weyl estdo combinados em um ponto de Dirac, ndo
havera um arco de Fermi.
No bulk, as componentes de k sdo conservadas separadamente. Entretanto, perto das
fronteiras, as componentes do momento perpendiculares a ela ndo sdo conservadas. No caso

da fronteira em x; = 0, por exemplo, a componente perpendicular k;, = k, ndo é conservada.
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Entdo se procura especificar os pontos de Weyl apenas pelas suas componentes paralelas, que
para k, = k, seriaky = (k,, k3). Dois pontos de Weyl de quiralidades opostas com 0 mesmo

k; compdem um ponto de Dirac.

Figura 7. llustracdo retirada de [35]. Monopolos da curvatura de Berry no bulk e o arco de Fermi na
superficie, com suas extremidades ligadas a fonte e ao dreno.

8.4. Semimetais de Weyl
Os semimetais de Weyl sdo outra classe de materiais tridimensionais que também
apresentam pontos de Weyl protegidos topologicamente. Eles podem ser entendidos como

uma fase intermediaria entre os isolantes comuns e 0s topolégicos, como ilustra a Figura 8.

° L] o}

° o e
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Isolante comum Semimetal de Weyl Isolante topoldgico

Figura 8. llustracdo retirada de [10]. Isolante comum, topol6gico e o semimetal de Weyl,
intermediario entre os dois, como funcdo de um parametro m. Os pontos em cinza representam pontos
de Dirac; os pretos e brancos representam pontos de Weyl de quiralidades opostas; as linhas azuis,
arcos de Fermi.

Um semimetal de Weyl (SMW) pode ser obtido a partir de um semimetal de Dirac
(SMD). Nos SMDs, os pontos de Dirac sdo protegidos por T e P. A quebra de uma ou outra, e
até mesmo de ambas, resulta em um SMW. Quebrando T, um ponto de Dirac se separa em
dois pontos de Weyl de quiralidades opostas em momentos opostos +k. Quebrando P, um

ponto de Dirac se divide em dois pontos de Weyl de mesma quiralidade em momentos
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opostos Kk, o que significa que aparece outro par de pontos de quiralidade diferente nos
momentos +K', de modo que a quiralidade total seja zero. A quebra de ambas cria pontos de
Weyl para momentos ndo especificos e em energias diferentes. A Referéncia [10] d& alguns
exemplos de como isso pode ser feito experimentalmente.

Entdo, foi previsto que nos SMWs seria possivel observar experimentalmente os
pontos de Weyl e seus arcos de Fermi. Apés previsdes tedricas de possiveis cristais
candidatos a SMW, trés equipes independentes finalmente descobriram, em 2015 [34], os
analogos dos férmions de Weyl na matéria condensada, quase 85 anos depois que foram
propostos. Duas das equipes, Zahid Hasan et al [35] e Hong Ding et al [36], usando
espectroscopia de fotoemissdo resolvida em angulo, ou ARPES (Angle Resolved
PhotoEmission Spectroscopy), observaram diretamente os arcos de Fermi, assim como 0s
pontos de Weyl, no bulk de um cristal que quebra P, o TaAs (arseneto de tantalo), o primeiro
SMW descoberto experimentalmente. A Figura 9 abaixo mostra a observacdo experimental

dos arcos de Fermi e os pontos de Weyl feita pela equipe de Zahid Hasan.

Fermi arcs
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Figura 9. llustracéo retirada de [35]. Observacao experimental via ARPES da equipe de Zahid Hasan
et al dos férmions de Weyl, como monopolos e antimonopolos no espaco Kk, e os arcos de Fermi em
um cristal de TaAs.

A anomalia quiral, na presenca de um campo eletromagnético e para uma determinada
quiralidade N,, = +1, é [10][27]:

3
42 h2

e pbde ser medida pelas equipes de Zahid Hasan e Hong Ding na forma de uma

d,js = Ny E-B, (8.16)

magnetorresisténcia negativa.
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9. Conclusao

Neste trabalho, tendo como base a relatividade restrita e a mecanica quantica em nivel
de graduacdo, exploraram-se, de maneira simples, as equacdes de Weyl, que resultam do caso
ndo massivo da equacdo de Dirac, inicialmente voltadas para possiveis aplicacdes em fisica de
altas energias. De fato, os conceitos alheios a ela realmente s&o Uteis e possuem aplicacbes
nessa area. Os espinores de Weyl desempenham um papel fundamental na estrutura da teoria
da interacdo fraca. Inclusive, os neutrinos — ex-candidatos a férmions de Weyl na década de
1950 —, podem ser descritos com boa aproximacéo pelas equagdes de Weyl. Entretanto, como
ja foi dito no decorrer deste trabalho, férmions ndo massivos ndo foram observados na fisica
de altas energias.

As equacdes de Weyl e sua fisica tornaram-se, recentemente, objeto de interesse da
fisica de baixas energias. O que torna essa area um terreno fértil para a fisica, ndo somente
para o caso dos férmions de Weyl, é o fato de que as simetrias obedecidas pelas particulas no
espaco ndo necessariamente se aplicam as quasiparticulas na fisica da matéria condensada. E
ainda, 0s espacos que as quasiparticulas habitam podem ser projetados e manipulados. 1sso
possibilita a existéncia de muitos tipos de quasiparticulas na matéria, inclusive sem
equivalentes na fisica de altas energias. As significativas e profundas conexdes entre a matéria
condensada e as teorias de campos da fisica de altas energias comecgaram a ser exploradas ha
ndo muito tempo, desde a década de 1950, quando Landau e Feynman foram talvez os
primeiros a perceberem tais conexfes, fazendo a intersec¢do de ideias entre as duas areas
[31].

Entdo, como era almejado, no Capitulo 8 foram apresentados os principais conceitos e
resultados que permitem entender a descoberta das quasiparticulas andlogas dos férmions de
Weyl na matéria condensada, em 2015, mas longe de ser uma revisdo muito detalhada e
completa sobre esse vasto assunto.

Os semimetais de Weyl e outros materiais topoldgicos podem, possivelmente, vir a ter
aplicagdes tecnologicas. Na Referéncia [19] discorre-se sobre possiveis aplicacfes dos
materiais de Dirac e de Weyl em spintronica, em que o pseudospin seria manipulado para
processar e armazenar informacdo. Outra possivel aplicacdo é mencionada na Referéncia [31],

em computacdo quéntica topoldgica.
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Na fisica da matéria condensada, a literatura a respeito desses materiais teve um
grande crescimento nesta Ultima década, e os materiais topoldgicos ainda sdo motivo de
pesquisa de fronteira. Eles vém sendo estudados desde o século passado, especialmente a
partir da década de 1980.
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