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Introducción

El Modelo Estándar de Part́ıculas (SM) es, hoy en d́ıa, la mejor descripción
microscópica de la naturaleza que tenemos disponible. A lo largo de su desarrollo
se han hecho grandes avances en la f́ısica de altas enerǵıas y teórica permitiendo la
unificación del electromagnetismo con la interacción débil, el descubrimiento de los
quarks, el descubrimiento del mecanismo de Higgs y su posterior confirmación en
el LHC y la oscilación de neutrinos por poner algunos ejemplos. De igual manera
mediante la construcción del SM quedó clara la importancia de las simetŕıas de
gauge a la hora de estudiar la naturaleza y de proponer nuevas teoŕıas.

Por otro lado la teoŕıa de la Relatividad General de Einstein se sigue mostrando
exitosa, desde los casi 100 años desde la primer confirmación experimental de Ed-
dington hasta la reciente detección de ondas gravitacionales, describiendo la f́ısica
macroscópica que describe el universo a grandes escalas. Sin embargo una descrip-
ción cuántica de la gravedad sigue faltando, problemas como la descripción del
espacio tiempo en la escala de Planck, materia oscura, la estructura microscópica
de los agujeros negros y el problema de la perdida de información en los mismos son
solamente algunos de las preguntas que una eventual teoŕıa de gravedad cuántica
debeŕıa responder.

La teoŕıa de cuerdas, inicialmente concebida para describir el comportamiento
de la interacción fuerte, resulta ser la mejor candidata que tenemos al d́ıa de hoy
para una teoŕıa de la gravedad cuántica que incorpora automáticamente, toda la
f́ısica que abarca el Modelo Estándar junto con la teoŕıa de la Relatividad General
de Einstein. Si bien esta teoŕıa es ciertamente prometedora ciertos aspectos como la
compactificación de las dimensiones extras, el régimen no perturbativo, el estudio
del ĺımite cuántico de la teoŕıa en una geometŕıa arbitraria, la red de dualidades,
la formulación de una eventual teoŕıa M y el comportamiento tan distinto al que
estamos habituados del espacio tiempo, hacen que el estudio de la teoŕıa sea dif́ıcil
de atacar. La dualidad holográfica de Maldacena [18] presenta la posibilidad de
estudiar la teoŕıa de cuerdas en una geometŕıa AdS5×S5 mediante su descripción
en términos de la teoŕıa de campos N = 4 Super Yang-Mills (SYM) dual, esta
dualidad relaciona la teoŕıa de campos en su ĺımite de acoplamiento fuertes con
el ĺımite de super gravedad de la teoŕıa de cuerdas haciéndola más manejable. Si
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bien estudiar una teoŕıa de campos en el ĺımite de acoplamiento fuerte está lejos
de ser un problema trivial es posible, mediante argumentos de simetŕıa, encontrar
resultados exactos en la constante de acoplamiento.

El lazo de Wilson (Wilson Loop) es un operador que se puede definir en cual-
quier teoŕıa de campos y en el caso de N = 4 SYM arroja en ciertos casos un
resultado exacto, esto permite estudiar la descripción holográfica de dicho opera-
dor. Esta descripción, originalmente propuesta por Maldacena [17] y Rey-Ye [ye],
es en términos de cuerdas abiertas cuyos extremos describen dicho lazo barriendo
una superficie en el espacio tiempo. Sin embargo esta descripción holográfica no
es la única posible, si se considera el grupo de gauge asociado al operador en una
representación arbitraria R la descripción holográfica en algunos casos viene dada
en términos de objetos extensos en la teoŕıa de cuerdas llamados Dp−branas1.
Estudiando esta descripción fue posible encontrar un conjunto de correcciones al
valor de expectación del operador para la trayectoria circular que concuerda exac-
tamente con lo predicho por la teoŕıa de campos, extender y encontrar soluciones
análogas a esta es un problema interesante en si mismo.

En el caṕıtulo 1 introduciremos el lazo de Wilson para teoŕıas de campo, men-
cionaremos algunos de los resultados más interesantes como la ley del área y pre-
sentaremos la extensión supersimétrica de dicho operador que permitirá introducir
la descripción holográfica del lazo en el caṕıtulo 2 junto con la formulación de la
conjetura de Maldacena. En el caṕıtulo 3 se discutirán los ejemplos t́ıpicos para
el Wilson Loop holográfico poniendo especial énfasis en el tratamiento hecho por
Drukker, Gross [drukker˙gross] para la trayectoria circular lo que permitirá en el
caṕıtulo 4 introducir la descripción dual en términos de Dp−branas. Finalmente en
el caṕıtulo 6 estudiaremos la trayectoria hiperbólica en la teoŕıa de campos y en su
descripción dual en términos de la cuerda y de las Dp−branas extendiendo la pro-
puesta hecha originalmente por Hubeny, Semenoff [14] para estudiar el operador
en los casos en que hay un horizonte de eventos presente en la superficie/volumen
dual al operador. Estos lazos de Wilson hiperbólicos son supersimétricos, lo que
podŕıa permitir obtener resultados exactos que, como en el caso de trayectorias
circulares, pueden compararse con cálculos de cuerdas y Dp−branas duales.

1En general la representación del grupo de gauge puede escribirse en términos de los Young
Tableaux, en el caso en que el número de boxes es de orden N2 hay backreacktion por lo que hay
que considerar otras soluciones duales como bubbling geometries
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Caṕıtulo 1

Wilson Loops

Actualmente conocemos cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza,
aparte de la gravedad y el electromagnetismo tenemos también la interacción débil
y la interacción fuerte. Estas últimas tres se entienden actualmente en lo que se
conoce como el Modelo Estandar, la construcción del mismo data de la última
mitad del siglo XX hasta la actualidad.

El Modelo Estandar de F́ısica de Part́ıculas reúne todas las evidencias expe-
rimentales obtenidas en los aceleradores de part́ıculas (Fermilab, Slac, LHC, etc)
encontradas hasta la fecha en una sola teoŕıa de campos cuánticos (Quantum Field
Theory). Las teoŕıas de QFT pueden entenderse en terminos de tres temas impor-
tantes de la f́ısica moderna: mecánica cuántica, el concepto de campo y el principio
de relatividad especial [22].

Las teoŕıas cuánticas de campos conforman, a lo largo del tiempo, una de las
áreas más exitosas de la f́ısica de part́ıculas, principalmente desde el desarrollo de
la electrodinámica cuántica (QED) y la teoŕıa de Yukawa. Dichas teoŕıas permiten
entender el electromagnetismo en términos de fotones, fermiones y sus interacciones
mediante la utilización de los métodos perturbativos descriptos en los diagramas
de Feynmann. A su vez, la aparición de los métodos de re-normalización permitió
tratar las divergencias que aparecen en el cálculo de ciertas amplitudes de proba-
bilidad asociadas a distintos diagramas y contrastar los resultados con lo obtenido
experimentalmente.

Sin embargo no es sorpresa que al restringirnos al estudio de teoŕıas tipo U(1)
no podamos describir todas las interacciones que se encuentran en la naturaleza,
¿de qué manera entonces es posible construir Lagrangianos renormalizables que nos
permitan describir las interacciones presentes en la naturaleza como la fuerza fuerte
y débil?. Una forma posible es construir Lagrangianos con términos de interacción
del tipo AµAν∂µAν o mediante términos proporcionales a A4 pero construir teoŕıas
sensibles mediante estas interacciones no es trivial debido a la presencia de estados
con norma negativa [22], en el caso de QED estos estados desaparecen debido a
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los estados con polarización longitudinal que son consecuencia de la invariancia
del Lagrangiano frente a transformaciones de gauge locales, de manera que otra
forma posible de construir teoŕıas es extender esta simetŕıa de gauge a otros grupos
de Lie no abelianos. Esta extensión de la simetŕıa de gauge a grupos de Lie no
Abelianos llevo al descubrimiento de teoŕıas del tipo Yang-Mills entre las cuales se
encuentra la cromodinámica cuántica o QCD.

1.1. Teoŕıa tipo Yang-Mills y Wilson Loops

El grupo de simetŕıa asociado a QED es U(1) y demandando que la teoŕıa
sea invariante local frente al grupo de simetŕıas uno obtiene la teoŕıa del electro-
magnetismo con interacciones. Yang y Mills propusieron que este argumento de
invariancia local frente a rotaciones de fase U(1) se pod́ıa generalizar a invariancia
local frente a cualquier grupo de Lie continuo. El caso más simple para analizar es
tomar el grupo de rotaciones en tres dimensiones O(3) ' SU(2), dado un doblete
de campos de Dirac una transformación del grupo actuá según:

ψ 7→ exp

(
iαi

σi

2

)
ψ , (1.1)

en donde σi son las matrices sigma de Pauli. No es dif́ıcil escribir, como en el
caso de una rotación de fase U(1), Lagrangianos que sean invariantes frente a
(1.1) como una simetŕıa global, pero tomando como referencia el caso de QED
nos interesa promover la simetŕıa a una simetŕıa local, para eso es necesario pedir
que el Lagrangiano que construyamos sea invariante frente a (1.1) con αi(x) una
función arbitraria de x, es decir:

ψ(x) 7→ V (x)ψ(x) , V (x) = exp

(
iαi(x)

σi

2

)
(1.2)

Para construir un lagrangiano que sea invariante frente a este grupo de transfor-
maciones es necesario definir una derivada covariante que transforme de manera
tal de asegurar la invariancia de la teoŕıa, para eso introducimos el comparador
U(y, x) que transforma según:

U(y, x) 7→ V (y)U(y, x)V †(x) (1.3)

En donde fijamos que U(y, y) = 1. En los puntos x 6= y podemos restringir con-
sistentemente que U(y, x) sea una matriz unitaria y para los puntos cercanos a
la identidad cualquier matriz unitaria puede ser expandida en terminos de los ge-
neradores hermı́ticos de SU(2), luego para cualquier transformación infinitesimal
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podemos escribir:

U(x+ εn, x) = 1 + igεnµAiµ
σi

2
+O(ε2) (1.4)

En donde g es una constante. Utilizando esta expansión para el comparador y la
definición de la derivada covariante [22]:

nµDµΨ = ĺım
ε7→0

1

ε
[Ψ(x+ εn)− U(x+ εn, x)Ψ(x)] (1.5)

Encontramos la derivada covariante asociada con la simetŕıa SU(2) local:

Dµ = ∂µ − igAiµ
σi

2
(1.6)

A diferencia de QED el campo de gauge Aiµ es vectorial debido al ı́ndice de color
i. Para encontrar la ley de transformación para los campos vectoriales Aiµ in-
troducimos la expansion (1.4) en la ley de transformación (1.3) obteniendo para
transformaciones infinitesimales:

Aiµ
σi

2
7→ Aiµ

σi

2
+

1

g
(∂µα

i)
σi

2
+ i[αi

σi

2
, Ajµ

σj

2
] + · · · O(α

′2) (1.7)

El último término de esta expresion es nuevo en relación a las teoŕıas Abelianas
tipo U(1) y se debe a que los generadores del grupo σi no conmutan.

Con esta derivada covariante se puede construir el Lagrangiano invariante de
gauge más general para ψ pero es necesario inclúır los términos invariantes de
gauge que dependen solamente del campo Aiµ, es decir el análogo al tensor de
esfuerzo electromagnético F µν :

F i
µν = ∂µA

i
ν

σi

2
− ∂νAiµ

σi

2
− ig[Aiµ

σi

2
, Ajν

σj

2
] (1.8)

El tensor F i
µν no es una cantidad invariante de gauge debido al ı́ndice de color i,

cada uno asociado con la dirección de rotación del grupo de gauge, sin embargo es
fácil construir combinaciones que śı sean invariante de gauge, como por ejemplo:

L = −1

2
Tr[(F i

µν

σi

2
)2] (1.9)

Qué es un término cinético invariante de gauge para Aiµ. Observando este término
se puede ver que el Lagrangiano contiene términos cúbicos y cuárticos en Aiµ enton-
ces este Lagrangiano describe una teoŕıa no trivial, interactuante llamada Teoŕıa
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de Yang-Mills, para construir una teoŕıa de Yang-Mills interactuante con fermio-
nes simplemente hay que considerar el Lagrangiano de Dirac junto al Lagrangiano
para el campo de gauge (1.9) de donde obtenemos:

L = ψ̄(i /D)ψ − 1

4
(F i

µν)
2 −mψ̄ψ (1.10)

Que es el lagrangiano de Yang-Mills. Toda la discusión realizada para las simetŕıas
SU(2) se puede generalizar para cualquier otro grupo de simetŕıa continuo, para
esto es necesario realizar el cambio:

σi

2
7→ ta (1.11)

En todos los pasos de la construcción. Los elementos ta son los generadores del
grupo de simetŕıa que pueden ser representados como matrices hermı́ticas, en ge-
neral las relaciones de conmutación para el grupo de simetŕıa se escriben de la
forma:

[ta, tb] = ifabctc (1.12)

En donde fabc son las constantes de estructura del grupo.

1.2. Lazos de Wilson

Para la construcción de teoŕıas cuánticas de campos tipo U(1) o SU(2) fue
necesario introducir el comparador U(y, x) (1.3) que convierte la transformación de
gauge en un punto x al punto y. Hasta ahora fue suficiente considerar expresiones
infinitesimales (1.4) para este objeto, sin embargo al considerarlo para puntos x,
y separados en el espacio obtendremos información relacionada a la geometŕıa de
la invariancia de gauge.

Consideremos para el caso Abeliano el campo Aµ que transforma según:

Aµ(x) 7→ Aµ(x)− 1

e
∂µα(x) (1.13)

Y el comparador U(y, x) que transforma según:

U(y, x) 7→ eiα(y)U(y, x)e−iα(x) (1.14)

El operador UP (z, y) definido como:

UP (z, y) = e−ie
∫
P dx

µAµ(x) (1.15)
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Verifica la condición (1.14) si se toma la integral en cualquier camino P que vaya
desde y hasta z, en efecto usando (1.13):

UP (y, x)′ = e−ie
∫
P
dxµA′µ(x) = e−ie

∫
P
dxµ(Aµ(x)− 1

e∂µα(x))

= eiα(y)e−ie
∫
P
dxµAµ(x)e−iα(z)

(1.16)

Este objeto aśı definido se llama Linea de Wilson y da una realización expĺıcita
del comparador U(y, z) para puntos separados una distancia finita.

Si el camino P es un camino cerrado que vuelve al punto y tenemos un Wilson
Loop:

UP (y, y) = e−ie
∮
P
dxµAµ(x) (1.17)

El operador de Wilson es una funcional no-trivial del campo Aµ que es por cons-
trucción localmente invariante de gauge.

Tanto la linea de Wilson con el loop que fueron constrúıdos para el caso Abe-
liano pueden generalizarse para el caso No-Abeliano. Sin embargo en este caso
aparecen sutilezas cuando consideramos campos Aiµ(x) asociados a matrices que
no conmutan ya que las mismas no necesariamente conmutan para puntos distin-
tos, por esto es necesario ordenar las matrices de una manera particular.

Sea s el parámetro de la curva C que corre desde 0 en x = y hasta 1 en x = z,
definimos la Linea de Wilson como la expansión en serie de la exponencial con las
matrices ta ordenadas en cada término de manera tal que para valores más grandes
de s las mismas están a la izquierda. Esta prescripción se llama path-ordering y se
denota con el śımbolo P , entonces el lazo de Wilson se escribe:

WR(z, y) = TrR(P{e[ig
∫ 1
0 ds

dxµ

ds
Aaµ(x(s))ta]}) (1.18)

En donde TrR es la traza tomada sobre una representación particular R del grupo
de Gauge.

1.2.1. Valores de Expectación de Vacio para lazos de Wil-
son

Una de las propiedades de QCD es el confinamiento de los quarks, esto quiere
decir que no es posible encontrar quarks libres en la naturaleza por lo que se dice
que QCD es una teoŕıa confinante. Esto puede verse considerando el caso de un
par quark-antiquark que intentamos separar: al aumentar la distancia entre ambos
resulta favorable a nivel energético la creación de un nuevo par, de modo que no
se observan quarks libres en la naturaleza.

Una teoŕıa de campos es confinante si todos los estados de enerǵıa finita son
invariantes frente a una transformación global de gauge [27], por ejemplo en el
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caso de QED hay estados de enerǵıa finita (como el estado de un solo electrón)
que tienen carga eléctrica no-nula y por lo tanto frente a una transformación de
fase global cambian, es decir que QED es una teoŕıa no confinante. El valor de ex-
pectación de vacio (VEV) del lazo de Wilson definido para la teoŕıa (No)-Abeliana
en (1.17) ((1.18)) puede diagnosticar si una teoŕıa exhibe o no confinamiento.

Para el caso de QED el VEV del lazo de Wilson viene dado por:

〈0|WC |0〉 =

∫
DAeie

∫
ds dx

µ

ds
Aµ(x)e−S (1.19)

En donde la acción euclidea S viene dada por:

S =
1

4

∫
d4xFµνF

µν (1.20)

Con Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Si interpretamos edx(s)µ

ds
= e ˙xµ(s) = Jµ(x) como una

corriente el VEV (1.19) toma la forma:

〈WC〉 =

∫
DAei

∫
d4x 1

4FµνF
µν−Jµ(x)Aµ(x) (1.21)

Que no es más que la integral funcional para la teoŕıa de QED, pasando al espacio
de momentos mediante la transformada de Fourier obtenemos:

〈WC〉 = e−
1
2e

2
∮
C dxµ

∮
C dyν∆µν(x−y) (1.22)

En donde ∆µν(x − y) es el propagador de Feynmann en espacio-tiempo euclideo.
Tomando el gauge de Feynmann:

∆µν(x− y) = δµν

∫
d4k

(2π)4

eik(x−y)

k2
=

δµν
4π2(x− y)2

(1.23)

Utilizando el propagador (1.23) en el VEV (1.22) y resolviendo la doble integral
obtenemos:

〈0|WC |0〉 = e−( c̃e
2

a )P (1.24)

En donde P es el peŕımetro de la curva C, a es un cut-off para controlar la divergen-
cia ultravioleta que aparece al acercarse x con y y c̃ es una constante numérica que
depende del método de regularización y de la forma de la curva. Está solución es
conocida como la Ley del peŕımetro y es caracteŕıstica de una teoŕıa no-confinante.
Para verlo expĺıcitamente tomemos C un rectángulo de largo T en la dirección
temporal y R en la dirección espacial en donde tomamos a � R � T , eligiendo
esta curva el termino asociado a la corriente eẋµ(s) se puede interpretar como una
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part́ıcula cargada recorriendo la curva C. Cuando la part́ıcula se está moviendo
para atrás en la dirección temporal es equivalente a tener una anti-part́ıcula, en-
tonces al calcular 〈WC〉 estamos calculando la integral funcional en presencia de
un par part́ıcula-anti-part́ıcula separados una distancia R y que interactúan por
un tiempo T .

Si tanto x como y están del mismo lado del rectángulo obtenemos:∫ L

0

∫ L

0

dxdy

(x− y)2
=

2L

a
− 2 log

(
L

a

)
+O(1) (1.25)

Donde L es el largo del lado (ya sea R o T ). Si x, y están en lados perpendiculares
la integral se anula debido a dx.dy = 0. Para el caso en el que x está en un lado
largo T e y está en el otro la integral da:∫ T

0

∫ T

0

dxdy

(x− y)2
=
πT

R
− 2 log

(
T

R
− 2 +O

(
R2

T 2

))
(1.26)

Sumando todas las contribuciones y tomando el ĺımite para T grande obtenemos:∮ ∮
dxdy

(x− y)2
= (

4

a
− 2π

R
)T +O(log T ) (1.27)

Juntando (1.27) con (1.24) obtenemos el VEV:

〈WC〉 = e−( 4
a
− 2π
R

)T (1.28)

En general se tiene [27] que 〈WC〉 ∝ e−EparT entonces para el caso de QED vemos
que hay un término de auto-interacción que diverge logaritmicamente con el cut-off
y un término de Coulomb: V (R) ∼ 1

R
, de donde vemos que al aumentar la distancia

R entre el par de part́ıculas el potencial decae por lo que es una teoŕıa no confinante.
Para el caso de teoŕıas no-abelianas tipo Yang-Mills en donde hay términos de auto-
interacción entre los gluones Aiµ(x) (ver (1.9)) es necesario expandir el operador de
Wilson en términos de la constante de acoplamiento g, desarrollando (1.18) junto
con (1.11) obtenemos a primer orden:

〈WC〉 = TrR[1− 1

2
g2tata

∮
C

∮
C
dxµdyµ∆µν(x− y) +O(g4)] (1.29)

El término asociado con TrR(tata) es simplemente el casimir cuadrático de la re-
presentación C(R) del grupo de gauge, por lo que el resultado a primer orden
del VEV es identico al caso abeliano (1.22) con la identificación g2 7→ g2C(R).
Queremos estudiar el comportamiento de la teoŕıa para acoplamiento fuerte, para
eso es necesario discretizar el espacio en una red de separación a entre puntos
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Figura 1.1: Discretización del espacio-tiempo en una red periódica de separicón a
ubicada en el plano 1− 2

adyacentes. El lazo de Wilson más elemental que podemos construir en este caso
es el que recorre un cuadrado o plaquette en la red como se puede ver en la fig.
(1.1). Tomando ε1 y ε2 vectores de largo a en la dirección 1 y 2 respectivamente, y
ubicando la linea de Wilson en la mitad del segmento obtenemos el lazo de Wilson:

Wplaq = TrRe
−igaA2(x−ε1/2)e−igaA1(x+ε2/2)e+igaA2(x+ε1/2)e+igaA1(x−ε2/2) (1.30)

Si tomamos los campos de gauge Aiµ(x) como funciones continuas podemos ex-
pandir las expresiones que se encuentran en (1.30) en el parámetro de la red a,
y en conjunto con el lema de Baker-Campbell-Haussdorf eAeB = eA+B+[A,B]/2+···

obtenemos:
Wplaq = TrRe

+iga2(∂1A2−∂2A1−ig[A1,A2]+··· ) (1.31)

En donde ahora todos los campos de gauge están evaluados en x. Considerando
ambas orientaciones de la plaquette (i.e Wplaq + W−plaq) y expandiendo las expo-
nenciales obtenemos:

Wplaq +W−plaq = 2C(R)− g2a2TrRF
2
12 (1.32)

En donde F12 = ∂1A2 − ∂2A1 − ig[A1, A2] es el análogo a (1.8) para grupos de
gauge no abelianos. De (1.32) podemos leer la acción para la teoŕıa en una red y
la integral funcional de la misma:

S =
−1

2g2

∑
plaq

Wplaq

Z =

∫
DUe−S

(1.33)

Con U la matriz que determina la orientación de la plaqueta y U † con la orientación
opuesta. Ahora podemos considerar un lazo de Wilson expresado como la traza del
producto de las U asociadas a las lineas orientadas que forman la curva cerrada C,
es decir:

〈WC〉 = Z−1

∫
DUWCe−S (1.34)
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En el ĺımite de acoplamiento fuerte y para la representación fundamental del grupo
de gauge, obtenemos:

〈0|WC |0〉 ' e−(log(g2) A
a2

) (1.35)

En donde A es el área encerrada por la curva C y A
a2

la cantidad de plaquetas
en la superficie, este resultado es la ley de área equivalente a la ley del peŕımetro
(1.24) para el caso abeliano. Tomando de manera análoga C un rectángulo de
lados R y T junto con 〈0|WC |0〉 ' e(−EparT ) vemos que obtenemos un potencial
V (R) = log(g2)R/a2 qué es lineal con la separación del par quark-anti-quark por
lo que aumenta a medida que la separación es mayor. Es decir que es necesaria
una cantidad de enerǵıa infinita para separar las part́ıculas una distancia infinita,
es decir que la teoŕıa es una teoŕıa confinante.

1.3. N = 4 Super Yang-Mills

El estudio de grupos de Lie más generales que U(1) (QED) y SU(2) en conjunto
con el descubrimiento de una gran variedad de hadrones y mesones llevó a la
construcción del modelo estandar de f́ısica de part́ıculas que se basa en el grupo
de simetŕıas SU(3)×SU(2)×U(1) y posteriormente analizando estas simetŕıas se
propuso el Bosón de Higgs que fue encontrado en el LHC en el 2013, a pesar de
los incontables logros del modelo estandar se entiende qué es una teoŕıa efectiva
y que lejos está de ser una teoŕıa fundamental de la naturaleza. Problemas como
la unificación de las fuerzas a altas enerǵıas, la falta de descripción de materia
oscura/enerǵıa oscura, gravedad cuántica y la gran cantidad de parámetros libres
de la teoŕıa son algunos de los problemas que presenta. Es conocido también el
teorema no-go de Coleman-Mandula que bajo hipótesis muy generales determina
que la única manera de combinar simetŕıas de espacio tiempo y simetŕıas internas
es solo posible de manera trivial. Esto implica que las únicas simetŕıas posibles
para una teoŕıa cuántica de campos aparte del grupo de Poincaré son escalares de
Lorentz.

Una manera elegante de evitar este teorema y a su vez encontrar teoŕıas que
incorporan candidatos a materia oscura, una descripción cuántica de la grave-
dad y permiten unificar las interacciones de la naturaleza es considerar teoŕıas
supersimétricas, es decir extender las simetŕıas de Poincaré y los escalares de Lo-
rentz considerando ahora simetŕıas fermiónicas con generadores spinoriales Qi

α, si
tomamos 4 generadores spinoriales decimos que tenemos una teoŕıa con N = 4
supersimetŕıas.

Para el caso de N = 4 Super Yang-Mills (SYM) el álgebra de Poincaré se
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extiende incluyendo supercargas spinoriales [4]:

a = 1, · · · , 4

{
Qa
α α = 1, 2 Spinor de Weyl Izquierdo

Qα̇a = (Qa
α)† Spinor de Weyl derecho

(1.36)

En donde α es el indice spinorial del generador. Las supercargas transforman
como spinores de Weyl en SO(1, 3) y conmutan con las traslaciones, el resto de la
estructura de susy viene dada por:

{Qa
α , Q

b
β} = {Sαa , Sβb} = {Qa

α , S
b

β̇} = 0

{Qa
α, Qβ̇b} = 2σµ

αβ̇
Pµδ

a
b

{Sαa , S
b

β̇} = 2σµ
αβ̇
Kµδ

b
a

{Qa
α , Sβb} = εαβ (δabD + T ab ) +

1

2
δabLµνσ

µν
αβ

(1.37)

en donde los generadores Sαa , S
b

β̇ son los generadores asociados a las transforma-
ciones super conformes presentes en N = 4 Super Yang-Mills.

Dado un grupo de Lie compacto G tendremos un multiplete que transformará
en la representación adjunta del algebra g, entonces para N = 4 el espectro de
part́ıculas viene dado por [4]:

Φi i = 1, · · · , 6 escalares reales.

λaα, a = 1, · · · , 4 spinores izquierdos de Weyl

Aµ(x) = Aaµt
a bosones de gauge

El conjunto (Aµ, λ
a
α, X

i) es el Supermultiplete de Gauge. El lagrangiano de la teoŕıa
viene dado por [lagsym]:

L = Tr{− 1

2g2
FµνF

µν +
θI

8π2
FµνF̃

µν −
∑
a

iλ
a
σµDµλa −

∑
i

DµX
iDµX i

+
∑
a,b,i

gCab
i λa[X

i, λb] +
∑
a,b,i

gC
iabλ

a
[Xi,λ

b
]
+
g2

2

∑
i,j

[X i, Xj]2}
(1.38)

En donde la derivada covariante Dµ y el tensor de esfuerzo F µν se definen de la
manera usual a partir del campo de gauge:

Dµ = ∂µ + [Aµ, .]

F µν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ] = [Dµ, Dν ]
(1.39)
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Las constantes Cab
i y Ciab están relacionadas a las matrices de Clifford Dirac para la

simetŕıa interna SO(6)R ∼ SU(4)R. Por construcción el Lagrangiano es invariante
frente a N = 4 Poincaré supersimétrico, cuyas leyes de transformación vienen
dadas por:

δX ia
α = [Qa

α, X
i] = Ciabλαb

δλb = {Qa
α, λβb} = Fµν(σ

µν)αβδ
a
b + [X i, Xj]εαβ(Cij)

a
b

δλ
b

β̇ = {Qa
α, λ

b

β̇} = Cab
i σ

µ

αβ̇
DµX

i

δAµ = [Qa
α, Aµ] = (σµ)β̇αλ

a

β̇

(1.40)

Clasicamente el Lagrangiano de la teoŕıa (1.38) es invariante de escala, esto puede
verse asignandole a los campos y constantes de acoplamiento las escalas t́ıpicas [4]:

[Aµ] = [X i] = 1 [λa] =
3

2
[g] = [θI ] = 0 (1.41)

Todos los términos del Lagrangiano son de orden 4 de donde se sigue la inva-
riancia de escala. En particular, al considerar una teoŕıa cuántica de campos qué
es invariante de escala e invariante frente a Poincaré estas simetŕıas se combi-
nan para formar un grupo de simetŕıas más grande que es el grupo conforme
SO(2, 4) ∼ SU(2, 2) que al combinarlo con las supersimetŕıas (1.37) obtenemos
el grupo super-conforme que viene dado por el supergrupo SU(2, 2|4). De igual
manera si se cuantiza la teoŕıa de manera perturbativa no se encuentran diver-
gencias ultravioletas por lo que la teoŕıa es invariante frente al supergrupo de
transformaciones conformes SU(2, 2|4) también a nivel cuántico.

1.3.1. Lazos de Wilson en N = 4 SYM

El operador de Wilson introducido en (1.18) mide la holonomı́a del grupo de
gauge al rededor de una curva y puede verse también como la respuesta del campo
frente a una part́ıcula cargada que se mueve en el mismo. La extensión super-
simétrica de este operador puede obtenerse considerando una part́ıcula que se
propaga en N = 4 SYM. En la fase superconforme de la teoŕıa, el espectro de la
misma (1.3) consta de part́ıculas no masivas por lo que para obtener la part́ıcula
de prueba necesitamos romper la simetŕıa del grupo SU(N + 1) 7→ SU(N)×U(1)
mediante un mecanismo tipo Higgs [8] (ver Apendice A). También es posible de-
terminar la extensión supersimétrica siguiendo los métodos presentados en [19, 3]
o inclusive en la propuesta de Maldacena [17]. Siguiendo [7] la extensión super-
simétrica del operador viene dada por:

W (C) =
1

N
TrPexp[

∮
C
dτ(iAµẋ

µ(τ) + Φi(x)yi)] (1.42)
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para el caso euclideo y por:

WR(C) =
1

N
TrRPexp[i

∮
C
dτ(Aµẋ

µ(τ) + Φi(x)yi)] (1.43)

para el caso en que estamos trabajando en Minkowski. En ambos casos (1.42),
(1.43) xµ(τ) es la parametrización de la curva C, yi = |ẋ|Θi con Θi un punto
en la 5-esfera asociado con el grupo de simetŕıa interno SO(6) de la teoŕıa. Es
importante destacar que también podŕıamos obtener el operador a partir de la
reducción dimensional de la teoŕıa supersimétrica en 10 dimensiones, en tal caso
el operador viene dado por:

W =
1

N
TrPexp(

∮
(iAµẋ

µ + Φiẏ
i)) (1.44)

En donde en este caso yi(s) es una función arbitraria y Φi las seis componentes
extra del campo de gauge. Para determinar el VEV del operador es conveniente
introducir los generadores del grupo de gauge ta mediante [Aµ]ij = Aµa [ta]ij, con ij
los ı́ndices de color.

1.3.2. Análisis perturbativo

Al estar trabajando en la rama de Coulomb donde 〈A〉 = 〈Φ〉 = 0 será necesa-
rio realizar contracciones de Wick para estudiar el comportamiento perturbativo.
Sin embargo es fácil ver que el primer orden de la expansión en gYM (o equiva-
lentemente en λ) se anula, por lo que los primeros diagramas no triviales son los
que dan cuenta de la propagación de un bosón de gauge o de una part́ıcula escalar
entre dos puntos del loop x(s) y x(s′). Expandiendo (1.44) e introduciendo los
generadores del grupo la amplitud que buscamos viene dada por:

Tr〈(iAaµ(x(s))T aẋµ(s) + ẏi(s)φai (s)T
a)(iAbν(x(s′))T bẋν(s′) + ẏj(s′)φbj(s

′)T b)〉
= Tr(T aT b)[−ẋµ(s)ẋν(s′)〈Aaµ(x(s))Abν(x(s′))〉+ ẏi(s)ẏj(s′)〈φai (x(s))φbj(x(s′))〉]
= Tr(T aT b)[−ẋµ(s)ẋν(s′)∆ab

µν(x− x′) + ẏi(s)ẏj(s′)Dab
ij (x− x′)]

(1.45)

En donde se usaron los propagadores de la teoŕıa:

∆ab
ij = g2

YM

δabδµν
4π2|x− x′|2

Dab
ij = g2

YM

δabδij
4π2|x− x′|2

(1.46)
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Entonces a primer orden en la expansión, el valor de expectación del Wilson Loop
supersimétrico viene dado por:

〈W (C)〉 = 1−Tr(T aT b)
∮
ds

∮
ds′[−ẋµ(s)ẋν(s′)∆ab

µν(x−x′)+ẏi(s)ẏj(s′)Dab
ij (x−x′)]

(1.47)
A partir de la expresión de los propagadores (1.46) se puede ver que la expresión
(1.47) es linealmente divergente cuando x(s)→ x(s′) por lo que es necesario ana-
lizar las divergencias de la misma. Introduciendo la notación x = |x(s) − x(s′)| e
introduciendo un cutoff ε para el propagador (i.e 1

x2
7→ 1

(x2+ε2)
):

− λ

8π2

∮
ds

∮
ds′ẋµ(s)ẋν(s′)

δµν
x2 + ε2

(1.48)

Si la parametrización de la curva C es tal que x(s = 0) = 0, s � 1 y x(s) � 1

podemos aproximar x(s′)
|ẋ(s′)| ≈ s′, podemos restringir los ĺımites de integración para

la variable s′ al intervalo − ε
|ẋ| < s′ < ε

|ẋ| y, despreciando el término de x2 en la
integral obtenemos:

− λ

8π2

∮ ε
|ẋ|

− ε
|ẋ|

ds′ẋµ(s)ẋν(s′)
δµν
ε2

= − λ

4π2ε

∮
ds|ẋ|= − λL

4π2ε
(1.49)

En donde L es la longitud de la curva C y usamos que s ≈ s′. De manera análoga
para el propagador escalar obtenemos:

− λ

8π2

∮ ε
|ẋ|

− ε
|ẋ|

ds′ẏi(s)ẏj(s′)
δij
ε2

= − λ

4π2ε

∮
ds|ẋ| ẏ

2

ẋ2
(1.50)

De donde observamos que la divergencia se anula en el caso en que la trayectoria
verifique la condición;

ẋ = ẏ (1.51)

1.3.3. Supersimetŕıa del Wilson Loop

El cálculo del Wilson Loop (1.44) en N = 4 SYM puede resolverse perturba-
tivamente en el ĺımite de acoplamiento débil pero para resolverlo en acoplamiento
fuerte es necesario tener en cuenta todos los diagramas. Resumar todos los dia-
gramas de la teoŕıa es equivalente a resolver el ĺımite N → ∞ que en general
es muy dif́ıcil, si no imposible, para una teoŕıa interactuante como N = 4. Sin
embargo hay ciertos casos en los que la solución se simplifica debido a que la su-
persimetŕıa lleva a la cancelación de ciertos términos. De hecho en algunos casos
las restricciones impuestas por supersimetŕıa son tales que todas las correcciones
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cuánticas se cancelan. La pregunta entonces es cómo transformar este operador
(1.42) en un operador supersimétrico, la construcción que presentaremos se debe
a Zarembo [28] y permite construir Wilson Loops que preservan 1/4, 1/6 y 1/8 de
las supersimetŕıas (1.37).

La variación de supersimetŕıa del operador (1.44) viene dada por:

δεW (C) =
1

N
TrP

∫
dsΨ̄(iΓµẋµ + Γiθi|ẋ|)ε exp

(∫
ds′(iAµẋ

µ + Φiθ
i|ẋ|
)

(1.52)

de manera que se preservará alguna supersimetŕıa si:

Ψ̄(iΓµẋµ + Γiθi|ẋ|)ε = 0 (1.53)

donde tomamos que ΓM = (Γµ,Γi) son las matrices de Dirac en 10 dimensiones. Se
puede ver que (iΓµẋµ + Γiθi|ẋ|)2 = 0 por lo que para cualquier curva la ecuación
1,52 tiene 8 soluciones independientes, generalmente estas soluciones dependerán
de la curva por lo que solamente serán localmente supersimétricas. Si queremos
en cambio obtener soluciones globalmente supersimétricas podemos pedir que el
parámetro ε sea independiente de la curva de manera tal que esto impondrá restric-
ciones sobre θi(s) y xµ(s) por lo que el número de ε linealmente independientes que
verifiquen (1.53) determinará la cantidad de supersimetŕıa preservada. Para redu-
cir el número de restricciones para ε a un número finito proponemos el siguiente
ansatz:

θi = M i
µ

ẋµ

|ẋ|
(1.54)

esta propuesta puede entenderse como pedir que la posición de la curva C en S5

siga al vector tangente a ẋµ, entonces M i
µ es una matriz de 4× 6 de la cuál no es

importante dar una forma expĺıcita ya que N = 4 SYM tiene cómo simetŕıa global
al grupo SO(4) × SO(6). Usando esta propuesta la variación de supersimetŕıa
(1.52) vendrá dada por:

iẋµ(Γµ − iM i
µΓi)ε(x) = 0 (1.55)

en donde toda la dependencia con la curva se factoriza y la supersimetŕıa se pre-
servará en caso de obtener:

(Γµ − iM i
µΓi)ε(x) = 0 (1.56)

expandiendo los términos de la variación de supersimetŕıa encontramos que en
general para una curva en R4 se preservara una supersimetŕıa. Esta construcción
garantiza que una curva dentro de R1 es 1/2 BPS, dentro de R2 1/4 BPS, en R3 1/8
BPS y una curva en R4 será 1/16 BPS. En todos estos casos el valor de expectación
del Wilson Loop es trivial, sin embargo en el caso de la trayectoria circular esto no
es cierto debido a que el mismo puede verse como una transformación conforme
de la ĺınea recta (trayectoria 1/2 BPS), y dicha transformación resulta ser singular
[6].
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Caṕıtulo 2

Dualidad AdS/CFT y Wilson
Loops Holográficos

A lo largo de la f́ısica teórica se han encontrado importantes resultados nuevos
al descubrir que dos conceptos distintos se encuentran relacionados en un nivel más
fundamental. Estas relaciones toman en muchos casos la forma de dualidades, en
la cual dos teoŕıas cuánticas aparentemente distintas resultan ser idénticas frente
a dicha dualidad.

Desde un punto de vista matemático esto significa que las teoŕıas son iguales,
es decir que el espacio de Hilbert y la dinámica de ambas concuerdan, sin embargo
desde un punto de vista f́ısico la descripción de las mismas puede ser distinta.
La dualidad Anti-de Sitter/Conformal Field Theory (AdS/CFT ) es una dualidad
que relaciona una teoŕıa cuántica de campos en un espacio-tiempo plano con una
teoŕıa de cuerdas. Es decir que frente a esta dualidad puede verse que una teoŕıa de
campos ,que a priori no parece ser una teoŕıa de gravedad cuántica, es equivalente
a una teoŕıa que es candidata a explicar la gravedad cuántica. Esta dualidad es
también una realización del principio holográfico, el cual dice que en una teoŕıa
gravitatoria, el número de grados de libertad en un volumen dado V escalea como
la superficie ∂V de dicho volumen. Originalmente propuesta por Maldacena [18]
la dualidad AdS/CFT tiene muchas realizaciones distintas pero a lo largo de este
trabajo usaremos siempre el ejemplo usual de la misma que relaciona N = 4
Super-Yang-Mills en (3 + 1) dimensiones con la teoŕıa de cuerdas tipo IIB en
AdS5 × S5.

2.1. AdS/CFT

La teoŕıa de cuerdas definida en AdS5×S5 tiene dos parámetros adimensionales
libres que son el acoplamiento de la cuerda gs y la relación L2/α′ donde L es el
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radio de Anti-de Sitter y α′ = l2s con ls la longitud de la cuerda, por otro lado
N = 4 SYM tiene como parámetros adimensionales el rango del grupo de gauge
N y la constante de acoplamiento de la teoŕıa g2

YM , en la dualidad los parámetros
de ambos lados son identificados entre si según:

g2
YM = gs , g2

YMN = λ =
L4

α′2
(2.1)

En donde λ = g2
YMN es la constante de ’t Hooft. La dualidad AdS/CFT establece

que ambas teoŕıas son dinámicamente equivalentes. Es decir que toda la f́ısica de
la teoŕıa de cuerdas tiene su contra parte en la teoŕıa de campos. Sin embargo en
el caso general en que los parámetros (2,1) toman valores arbitrarios estaŕıamos
trabajando con la teoŕıa de cuerdas completa, es decir en el régimen cuántico, pero
en ese caso la teoŕıa es poco manejable por lo que es necesario tomar ciertos ĺımites
en (2.1) de manera tal de estar en el régimen perturbativo (gs � 1) de la teoŕıa
de cuerdas que es en el cuál mejor se entiende la misma.

En primer lugar se puede considerar el ĺımite de t́ Hooft en el cuál la constante
λ ≡ g2

YM se deja fija mientras se toma el ĺımite N → ∞, en este ĺımite la teoŕıa
N = 4 SYM está bien definida perturbativamente y se corresponde con la expan-
sión topológica de los diagramas de Feynmann de la teoŕıa [13]. En la teoŕıa de
cuerdas este ĺımite puede interpretarse re-expresando el acoplamiento de la cuerda
en términos de la constante de ’t Hooft gs = λ/N , como λ se mantiene fijo este
ĺımite se corresponde con acoplamiento débil en la teoŕıa de cuerdas perturbativa.

Una vez que se tomo este ĺımite el único parámetro libre es λ, en la teoŕıa de
campos el ĺımite perturbativo de la misma se corresponde con λ � 1 sin embar-
go en AdS es natural tomar λ � 1 en el cual el largo de la cuerda ls es muy
chico en relación al radio L de AdS, es decir que en dicho ĺımite obtenemos el
ĺımite de part́ıcula puntual en la teoŕıa de cuerdas tipo IIB que es simplemente
supergravedad tipo IIB compactificada en AdS5 × S5.

•N = 4 SYM, para todo
N, gYM
•gs = g2

YM

↔
• Teoŕıa de cuerdas tipo

IIB cuántica en AdS5 × S5

•L4 = 4πgsNα
′2

• Ĺımite de ’t Hooft
λ = g2

YMN fijo, N →∞
expansión 1/N

↔
• Teoŕıa de cuerdas clásica

tipo IIB en AdS5 × S5

• expansión en loops

• Ĺımite de λ→∞
con N →∞

• Expansión en λ1/2

↔ • Supergravedad tipo IIB en AdS5 × S5

• Expansión en α′

Para entender dinámicamente la asignación realizada en (2.1) consideremos la
teoŕıa de cuerdas tipo IIB en un espacio tiempo (9 + 1)-dimensional tipo Min-
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kowski en el cual introducimos una D3−brana 1 En este caso la teoŕıa perturba-
tiva consiste de dos tipos de cuerdas distintas, cuerdas abiertas que terminan en
la D3−branas y cuerdas cerradas. Las cuerdas abiertas pueden verse como exci-
taciones de la teoŕıa en el hiperplano (3 + 1)−dimensional generado por la brana
mientras que las cuerdas cerradas son excitaciones del espacio tiempo plano en
(9+1)-dimensiones. Si tomamos el ĺımite de baja denerǵıa E � α

′−1/2 de la teoŕıa
solo tendremos en cuenta excitaciones no masivas de las cuerdas, en este caso la
acción de la teoŕıa vendrá dada por:

S = Scerrada + Sabierta + Sint (2.2)

donde Scerrada es la acción de los modos asociados a las cuerdas cerradas, Sabierta
los de las cuerdas abiertas y Sint la interacción entre ambas. En el caso de las
cuerdas cerradas la acción se corresponde con supergravedad en 10 dimensiones
más términos de orden mayor [21], que expandiendo la métrica según g = η + κh
obtenemos:

Scerrada ∼ −
1

2

∫
d10x∂Mh∂

M + · · · (2.3)

Mientras que las acciones Sabierta y Sint puede obtenerse a partir de la acción
de Dirac-Born-Infeld junto con el término de Wess-Zumino para la brana [16] y
expandiendo de igual manera que en el caso anterior se obtiene:

Sabierta = − 1

2πα′

∫
d4x

(
1

4
FµνF

µν +
1

2
ηµν∂µφ

i∂νφ
i + · · ·

)
Sint = − 1

8πα′

∫
d4xφFµνF

µν + · · ·
(2.4)

En donde φi son las excitaciones transversales a la D3−brana y Fµν es el tensor
electromagnético que se genera a partir del campo de gauge Aµ que está en la
brana [25]. En el caso en que consideremos N branas en vez de una los campos
escalares φi y los campos de gauge Aµ están ahora en U(N), es decir φi = φiaTa,
Aµ = AaµTa donde Ta son los generadores del grupo. En este caso es necesario
también tomar la traza sobre el grupo de gauge para asegurar la invariancia de
gauge, cambiar las derivadas parciales por derivadas covariantes y considerar un
potencial escalar V ∼ 1

α′

∑
Tr[φi, φj]2. Si ahora tomamos el ĺımite de α′ → 0 de la

acción e identificamos:
gs = g2

YM (2.5)

vemos que la acción Sabierta es simplemente la parte bosónica de la acción de
N = 4 SYM (1.38), Scerrada es la acción de supergravedad en (9+1)-dimensiones y

1La teoŕıa de cuerdas cuenta con objetos no perturbativos denominados Dp−branas que son
hiperplanos (p+ 1)-dimensionales donde las cuerdas abiertas terminan/empiezan.
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Sint ∼ 0. Es decir que en el ĺımite en que α′ → 0 las cuerdas abiertas y cerradas se
desacoplan. La dinámica de las cuerdas abiertas da lugar a N = 4 SYM mientras
que la dinámica de las cuerdas cerradas es descrita por supergravedad en (9 + 1)-
dimensiones.

Desde el punto de vista de la supergravedad, la situación es similar: obtenemos
dos teoŕıas efectivas de bajas enerǵıas que se desacoplan entre śı. La solución
asociada a una configuración de N D3−branas en la teoŕıa tipo IIB viene dada
por:

ds2 = H(r)−1/2ηµνdx
µdxν +H(r)1/2δijdx

idxj ,

e2φ(r) = g2
s ,

C(4) =
(
1−H(r)−1

)
dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 + · · · ,

(2.6)

donde µ, ν = 0, · · · , 3 y i, j = 4, · · · , 9. La coordenada radial r está definida según
r2 =

∑9
i=4 x

2
i y los · · · en la expresión para la C(4) forma corresponden a los

términos que aseguran la auto-dualidad del tensor F(5) = dC(4), y la función radial
H(r) viene dada por:

H(r) = 1 +

(
L

r

)4

(2.7)

En donde L es una constante que no podemos determinar en el marco de super-
gravedad, sin embargo a partir de teoŕıa de cuerdas sabemos que el flujo de F(5)

a traves de la esfera S5 debe estar cuantizado ya que el mismo cuenta la cantidad
de D3−branas coincidentes, por lo que:

L4 = 4πgsNα
′2 (2.8)

La solución (2.6) consiste de dos regiones distitnas, r chico y grande respectiva-
mente. Si r � L entonces podemos aproximar H(r) ∼ 1 y la métrica (2.6) se
reduce al espacio plano 10-dimensional. Por otro lado en el caso en que r � L
estamos cerca del horizonte, en este caso tenemos que H(r) ∼ L4/r4 y (2.6) se
reduce a:

ds2 =
r2

L2
ηµνdx

µdxν +
L2

r2
δijdx

idxj

=
L2

y2

(
ηµνdx

µdxν + dy2
)

+ L2ds2
S5

(2.9)

En donde en la segunda ĺınea introdujimos la coordenada y = L2/r junto con
coordenadas esféricas (r,Ω5):

δijdx
idxj = dr2 + r2ds2

S5 (2.10)
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A partir de esto podemos ver que tenemos cuerdas propagandose en el espacio
plano 10-dimensional y cuerdas en la región cerca del horizonte, en el ĺımite de
bajas enerǵıas ambas cuerdas se desacoplan y la geometŕıa cerca del horizonte es
AdS5 × S5. Es decir que en el ĺımite de bajas enerǵıas encontramos dos teoŕıas
efectivas distintas, una de ellas es supergravedad tipo IIB en AdS5×S5 mientras
que la otra es N = 4 Super Yang-Mills en un espacio tiempo plano de (3 + 1)
dimensiones.

2.2. Wilson Loops Holográficos

La dualidad AdS/CFT relaciona la teoŕıa N = 4 SYM con la teoŕıa de cuerdas
tipo IIB compactificada en un espacio AdS5×S5. Al relacionar la teoŕıa de campos
en acoplamiento fuerte con la teoŕıa de cuerdas en el ĺımite de supergravedad es
posible obtener valores de expectación para el Wilson Loop en el caso de acopla-
miento fuerte analizando el comportamiento del mismo en la teoŕıa dual. En esta
teoŕıa las cuerdas se propagan en AdS5 × S5 en donde el borde de AdS realiza
la configuración para N = 4 SYM. Esto llevó a Rey-Ye [rey] y Maldacena [17]
a proponer que la descripción dual al Wilson Loop es la generada por la hoja de
mundo de una cuerda que se extiende en AdS cuyos extremos terminan en el borde
de AdS en el loop que recorre la trayectoria asociada al operador. Es decir que la
prescripción holográfica viene dada por [17]:

〈W (C)〉 = e−S(C) (2.11)

En donde el valor de expectación del Wilson Loop se calculará en el ĺımite de
supergravedad de la teoŕıa de cuerdas, en este ĺımite la cuerda que se propaga
en el bulk describe una hoja de mundo que viene dada por la acción de Nambu-
Goto. Si GMN (M,N = 0 · · · 9) es la métrica de AdS5 × S5 para un conjunto de
coordenadas XM , y tomamos σ,τ como los parámetros que parametrizan la hoja
de mundo de la cuerda la acción viene dada por:

S =
1

2πα′

∫
dτdσ

√
det(GMN∂αXM∂βXN) (2.12)

Esta acción no es otra cosa mas que el área descrita por la hoja de mundo, es decir
que el problema de evaluar el valor de expectación del Wilson Loop se reduce a
calcular un área mı́nima en AdS5 × S5. El cálculo de dicha área se reduciŕıa a un
problema trivial si el espacio fuese plano pero como la cuerda se extiende en el
bulk cuya geometŕıa es hiperbólica encontrar dicha superficie es un problema no
trivial. Sin embargo la distancia al horizonte (y por ende a la teoŕıa de campos) es
infinita por lo que el área calculada mediante (2.12) también lo será y es necesario
encontrar un método para regularizarla pudiendo aśı comparar el resultado con lo
obtenido en la teoŕıa de campos.
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2.2.1. Regularización y condiciones de contorno

Una manera de regularizar el área de la hoja de mundo es notar que en el cálculo
de supergravedad la divergencia está relacionada con la masa infinita del boson
W en el que terminan las cuerdas abiertas, es por eso que es posible regularizar el
área extrayendo dicha masa del resultado final [17]:

〈W (C)〉 ∝ ĺım
Φ7→∞

e−(S(Φ)−lΦ) (2.13)

En donde S es el área de la hoja de mundo, l es la longitud de la curva C medida
con la métrica plana y Φ es la masa del bosón W. Esto puede verse también
considerando una métrica general para el espacio:

ds2

α′
=
√
λY −2(

3∑
µ=0

dXµdXµ +
6∑
i=0

dY idY i) (2.14)

Vemos que cómo el área termina en el borde de AdS tenemos una divergencia
infrarroja debido al término Y −2 en la métrica (2.14). Una manera natural de
regularizar esta acción es imponer un cutoff en Y = ε y en vez de calcular el área
hasta el borde Y = 0 calcularla hasta dicho cutoff. Por otro lado el Wilson Loop
en el lado de la teoŕıa de campos necesita ser regularizado en el ultravioleta, de
acuerdo a la relación UV/IR en AdS/CFT [4] el cutoff ε del IR en AdS debe ser
identificado con el cutoff ultravioleta de SYM. Otra manera posible de regularizar
el área es imponiendo las condiciones de contorno directamente en Y = ε, ambos
resultados dan lo mismo a menos de términos finitos que desaparecen junto con
ε 7→ 0. Estos esquemas de regularización pueden verse en la figura (2.1).

2.2.2. Condiciones de contorno

Para encontrar efectivamente la hoja de mundo descripta por el Wilson Loop
que termina en la curva C es necesario, aparte de elegir un buen sistema de coorde-
nadas, determinar las condiciones de contorno que deben cumplir los extremos de
la cuerda en el borde de AdS5 × S5, analizando esto obtendremos otra interpreta-
ción del resultado (1.51) aśı como también una manera sistemática de regularizar
el área. Es importante notar que estas condiciones de contorno serán igualmen-
te relevantes en el caso en que consideremos la descripción dual en términos de
Dp−branas aún en el caso en que la acción correspondiente no sea divergente.

La teoŕıa Super Yang-Mills en 10 dimensiones se realiza en términos de D− 9-
branas que llenan el espacio2. En este espacio de 10 dimensiones el Wilson Loop se

2Esta teoŕıa es anómala pero al reducirla a D = 4 las anomaĺıas desaparecen por lo que las
ignoraremos [7]
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Figura 2.1: Dos esquemas distintos para la regularización del área. En (a) se in-
troducen las condiciones de contorno en Y = 0, mientras que en (b) se introducen
en Y = ε.

corresponde con la hoja de mundo que termina en el loop, es decir que debeŕıamos
imponer 10 condiciones de tipo Dirichlet. Esto puede entenderse considerando
una cuerda abierta propagandose en un espacio 10 dimensional, en este caso la
cuerda y sus extremos son libres de moverse en todas las direcciones mientras que
estos últimos se encuentran sobre una D9-brana que llena el espacio por lo que
en este caso las condiciones de contorno son tipo Neumann, al introducir la curva
asociada al Wilson Loop es necesario que los extremos estén fijos a ella por lo que
las condiciones deben ser tipo Dirichlet.

Para reducir la teoŕıa a 4 dimensiones es necesario realizar 6 T-dualidades de
manera que las D9-Branas luego de la dualidad son D3-Branas y las 10 condiciones
de contorno tipo Dirichlet pasan a ser 4 tipo Dirichlet y 6 tipo Neumann [7] de
acuerdo con el funcionamiento de la T-dualidad [16]. Si consideramos al Wilson
Loop parametrizado por las variables (xµ(s), yi(s)) donde ẏi(s) se acopla con los
6 escalares de la teoŕıa entonces estas coordenadas ẏi(s) deben considerarse como
las asociadas a las condiciones tipo Neumann.

Para considerar las condiciones de contorno tomemos la métrica de AdS5 ×
S5 que viene dada por (2.14), y tomemos coordenadas (σ1, σ2) para la hoja de
mundo de la cuerda de manera tal que la curva se encuentra en σ2 = 0. Como
estamos identificando las coordenadas Xµ en el borde con el espacio tiempo de
cuatro dimensiones donde está definida la teoŕıa de Yang-Mills, imponer las cuatro
condiciones de Dirichlet implica:

Xµ(σ1, 0) = xµ(σ1) (2.15)
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Para imponer las condiciones tipo Neumann en las coordenadas Y i(σ1, σ2) restan-
tes es necesario cumplir con [7]:

Jα1 ∂αY
i(σ1, 0) = ẏi(σ1) (2.16)

donde α = 1, 2 y Jβα es una estructura compleja definida sobre la hoja de mundo
de la cuerda. Si llamamos gαβ a la métrica inducida sobre la hoja de mundo J
puede definirse en términos del tensor antisimétrico ε como:

Jβα =
1
√
g
gαγε

γβ (2.17)

Si bien la condición (2.16) no tiene una derivación a partir de primeros principios,
la misma puede motivarse considerando el grupo de las rotaciones en la 5-esfera
qué es SO(6) e identificarlo con la simetŕıa R asociada a las rotaciones en el espacio
de supercargas de la teoŕıa N = 4 SYM a través de dualidad AdS/CFT, y el uso
de la estructura compleja J proviene de la invariancia ante reparametrizaciones de
la hoja de mundo.

Dada una elección arbitraria de la curva (xµ(s), yi(s)) existe una única super-
ficie mı́nima que cumple estas 10 condiciones de contorno, sin embargo, a priori
esta superficie no tiene por qué terminar en Y i = 0. Esta condición se satisfa-
ce por el área mı́nima si y solo si la curva verifica la restricción (1.51). Para ver
esto recordemos que la teoŕıa en la hoja de mundo es invariante frente a repara-
metrizaciones [26], en particular debe ser invariante frente a reparametrizaciones
temporales, es decir que el hamiltoniano de la teoŕıa debe anularse. Entonces, la
ecuación de Hamilton-Jacobi implica que el hamiltoniano H escrito en términos
de los momentos canónicamente conjugados y las coordenadas debe ser idéntica-
mente nulo. Para una variedad de Riemann genérica descripta por coordenadas
XM dotada con una métrica GMN , el lagrangiano viene dado por (2.12),

√
g con

gαβ = GMN∂αX
M∂βX

N la métrica inducida, de donde podemos obtener los mo-
mentos cómo:

PM ≡
δA

δXM
=

∂A

∂(∂2
σX

M)
= GMN(gσ1σ1∂2

σX
N − gσ1σ2∂1

σ∂
1
σX

N) = GMNJ
α
σ1∂αX

N

(2.18)
El hamiltoniano es entonces H = PM∂

2
σX

M − L, y al tener que PM∂
1
σX

M = 0
podemos obtener la siguiente expresión:

H =

√
g

gσ1σ1

(GMNP
MPN − gσ1σ1) (2.19)

Es decir que la condición H = 0 puede escribirse cómo [7]:

GMN δA(σ1, σ2)

δXM

δA(σ1, σ2)

δXN
= GMN∂

1
σX

M∂1
σX

N (2.20)
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Utilizando la expresión (2.14) para la métrica de AdS5 × S5 obtenemos:( δA

δXµ

)2

+ (
δA

δY i
)2 =

1

(2π)2Y 4
((∂1X

µ)2 + (∂1Y
i)2) (2.21)

A partir de la acción de Nambu-Goto (2.12) es posible obtener los momentos:

δA

δXµ
=

1

2πY 2
Jα1 ∂αX

µ,
δA

δY i
=

1

2πY 2
Jα1 ∂αY

i (2.22)

y reemplazando esto en la condición (2.21) obtenemos:(
Jα1 ∂αX

µ
)2

+
(
Jα1 ∂αY

i
)2

= ((∂1X
µ)2 + (∂1Y

i)2) (2.23)

Si la superficie mı́nima en cuestión cumple las condiciones de contorno (2.15) y
(2.16) obtenemos:

ẋ2 − ẏ2 = (Jα1 ∂αX
µ)2 − (∂1Y

i)2 (2.24)

Si ahora imponemos la condición adicional que la cuerda termine en el borde de
AdS5, es decir Y i(σ1, σ2 = 0) = 0 tendremos que ∂1Y

i = 0∀i, es decir que obtene-
mos automáticamente la condición ẋ2 − ẏ2 ≥ 0. De igual manera si consideramos
que cerca del borde de AdS5 el tenemos un valor no nulo de Jα1 ∂αX

µ se puede
ver que esto implica una variación muy grande del área por lo que es razonable
pedir que dicho termino se anule. Es por esto que a la hora de calcular valores de
expectación de Wilson loops en el régimen de acoplamiento fuerte a partir de su-
perficies mı́nimas en la teoŕıa de cuerdas dual (y a bajas enerǵıas) nos centraremos
en loops que cumplan la restricción (2.24): ẋ2 = ẏ2. En el caso en que esta con-
dición se cumple se pueden re-interpretar las 6 condiciones tipo Neumann (2.16)
como condición Dirichlet en la esfera S5, para ver esto se pueden descomponer las
coordenadas Y i como:

Y i = Y θi (2.25)

En donde las coordenadas θi se mueven sobre la esfera S5 de manera tal que
θiθi = 1 e Y es una coordenada en AdS5 tal que Y = 0 define el borde. Si el loop
es suave y restringiendonos al borde:

∂αY
i = (∂αY )θi (2.26)

Usando la condición θiθi = 1 la condición (2.15) obtenemos:

θi(σ1, σ2 = 0) =
ẏ

|ẏ|
(2.27)
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2.2.3. Regularización del área mı́nima

En la prescripción original para el Wilson Loop holográfico [rey, 17] el operador
en la teoŕıa de campos se relaciona con la hoja de mundo descripta por una cuerda
que termina en la curva C, sin embargo dicha prescripción no determina completa-
mente el valor de 〈W 〉 en el ĺımite de λ grande ya que hay muchas acciones cuyas
ecuaciones de movimiento son resueltas por superficies mı́nimas, en general dichas
acciones difieren en términos de derivadas totales o términos de borde pero, dado
que la superficie tiene un borde estos términos en la acción pueden ser relevantes.

Hasta ahora consideramos que la acción correspondiente es la de Nambu-Goto
(2.12) y el valor de 〈W 〉 es el correspondiente a la solución de las ecuaciones de
movimiento de dicha acción. Sin embargo se puede ver [7] que para obtener el
valor correcto de 〈W 〉 es necesario realizar una transformación de Legendre sobre
la acción, obteniendo aśı el valor deseado y regularizado.

Por lo visto en la sección anterior las variables ẏi imponen condiciones tipo
Neumann (2.16) para el extremo de la cuerda Y i esto implica que en el borde
esencialmente estamos imponiendo condiciones sobre las velocidades, por lo que
resulta natural pensar que el valor 〈W 〉 debe ser una funcional de las variables Xµ

y los momentos canónicamente conjugados a Y i definidos según:

Pi =
δA

δ∂2Y i
=

1

2π
√
λα′
√
gg2α∂αY

jGij (2.28)

La acción (2.12) es naturalmente una funcional de las coordenadas Xµ y Y i por
lo que es necesario realizar una transformada de Legendre para cambiar la depen-
dencia de Y i a Pi es decir L 7→ L̃ = L − (∂2PiY

i), o lo que es igual:

Ã = A−
∮
dσ1PiY

i (2.29)

Para verificar que efectivamente este cambio realiza la modificación deseada pode-
mos analizar la variación de A con respecto a Y i:

δÃ = δA− δ(
∮
dσ1PiY

i∫
dσ1dσ2

( δA
δY i
− ∂α

δA

δ∂αY i

)
δY i(σ1, σ2) +

∮
dσ1

δA

δ∂2Y i
δ∂2Y

i(σ1, 0)−
∮
dσ1δ(PiY

i)

(2.30)

El primer término se anula debido a las ecuaciones de movimiento, mientras que
en el segundo término vemos la definición de Pi (2.28) que se anula con el término
de la transformada de Legendre, es decir que juntando todo esto obtenemos:

δÃ = −
∮
dσ1Y

i(σ1, 0)δPi(σ1, 0) (2.31)
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Es decir que efectivamente la funcional Ã depende de Xµ y Pi como queŕıamos.
Para determinar la diferencia entre ambas funcionales A, Ã necesitamos las con-
diciones de contorno tipo Neumann (2.16) escritas en términos del momento Pi:

ẏi

2π
= P i = Y 2P i (2.32)

Donde utilizamos la métrica del espacio (2.14) y en conjunto con (2.29) obtenemos:

Ã = A− 1

2π

∮
dσ1

ẏ

Y 2
Y i = A− 1

2π

∮
dσ1
|ẏ|
Y

(2.33)

En donde en el último paso utilizamos la condición θiθi = 1 en conjunto con (2.27).
Como queremos ver qué sucede con la divergencia introducimos un cutoff en Y = ε
sobre el que luego tomaremos el ĺımite ε→ 0, por lo visto en (1.49) la divergencia
está relacionada con la longitud l de la curva C de manera que juntando dicho
término con (2.33):

Ã =
1

2πε

∮
dσ1(|ẋ|−|ẏ|) + a (2.34)

Donde a es el término finito asociado al área y el término potencialmente divergente
se anula cuando se cumple la restricción (2.18).

2.2.4. La construcción de Mikhailov

Dada una curva C caracterizada por (xµ(s), yi(s)) calcular el valor de expec-
tación del Wilson Loop 〈W 〉 en la teoŕıa de cuerdas se reduce a encontrar el
embedding XM correspondiente al área mı́nima que termina en dicha curva. Di-
cho problema puede ser altamente no trivial dependiendo del carácter de la curva
elegida, sin embargo Mikhailov [20] encontró dicha solución para una trayectoria
arbitraria tipo tiempo xµ(τr) parametrizada por el tiempo propio τr. Para analizar
dicha solución consideremos nuevamente la acción de Nambu-Goto (2.12) introdu-
ciendo la notación usual: ˙≡ ∂σ1 ≡ ∂τ ,

′ ≡ ∂2
σ ≡ ∂σ

S =
1

2πα′

∫
dσ2
√
− det(GMN∂αXM∂βXN) =

1

2πα′

∫
dτdσ

√(
Ẋ.X ′

)2

− Ẋ2X ′2

(2.35)
Generalmente trabajaremos en el gauge estático, es decir τ = t, σ = z por lo que
el embedding de la cuerda vendrá dado por ~X(t, ~x). A partir de (2.35) se pueden
obtener las ecuaciones de movimiento:

∂

∂t

( Ẋ

z2
√

1 +X ′2 + Ẋ2

)
− ∂

∂z

( X ′

z2
√

1 +X ′2 + Ẋ2

)
= 0 (2.36)

30



Que puede re-escribirse como:

Ẍ −X ′′ + ẌX
′2 +X ′′Ẋ2 − 2ẊX ′Ẋ ′ +

2X ′

z
+

2X
′3

z
− 2X ′Ẋ2

z
= 0 (2.37)

La solución propuesta por Mikhailov [20] viene dada por:

Xµ(τr, z) = xµ(τr) + zvµ(τr) (2.38)

donde vµ ≡ dxµ

dτr
es la 4-velocidad asociada a la part́ıcula que recorre la trayectoria

en la teoŕıa de gauge de manera tal que ηµνv
µvν = −1, para interpretar dicha

solución es conveniente escribirla de manera no covariante:

t(tr, z) = tr +
z√

1− ~v(tr)2
,

~X(tr, z) = ~x(tr) +
~v(tr)z√

1− ~v(tr)2

(2.39)

donde usamos que dτr = dtr
γ
, vµ = γ(1, ~v). A partir de (2.39) podemos ver que

el comportamiento de la cuerda para un dado tiempo t = X0 y penetración en
el bulk z está parametrizado en términos del comportamiento del quark/extremo
de la cuerda en un tiempo previo, tiempo retardado tr de manera análoga al
comportamiento de Lienard-Wiechert en electrodinámica clásica. Es decir que el
embedding (2.38) propuesto por Mikhailov describe una onda que codifica el campo
gluónico del quark y que se propaga a lo largo de la cuerda de manera puramente
saliente. Para verificar que efectivamente (2.38,2.39) es solución de las ecuaciones
de movimiento (2.37) notamos que:

dt = dtr

[ vaz

(1− v2)3/2
+ 1
]

+
dz√

1− v2

dX = dtr

[ az√
1− v2

+
v2az

(1− v2)3/2
+ v
]

+
vdz√
1− v2

(2.40)

En donde se entiende que tanto la velocidad, la aceleración, etc del quark se en-
cuentrán evaluadas en el tiempo tr. A partir de esto podemos encontrar expresiones
para Ẋ y X ′:

Ẋ ≡
(∂X
∂t

)
z

=
(∂tr
∂t

)
z

(∂X
∂tr

)
z

=
az + v(1− v2)3/2

vaz + (1− v2)3/2

X ′ ≡
(∂X
∂z

)
t

=
(∂X
∂z

)
tr
−
( ∂t
∂z

)
tr
Ẋ = − az(1− v2)1/2

vaz + (1− v2)3/2

(2.41)
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Y de manera análoga:

Ẍ ≡
(∂Ẋ
∂t

)
z

=
−a3z2(1− v2)3/2 + 3va2z(1− v2)3 + jz(1− v2)4 + a(1− v2)9/2

[vaz + (1− v2)3/2]3

X ′′ ≡
(∂Ẋ
∂z

)
t

=
−a3z2(1− v2)1/2 + va2z(1− v2)2 + jz(1− v2)3 − a(1− v2)7

[vaz + (1− v2)3/2]3

Ẋ ′ ≡
(∂X ′
∂t

)
z

=
−a3z2(1− v2)− 2va2z(1− v2)5/2 − jz(1− v2)7/2

[vaz + (1− v2)3/2]3

(2.42)

De manera tal que sustituyendo (2.41) y (2.42) en las ecuaciones de movimiento
(2.37) se verifica que efectivamente el embedding (2.38) propuesto por Mikhailov
es solución, es decir que para una trayectoria arbitraria tipo tiempo ya conocemos
el embedding de la cuerda.

A partir de la expresión (2.38) es posible obtener la métrica inducida en la hoja
de mundo gαβ = GMN∂αX

M∂βX
N :

gτrτr =
R2

z2
(z2a2 − 1), gzz = 0, gτrz = −R

2

z2
(2.43)

A partir de esta expresión podemos notar varias cosas que serán de utilidad en
los caṕıtulos posteriores, en primer lugar vemos que las curvas con τr = cte son
geodésicas nulas en la hoja de mundo, pero también son geodésicas nulas en el
espacio-tiempo [9] , esto puede verse tomando coordenadas de Poincarè para AdS5:

ds2 =
R2

z2
(−dt2 + dx2

1dx
2
2 + dx2

3 + dx2
4) (2.44)

Es decir que podemos interpretar la solución de Mikhailov (2.38) como la solu-
ción obtenida al tirar rayos de luz desde el borde de AdS hacia dentro del bulk
en donde el punto de inicio y la pendiente de cada rayo viene determinada por
la posición y la velocidad del quark respectivamente, esta observación es la que
posteriormente nos permitirá obtener una solución análoga a la de Mikhailov pero
para representaciones más grandes del grupo de gauge.

Por otro lado observando (2.43) vemos que la componente temporal de la misma
se anulará para valores radiales dados por z = 1

a
es decir que en los casos en los

que tenemos un movimiento acelerado encontraremos un horizonte de eventos en la
hoja de mundo lo que hará no-trivial la evaluación on-shell de la solución (2.38).
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Caṕıtulo 3

Wilson Loop rectangular y
soluciones supersimétricas

A partir de la prescripción holográfica descrita en el caṕıtulo anterior es posible
determinar el valor de expectación del Wilson Loop. En primer lugar considerare-
mos un rectángulo de lados L y T respectivamente, tomando θi(s) = θi0 constante
en la esfera, de manera análoga a lo visto en la sección (1.2.1) este caso corresponde
con la enerǵıa potencial entre un par part́ıcula anti-part́ıcula. El punto de partida
será la acción de Nambu-Goto:

S =
1

2πα′

∫
dτdσ

√
det(GMN∂αXM∂βXN) (3.1)

y una métrica para el espacio AdS5 × S5:

ds2 = GMNdx
MdxN = α′

[U2

R2
(dt2 + dxidxi) +

R2

U2
dU2 +R2dΩ2

5

]
(3.2)

donde R = (4πgN)1/4 es el radio de AdS en unidades de la tensión de la cuerda y
U = r

α′
tiene unidades de enerǵıa, es decir que las N D3-branas se encuentran ubi-

cadas en U = 0, puede observarse también que el factor α′ se cancelará en la acción
de Nambu-Goto. Para determinar la solución supongamos que el rectángulo se en-
cuentra ubicado en x2 = x3 = 0, es decir el plano (t, x1), recordando que estamos
tomando las coordenadas en la 5-esfera constantes la métrica (3.2) se reducirá a:
Gttdt

2 +Gxxdx
2 + +GUUdU

2. Para facilitar la busqueda de la solución elegimos un
gauge estático σ1 = t, σ2 = x y si estamos interesados en una solución estática al
problema podemos proponer que U(t, x) = U(x). Con todo esto podemos calcular
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la métrica inducida en la hoja de mundo:

gtt = α′
U2

R2
(∂tt)

2 = α′
U2

R2

gxx = α′
U2

R2
(∂xx)2 + α′

R2

U2
(∂xU)2 = α′

(U2

R2
+
R2

U2
U̇2
)

gtx = gxt = 0

(3.3)

en donde introducimos la notación U̇ = ∂xU y para el último término utilizamos
que la métrica (3.2) es diagonal. Cómo (3.3) no depende expĺıcita mente del tiempo
la integral en dσ1 = dt será trivial, y recordando que el largo del rectángulo es T
reemplazando en (3.1) obtenemos:

S =
T

2π

∫
dx

√
U̇2 +

U4

R4
(3.4)

La acción de Nambu-Goto se redujo a un problema de un lagrangiano L = L(U, U̇ , x)
por lo que para encontrar la superficie mı́nima es necesario resolver las ecuaciones
de Euler-Lagrange. Cómo en (3.4) no aparece expĺıcita mente x, que para nuestro
lagrangiano cumple el rol del tiempo, tenemos una cantidad conservada que es el
hamiltoniano asociado a (3.4), es decir:

H =
∂L
∂U̇

U̇ − L (3.5)

por lo que obtenemos:
U4√

U̇2 + U4

R4

= k2 (3.6)

Para determinar la constante consideremos que la coordenada x ∈ (−L/2,+L/2)
que se corresponde con imponer la condición U(±L

2
) → ∞. Además el problema

aśı planteado tiene simetŕıa de reflexión x = −x por lo que el valor mı́nimo de

U(x) se realizará en x = 0 es decir que ∂xU
∣∣∣
x=0

= 0 en x = 0. Si definimos U0

como dicho mı́nimo, a partir de (3.6) obtenemos U2
0 = k2R2 por lo que podemos

obtener despejando en (3.6) e introduciendo una nueva variable y = U
U0

:

∂U

∂x
=

√( U4

R2U2
0

)2

− U4

R4

x =
R2

U0

∫ U/U0

1

dy

y2
√
y4 − 1

(3.7)
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donde podemos determinar U0 a partir de la condición:

L

2
=
R2

U0

∫ ∞
1

dy

y2
√
y4 − 1

=
R2

U2
0

√
2π3/2

Γ(1/4)2
(3.8)

Esta ultima ecuación puede obtenerse realizando el cambio de variables t = y−4

en conjunto con las definiciones de las funciones beta y gamma:

Γ(t) =

∫ ∞
0

xt−1e−xdx

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

(3.9)

Para obtener el valor de expectación 〈W (C)〉 es necesario calcular el área total de
esta superficie insertando la solución (3.7) en la acción (3.4) y luego regularizarla
mediante los términos de borde correspondientes o extrayendo la masa asociada
al bosón W , esta masa está asociada a la longitud de la cuerda que se extiende
entre el horizonte en U = 0 y la brana ubicada en U → ∞. Si en cambio la
brana estuviese ubicada en algún valor arbitrario Umax la masa seŕıa exactamente
Umax/(2π) [17] de manera tal que el resultado será:

E(L) =
2U0(L)

2π

[ ∫ ∞
1

(
y2dy√
y4 − 1

− 1

)
− 1
]

(3.10)

En este caso ahora la integral resulta finita y puede realizarse de acuerdo a lo
propuesto en [17] obteniendo:

E(L) = −
4π2
√

2g2
YMN

L[Γ(1/4)]4
= − 4π2

√
2

L[Γ(1/4)]4

√
λ (3.11)

donde E(L) es la enerǵıa potencial de un par part́ıcula anti-part́ıcula. La depen-

dencia a(λ)
L

de esta expresión con la separación L esta fijada por la invariancia
conforme de la teoŕıa. El calculo de cuerdas es en definitiva una predicción para el
valor del coeficiente a(λ) en el ĺımite de acoplamiento fuerte.

3.1. El Wilson Loop Circular

En general el cálculo de Wilson Loops en términos de áreas mı́nimas es un
problema no trivial en el cual no siempre es posible obtener una solución anaĺıtica
como en (3.7), sin embargo en ciertos casos en los que el operador es 1/2 BPS es
posible obtener dicho resultado, un ejemplo de esto es la trayectoria circular para
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la cual también es posible encontrar un resultado exacto en la teoŕıa de gauge. Este
resultado, conjeturado inicialmente en [8, 6] y posteriormente probado mediante
localización en [23], al ser válido para todo valor de la constante de acoplamiento
nos permite compararlo con el resultado en la teoŕıa de cuerdas. Dada la relación
existente entre lazos circulares y hiperbólicos lo usaremos como gúıa para estudiar
a estos últimos.

Por lo visto en el ejemplo anterior, para facilitar el cálculo del Wilson Loop es
necesario elegir un conjunto de coordenadas acorde a las simetŕıas del problema
para la métrica de AdS5×S5 de manera tal de simplificar el cálculo de la minimi-
zación de la acción de NG (3.1). Si consideramos la trayectoria circular de radio a
ubicada en el plano x1, x2, es decir a2 = x2

1 +x2
2, y fija en un punto de la 5−esfera,

lo más natural es considerar coordenadas polares de manera tal de obtener:

ds2 = GMNdx
MdxN =

α′
√
λ

z2

[
dx2

0 + dr2 + r2dφ2 + dx2
3 + dz2

]
(3.12)

Para describir la hoja de mundo de la cuerda tomaremos como coordenadas σ1 = r,
σ2 = φ, y a partir de la simetŕıa del problema propondremos el siguiente ansatz
para el perfil Z(r, φ) = Z(r), con todo esto podemos calcular la métrica inducida:

grr = α
√
λ

(z′(r)2 + 1)

z(r)2
, gφφ = α

√
λ

r2

z(r)2

grφ = 0, gφr = 0

(3.13)

Es decir que la acción (3.1) toma la forma:

S =
1

2πα′

∫
drdφ

r

z2

√
1 + (∂rz)2 =

√
λ

∫ a

0

dr
r

z2

√
z′2 + 1 (3.14)

en donde en el último paso se realizó la integral en φ. A partir de la acción (3.14)
podemos calcular la ecuación de movimiento:

− rzz′′ − (2r + zz′)
(
z′2 + 1

)
= 0 (3.15)

puede verse que la solución a la ecuación viene dada por:

z(r) =
√
a2 − r2 (3.16)

y la acción (3.14) evaluada on-shell viene dada por:

S = r a
√
λ

∫ a

0

dr

(a2 − r2)3/2
(3.17)

como mencionamos en el caṕıtulo anterior esta integral es divergente ya que no
estamos considerando los términos de borde correspondientes y la respectiva trans-
formación de Legendre (2.29). Si bien esperamos que dicha transformación cancele
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la divergencia presente en (3.17) es necesario introducir un cut-off ε en la integral
para poder obtener un resultado anaĺıtico, posteriormente considerando la acción
y los términos de borde el resultado debe ser finito en el ĺımite ε→ 0. En este caso
el término de borde vendrá dado por:

δA = z
∂LNG
∂r

∣∣∣R−ε
0

= −
√
λ

a

(a− ε)2√
(2a− ε)ε

= −
√
λ
( a√

(2a− ε)ε
+

ε3/2√
(2a− ε)

− 2ε1/2√
2a− ε

) (3.18)

los últimos dos términos en (3.18) son finitos al tomar el ĺımite ε→ 0 por lo que los
despreciaremos, el valor del área mı́nima entonces viene dado por (3.17) integrado
ahora hasta a− ε y (3.18) de acuerdo con (3.17):

S =
√
λ

(
a√

(2a− ε)ε
− 1

)
−
√
λ

(
a√

(2a− ε)ε

)
=
√
λ (3.19)

Y de acuerdo a la prescripción de Maldacena (2.11) el valor de expectación para
el Wilson Loop circular es:

〈W 〉 = e−
√
λ (3.20)

3.1.1. El Wilson Loop Circular en N = 4 Super-Yang-Mills

Para poder estudiar la validez de la dualidad AdS/CFT y de la solución halla-
da en (3.20) es necesario encontrar una manera de calcular el operador en la teoŕıa
de gauge más allá de la teoŕıa de perturbaciones. Formalmente esto es posible
utilizando argumentos de localización supersimétrica [23, 24] que en este trabajo
no abordaremos, sin embargo la localización pudo obtenerse originalmente consi-
derando los trabajos [8, 6] en los que al analizar el comportamiento perturbativo
del Wilson Loop circular se observó que la contribución a 2-loops de los diagramas
de interacción se anulaban de manera que los únicos diagramas que contribúıan al
valor de expectación eran los diagramas tipo escalera. Considerando que la can-
celación de dichos diagramas de interacción sucede a todo orden en la expansión
perturbativa, es posible resumarlos y obtener una conjetura para el resultado, el
cual fue finalmente probado.

Para considerar todos los diagramas de Feynmann a orden λ2 = g4
YMN

2 es
necesario incluir en el análisis los fantasmas introducidos al cuantizar la teoŕıa
mediante el método de Faddev-Poppov, que notaremos por c = caT a. Entonces el
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lagrangiano a considerar viene dado por:

L =
1

2g2

[1

2
(F a

µν)
2 + (∂µφ

a
I + fabcAbµφ

c
I)

2 + ΨaiΓµ(∂µΨa + fabcAbµΨc)

+ ifabcΨaΓAφbAΨc −
∑
I<J

fabcfadeφbIφ
c
Jφ

IdφJe + ∂µc̄
a(∂µc

a + fabcAbµc
c) + ζ(∂µA

a
µ)2
]

(3.21)

en donde el término asociado con ζ se utiliza para fijar el gauge, I, J = 1, · · · , 6
son los ı́ndices asociados a SO(6) y estamos obviando los ı́ndices spinoriales. Cabe
notar que el supermultiplete (Aµ,Ψ, φI) está en la representación adjunta del grupo
de gauge U(N), en general las convenciones que utilizaremos vendrán dadas por:

T a.T a = C2(R)IdR
[T a, T b] = fabcT c

(3.22)

En donde estas convenciones valen para una representación arbitraria R del grupo
de gauge y C2(R) es el Casimir cuadrático. En el caso en el que estemos trabajando
en la representación fundamental las convenciones (3.22) se reducen a:

Tr(T aT b) =
1

2
δab (3.23)

generalmente trabajaremos en el gauge de Feynmann que se obtiene fijando ζ =
1, o lo que es lo mismo ∂µA

a
µ = 0. Para calcular los diagramas tipo escalera

a orden λ2 será necesario introducir reglas de Feynmann que presentaremos a
medida que sea necesario. Por otro lado es posible deducir qué términos aportarán
al cálculo analizando la dependencia en g2, en primer lugar los propagadores de la
teoŕıa aportan un g2 mientras que los vértices vendrán con un término g−2. Por lo
discutido en la sección (1.3) el operador Wilson Loop en N = 4 SYM viene dado
por:

W (C) =
1

N
TrP exp

[ ∮
C
dτ(iAµẋ

µ(τ) + ΦI(x)yI)
]
, (3.24)

donde los campos están en la representación adjunta, es decir: Aµ = T aAaµ, φI =

φaIT
a, yI =

√
ẋ2θI y θI es un punto en la 5-esfera normalizado según θ2 = 1 que

generalmente tomaremos constante. El valor de expectación del operador (3.24)
vendrá dado por:

〈W (C)〉 =
1

Z

∫
DADφDΨDcDc̄W (C) exp(−S[A, φ,Ψ, c]) ≡

≡ 1

N
Tr〈P

{
exp

∮
C
dτ(iAµẋ

µ(τ) + ΦI(x)yI)
}
e−S〉

(3.25)
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la manera de atacar este problema será entonces expandir ambas exponenciales
de manera análoga a lo hecho en el análisis perturbativo de la divergencia en el
Wilson Loop (1.3.2) solo que ahora incluiremos los términos provenientes de la
segunda exponencial.

A modo de precalentamiento podemos calcular el primer diagrama no trivial
que consiste en considerar un propagador gluónico o escalar entre dos puntos
de la curva C y proviene de expandir (3.24) a primer orden. Al hacer esto el
operador al que le tenemos que calcular el valor de expectación viene dado por
(iAaµT

aẋµ + Φa
IT

ayI)2, los términos cruzados se anularán debido al teorema de
Wick y utilizando las convenciones (3.23) junto con la expresión de los propaga-
dores (1.46) obtenemos:

〈W (C)〉 = 1 +
g2N

4π2

∮
C
dτ1dτ2

|ẋ(τ1)||ẋ(τ2)|−ẋ(τ1).ẋ(τ2)

|x(τ1)− x(τ2)|2
+ · · · (3.26)

Esta integral tiene un resultado finito para cualquier curva C que sea suave debido
al análisis de las divergencias presentado en (1.51).

Las correcciones a orden λ2 = g4N2 se deben a la consideración de las auto-
enerǵıas para los gluones y los campos escalares, los diagramas de Feynman plana-
res con dos propagadores internos pero sin interacciones entre ellos y los diagramas
con un vértice interno. A lo largo de todo este análisis usaremos regularización por
reducción dimensional, que consiste considerar a la teoŕıa Super-Yang-Mills en 2w
dimensiones como la reducción dimensional de N = 1 Super-Yang-Mills en 10
imensiones, es decir que en este caso el campo de gauge Aaµ(x) es un campo vec-
torial con 2w componentes. Los ı́ndices del campo escalar toman 10− 2w valores,
es decir, i = 1, · · · , 10 − 2w. En cada dimensión, el campo fermiónico tiene 16
componentes reales. La regularización por reducción dimensional preserva las 16
supersimetŕıas de la teoŕıa 10 dimensional por lo que esto lleva a que haya 4 su-
percargas asociadas a las 4 componentes del spinor de Majorana en 4 dimensiones
conservadas.

Podemos primero considerar las correcciones al propagador gluónico de orden
g4N2. Las interacciones presentes en el Lagrangiano de la teoŕıa (3.21) indican
que es necesario tener en cuenta la aparición de loops de campos vectoriales y
ghosts, campos esalares y fermiónicos. Los diagramas que vamos a estudiar pueden
esquematizarse en la figura (5.2).

Las integrales a resolver para calcular dichas auto enerǵıas son canónicas y
pueden encontrarse en los textos clásicos de teoŕıas de campos [ramond] por lo
que solamente mencionaremos de manera esquemática como realizarlas en el caso
más simple que es el de los ghosts. El propagador gluónico y escalar en el espacio
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(a) Σ1 (b) Σ2 (c) Σ3

Figura 3.1: Diagramas asociados con la expansión del operador a orden N2g4 para
el caso de la trayectoria circular.

de momentos puede leerse a partir de (1.46) y transformando Fourier:

∆ab
µν(p) = g2δabδµνp

−2

Dab
IJ(p) = g2δabδIJp

−2
(3.27)

y el término correspondiente a la interacción Aφ2, es decir, g−2fabc∂µ(Φa
I)A

b
µΦcI ,

de donde podemos deducir el factor asociado al vertice:

i

g2
fabc(kµ − pµ) (3.28)

la amplitud del diagrama buscado es entonces (luego de un poco de álgebra)

g4Nδab

2(p2)2

∫
d2wk

(2π)2w

[pµpν + 4kµkν + 2kµpν + 2pµkν ]

(p+ k)2k2
(3.29)

introduciendo un parámetro de Feynmann [22] y resolviendo la integral la correc-
ción a los propagadores escalares viene dada por:

escalares = −δabg4N
Γ(2− w)Γ(w)Γ(w − 1)

(4π)wΓ(2w)
(10− 2w)

δµν − pµpν/p2

p6−2w
(3.30)

De igual manera pueden obtenerse los términos correspondientes a los campos
vectoriales y los ghosts:

= δabg4N
Γ(2− w)Γ(w)Γ(w − 1)

(4π)wΓ(2w)
2(3w − 1)

δµν − pµpν/p2

p2−2w
(3.31)

y para los fermiones de Majorana en la representación adjunta:

= −δabg4N
Γ(2− w)Γ(w)Γ(w − 1)

(4π)wΓ(2w)
16(w − 1)

δµν − pµpν/p2

p2−2w
(3.32)
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debido a que todos tienen la misma dependencia funcional podemos encontrar la
expresión para el propagador gluónico en el gauge de Feynmann:

∆ab
µν = g2δab

δµν
p2
− g4N

Γ(2− w)Γ(w)Γ(w − 1)

(4π)wΓ(2w)
4(2w − 1)δab

δµν − pµpν/p2

p6−2w
(3.33)

De igual manera se pueden calcular las correcciones a 1-loop de los propagadores
escalares obteniendo mediante un cálculo análogo:

= δabg4N
δµν
p2
− g4N

Γ(2− w)Γ(w)Γ(w − 1)

(4π)wΓ(2w)
4(2w − 1)

δij
p6−2w

(3.34)

y:

= −δabg4N
δµν
p2
− g4N

Γ(2− w)Γ(w)Γ(w − 1)

(4π)wΓ(2w)
8(2w − 1)

δij
p6−2w

(3.35)

de manera que el propagador queda entonces:

Dab
ij = g2δab

δij
p2
− δabg4N

δµν
p2
− g4N

Γ(2− w)Γ(w)Γ(w − 1)

(4π)wΓ(2w)
4(2w− 1)

δijδ
ab

p6−2w
(3.36)

Utilizando estos propagadores podemos ahora calcular los términos de orden g4N
que aparecen en el valor de expectación del Wilson Loop al corregir los diagramas
asociados al intercambio de un único gluon o campo escalar entre dos puntos de
la curva C. Transformando Fourier las expresiones (3.33), (3.36) y repitiendo el
cálculo perturvativo pero ahora con estos propagadores obtenemos:

Σ2 = −g4N2 Γ2(w − 1)

27π2w(2− w)(2w − 3)

∮
dτ1dτ2

|ẋ(1)||ẋ(2) − ẋ(1).ẋ(2)

[(x(1) − x(2))2]2w−3
(3.37)

En el caso de interés (w = 2) puede verse que el integrando de esta expresión
es idéntico a (5.8) de manera que para tener en cuenta esta corrección basta con
hacer el cambio:

g2N

4π
7→ g2N

4π2
− g4N2Γ2(w − 1)

128π2w(2− w)(2w − 3)
(3.38)

Otra contribución posible a orden g4N2 corresponde con expandir el operador
W (C) hasta orden cuatro. Este término se corresponde con tener dos propagadores,
ya sean gluónicos o escalares que van desde un punto en la curva C hasta otro sin
interactuar entre si. Quedandonos solomanete con los diagramas planares estos
diagramas son conocidos como diagramas escalera, la contribución generada por
estos diagramas viene dada por:

Σ1 =
g4N2

6

∮
τ1>τ2>τ3>τ4

dτ1dτ2dτ3dτ4
(|ẋ(1)||ẋ(2)|−ẋ(1)ẋ(2))

[|x(1) − x(2)|2]w−1

(|ẋ(3)||ẋ(4)|−ẋ(3)ẋ(4))

[|x(3) − x(4)|2]w−1

(3.39)
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El último término que nos falta analizar para contar con la expansión en g4N2

provienen de los diagramas con un vértice interno y tres inserciones a lo largo
de la curva C, es decir que es necesario expandir el operador (3.24) a orden tres
mientras que la acción correspondiente a (3.21) es necesario expandirla a primer
orden, de esta manera los términos relevantes son:

i3

3!

∫
dτ1dτ2dτ3〈TrP [A(τ1)A(τ2)A(τ3)]

(
−
∫
d4yfabc∂µA

a
ν(y)Abµ(y)Acν(y)

)
〉

i

2!

∫
dτ1dτ2dτ3〈TrP [Φ(τ1)A(τ2)Φ(τ3)]

(
−
∫
d4yfabc∂µΦa

i (y)Abµ(y)Φc
i(y)

)
〉

(3.40)

En donde por simplicidad estamos usando la notación abreviadaA(τ) = Aaµ(τ)ẋµ(τ)T a

y Φ(τ) = Φa
i (τ)|ẋ|T a, es decir que será necesario para cada uno de los términos

realizar las contracciones necesarias y utilizar los propagadores (1.46) para obtener
sumando ambos diagramas:

Σ3 = −g
4N2

4

∮
dτ1dτ2dτ3ε(τ1τ2τ3)(|ẋ(1)||ẋ(3)|−ẋ(1) · ẋ(3))

× ẋ(2) · ∂

∂x(1)

∫
d2ww∆(x(1) − w)∆(x(2) − w)∆(x(3) − w).

(3.41)

Donde el propagador ∆(x) = Γ(w−1)
4πw[x2]w−1 y se introdujo ε(τ1τ2τ3) el parámetro

antisimétrico que ordena las inserciones en la curva, definimos ε(τ1τ2τ3) = 1 si
τ1 > τ2 > τ3 y ε es antisimétrico frente a cualquier transposición de τi. Para resol-
ver esta integral podemos introducir parámetros de Feynmann α, β, γ mediante
la propiedad [22]:

1

AnBmC l
=

∫ 1

0

dαdβdγδ(1− α− β − γ)
nmlαn−1βm−1γl−1

[αA+ βB + γC]n+l+m
(3.42)

en donde para nuestro caso tomamos A = |x(1) − w|2, B = |x(2) − w|2, C =
|x(3) − w|2, aplicando la derivada correspondiente a la expresión llegamos a:

Σ3 = g4N2 Γ(2w − 2)

27π2w

∫ 1

0

dαdβdγ(αβγ)w−2δ(1− α− β − γ)

∮
dτ1dτ2dτ3ε(τ1τ2τ3)

× (|ẋ(1)||ẋ(3)|−ẋ(1) · ẋ(3))(α(1− α)ẋ(2) · x(1) − αγẋ(2) · x(3) − αβẋ(2) · x(2))

[αβ|x(1) − x(2)|2+αγ|x(1) − x(3)|2+βγ|x(3) − x(2)|2]2w−2

(3.43)

3.1.2. Cancelación de las divergencias a orden g4N 2

Con todo lo visto hasta acá tenemos tres términos Σ1,Σ2,Σ3 que son las con-
tribuciones al valor de expectación de 〈W (C)〉 a orden g4N2 para una curva suave
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arbitraria C, queremos ver ahora que efectivamente Σ1+Σ2+Σ3 nos da un resultado
finito. El término asociado a Σ1 (3.39) es finito por si solo mientras que Σ3 resulta
divergente en el caso en que τ1 sea coincidente con τ2, sin embargo esta divergencia
debeŕıa cancelarse con el coeficiente de Σ2 (3.37), para ver esto es necesario extraer
los términos divergentes de la expresión (3.37). Para eso consideremos:

G(τi) =

∫
d4w∆(w − x(1))∆(w − x(2))∆(w − x(3)), (3.44)

esta integral es simétrica por lo que basta considerar un sólo ĺımite, como por
ejemplo x(1) ∼ x(2). En este caso podemos aproximar el factor |w − x(3)| por
|x(1) − x(3)| de manera tal de sacarlo fuera de la integral y podemos introducir un
cutoff infrarojo δ. En este caso el resultado de la integral solamente puede depender
de la relación entree |x(1) − x(2)|/δ es decir que el ĺımite que nos interesa estudiar
x(1) ∼ x(2) es equivalente a tomar δ →∞, entonces cambiando |w−x(2)|≈ |w−x(1)|
e introduciendo una nueva variable w′ = w − x(1) obtenemos:

G(τi) ∼
1

64π2

1

|x(1) − x(3)|2

∫
d4w′

w′4
= − 1

64π4

log|x(1) − x(2)|2/δ2

|x(1) − x(3)|2
. (3.45)

Por lo que vemos que la divergencia de G es logaŕıtmica cuando x(1) ∼ x(2) mientras
que en los casos en que x(1) o x(2) se acercan a x(3) el resultado de (3.43) puede
verse que es finito siendo la única divergencia la (3.45). Al ser una divergencia
logaŕıtmica el resultado será independiente del método de regularización, podemos
escribir τ = τ (1) − τ (2) y hacer el desarrollo de taylor x(1) = x(2) + ẋ(2)τ + · · · ,
obteniendo:

Σ3 ∼ −
g4N2

128π4

∮
dτ2

∮
dτ3
|ẋ(2)||ẋ(3)|−ẋ(2) · ẋ(3)

|x(2) − x(3)|2

∫
dτsign(τ)

ẋ(2) · (x(1) − x(2))

|x(1) − x(2)|2

= −g
4N2

64π2

∮
dτ2

∮
dτ3
|ẋ(2)||ẋ(3)|−ẋ(2) · ẋ(3)

|x(2) − x(3)|2
log ε

(3.46)

esta expresión cancela exactamente la divergencia proveniente de (3.37) ya que
en w = 2 uno puede reemplazar el polo 1/(2 − w) por −2 log ε. Con todo lo
analizado hasta acá vimos que efectivamente para una curva C suave y arbitraria,
las divergencias a orden g4N2 se anulan.

Wilson Loop Circular

Para ver como utilizamos estos resultados podemos parametrizar el ćırculo de
radio unitario como:

xµ = (cos τ, sin τ, 0, 0) (3.47)
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En el ĺımite deN grande y g2N fijo es sabido que la teoŕıa de campos viene dada por
los diagramas planares, por lo que primero veremos que estos diagramas sin vertices
contribuyen todos de igual manera al valor de expectación del Wilson Loop con
un factor que depende únicamente de la cantidad de propagadores, posteriormente
veremos que los diagramas correspondientes a correcciones de autoenerǵıa (3.37
y a diagramas con vertices internos (3.43) se cancelan exactamente lo que llevó a
conjeturar en ([8]) que el resultado correspondiente a los diagramas planares sin
vertices internos es válido a todo orden.

Consideremos la expansión del operador a orden 2n:

1

N

∫ 2π

0

dτ1

∫ τ1

0

dτ2 · · ·
∫ τ2n−1

0

dτ2nTr〈(iA(τ1) + Φ(τ1)) · · · (iA(τ2n) + Φ(τ2n))

(3.48)
en donde se tomó el orden de las integrales de manera tal de eliminar el factor
(1/2!) coorespondiente a la expansión de Taylor. A partir de la parametrización
elegida y de la expresión (5.8) tenemos:

〈(iA(τ1) + Φ(τ1)) (iA(τ2) + Φ(τ2))〉0 =
g2δab

4π2

∣∣ẋ(1)
∣∣∣∣ẋ(2)

∣∣− ẋ(1) · ẋ(2)

|x(1) − x(2)|2
=
g2δab

8π2

(3.49)
El factor de color puede calcularse utilizando (3.23), es decir: Tr(T aT b)δab = N

2
IN .

A partir de (3.49) vemos que en este caso el resultado final de los diagramas
planares no depende del parametro de la curva τ por lo que todas las contracciones
de Wick son idénticas de manera que para obtener la contribución final necesitamos
calcular la cantidad de diagramas de este tipo que existen en la teoŕıa. Entonces
la suma de los diagramas ladder con n propagadores contribuye con:

(g2N/4)n

(2n!)
× (#de diagramas planares con n lineas internas) (3.50)

Para poder contar los diagramas de tipo escalera podemos utilizar una propiedad
particular de la teoŕıa, dado un diagrama con n + 1 propagadores internos, para
cada 0 ≤ k ≤ n puede descomponérselo de manera única cómo: Es decir que si
notamos An+1, la cantidad de diagramas distintos con n + 1 propagadores, tiene
que satisfacerse la relación de recursión:

An+1 =
n∑
k=0

An−kAk, (3.51)

con A0 = 1. Podemos definir una función generatŕız f(z) =
∑∞

n=0Anz
n que debido

a (3.51) debe satisfacer:
zf 2(z) = f(z)− 1 (3.52)
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De donde podemos obtener la solución:

f(z) =
1−
√

1− 4z

2z
=
∞∑
n=0

(2n)!

(n+ 1)!n!
zn (3.53)

En donde eleǵımos el signo de la ráız cuadrada de manera tal que f(z) sea fińıta
en z = 0 y en el último paso expandimos f en su desarrollo de Taylor. Obtuvimos
entonces una expresión para los coeficientes An = (2n)!

(n+1)!n!
que podemos reemplazar

ahora en (3.49) de manera tal de obtener la suma de todos los diagramas planares:

∞∑
n=0

(g2N/4)n

(n+ 1)!n!
=

2√
λ
I1(
√
λ) (3.54)

donde λ = g2N y I1(x) es la función de Bessel modificada de primera especie. 1 A
partir de este resultado podemos estudiar el ĺımite de λ grande:

〈W (C)〉ladders ∼
e
√
λ

(π/2)1/2(λ)3/4
(3.56)

y comparándolo con (3.20):

〈W (C)〉AdS/CFT ∼ e
√
λ (3.57)

podemos observar que los diagramas tipo escalera tienen el mismo comportamiento
que la predicción de AdS/CFT .

Resta ver simplemente que los términos asociados a los diagramas con un vérti-
ce interno Σ3 (3.43) y los correspondientes a las correcciones de un loop a los
propagadores gluónicos Σ2 (3.37) se cancelan exactamente. A partir de la para-
metrización (3.47) e introduciendo la notación cos(τi − τj) = cos τij tenemos para
(3.43):

Σ3 = g4N2 Γ(2w − 2)

22w+5π2w

∫ 1

0

dαdβdγ(αβγ)w−2δ(1− α− β − γ)

×
∮
dτ1dτ2dτ3

ε(τ1τ2τ3)(1− cos τ13)(α(1− α) sin τ12 + αγ sin τ23)

[αβ(1− cos τ12) + βγ(1− cos τ23) + γα(1− cos τ13)]2w−2
,

(3.58)

1Podemos definir las funciones de Bessel de primera especie como

Iα(x) =

∞∑
m=0

1

m!Γ(m+ α+ 1)
(
x

2
)2m+α (3.55)
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donde de la manera usual, 2w es la dimensión arbitraria utilizada para la regula-
rización dimensional. Para ver que en el caso de interés, w = 2 las divergencias se
cancelan consideremos la siguiente identidad:∮

dτ1dτ2dτ3
∂

∂τ1

ε(τ1τ2τ3)(1− cos τ13)

∆2w−3
= 0 (3.59)

donde ∆ = αβ(1− cos τ12) + βγ(1− cos τ23) + γα(1− cos τ13) y:

∂

∂τ1

ε(τ1τ2τ3) = 2δ(τ12)− 2δ(τ13) (3.60)

derivando la expresión (3.59) y utilizando (3.60) vemos qué el término asociado a
la segunda delta se anula en el caso τ1 = τ2 de manera que obtenemos:∮

dτ1dτ2dτ3

{
− sin τ13(αβ(1− cos τ12) + βγ(1− cos τ23) + γα(1− cos τ13))

∆2w−2

+ (2w − 3)
(1− cos τ13)(αβ sin τ12 + αγ sin τ13)

∆2w−2

}
ε(τ1τ2τ3)

= 2

∮
dτ1dτ”

1

[γ(1− γ)]2w−3

1

[1− cos τ12]2w−3

(3.61)

Para poder llevar esta expresión a una similar a (3.58) es necesario cambiar de
variables en los primeros términos de (3.61) de manera de conseguir en todos los
términos cos τ13, para lograr esto es necesario también realizar las permutaciones
β ↔ γ en un caso y α↔ β en otro, por lo que para que esto pueda llevarse a cabo
es necesario agregar un factor δ(1− α− β − γ):∮

dτ1dτ2dτ3ε(τ1τ2τ3)
{(1− cos τ13)(α(1− α) sin τ12 + αγ sin τ23)

∆2w−2
+

+ (2w − 4)
(1− cos τ13)(αβ sin τ13)

∆2w−2

}
= 2

∮
dτ1dτ2

1

[γ(1− γ)]2w−3

1

[1− cos τ12]2w−4

(3.62)

Integrando por partes el último término de esta expresión tenemos:∮
dτ1dτ2dτ3ε(τ1τ2τ3)

(1− cos τ13)(α(1− α)) sin τ12 + αγ sin τ23

∆2w−2

= −2w − 4

2w − 3

∮
dτ1dτ2dτ3ε(τ1τ2τ3)

sin τ13

∆2w−3

+
2

2w − 3

∮
dτ1dτ2

1

[γ(1− γ)]2w−3

1

[1− cos τ12]2w−4

(3.63)
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puede verse fácilmente que el primer término es finito en el caso w 7→ 2 por lo que
el término 2w − 4 anulará la contribución en el ĺımite de interés. Es decir que el
resultado final será:

Σ3 = g4N2 Γ2(w − 1)

22w+4π2w(2− w)(2w − 3)

∮
dτ1dτ2

1

[1− cos τ12]2w−4
+O(2w−4) (3.64)

por otro lado el término (3.37) asociado a Σ2 en el caso de la trayectoria circular
(3.47) viene dado por:

Σ2 = −g4N2 Γ2(w − 1)

22w+4π2w(2− w)(2w − 3)

∮
dτ1dτ2

1

[1− cos τ12]2w−4
(3.65)

por lo que ambas contribuciones (3.64) y (3.65) se cancelan exactamente cuando
w = 2:

Σ2 + Σ3 = 0 (3.66)

De manera que para el Wilson Loop circular encontramos que a orden g4N2 las
divergencias se cancelan exactamente y el resultado del valor de expectación viene
dado por la suma de los diagramas tipo escalera y el resultado del mismo para
acoplamiento fuerte se corresponde con el resultado predicho en el cálculo reali-
zado en AdS, originalmente los autores de [6] conjeturaron que este resultado es
un resultado exacto de la teoŕıa en el cuál entraba en juego la simetŕıa conforme.
Posteriormente los autores de [6] mostraron que efectivamente la transformación
conforme que lleva la ĺınea recta al ćırculo es anómala, de manera que dicha ano-
maĺıa es la responsable de cancelar las divergencias a todo orden. Finalmente este
resultado fue probado rigurosamente en [pestun] mediante argumentos de locali-
zación, a lo largo de este trabajo consideraremos ciertas trayectorias hiperbólicas
que también resultan ser 1/2 BPS y estudiaremos la posibilidad que los diagramas
de interacción también se cancelen y los valores de expectación asociados a dichas
trayectorias sean dados por la suma de los diagramas tipo escalera únicamente.

3.2. Modelo de Matrices

Debido a que la suma de los propagadores gluónicos y escalares es constante
(3.49) la suma de los diagramas tipo escalera se mapea a una teoŕıa 0-dimensional.
En particular el número de gráficos planares sin vértices y n propagadores puede
ser calculado mediante un modelo de matrices Gaussianas y Hermı́ticas [6, 8, 12]:

〈 1

N
Tr expM〉 =

1

Z

∫
DM 1

N
Tr expM exp

(
−2N

λ
TrM2

)
(3.67)

En donde M es una matriz hermı́tica de N × N . Esta matriz puede ser expre-
sada en su base de autovalores, es decir M = diag{m1,m2,m3, · · · ,mN} para lo
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cual es necesario introducir el Jacobiano de la transformación en (3.67) que es el
determinante de Vandermonde [12]:

∆2 =
∏

1≤i<j≤N

(mi −mj)
2 (3.68)

De manera que el valor de expectación (3.67) toma la forma:

〈 1

N
Tr expM〉 =

1

N

∫ ∏
dmi∆

2(mi)
1

N

∑
emi exp

[
−2N

λ

∑
m2
i

]
=

1

Z

∫ ∏
dmi∆

2(mi) exp

[√
λ

2N
m1

]
exp
[
−
∑

m2
i

] (3.69)

En donde en el último paso se re-escalearon los autovalores mi y se absorvio la
normalización en Z. Para calcular esta integral podemos re escribirla en términos
de polinomios ortogonales, en particular podemos buscar polinomios que sean or-
togonales con respecto a la medida de integración

∫
dm exp[−m2], estos polinomios

son proporcionales a los polinomios de Hermite:

Hn(x) = ex
2

(
− d

dx

)n
e−x

2

,

∫ ∞
−∞

dxe−x
2

Hn(x)Hm(x) = δnm2nn!
√
π (3.70)

Entonces los polinomios que tomamos para resolver la integral (3.69) serán poli-
nomios de Hermite ortogonales con respecto a dicha medida:

Pn(x) ≡ Hn(x)√
2nn!
√
π

(3.71)

Y podemos transformar el determinante de Vandermonde según ∆(mi) ∼ det[{Pj−1(mi)}]
donde nuevamente absorvemos la normalización en Z, integrando enmi, i = 2 · · ·N :

〈 1

N
Tr expM〉 =

1

N

∫ ∞
−∞

dm
N−1∑
j=0

Pj(m)2 exp

[
−m2 +

√
λ

2N
m

]
(3.72)

E introduciendo los polinomios de Laguerre Lmn
2 obtenemos:

〈 1

N
Tr expM〉 =

1

N

N−1∑
j=0

Lj(−λ/4N) exp{[λ/8N ]} =
1

N
L1
N−1(−λ/4N) exp[λ/8N ]

(3.74)

2Los polinomios de Laguerre Lmn (x) vienen definidos según:

Lmn (x) =
1

n!
exp[x]x−m(

d

dx
)n(exp[−x]xn+m (3.73)

48



que en el ĺımite planar se reduce a:

〈 1

N
Tr expM〉 ' 2√

λ
I1

(√
λ
)

(3.75)
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Caṕıtulo 4

Wilson Loops para
representaciones de rango mayor

Por lo visto anteriormente, matemáticamente el Wilson Loop es la traza en
una representación arbitraria R del grupo de gauge G de la matriz de holonomı́a
asociada con el transporte paralelo a lo largo de una curva cerrada C en el espacio
tiempo. F́ısicamente, el valor de expectación del Wilson loop, en una representación
particular del grupo de gauge, mide la fase asociada a una part́ıcula externa en
una dada representación que que se mueve al rededor de una curva C.

En la descripción holográfica vimos que la forma natural de introducir el ope-
rador en la representación fundamental del grupo de gauge es considerando una
cuerda abierta cuyos extremos están fijos a la curva C. Sin embargo uno puede
preguntarse cuál es la descripción del Wilson loop en la teoŕıa de cuerdas dual
asociado a una representación arbitraria R del grupo de gauge . A lo largo de esta
sección estudiaremos el operador para representaciones (anti)-simétricas y mostra-
remos que la misma viene dada en términos de una (D5)D3−brana cuyo volumen
de mundo se extiende en AdS5 × S5 y pincha el borde de AdS5 en la trayectoria
C, a diferencia de la cuerda fundamental las branas son objetos cargados con un
campo U(1) por lo que tendrán un flujo electromagnético, en particular estudia-
remos el caso en el cual el Wilson loop puede ser descrito por un número grande
de cuerdas fundamentales, esto sucede cuando el operador involucra muchos lazos
coincidentes, un Wilson loop que está multiplemente enrollado o en una represen-
tación mayor del grupo de gauge. En estos tres casos el comportamiento a leading
order deberá ser el mismo que en la representación fundamental pero con un fac-
tor que de cuenta de la multiplicidad k del loop. Por otro lado el comportamiento
subleading deberá ser el asociado a la interacción entre las hojas de mundo asocia-
das a las k cuerdas, esta pregunta lejos de ser trivial de plantear en el caso de las
cuerdas es respondida de manera mucho más simple considerando D3-branas.

A lo largo de este caṕıtulo estudiaremos primero el caso más simple que es el
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de una recta infinita, luego el caso de un ćırculo y posteriormente presentaremos
un método que permite encontrar el embedding correspondiente a una D3-brana
para una trayectoria cualquiera tipo tiempo.

4.1. Dp−branas

La descripción holográfica del Wilson Loop en la representación fundamental
del grupo de gauge requirió el estudio de la hoja de mundo descrita por la cuerda
dual cuyos extremos finalizan en la curva C. Dicha hoja de mundo es la solución que
minimiza la acción correspondiente a la cuerda fundamental, de igual manera, en el
caso en que estudiemos una representación arbitraria (simétrica o anti-simétrica)
del grupo de gauge, la solución será aquella que minimice la acción asociada a la
(D5)D3-brana.

Las Dp−branas son objetos de la teoŕıa de cuerdas que se extienden en (p +
1) dimensiones, es decir que en este caso la solución no describirá una hoja de
mundo, sino que será el volumen asociado a las p coordenadas correspondientes a
las fluctuaciones de la brana. Si bien estos objetos son fundamentales en la teoŕıa de
cuerdas, en este trabajo solamente presentaremos la acción de los mismos dejando
los detalles de sus propiedades para la referencia [16].

Las branas son objetos dinámicos de la teoŕıa en las cuales las cuerdas abier-
tas pueden empezar/terminar [29], es decir que estos objetos deben sentir tanto
el efecto de la gravedad como también los distintos backgrounds presentes en la
teoŕıa, estos objetos cuentan también con un campo de gauge U(1) por lo que si
introducimos coordenadas ζa , a = 0, · · · , p en la brana los campos presentes en la
misma serán el embedding Xµ(ζ) y el campo de gauge Aµ(ζ) y su acción vendrá
dada por:

SDBI = −Tp
∫
dp+1ζe−Φ

√
det (Gab +Bab + 2πα′Fab) (4.1)

Esta acción es la acción de Dirac-Born-Infeld (DBI) para el caso de campos de fon-
do arbitrarios. De manera análoga a la acción de Nambu-Goto, Gab es el pullback
de la métrica en el volumen de mundo de la brana, Fab es el tensor electromagnéti-
co asociado al campo U(1) que vive en la misma, Tp es la tensión de la brana y
Bab es el campo antisimétrico de la teoŕıa de cuerdas. El factor asociado al dilaton
aparece debido a que esta acción es a orden arbol en la teoŕıa.

Por otro lado las Dp−branas, para el sector Ramond-Ramond de la teoŕıa, son
fuentes para las formas C(p+1) por lo que junto con la acción DBI tenemos también
un término de Wess-Zumino (WZ) de la forma:

SWZ = µp

∫
Mp+1

C(p+1) (4.2)
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En donde µp es la carga de la Dp−brana frente a la (p+ 1)-forma C(p+1) y Mp+1

es el volumen de mundo asociado a la brana. Dependiendo de la dimensionalidad
p de la brana tendremos distintos valores para la carga y la tensión de la misma,
la forma expĺıcita de estas constantes viene dada por [16]:

µp = (2π)−pα
′− (p+1)

2 , τp = g−1
s µp , Tp = τpgs (4.3)

A partir de la acción total S = SDBI + SWZ para la Dp−brana junto con los
términos de borde correspondientes podemos estudiar la descripción holográfica
del operador Wilson Loop para representaciones mayores del grupo de gauge.

4.2. Dos ejemplos para representaciones simétri-

cas

4.2.1. Ĺınea recta

El caso más simple de analizar es una ĺınea recta infinita. Para la representación
fundamental podemos considerar que el Wilson loop se extiende en la dirección x1

y está localizado en x2 = x3 = x4 = 0 y utilizamos la métrica de AdS:

ds2 =
L2

y2
(dy2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 + (dx4)2) (4.4)

Donde L es el radio de curvatura de AdS, el área de la superficie descrita puede
ser calculada análogamente a los casos anteriores, tendrá una divergencia asociada
a los valores de y que se encuentran cerca del borde y será proporcional al largo
en la dirección x1 que llamaremos X1, introduciendo un cutoff y0 el área será:

A =
√
λ
X1

2πy0

(4.5)

Al incluir los términos de borde correspondientes para eliminar esta divergencia
vemos que el resultado total de la acción será simplemente Scuerda = 0 y el valor
de expectación será 〈W 〉 = 1.

Para estudiar la descripción de la D3-brana es conveniente introducir coorde-
nadas esféricas en la dirección transversal a la ĺınea, de manera que la métrica de
AdS5 (4.4) tomará la forma:

ds2 =
L2

y2
(dy2 + (dx1)2 + dr2 + r2dΩ2

2) (4.6)

Buscamos entonces la descripción de la D3-brana holográfica con flujo eléctrico
que describe a este Wilson loop. Está brana será una hipersuperficie en AdS5 que
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vendrá dada por una sola ecuación. Dado que las ecuaciones a resolver son más
complicadas que en el caso de la representación fundamental es necesario plantear
un ansatz que nos facilite encontrar dicha solución. Consideraremos entonces que
la hipersuperficie descrita por la brana está dada por una función y = y(r), por lo
que utilizaremos x1, r, θ, φ como coordenadas para el world-volume e incluiremos
también un tensor electromagnético F1r(r).

La acción asociada a la Dp−brana (4.1), (4.2) para el caso particular en que
p = 3 toma la forma:

SDBI = TD3

∫
e−Φ
√

det(g + 2πα′F )

SWZ = −TD3

∫
P [C4] = −TD3

∫
d4x εabcd (Cµ1µ2µ3µ4∂aX

µ1∂bX
µ2∂cX

µ3∂dX
µ4)

(4.7)

La tensión TD3 puede obtenerse a partir de (4.3) y re expresarla en términos de
las constantes holográficas según:

TD3 =
1

(2π)3l4sgs
=

N

2π2L4
(4.8)

En AdS5 × S5 hay N unidades de flujo de la 5−forma de Ramond-Ramond cuyo
potencial puede tomarse como:

C4 =
L4

y4
dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 =

L4r2 sin θ

y4
dx1 ∧ dr ∧ dθ ∧ dφ (4.9)

En donde la última expresión corresponde simplemente a considerar el cambio de
coordenadas a esféricas introducido en (4.6). Con todo esto podemos calcular la
acción:

S =
2N

π

∫
dx1dr

r2

y4

(√
1 + y′2 + (2παF1r)2

y4

L4
− 1

)
(4.10)

En donde introducimos la notación usual y′ = ∂y
∂r

. A partir de (4.10) podemos ver
que el campo de gauge A1(r) no aparece expĺıcita mente por lo que el momento
asociado Π se conservará1, es decir que:

Π =
∂L

∂(∂rA1(r))
= −i4N

λ

2πF1rr
2√

1 + y′2 + 4π2F 2
1ry

4/r
(4.11)

1En la teoŕıa Euclidea el campo eléctrico es imaginario, por lo que para obtener un momento
conjugado real es necesario multiplicar al momento por i.
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Las ecuaciones de movimiento vendrán dadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange
correspondiente a la acción (4.10):

∂LD3

∂y
− d

d3

(
∂LD3

∂y′
) =

= −
4r2
(
2π2F 2

1ry
4/λ+ 1 + y

′2
)

y5

√
4π2F 2

1ry
4

λ
+ y′2 + 1

−

−
[
r
(
4π2F1ry

5 ((2F1r − rF ′) y′ + rF1ry
′′)− 24π2rF 2

1ry
4y
′2
)]

y5

√
4π2F 2

1ry
4

λ
+ y′2 + 1 (4π2F 2

1ry
4 + λ+ λy′2)

−

−4λry
′2
(
y
′2 + 1

)
+ λy

(
ry′′ + 2

(
y
′3 + y′

))
y5

√
4π2F 2

1ry
4

λ
+ y′2 + 1 (4π2F 2

1ry
4 + λ+ λy′2)

(4.12)

Podemos ver que a diferencia del caso para la representación fundamental las
ecuaciones de movimiento quedan de forma mucho más complicada debido a la
forma funcional de la acción (4.1) y (4.2) por lo que para resolverlo es necesario
plantear un ansatz conveniente. En este caso vendrá dado por:

y(r) =
r

κ
(4.13)

Introduciendo esto en las ecuaciones puede verse que es solución en el caso en que
la constante κ venga dada por:

κ =
k
√
λ

4N
(4.14)

A partir de la solución (4.13) podemos obtener el campo eléctrico:

F1r = i
kλ

8πNr2
(4.15)

Para determinar el valor de expectación del operador falta evaluar on-shell la ac-
ción (4.10) en la solución (4.13) y (4.15), al hacerlo vemos que efectivamente el
resultado es 0, por lo que pareceŕıa que tenemos el resultado que buscábamos,
pero hasta ahora simplemente consideramos la acción en el bulk por lo que todav́ıa
faltan los términos de borde de manera análoga a lo realizado para la represen-
tación fundamental. Por lo visto anteriormente sabemos que el término de borde
corresponde con la transformada de Legendre de la acción, por lo que necesitamos
el momento conjugado a la variable y(r):

py =
∂L
∂y′

=
2N

π

r2y′

y4

√
1 + y′2 + (2πα′F1r)2 y

4

L4

(4.16)
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ahora introduciendo un cut-off en y0 y evaluándolo en la solución, el término de
borde será:

−
∫
dx1y0py = −2N

π

X1k

y0

(4.17)

Pero todav́ıa esperamos que el resultado del valor de expectación sea nulo, ya que
este Wilson Loop es 1/2 BPS y de acuerdo a lo mencionado en 1.3.3 el valor de
expectación es trivial. Es decir que debe estar faltando algún término de borde
nuevo que no tiene análogo en la representación fundamental, este término tiene
que ser la transformada de Legendre de la otra variable, es decir el campo de gauge.
La acción (4.10) es una funcional del campo de gauge, pero el observable asociado
al Wilson loop define el número k que es el rango de la representación. El momento
conjugado al campo de gauge vimos que es Π (4.11), que es exactamente igual a
k por lo que es la variable correcta a usar para la transformada de Legendre, es
decir que obtenemos otro término de borde:

−
∫
dx1iΠA1 = −

∫
dx1driΠF1r =

2N

π

X1κ

y0

(4.18)

Vemos ahora que efectivamente considerando ambos términos de borde (4.17) y
(4.18) se cancelan exactamente por lo que obtenemos el resultado final:

S = 0, 〈W 〉 = 1 (4.19)

Para completar el análisis de la solución podemos estudiar la geometŕıa que des-
cribe el embedding de la brana (4.13) dentro de AdS5. A partir de la métrica
inducida g podemos evaluarla en dicha solución para obtener la geometŕıa de la
hipersuperficie:

ds2 =
L2κ2

r2
((1 + κ−2)dr2 + (dx1)2) + L2κ2(dθ2 + sinh θ2dφ2) (4.20)

Podemos ver que la métrica de la hipersuperficie es una métrica producto de la
forma AdS2 × S2 en donde el radio de AdS2 puede obtenerse calculando la cur-
vatura del espacio y viene dado por L

√
1 + κ2 mientras que el radio de la esfera

S2 es Lκ. Que la métrica pueda escribirse como producto significa que la esfera
S2 nunca se achica, inclusive al acercarnos al radio de AdS5, también puede verse
que esta hipersuperficie esta completamente embebida en AdS5 a diferencia de la
descripción holográfica para una representación antisimétrica en la cuál la hiper-
superficieo es una subvariedad del espacio AdS5 × S5 entero [11]. El perfil de la
solución puede verse en la figura (4.1)
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Figura 4.1: Perfil de la D3-brana asociada a la ĺınea recta

4.2.2. Wilson Loop Circular

Por lo visto en la sección anterior el cálculo del Wilson loop en términos de
D3-branas es computacionalmente más complicado de resolver que en el caso de
la representación fundamental, es por eso que para resolver la trayectoria circular
será necesario elegir un conjunto de coordenadas tal que la mayor cantidad de
simetŕıas del problema se haga manifiesta. Para eso, si consideremos que la trayec-
toria circular se encuentra en el plano (x1, x2), lo más natural es entonces elegir un
conjunto de coordenadas polares (r1, ψ) en dicho plano y para el plano x3, x4 otro
conjunto distinto de coordenadas polares (r2, φ) es decir que la métrica de AdS5

(4.4) en estas nuevas coordenadas tomará la forma:

ds2 =
L2

y2
(dy2 + dr2

1 + r2
1dψ

2 + dr2
2 + r2

2dφ
2) (4.21)

En donde ahora la curva estará en r1 = R y r2 = 0, por lo que estamos buscando
una solución de D3-brana que termine en el ćırculo al tomar el ĺımite y → 0. Una
manera de atacar este problema es considerar la solución encontrada para la ĺınea
recta (4.13) y transformarla mediante una transformación conforme que mapee la
ĺınea al ćırculo. A partir de las transformaciones conformes en la teoŕıa de campos,
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generadas por un vector cα, se pueden extender a isometŕıas en AdS según [1]:

xα =
x̃α + cα ((x̃)2 + ỹ2)

1 + 2c · x̃+ (c)2 ((x̃)2 + ỹ2)

y =
ỹ

1 + 2c · x̃+ (c)2 ((x̃)2 + ỹ2)

(4.22)

En donde la inversa de dicha transformación se obtiene mediante cα → −cα. Para
obtener el ćırculo centrado en el (0, 0) del plano (x1, x2) es necesario trasladar pri-
mero en la dirección x2 a la ĺınea recta obteniendo (x1, 1/2, 0, 0) y después utilizar
la transformación (4.22) con la elección c = (0,−1, 0, 0). Una vez encontrada la
transformación recordamos que la solución para la ĺınea (4.13) depende del radio
r que se forma en las direcciones transversales a la ubicación de la ĺınea, es decir
r2 = x2

1 + x2
2 + x2

3 de manera que la solución transformada toma la forma:

κ2y2 =

(
−x2

1 − x2
2 − x2

3 − x2
4 − y2 +

1

2

)2

+ x2
2 + x2

3

4κ2R2y2 = (r2
1 + r2

2 + y2 −R2)2 + 4R2r2
2

(4.23)

En donde en el último paso introdujimos las coordenadas polares correspondientes.
A partir de esta ecuación podŕıamos encontrar una relación funcional para la
coordenada y = y(r1, r2) que seŕıa a priori una solución del problema pero que
lejos está de facilitar los cálculos a realizar con la acción (4.7). Otra manera es
plantear un cambio de coordenadas que simplifique de alguna manera la expresión
(4.23) explicitando las simetŕıas del problema, este cambio de coordenadas viene
dado por:

r1 =
R cos η

cosh ρ− sinh ρ cos θ
, r2 =

R sinh ρ sin θ

cosh ρ− sinh ρ cos θ
, y =

R sin η

cosh ρ− sinh ρ cos θ
(4.24)

Aplicando este cambio de coordenadas a la ecuación (4.23) obtenemos:

4R2
(
sin(η)2κ2 − sinh ρ

)
(cosh(ρ)− cos(θ) sinh(ρ))2

= 0 (4.25)

Donde ahora la ecuación (4.23) se simplificó y podemos obtener la solución para
el embedding:

sin η =
1

κ
sinh ρ (4.26)

Con este ansatz podemos ahora plantear el problema, la métrica (4.21) transforma
según el cambio (4.24) a:

ds2 =
L2

sin2 η

(
dη2 + cos2 ηdψ2 + dρ2 + sinh2 ρ

(
dθ2 + sin2 θdφ

))
. (4.27)
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Para poder encontrar el resultado necesitamos poder determinar las condiciones
de contorno por lo que tenemos que saber el rango que toman nuestras variables,
podemos cubrir el espacio una vez si las mismas toman los valores:

ρ ∈ [0,∞), θ[0, π], η ∈ [0, π/2], φ ∈ [0, 2π], ψ ∈ [0, 2π] (4.28)

Es fácil ver que el borde del espacio y = 0 se mapea a η = 0 y a ρ→∞, y el ćırculo
estará ubicado en η = ρ = 0. A partir del ansatz (4.26) vemos que tendremos el
conjunto de coordenadas:

Xµ = (η(ρ), ψ, ρ, θ, φ) (4.29)

y tendremos una sola componente del campo electromagnético Fψρ(ρ), con esto
ya podemos calcular la métrica inducida y la acción DBI, pero para el término
de Wess-Zumino necesitamos el pullback de la 4-forma. A partir de la expresión
para la 4-forma (4.9) en coordenadas cartesianas podemos hacer el cambio de
coordenadas al nuevo conjunto de variables (4.24) obteniendo la forma en términos
de las coordenadas adecuadas para nuestro problema:

C4 =L4 cos2 η sin θ sinh2 ρ

sin4 η
dρ ∧ dψ ∧ dθ ∧ dφ

+ L4 cos η sin θ sinh2 ρ(sinh ρ− cosh ρ cos θ)

sin3 η(cosh ρ− sinh ρ cos θ)
dη ∧ dψ ∧ dθ ∧ dφ

− L4 cos η sin2 θ sinh ρ

sin3 η(cosh ρ− sinh ρ cos θ)
dη ∧ dψ ∧ dρ ∧ dφ

(4.30)

Con la 4-forma expresada en términos de las variables adecuadas, la elección de las
coordenadas del embedding (4.29) y el campo Fψρ(ρ) podemos obtener la acción:

SDBI = TD3

∫
e−Φ
√

det(g + 2πα′F )

= 2N

∫
dρdθ

sin θ sinh2 ρ

sin4 η

√
cos2 η(1 + η′2) + (2πα′)2

sin4 η

L4
F 2
ψρ

(4.31)

Y el término de WZ:

SWZ = −TD3

∫
P [C4]

= −2N

∫
dρdθ

cos η sin θ sinh2 ρ

sin4 η

(
cos η + η′ sin η

sinh ρ− cosh ρ cos θ

cosh ρ− sinh ρ cos θ

)
(4.32)

Donde en ambos términos se realizaron las integrales en las variables angulares
(ψ, φ), ya que no aparecen expĺıcitamente en la acción. De igual manera que en
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el caso de la ĺınea recta, el campo de gauge Aρ no aparece expĺıcita mente en la
acción por lo que el momento conjugado Π se conservará y será igual a la carga de
la cuerda fundamental o el número de Wilson loops coincidentes, es decir que:

Π =
∂L
∂Fψρ

=
8π2NFψρ sin θ sinh2 ρ

λ

√
4π2F 2

ψρ sin4 η

λ
+ (η′ + 1) cos2 η

(4.33)

En este caso por conveniencia definiremos a Π = k sin θ es decir que para obtener
la carga de la cuerda tendremos que realizar una integral angular. A partir de el
ansatz (4.26) que obtuvimos a partir de la transformación conforme (4.23) y el
momento Π (4.33) tenemos dos constantes en el problema que debemos relacionar
para efectivamente tener la solución. A partir de las ecuaciones de movimiento
para la acción (4.31) y (4.32)2, junto con el ansatz y el valor del momento vemos
que esto es solución en el caso en que:

k = Π =
4Nκ√
λ

(4.34)

A partir de estas soluciones podemos evaluar on-shell la acción del sistema de
donde obtenemos:

SDBI+WZ = 2Nκ2

∫
dρdθ

sin θ cos θ

sinh ρ (cosh ρ− sinh ρ cos θ)

= 2Nκ2
[

coth ρ− ρ

sinh2 ρ

]sinh ρ=κ

ρ=0

(4.35)

Podemos ver que a diferencia de los casos previamente analizados para la repre-
sentación fundamental (3.7), (3.17), para representaciones simétricas los resultados
(4.13), en (4.35) no son divergentes por lo que uno podŕıa considerar que cómo los
términos de borde cancelan las divergencias no es necesario tenerlos en cuenta. Sin
embargo si efectivamente hiciéramos esto no obtendŕıamos el resultado deseado
(3.20), por lo que los términos de borde pueden aportar también a la parte finita
de la acción on-shell cómo veremos ahora.

Para considerar los términos de borde necesitamos calcular los momentos con-
jugados asociados a la coordenadas η(ρ) y al momento Aρ, estos vendrán dados:

pη = −2κ2n sin θcsch3ρ
√
κ2 − sinh2 ρ

cos θ − coth ρ
(4.36)

2Obviamos la presentación expĺıcita de las ecuaciones de movimiento para este caso. A di-
ferencia de las ecuaciones (4.12) asociadas a la ĺınea, las del ćırculo son aún más complicadas
y no presentan ningún tipo de información relevante. Las mismas se pueden obtener fácilmente
mediante un proceso tedioso y algebraico a partir de las ecuaciones (4.31) y (4.32).
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Ahora la transformada de Legendre asociada y el correspondiente término de borde
será:∫

dψdφdθηpη = 8π2κ2nρcsch3ρ

√
κ2 − sinh2 ρ csc−1(κcschρ)

∣∣∣sinh ρ=κ

ρ=0
(4.37)

Esta última expresión tiene una divergencia en ρ → 0 por lo que es necesario
introducir un cut-off. Podemos también calcular el término de borde asociado al
campo:

−
∫
dρdψiΠFψρ = −4Nκ2 coth ρ

∣∣∣sinh ρ=κ

sinh ρ=κ sin η0
(4.38)

Juntando la expresión para la acción on-shell (4.35) en conjunto con los términos de
borde (4.37) y (4.38) vemos que las divergencias de estos se cancelan y el resultado
viene dado por:

Scirculo = −2N [κ
√

1 + κ2 + sinh−1 κ] (4.39)

El perfil de la solución puede verse en la imagen (4.2) En este caso a partir de la

Figura 4.2: Perfil de la D3-brana asociada a la trayectoria circular.

solución (4.26) podemos obtener la métrica inducida por la brana:

ds2 =
L2

sin2 η

(
1 + κ2

1 + κ2 sin2 η
dη2 + cos2 ηdψ2

)
+ L2κ2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(4.40)
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En donde podemos ver que nuevamente la métrica se factoriza obteniendo un
término asociado con una esfera S2 y para ver la estructura del otro término es
conveniente realizar el cambio:

cot2 η = (1 + κ2) sinh ζ (4.41)

En donde obtenemos en estas coordenadas:

ds2 = L2(1 + κ2)
(
dζ2 + sinh2 ζdψ2

)
+ L2κ2

(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(4.42)

En donde ahora vemos que la estructura es nuevamente AdS2 × S2. A diferencia
de la solución para la ĺınea recta vemos que (4.39) es una función no trivial del
flujo κ o análogamente del rango de la representación k, para analizar el resultado
es conveniente estudiar el ĺımite en el que κ→ 0 de (4.39):

Scirculo = −4Nκ− 2Nκ3

3
+
Nκ5

10
+O(κ7) = −k

√
λ− k3λ3/2

96N2
+

k5λ5/2

10240N4
+O(

k7/2

N6
)

(4.43)
En primer lugar vemos que el término dominante es k veces el resultado para la
representación fundamental (3.20), es decir que a primer orden vemos la contri-
bución de k cuerdas coincidentes en la curva C como esperábamos. Sin embargo,
los ordenes siguientes son correcciones en 1/N2 al valor de expectación, los cuales
podemos entender en términos de las cuerdas que componen la brana.

En el ĺımite de λ grande tendŕıamos que calcular la superficie mı́nima de genus
mayor que terminen en la curva C. Sin embargo estas soluciones no existen [5] por
lo que debemos analizar de que manera podemos, a partir de la solución original
para la cuerda, deformarla agregandole manijas.

Si miramos a orden g2p
s debeŕıamos considerar p manijas indistinguibles que ter-

minen en nuestra superficie. Estas contribuciones tendrán la misma acción que el
resultado a leading order pero con un prefactor distinto que da cuenta de la degene-
ración de las manijas. El acoplamiento de la cuerda arroja un factor g2p

s ∼ (λ/N)2p,
pero también hay que tener en cuenta la medida de integración correspondiente.
Una cuerda abierta con un ĺımite y p manijas tendrá 6p−3 módulos reales [5] pero
en el ĺımite de λ grande solamente tenemos que considerar manijas degeneradas
que imponen 2 restricciones por cada una, cada una de estas restricciones intro-
duce una delta en la medida de integración que dará un factor similar a la inversa
de la escala efectiva del problema, es decir que en nuestro caso λ1/4, teniendo en
cuenta también el factor asociado a la manera de contar la cantidad de manijas,
esperamos a orden 2p un resultado que sea proporcional a:

1

p!

g2
s

λ(2p+3)/4
∼ 1

p!

λ(6p−3)/4

N2p
(4.44)

61



Estas correcciones aportarán al valor de expectación un término proporcional a
λ3/2/N2 que se corresponde con la primera corrección en (4.43). De igual mane-
ra podemos considerar el caso en el que las manijas que estamos agregando a la
solución de la cuerda no son todas independientes, en este caso tendremos contri-
buciones cuando dos o más manijas se junten, lo que generará una mayor cantidad
de superficies degeneradas. Estas superficies tendrán un orden mayor y puede verse
que aportarán términos similares a λ5/2/N4.

De acuerdo al cálculo realizado para el Wilson Loop circular (3.74) es equiva-
lente a un modelo de matrices:

〈 1

N
Tr expM〉 =

1

N
L1
N−1(−λ/4N) exp[λ/8N ] =

1

N
L1
N−1(−4Nκ2) exp

[
2Nκ2

]
(4.45)

El polinomio de Laguerre verifica la ecuación diferencial:

xLkn(x)′′ + (k + 1− x)Lkn(x)′ + nLkn(x) = 0 (4.46)

Que para el caso del valor de expectación del Wilson Loop toma la forma:

[κ∂2
κ + 3∂κ − 16N2κ(1 + κ2)]〈Wladders〉 = 0 (4.47)

Para resolver esta ecuación proponemos que nuestro observable puede escribirse
como la exponencial de una acción efectiva F(κ), 〈Wladders〉 = exp[−NF ], lo que
nos da una ecuación para dicha acción:

(F ′)2 − 1

Nκ
(κF ′′ + 3F ′)− 16(1 + κ2) = 0 (4.48)

A partir de (4.33) se puede ver que Nκ ∼ k
√
λ y como estamos en el ĺımite en que

λ >> 1 podemos despreciar el término 1
Nκ

ya que será subdominante en relación
a los otros términos, de manera que la ecuación para la acción efectiva F toma la
forma:

dF
dκ

= ± 4
√

1 + κ2 (4.49)

Que al integrarla obtenemos el resultado:

F = F0 ± 2[κ
√

1 + κ2 + sinh−1 κ] (4.50)

Donde F0 es una condición de borde que podemos fijar igual a 0, de manera que
el resultado obtenido es exactamente igual al cálculo realizado con la D3−brana
(4.39).

De esta manera vemos que al calcular el valor de expectación del Wilson Loop
en términos de D3-branas obtenemos obtenemos el resultado esperado de la cuerda
junto con una serie infinita de correcciones que están asociadas a las correcciones
que uno esperaŕıa obtener si considera loops de cuerdas abiertas en la solución de
la cuerda fundamental, es decir que la solución completa de la D3-brana incluye
correcciones a todo orden en 1/N que son dominantes para λ grande.
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4.3. Embedding para trayectorias arbitrarias ti-

po tiempo

El cálculo del embedding de la D3-brana (4.26) lejos está de ser una ecuación
manejable como en el caso de la representación fundamental (3.15). Sin embargo
mediante el uso de la transformación conforme (4.22) y una elección inteligente
de coordenadas (4.24) fue posible encontrar dicho embedding sin la necesidad de
resolver expĺıcitamente las ecuaciones de movimiento. De igual manera a partir de
la solución para la ĺınea recta (4.13) uno podŕıa encontrar el embedding asociado a
una curva C que sea alguna transformación conforme (4.22) de la misma, pero para
una curva arbitraria que no sea una transformación de la ĺınea recta uno debeŕıa
resolver el problema completo llegando probablemente a ecuaciones de movimiento
de muy dif́ıcil resolución por los métodos usuales.

En el caso de la representación fundamental vimos en la sección (2.2.4) que
Mikhailov encontró la solución del embedding para una trayectoria arbitraria. En
esta sección presentaremos la extensión del trabajo de Mikhailov para la solución
de D3−branas presentada originalmente en [9]. Dicha solución vimos que se puede
pensar como que se están tirando rayos de luz desde el borde de AdS hacia dentro
del bulk, es por eso que para construir la solución de D3−Brana consideraremos
la situación análoga en la que un quark en la representación k-simétrica del grupo
de gauge emite rayos de luz desde el borde de AdS [9].

Consideremos un k-quark estático, x(t) =constante. En las coordenadas de
Poincaré cada rayo de luz es una ĺınea recta que se corresponderá con un tiempo
retardado fijo tr. Dada la simetŕıa del problema es fácil ver que rayos de luz iguales
deben ser disparados en todas las direcciones (θ, φ) de una esfera S2 ubicada en
los alrededores del k-quark. Esto determina un primer ansatz:

~X(tr, z, θ, φ) = ~x(tr) + κz~n ,

t(tr, z, θ, φ) = tr +
√

1 + κ2z ,
(4.51)

En donde κ por ahora es un número que expresa el hecho de que todos los rayos
de luz deben tener la misma pendiente y la dependencia se fijo de manera tal de
asegurar que efectivamente sean nulas. El vector ~n = (cos θ, sin θ cosφ, sin θ sinφ)
es el vector unitario asociado a la S2 que rodea al k-quark. El ansatz (4.51) es muy
similar a la solución original de Mikhailov (2.38), sin embargo sabemos por las
soluciones (4.13) y (4.26) que la D3−brana tiene que tener k unidades de la carga
fundamental de la cuerda en la dirección radial de AdS es decir que el embedding
debe contar también con un campo Ftrz que tenga dicho flujo. Puede verse que el
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embedding (4.51) propuesto coincide con la solución (4.13) en el caso en que:

κ =
k
√
λ

4N
,

Ftrz =

√
λ

2π

1

z2

(4.52)

Para poder extender este ansatz a casos más generales es conveniente re-escribir
(4.51) cómo:

Xµ(τ, z, θ, φ) = xµ(τ) +
[√

1 + κ2vµ + κnµ(θ, φ)
]
z (4.53)

Donde vµ = (1, 0, 0, 0) es la 4− velocidad del k−quark y nµ ≡ (0, ~n). Cómo el an-
satz está ahora escrito de manera invariante de Lorentz sabemos que esta solución
será el embedding correcto para la D3−brana dual al k−quark que se traslada
uniformemente siempre y cuando tomemos vµ y nµ los vectores apropiadamente
boosteados. En la solución original de Mikhailov (2.38) el embedding de la cuerda
solamente depend́ıa de la posición y de la velocidad del quark por lo que es na-
tural proponer que lo mismo pasará con el embedding de la brana, lo que lleva a
conjeturar que para una trayectoria arbitraria cuya velocidad dependa del tiempo
el mismo será:

Xµ(τ, z, θ, φ) = xµ(τ) +
[√

1 + κ2vµ(τ) + κnµ(τ, θ, φ)
]
z (4.54)

En donde ahora nµ depende del tiempo τ ya que el mismo debe ser transportado
de manera adecuada a lo largo de la hoja de mundo. A los fines prácticos es más
útil para trabajar la forma no-covariante de (4.54) qué en el caso de un movimiento
solamente en la dirección x ≡ x1 viene dado por:

t = tr + γz(
√

1 + κ2 + κv cos θ),

X1 = x+ γz(
√

1 + κ2v + κ cos θ),

X2 = κz sin θ cosφ,

X3 = κz sin θ sinφ,

(4.55)

Todav́ıa falta determinar la forma que tendrá Fµν de la cuál la solución de Mik-
hailov no aporta ninguna gúıa sobre como construir. Para determinar la forma de
los mismos consideremos la acción para la D3−brana :

SD3 = TD3

∫
d4χ

(
−
√
− det(gαβ + 2πα′Fαβ) + c0123

)
(4.56)

En donde de manera análoga a (4.7) cαβγδ = ∂αX
m∂βX

n∂γX
p∂δX

qCmnpq es el
pullback de la C4 forma de Ramond-Ramond, a partir de (4.51) las coordenadas
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del volumen de mundo χα serán tr, z, θ, φ. A partir de la acción podemos obtener
los momentos conjugados a cada una de las coordenadas del embedding:

Pα
m ≡

∂LD3

∂(∂αXm)
(4.57)

Y el conjugado a cada componente del campo:

Παβ ≡ ∂LD3

∂(∂αAβ)
=
∂LD3

∂Fαβ
(4.58)

A partir de la acción es posible encontrar las expresiones exactas de estos objetos
pero la expresión final no aporta al análisis que nos interesa. Es fácil ver a partir
de la acción (4.56) y el embedding (4.54) que los campos Xµ y Aα no aparecen
sin derivar por lo que sus ecuaciones de movimiento nos dicen simplemente que los
momentos se conservan:

∂αP
α
µ = 0 , ∂αΠαβ = 0. (4.59)

Si consideramos el caso en el que el movimiento es solamente en una dirección
(4.55) y suponemos que la única componente del campo es (4.52) obtenemos:

Πtrz =
k sin θ

4π
(4.60)

Que mediante la integración angular nos da la carga fundamental que tiene la
D3−brana. Usando el embedding (4.55) puede verse que es necesario que todas
las componentes magnéticas del campo sean nulas:

Fzθ = Fzφ = Fθφ = 0 (4.61)

Mientras que las componentes eléctricas Ftrθ y Ftrφ pueden ser arbitrarias, y tam-
bién puede verse que Πtrθ = Πtrφ = 0 como esperamos a partir de la simetŕıa de
(4.54).Si permitimos que estas componentes sean arbitrarias obtenemos:

Πzθ =
4N
√

1 + κ2γ2 sin θ

4πλκ

[2π

γ2
−
√
λκa sin θ

]
,

Πzφ =
2N
√

1 + κ2 csc θ

λκ
Ftrφ

(4.62)

en donde a es la aceleración del k−quark. En el caso en que estos momentos no sean
nulos estaŕıamos introduciendo una densidad de carga asociadas a una D1−brana
en la D3 y más aún, en caso de no anularse las ecuaciones de movimiento (4.59) no
se cumplen. Por lo que esto fuerza a que Ftrθ sea proporcional a la aceleración. Con
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todo esto en el caso de un movimiento unidimensional arbitrario las componentes
del tensor toman la forma:

Ftrz =

√
λ

2π

1

γz2

Ftrθ =

√
λ

2π
κγ2a sin θ

Ftrφ = 0

Fzθ = Fzφ = Fθφ = 0

(4.63)

El embedding (4.54) junto con el tensor (4.63) verifican las ecuaciones de movi-
miento (4.59) por lo que es la solución que estabamos buscando. En el caso de un
movimiento más general esta construcción puede extenderse obteniendo también
el embedding asociado a la D3−brana, los detalles de la construcción pueden ver-
se en el apéndice (B). A partir de esta solución podemos estudiar la forma de la
métrica inducida por la D3−brana para una trayectoria arbitraria:

ds2 =
L2dt2r

z2 (x′ − 1)2

(
(1 + κ2 sin2 θ)z2x

′′2 + 2κ cos θz
√

1− x′2x′′(x′2 − 1) + (x
′2 − 1)3

)
− 2L2dtrdζ

z2

√
(1 + κ2)(1 + x′2)ż +

2L2dtrdθ

x′2 − 1
κ
√

1 + κ2 sin θx
′′
+

+ L2κ2(dθ2 + sin2 θdφ2)

(4.64)

En donde introdujimos la notación ′ ≡ ∂tr , ˙≡ ∂ζ . De manera análoga al caso de la
cuerda (2.43) la métrica inducida para la brana (4.64) tiene un comportamiento
singular en:

zh =
κ cos θ(1− x′2)3/2x

′′
+
√

(1 + κ2)(x′2 − 1)x′′2

(1 + κ2 sin2 θ)x′′2
(4.65)

en el cual la componente temporal de la misma se anula (i.e gττ = 0). En el caso
en que la métrica sea estática este valor define un horizonte de eventos, por el
contrario, en el caso más general de una trayectoria arbitraria y en consecuencia,
una métrica que no sea estática el horizonte de eventos debe ser determinado
mediante argumentos más globales como por ejemplo el estudio de las geodésicas
nulas en dicha geometria [15]. En ambos casos la existencia del horizonte en el
volumen de mundo de la brana traerá complicaciones técnicas a la hora de la
evaluación on-shell de la acción (4.56) para poder obtener el valor de expectación
del Wilson loop. En el caṕıtulo siguiente analizaremos trayectorias hiperbólicas en
donde utilizaremos todas las herramientas desarrolladas hasta acá, en particular
será importante tener en cuenta la existencia de este horizonte de eventos tanto
en el caso de la D3-brana (4.65) cómo en el caso de la cuerda (2.43).
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Caṕıtulo 5

Wilson Loops Hiperbólico

5.1. Análisis perturbativo

Vimos en la sección anterior que las hojas/volumenes de mundo duales a Wil-
son loops con trayectorias tipo tiempo arbitrarias tendrán un horizonte de eventos.
Dado que este es en general dif́ıcil de especificar para una trayectoria completa-
mente arbitraria, no queda claro como obtener el valor de expectación a través de
la evaluación de la acción on-shell. Por otro lado, para casos de trayectorias tipo
tiempo arbitrarias no se conocen resultados exactos y por lo tanto no se tendŕıa
como contrastar el eventual calculo realizado en la teoŕıa de cuerdas.

En vista de lo anterior, el caso de trayectorias tipo tiempo hiperbólicas se
vuelve interesante. Por un lado, dado que la métrica de las hojas/volumenes de
mundo son estáticas, es fácil hallar la posición del horizonte de eventos el cual
demarcaŕıa los ĺımites de integración en la evaluación on-shell de las acciones [14].
Por otro lado, estos Wilson loops hiperbólicos son supersimétricos [2] y cabe es-
perar que pueda encontrarse un resultado anaĺıtico y exacto para sus valores de
expectación análogo al encontrado para el caso del Wilson loop circular (4.43).
Las configuraciones de cuerdas o D-branas duales a estos Wilson loops se pueden
obtener especificando una trayectoria hiperbolica en (2.39) o en (4.55), (4.63) o
bien mediante una continuación anaĺıtica de (3.16) o de (4.55).

Para analizar esta posibilidad comencemos por considerar la siguiente trayec-
toria hiperbólica tipo tiempo:

xµ = a−1 (sinh aτ,± cosh aτ, 0, 0)

ẋµ = (cosh aτ, sinh aτ, 0, 0)
(5.1)

En donde a es la aceleración con la que se mueve la part́ıcula y el signo ± co-
rresponde a una u otra rama de la hipérbola, fig. (5.1). Esta trayectoria puede
interpretarse como una part́ıcula que se propaga por una rama y la correspondien-
te anti-part́ıcula en la otra, entre las que podŕıan propagarse glounes virtuales.
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(a) Hiperbola tipo Espacio (b) Hiperbola tipo Tiempo

Figura 5.1: Gráfico de ambas hipérbolas para el caso en que a = 1.

Por lo visto para el caso del Wilson Loop circular, lo que permitió conjeturar
que el valor de expectacion es dado por la suma de los diagramas ladder unicamen-
te, fue el hecho de la cancelación de las diagramas con interacciones [8]. Esto fue
posteriormente probado mediante localización supersimétrica por Pestun [23]. En
el caso de las trayectorias hiperbólicas usaremos esto como gúıa, es decir que en la
próxima sección mostraremos que a partir de (5.1) el resultado a un loop es cons-
tante y los diagramas de interacción a orden g4N2 se cancelan exactamente. Bajo la
hipótesis de que dicha cancelación ocurre a todo orden perturbativo extenderemos
los resultados que solo tienen los diagramas tipo ladder para tener un resultado
exacto para los Wilson loops hiperbólicos. 1. El operador que consideraremos es
entonces:

W (C,R) =
1

dim(R)
TrR

(
P exp

∮
C
ds(iAµẋ

µ + iΦ1|ẋ|
)

(5.2)

en donde |ẋ| =
√
−ẋ2.

5.2. Cálculo a 1-loop y cancelación de diagramas

de interacción

Analizaremos primero el caso de la hipérbola tipo tiempo (5.1b), en este caso
los diagramas de interacción posibles análogos a los considerados en el caso circular

1Demostrar lo anterior mediante localización se va del alcance de este trabajo quedando
pendiente para el futuro.
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vienen dados por:

(a) Σ1 (b) Σ2 (c) Σ3

Figura 5.2: Diagramas asociados con la expansión del operador a orden N2g4 para
el caso de la trayectoria hiperbólica tipo tiempo.

Para facilitar el análisis es conveniente introducir una parametrización distinta
a (5.1) de manera tal de poder incluir ambas ramas en la misma. En esta nueva
parametrización ya introducimos el cut off T asociado al tiempo propio de cada
rama,

xµ =

(
1

a
sinh[a (T − |τ |)],−sgn(τ)

a
cosh[a (T − |τ |)], 0, 0

)
(5.3)

En donde:
− 2T < τ < 0 ∪ 0 < τ < 2T (5.4)

A partir de esta expresión podemos calcular las magnitudes relevantes que apare-
cerán en el cálculo a 2-loops:

ẋµ = (sgnτ cosh[a (T − |τ |)], sinh[a (T − |τ |)], 0, 0) ,

|ẋ|2 = − cosh2[a (T − |τ |)] + sinh2[a (T − |τ |)] = −1

ẋµxµ =
sgnτ

a
cosh[a (T − |τ |)] sinh[a (T − |τ |)]− sgn

a
sinh[a (T − |τ |)] cosh[a (T − |τ |)] = 0

ẍµ = a2xµ

(5.5)

También resultará útil la siguiente identidad:

ẋ1 · ẋ2 = −sgn(τ1)sgn(τ1)
(

cosh[a (T − |τ1|)] cosh[a (T − |τ2|)]

+ sinh[a (T − |τ1|)] sinh[a (T − |τ2|)]
)

= −sgn(τ1τ2) cosh[a (T − |τ1|)− sgn(τ1τ2)a (T − |τ2|)]

(5.6)
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De donde se desprende que:

(x1 − x2)2 =
2

a2
(1 + ẋ1 · ẋ2) (5.7)

Con todas estas propiedades obtenidas a partir de la parametrización elegida pode-
mos proceder a calcular el resultado a 1-loop, si consideramos el desarrollo pertur-
bativo (5.8). Para una representación arbitraria R del grupo de gauge obtenenos

〈W (C,R)〉 = 1 +
g2C2(R)

4π2

∮
C
dτ1dτ2

|ẋ(τ1)||ẋ(τ2)|−ẋ(τ1).ẋ(τ2)

|x(τ1)− x(τ2)|2
+ · · · (5.8)

y junto con la propiedad (5.7) obtenemos:

〈W (C,R)〉 = 1 +
g2C2(R)

4π2

∮
C
dτ1dτ2

1 + ẋ1 · ẋ2

2
a2

(1 + ẋ1 · ẋ2)

= 1 +
g2C2(R)a2

8π2

∮
C
dτ1dτ2 = 1 +

2g2C2(R)a2T 2

π2
+ · · ·

(5.9)

En donde en el último paso integramos hasta el cut off T ya introducido en la pa-
rametrizacion. De manera análoga al caso del Wilson Loop circular (3.49) vemos
que el resultado final es independiente de los parámetros de la trayectoria elegida,
por lo que si podemos ver que los diagramas de interaccion a orden g4N2 se can-
celan de manera análoga a (3.66), tendriamos un modelo de matrices gaussiano
que nos daria el resultado exacto. El desarrollo que hicimos en el caṕıtulo 4 para
analizar las contribuciones a orden g4N2 fue independiente de la curva C utilizada
y se especializó en el caso del ćırculo al final del cálculo por lo que las expresiones
para Σ1 (3.39), Σ2 (3.37) y Σ3 (3.43) siguen siendo validas, en donde ahora ten-
dremos que tener en cuenta los correspondientes factores de color asociados a una
representación genérica. Ademas debemos analizar la cancelación de términos de
borde propios de la trayectoria hiperbólica, ausentes en el caso circular.

Para analizar Σ3 definimos de manera análoga al caso anterior:

∆ = αβ (x1 − x2)2 + αγ (x1 − x3)2 + βγ (x2 − x3)2 (5.10)

En lugar de la identidad (3.59), en el presente caso para escribir la derivada total
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es necesario incluir también los términos de borde2 3∫∫
ε(τ1τ2τ3)(1 + ẋ1 · ẋ2)

∆2w−3

∣∣∣τ1=2T

τ1=0
=

∫∫∫
dτ1dτ2dτ3

∂ε

∂τ1

(1 + ẋ1 · ẋ2)

∆2w−3

+

∫∫∫
dτ1dτ2dτ3ε(τ1τ2τ3)∂τ1

(1 + ẋ1 · ẋ2)

∆2w−3

(5.11)

para poder ver la cancelación de los diagramas de interacción es necesario, de
manera análoga al caso circular, transformar la expresión (5.11) en Σ2. Esto es
solamente posible en el caso en que el término de borde sea nulo, efectivamente
para la trayectoria (5.1) esta cancelación sucede si se tiene en cuenta ambas ramas
de la hipérbola (Ver Apéndice C). Si en cambio de dicha trayectoria se considerase
una sola rama o la hipérbola tipo espacio, la cancelación de los términos de borde
no sucedeŕıa lo que significa que los diagramas de interacción aportan al resultado
de acoplamiento fuerte.

Considerando que para este caso los términos de borde se cancelan exactamente,
para poder expandir el último término de (5.11) es conveniente analizar primero
como actua la derivada sobre ∆ (5.10):

∂τ1∆ = ẋ1∂x1∆ = 2αβẋ1 (x1 − x2) + 2αγẋ1 (x1 − x3)

= −2αẋ1 (x2 + x3)
(5.12)

Ahora si, expandiendo la derivada del segundo término de (5.11) obtenemos:∫∫∫
dτ1−3ε(τ1τ2τ3)∂τ1

(1 + ẋ1 · ẋ2)

∆2w−3
=

∫∫∫
dτ1−3ε

[
(τ1τ2τ3)

(1 + ẍ1 · ẋ2) ∆

∆2w−2

− (1 + ẋ1 · ẋ2) (2w − 3)

∆2w−2
ẋ1∂x1∆

]
=

∫∫∫
dτ1−3

ε(τ1τ2τ3)

∆2w−2

[
2x1 · ẋ3(αβ(1 + ẋ1 · ẋ2) + αγ(1 + ẋ1 · ẋ3)+

+ βγ(1 + ẋ2 · ẋ3)) + 2(2w − 3) (αβẋ1 · x2 + αγẋ1 · x3) (1 + ẋ1 · ẋ3

]
(5.13)

De igual manera que en el caso del Wilson Loop circular es necesario renombrar
las variables en el primer término de (5.13) siguiendo:

τ2 ↔ t3

β ↔ γ
(5.14)

2En el caso de la trayectoria circular este término resulta nulo debido a que la misma es una
curva cerrada. Sin embargo para la trayectoria hiperbólica al introducir el cut-off T no es obvio
que dichos términos de borde sean nulos.

3En la siguiente ecuación se muestran solamente dos de los cuatro términos de borde presentes
a partir de la parametrización 5.4
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En un caso y:

τ1 ↔ τ2

α↔ β
(5.15)

En el otro, de manera que el resultado final tomará la forma:∫∫∫
dτ1dτ2dτ3

ε(τ1τ2τ3)

∆2w−3
2(2w − 4)(αβẋ1 · x2 + αγẋ1 · x3)(1 + ẋ1 · ẋ3)

+

∫∫∫
dτ1dτ2dτ3

ε(τ1τ2τ3)

∆2w−3

[
2α(1− α)ẋ1 · x2 + 2αγẋ2 · x3

]
(1 + ẋ1 · ẋ3)

(5.16)

De manera tal que vemos que el primer término se anula en el caso en que w = 2
mientras que el segundo es el término que buscábamos, para asegurar que efec-
tivamente se realiza la cancelación (3.66) es necesario analizar la estructura de
color presente en cada uno de los términos. Para analizar esta estructura basta
analizar las figuras (5.2c,5.2b). Cada vértice presente en los diagramas introduce
un término análogo a (3.40), es decir:

V (y) ' fa
′b′c′φa

′
(y)φb

′
(y)φc

′
(y) (5.17)

en donde estamos tomando φa
′
(y) como un gluon/escalar insertados en y. Con esta

notación el término de color asociado a Σ3 (5.2c) vendrá dado por:

Σcolor
3 ' Tr(T aT bT c)φa(x1)φb(x2)φc(x3)fa

′b′c′φa
′
(y)φb

′
(y)φc

′
(y)

1

g2

' Tr(T aT bT c)g4fa
′b′c′δaa

′
δbb
′
δcc
′ ' g4Tr(T aT bT c)fabc

(5.18)

en donde en el primer paso realizamos las contracciones de Wick pertinentes y
utilizamos la forma de los propagadores (1.46). Para concluir el análisis de este
término basta notar que fabc es anti-simétrico por lo que puede anti-simetrizar el
término dentro de la traza agregando un factor 1/2 obteniendo:

Σcolor
3 ' g4

2
Tr([T a, T b]T c)fabc =

g4

2
Tr(T dT c)fabcfabd =

g4

2
NTr(T dT d) (5.19)

En donde usamos la propiedad fabcfabd = Nδcd. Por otro lado los factores de color
asociados a Σ2 vendrán dados por:

Σcolor
2 'Tr(T aT b)φa(x1)

fa
′b′c′

g2
φa
′
(y1)φb

′
(y1)φc

′
(y1)×

× fabc

g2
φa(y2)φb(y2)φc(y2)

(5.20)
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Nuevamente es necesario realizar las contracciones de Wick pertinentes y utilizan-
do la misma propiedad para las constantes de estructura que en el caso anterior
obtenemos:

Σcolor
2 =

g4

2
NTr(T aT a) (5.21)

en donde vemos que efectivamente ambos términos son iguales independientemente
de la representación en la que estemos por lo que nuevamente obtenemos:

Σ2 + Σ3 = 0 (5.22)

de igual manera que en el caso de la trayectoria circular para la trayectoria hi-
perbólica tenemos el resultado a 1-loop constante (5.9) y la cancelación de los
diagramas de interacción a orden g4N2 (5.16). Estos resultados junto con el hecho
de que la hipérbola puede verse como una continuación anaĺıtica del circulo por lo
que también será una trayectoria 1/2 BPS nos permiten conjeturar que existe un
resultado exacto para el valor de expectación del Wilson Loop hiperbólico y que
el mismo se puede encontrar de igual manera que en el caso circular.

En el caso del Wilson Loop circular vimos que como los propagadores gluónicos
y escalares eran constantes (3.49) el cálculo de los diagramas tipo escalera se
pod́ıa resolver mediante un modelo de matrices (3.74) gaussiano, para el caso de
las hipérbolas vimos que de igual manera los propagadores son constantes y las
divergencias a orden g4N2 se cancelan exactamente. De manera análoga podemos
calcular el resultado proveniente del modelo de matrices a partir del resultado de
la cuenta a 1-loop (5.9) que corresponde con el cambio:

λ 7→
λa2τ 2

p

π2
(5.23)

Es decir que el resultado (3.74) vendrá dado ahora por:

〈W 〉 = NL1
N−1[

λa2τ 2
p

4Nπ2
] exp

[
−
λa2τ 2

p

8Nπ2

]
(5.24)

A partir de (5.24) se puede ver que en el ĺımite de τp →∞ el resultado es nulo.
Esto puede interpretarse considerando que los quarks que están siendo acelerados
están emitiendo bremsstrahlung y que la amplitud asociada a encontrar un par
quark-anti-quark en el estado final tiende a cero. De igual manera puede verse
que la emisión de bremsstrahlung requiere la presencia de diagramas de Feynmann
que son no-planares pero estos están suprimidos en el ĺımite de N → ∞ [14] es
decir que para recuperar el ĺımite deseado es necesario primero proyectar sobre los
diagramas planares (N →∞) y luego tomar τp →∞, tomando el ĺımite en (5.36)
obtenemos:

ĺım
N→∞

〈W 〉 =
2πN√
λaτp

J1(

√
λ aτp
π

) (5.25)
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Y luego tomando el ĺımite en el cut-off τp

ĺım
N,τp→∞

〈W 〉 = N
−iπ√

2(
√
λaτp)3/2

ei
√
λ aτp
π (5.26)

Por otro lado el resultado del modelo de matrices fue extendido en [12] para otras
representaciones del grupo de gauge, en particular para una representación anti-
simétrica de rango k:

W as
k =

1

dim(Ras)
〈Tras[U ]〉 = exp

[
2N

3π

√
λ sin3 θk

]
(5.27)

donde θk es una variable angular asociada a S5 para la representación de rango k.
Y para el caso de una representación simétrica:

W s
k =

1

dim(Rs)
〈Trs(U)〉 = exp

[
2N
(
κ
√

1 + κ2 + sinh−1 κ
)]

(5.28)

realizando entonces el cambio (5.23) esperamos obtener para representaciones de
rango mayor:

〈Was〉 = exp

[
2N

3π
sin3 θ0

aτp
π

√
λ

]
〈Ws〉 = exp

[
2N

κaτp
π

(√
1 +

κ2a2τ 2
p

π2
+ sinh−1 κaτp

π

)] (5.29)

5.3. Wilson Loops hiperbólicos en la representa-

ción fundamental

Para estudiar el Wilson Loop hiperbólico (5.1b) en términos del área mı́nima
descrita por la cuerda consideremos la métrica del espacio:

ds2 =

√
λα′

y2

(
ηµνdx

µdxν + dy2
)

(5.30)

Para el caso de la trayectoria hiperbólica el quark y anti-quark son cuerdas abiertas
que se extienden desde el horizonte de Poincare ubicado en y =∞ y una D3-brana
de prueba alejada del stack que se encuentra ubicada en y = yM , nuevamente la
acción viene dada por NG:

SNG = − 1

2πα′

∫
d2σ
√
− det g (5.31)
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Recordemos que en este caso la trayectoria hiperbólica tipo tiempo es un caso
particular de una trayectoria temporal por lo que podemos utilizar la solución de
Mikhailov (2.38):

Xµ(τ, y) = xµ(τ) + yẋµ(τ) (5.32)

En donde xµ(τ) es la parametrización de la trayectoria C dada por (5.50), con este
embedding podemos calcular la acción (5.3):

gττ =

√
λα′

y2

(
(X1′)2 − (X0′)2

)
gyy = 0

gτy =

√
λα′

y2

(
Ẋ1X1′ − Ẋ0X0′

) (5.33)

De donde obtenemos:

SNG = −
√
λ

2π

∫ τp/2

−τp/2

∫ yM

0

dτdy
1

y2

(
ẋ1x1′ − ẋ0x0′

)
= − λ

2π

∫ τp/2

−τp/2

∫ yM

0

dτdy
1

y2

(5.34)
En donde en el último paso utilizamos la forma expĺıcita (5.50) de la trayectoria.
Cómo es de esperar la integral resulta divergente cuando nos acercamos al horizonte
y → 0 por lo que es necesario introducir un cut-off y regularizar la acción con los
términos de borde correspondientes de manera que el resultado viene dado por:

SNG = 2

√
λτp
2π

1

yM
(5.35)

En donde el factor 2 corresponde a la integral de dos regiones idénticas y lo dejamos
expĺıcito por conveniencia. Este resultado no se corresponde con el cálculo en la
teoŕıa de campos, para entender en que consiste el problema es conveniente analizar
la métrica inducida por la hoja de mundo (2.43):

ds2 =
√
λα′
[
−
(

1

y2
− a2

)
dτ 2 − 2

y2
dτdy

]
(5.36)

Como mencionamos cuando se introdujo la construcción de Mikhailov la métrica
inducida (5.36) presenta un horizonte de eventos en yh = 1

a
por lo que la correcta

evaluación on-shell de la acción (5.34) tiene que tener en cuenta esto:

SNG = 2
[
−
√
λ

2π

∫ τp/2

−τp/2
dτ

∫ yh

yM

dy

y2

]
=
i
√
λaτp
π

(5.37)
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Vemos que ahora el resultado del cálculo de supergravedad coincide con lo cal-
culado en la teoŕıa de campos, lo que llevó a proponer originalmente a Hubeny
y Semenoff en [14] que la evaluación on-shell de la acción de supergravedad debe
hacerse hasta el horizonte de eventos.

5.4. Representaciones anti-simétricas

En el caso en que la representación del grupo de gauge R sea anti-simétrica
la descripción holográfica del Wilson Loop puede obtenerse en términos de una
D5−brana. A diferencia de la representación simétrica, en la cual la descripción
holográfica en términos de D3−branas describe un volumen de mundo AdS2×S2 ⊂
AdS5 [10], la representación anti-simétrica la D5−brana dual tendrá un volumen
de mundo de la forma Σ × S4 ⊂ AdS5 × S5 donde Σ es la hoja de mundo de la
solución en la representación fundamental. Es decir que en este caso dicho volumen
es una sub-variedad del espacio completo y no solamente de AdS5 como en el caso
simétrico.

Para estudiar dicha brana consideremos una D5-brana cuyo volumen de mundo
es de la forma Σ× S4 de manera que Σ ⊂ AdS5 es una superficie 2−dimensional
parametrizada por (σ0, σ1)que termina en el borde de AdS en la trayectoria C
que define el lazo de Wilson. Asimismo S4 ⊂ S5 cuyo radio es L sin θ, donde θ
es un ángulo azimutal en la esfera S5. Es decir que si consideramos la métrica de
AdS5 × S5:

ds2 =
L2

y2

(
dy2 − (dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

)
+L2(dθ2 + sin2 θdΩ4) , (5.38)

tomamos como ansatz para la solución:

y = y(σ0, σ1) , xµ, θ = θ0 , Ω4 = (σ2, σ3, σ4, σ5) . (5.39)

Además, en el volumen de mundo debe encenderse un tensor electromagnético
Fab, cuyo flujo se relacionará con el rango de la representación del lazo de Wil-
son dual. La acción (4.1, 4.2) a partir de la cual se obtienen las ecuaciones de
movimiento de la D5-brana tomará la forma:

SD5 = T5

∫
d6σe−φ

√
− det(g + 2πα′F )− 2πα′T5

∫
F ∧ P [C4] , (5.40)

En este caso la forma correspondiente viene dada por:

C4 =
L4

gs
[
3(θ − π)

2
− sin3 θ cos θ − 3

2
cos θ sin θ]VolS4 (5.41)
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De manera análoga al caso circular queremos que el tensor Fab lleve k ∈ Z unidades
de carga de la cuerda fundamental4 por lo que fijamos:

Fσ0σ1 ≡ iF

√
λ

2π
(5.43)

Con este ansatz particular es fácil ver que como el tensor Fab no tiene componen-
tes en las direcciones asociadas a S5, el determinante se factoriza introduciendo
simplemente un factor asociado a la 5−esfera obteniendo:

SD5 =
N
√
λ

3π2

∫
dσ0dσ1[sin4 θ

√
det gΣ − F 2−F (sin3 θ cos θ+

3

2
cos θ sin θ−3(θ − π)

2
)]

(5.44)
A diferencia de la D3-brana para la trayectoria circular en este caso tenemos
dos cantidades conservadas, el momento asociado a F y a θ. Calculando ambas
ecuaciones de movimiento y fijando θ = θ0 obtenemos:

F = − cos θ0

√
− det gΣ

π(
k

N
− 1) = sin θ0 cos θ0 − θ0

(5.45)

En donde vemos que sorprendentemente el tensor F es proporcional al volumen
Σ, este resultado permite que las ecuaciones de movimiento para el embedding en
AdS5 sean exactamente las ecuaciones de movimiento de NG [12], renormalizando
la acción con los términos de borde correspondientes el resultado del valor de
expectación del Wilson loop viene dado por:

SD5 =
2N

3π
sin3 θ0Sfundamental (5.46)

En donde Sfundamental es la acción on-shell asociada a la representación fundamen-
tal. Este resultado encontrado por Hartnoll [11] es completamente general y válido
para cualquier trayectoria, aśı como también para temperatura finita. En el caso
particular de la trayectoria hiperbólica el valor de expectación del Wilson loop
vendrá dado simplemente por (5.46) junto con el resultado de la cuerda (5.37) es
decir:

SD5 =
2N

3π
sin3 θ0(

√
λaτp
π

) (5.47)

4Es decir que queremos:
δS

δFσ0σ1 = ik
(5.42)
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5.5. Hipérbola tipo tiempo en representaciones

simétricas

5.5.1. Cálculo a partir del ćırculo

Para estudiar la descripción del Wilson Loop hiperbólico (5.1b) en términos de
D3-branas podemos tomar como punto de partida el ćırculo. En ese caso teńıamos
un ćırculo de radio R ubicado en el plano x0, x1 es decir que dicha trayectoria viene
dada por: (

x0
)2

+
(
x1
)2

= R2 (5.48)

Y la métrica de AdS en ese caso (4.21) tomaba la forma:

ds2 =
L2

y2
(dy2 + dr2

1 + r2
1dψ

2 + dr2
2 + r2

2dφ
2) (5.49)

Para describir la hipérbola tipo tiempo podemos notar que haciendo el cambio
x0 7→ ix0 en (5.48) obtenemos la hipérbola correspondiente:

−
(
x0
)2

+
(
x1
)2

= R2 (5.50)

En este caso la métrica de AdS toma la forma:

ds2 =
L2

y2

(
dy2 − (dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2

)
(5.51)

Y podemos introducir el cambio de coordenadas:

x0 =r1 sinh aτ , x3 = r2 sinφ ,

x1 =r1 cosh aτ , x4 = r2 cosφ .
(5.52)

Ante el cual la métrica (5.51) toma la forma:

ds2 =
L2

y2
(dy2 + dr2

1 − a2r2
1dτ

2 + dr2
2 + r2

2dφ
2) (5.53)

En el caso del Wilson Loop circular introdujimos el cambio de coordenadas (4.24)
que llevaba el problema a sus coordenadas naturales, dada la similitud entre las
métricas (5.53) y (5.49) podemos introducir ahora un cambio de coordenadas
análogo:

r1 =
a−1 cos η

cosh ρ− sinh ρ cos θ
, r2 =

a−1 sinh ρ sin θ

cosh ρ− sinh ρ cos θ
, y =

a−1 sin η

cosh ρ− sinh ρ cos θ
(5.54)

78



Con este cambio la métrica toma la forma:

ds2 =
L2

sin2 η

(
dη2 − a2 cos2 ηdτ 2 + dρ2 + sinh2 ρ

(
dθ2 + sin2 θdφ

))
. (5.55)

Los rangos de estas nuevas coordenadas son

ρ ∈ [0,∞), θ[0, π], η ∈ [0, π/2], τ ∈ (−∞,∞), φ ∈ [0, 2π] . (5.56)

En estas coordenadas, tomar η → 0 nos lleva al borde de AdS. Por otro lado,
tomar η → 0 y ρ → 0 equivale a tomar y → 0, r2 → 0 y r1 → a−1. Es decir que
η → 0 y ρ→ 0 equivale a pararse en la trajectoria (5.1) en el borde de AdS.

Para hallar la D3-brana dual al lazo de Wilson (5.37) en una representación to-
talmente simétrica tomaremos (τ, ρ, θ, φ) como coordenadas del volumen de mundo
y buscaremos una función η(ρ) que minimice la acción de la D3-brana con condi-
ción de contorno:

η(0) = 0 . (5.57)

A partir de la métrica de AdS (5.55), el cambio de coordenadas (?? y la elección
de coordenadas para el volumen de mundo podemos calcular la acción de Dirac-
Born-Infeld y de Wess-Zumino (4.7) obteniendo:

LDBI =
aN

2π2
√
λ

sin θ sinh ρ

sin4 η
×√

λ cos2 η
(
∂θη2 + sinh2 ρ (1 + ∂ρη2)

)
− 4π2F 2

τρ sin4 η
(
sinh2 ρ+ ∂θη2

) (5.58)

LWZ = −aN
2π2

sin θ sinh ρ cos η

sin4 η
×[

sinh ρ

(
cos η + sin η ∂ρη

sinh ρ− cos θ cosh ρ

cosh ρ− cos θ sinh ρ

)
+

sin θ

sin η(cosh ρ− cos θ sinh ρ)
∂θη
]

(5.59)

Nuevamente el campo A(ρ) no aparece en el lagrangiano del sistema por lo que
tenemos una cantidad conservada:

Π̃ =
∂L
∂Fψρ

(5.60)

En donde estamos definiendo Π̃ = sin θΠ, con Π una constante. Por lo que si
queremos la carga correspondiente a la cuerda fundamental es necesario realizar la
integral en θ primero. De esta manera podemos obtener la componente del tensor:

Fτρ =
κ̃
√
λ cot η csc η

√
((∂θη)2 + sinh2 ρ (∂ρη)2 + 1)

2π
√

(
(
∂θη)2 + sinh2 ρ

) (
sinh2 ρ (∂θη)2 csc4 η + sinh4 ρ csc4 η + κ̃2

) (5.61)
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Y las ecuaciones de movimiento:

∂L
∂η
− ∂

∂θ

∂L
∂ ∂η
∂θ

− ∂

∂ρ

∂L
∂ ∂η
∂ρ

= 0 (5.62)

Para resolverlas proponemos de igual manera que en el caso circular un ansatz:

sin η = κ̃−1 sinh ρ (5.63)

Utilizando la componente del tensor (5.61) y el ansatz (5.63) vemos que es solución
a las ecuaciones de movimiento (5.62) si:

Π =
aκ̃N

π
√
λ

(5.64)

Con el resultado podemos calcular el valor de expectación del Wilson Loop eva-
luando on-shell la acción (5.58), (5.59):

S = −aκ̃
2N

2π2

∫
dτdρdθdφ

sin θ cos θcsch2ρ

cos θ − coth ρ

=
aκ̃2N

π2

∫ τp/2

−τp/2
dτ

∫ sinh ρ=sin ηκ̃

ρ0

dρ(ρ coth ρ− 1)csch2ρ

(5.65)

En donde realizamos la integral en φ, θ e introdujimos un cut-off ρ0 ya que sino la
integral no converge. Realizando esta integral y posteriormente tomando el ĺımite
en el cuál ρ0 → 0 vemos que el resultado no tiene divergencias y viene dado por:

Ship =
aNτp
π2

(
κ̃
√
κ̃2 + 1− sinh−1 κ̃

)
(5.66)

Para calcular los términos de borde repetimos el análisis realizado en el caso del
Wilson Loop Circular, para el campo recordamos que definimos Π̃ = k sin θ por lo
que el término de borde vendrá dado por:∫

sin θ
aNκ̃

π
√
λ
Fτρdτdρdθ =

2aNκ̃

π
√
λ

∫ τp/2

−τp/2
dτ

∫ ρ=asinhκ̃

ρ0

csch2ρ

=
2aNτp
π2

(
κ̃2 coth ρ0 − κ̃

√
κ̃2 + 1

) (5.67)

Mientras que para el término asociado a η el término correspondiente será:∫
dτdθ[ηpη]

asinhκ̃
ρ0

=

∫
dτdθ

aκ̃2N sin θcsch3ρ
√
κ̃2 − sinh2 ρ sin−1

(
sinh ρ
κ̃

)
2π2(coth ρ− cos θ)

(5.68)
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Y realizando las integrales obtenemos el término correspondiente:

− 2aNτp
π2

(
κ̃2ρ0csch3ρ0

√
κ̃2 − sinh2 ρ0 sin−1

(
sinh ρ0

κ̃

))
(5.69)

Juntando ahora la acción (5.66) y los términos de borde (5.69), (5.67) obtenemos
el valor de expectación del Wilson Loop hiperbólico:

S = −
aNτp

(√
κ̃2 + 1κ̃+ sinh−1 κ̃

)
π2

(5.70)

5.5.2. A la Mikhailov

La solución (4.55) para el embedding de la D3-brana encontrada en [9] permite
el estudio del Wilson Loop holográfico para trayectorias tipo tiempo arbitrarias.
Las coordenadas del volumen de mundo vienen dadas por τr, z, θ, φ, de acuerdo a
la prescripción presentada originalmente por Hubeny-Semenoff [14] para la repre-
sentación fundamental y la existencia de un horizonte de eventos en el caso del
movimiento unidimensional (4.65) vemos que los rangos de las variables vendrán
dados por:

z ∈ [z0, zh] , φ ∈ [0, 2π] , θ ∈ [0, π/2] , τr ∈ (−∞,∞) (5.71)

Con esta elección de coordenadas de volumen de mundo, el embedding (4.55) y la
forma usual:

C4 =
L4

z4
dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 (5.72)

Podemos determinar la acción para la brana:

LDBI+WZ =

∫ π/2

0

dθ

∫ τp/2

−τp/2
dτ

∫ 2π

0

dφ

∫ zh

z0

dz
κ2L4 sin θ cos θẍ(τr)

z(1− ẋ(τr)2)
(5.73)

El horizonte de eventos zh (4.65) es una función no trivial en θ por lo que es
necesario integrar primero en z y luego en θ:

LDBI+WZ =

∫ π/2

0

dθ

∫ τp/2

−τp/2
dτ

∫ 2π

0

dφ
κ2L4 sin θ cos θẍ(τr)

(1− ẋ(τr)2)
log

z0

zh(θ, τr)
(5.74)

A partir de la forma de esta integral puede verse que si el horizonte zh no tuviese
una dependencia expĺıcita en θ el resultado seŕıa nulo, esto permite simplificar
la integral separando los términos log z0

zh(θ,τr)
que dependan de θ, de esta manera

y realizando la integral obtenemos que la acción on-shell para una trayectoria
unidimensional arbitraria viene dada por:

LDBI+WZ = 2πL4
(

sinh−1 κ− κ
√
κ2 + 1

)∫ |ẍ|
ẋ2 − 1

dτr (5.75)
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Vemos que en el resultado la dependencia en κ se factoriza exactamente indepen-
dientemente de la curva x(τr) que tomemos. Para obtener el resultado final es
necesario considerar nuevamente los términos de borde, las componentes no nulas
del tensor Fµν son Fτrz , Fτr ,θ por lo que para obtener la transformada de Legendre
que buscamos es necesario integrar la expresión correspondiente a cada componente
del tensor (4.63) para obtener la componente del campo Aµ obteniendo entonces:∫∫∫

dφdθdτrAτr
∂LDBI+WZ

∂Fτrz

∣∣∣zh
z0

= −
∫∫∫

dφdθdτr
κL4 sin θ

√
1− ẋ2

z

∣∣∣zh
z0∫∫∫

dφdθdτr Aθ
∂LDBI+WZ

∂Fτrθ

∣∣∣zh
z0

= 0

(5.76)

Falta considerar el término asociado a la coordenada radial z que vendrá dado por:∫∫∫
dφdθdτr z

∂LDBI+WZ

∂z′
=−

∫∫∫
dφdθdτr

κL4 sin θ(
z (1− ẋ)2)5/2

[
z2ẍ2 +

(
ẋ2 − 1

)3
+

+ 2zκ cos θẋ2
√

1− ẋ2ẍ− 2zκ cos θ
√

1− ẋ2ẍ
]∣∣∣zh
z0

(5.77)

Juntando ambas expresiones para los términos de borde (5.76) y (5.77) se puede
ver que z0 → 0 no tiene ninguna divergencia, y realizando las integrales vemos que
el resultado viene dado por:

4πL4 sinh−1 κ

∫
|ẍ|

ẋ2 − 1
dτr (5.78)

Ahora el valor de expectación del Wilson Loop holográfico vendrá dado por:

SDBI+WZ − Sborde = −2πL4
(
κ
√
κ2 + 1 + sinh−1 κ

)∫ |ẍ|
ẋ2 − 1

dτr (5.79)

Vemos que efectivamente la solución del área descrita por la D3−brana dual al
Wilson Loop para una trayectoria arbitraria x(τr) tiene factorizada su componente
asociada a κ y es exactamente el mismo resultado que en el caso del ćırculo (4.39).

La trayectoria hiperbólica tipo tiempo (5.1b) es un caso particular de una
trayectoria del tipo x(τr), en particular la expresión para la misma puede obtenerse
fácilmente:

x = ±
√
a−2 + τ 2

r (5.80)

A partir de la solución (5.79) podemos encontrar automáticamente el resultado
para esta trayectoria realizando la integral en τr:

Shiperbola = 2πL4
(
κ
√
κ2 + 1 + sinh−1 κ

)
sinh−1(aT ) (5.81)
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En donde introdujimos un cut-off T en el tiempo retardado del quark. El mismo
puede relacionarse con el tiempo propio τp en el caso en que τp →∞ mediante:

aT ∼ eτp

2
(5.82)

De manera que en dicho ĺımite recuperamos la expresión obtenida previamente
(5.70).
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

Durante los últimos años, el estudio de la teoŕıa de cuerdas en el marco de la
conjetura AdS/CFT , originalmente propuesta por Maldacena en [18], ha generado
diversas ĺıneas de trabajo. Debido a que dicha dualidad relaciona los régimenes de
acoplamiento debil/fuerte es necesario desarrollar métodos que permitan obtener
resultados exactos en la teoŕıa de campos que permitan chequear la conjetura de
manera no trivial. Técnicas de integrabilidad o localización son ejemplos en los
cuales esto es posible, dentro de este último es que podemos entender el cálculo
del valor de expectación del Wilson loop circular en términos tanto de cuerdas
fundamentales como de D−branas. Encontrar otras trayectorias supersimétricas
en las cuales sea posible encontrar un argumento similar al de la trayectoria circular
es un desafio abierto.

El estudio de la trayectoria hiperbólica, en la cuál de manera análoga al circulo,
tiene el resultado a 1-loop constante (5.9), los diagramas de interacción se cancelan
a orden g4N2 y es también una trayectoria que preserva 1/2 de las supersimetŕıas
[2] permite conjeturar que también hay un argumento de localización que arroja el
resultado exacto. De igual manera, esta trayectoria es el caso más simple en el cual
se puede utilizar la construcción de Mikhailov [20], la extensión a representaciones
de rango mayor hecha por Guijosa, Fiol & Pedraza [9] y la propuesta introducida
por Hubeny & Semenoff [14], para tratar la aparición del horizonte de eventos en
dichas construcciones a la hora de evaluar on-shell la acción, para representaciones
de rango mayor del grupo de gauge.

Para esta trayectoria encontramos que efectivamente para la representación
fundamental el resultado del ĺımite de supergravedad de la teoŕıa de cuerdas (5.37)
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concuerda con el cálculo mediante el modelo de matrices (5.24):

〈W 〉cuerdas = exp

[
i
√
λaτp
π

]

〈W 〉N=4 = N
−iπ√

2(
√
λaτp)3/2

exp

[
i

√
λ aτp
π

] (6.1)

En donde para encontrar esta concordancia fue necesario integrar hasta el horizonte
de eventos.

Para la representación anti-simétrica del grupo de gauge el modelo de matri-
ces fue resuelto en [12] y concuerda con el cálculo en términos de D5−branas
presentado en (5.47):

〈W 〉D5 = exp

[
2N

3π
sin3 θ0(

√
λaτp
π

)

]

〈Wk〉 =
1

dim(Ras)
〈Tras[U ]〉 = exp

[
2N

3π

√
λaτp
π

sin3 θk

] (6.2)

Para la representación simétrica del grupo de gauge el cálculo en términos de
D3−branas se realizó de dos maneras distintas, una de ellas puede entenderse en
términos de la continuación anaĺıtica del ćırculo en la hipérbola mientras que para
la otra se utilizó la construcción de Guijosa, Fiol & Pedraza [9] la cual involucra
el horizonte de eventos presente en el volumen de mundo de la D3−brana. Si
bien este cálculo es bastante intrincado debido a la forma del embedding (4.53)
es sorprendete que la dependencia en κ se factorice independientemente de la
trayectoria xµ(τr) elegida arrojando el mismo resultado que el presentado en el
otro método:

〈W 〉D3 = exp

[
−i
aNτp

(
κ̃
√
κ̃2 + 1 + sinh−1 κ̃

)
π2

]
(6.3)

Sin embargo si tomamos el resultado del modelo de matrices para la representación
simétrica (5.28) observamos una discrepancia con (6.3) si tomamos que:

κ̃ =
π
√
λk

aN
(6.4)

de manera análoga al caso del ćırculo, en donde ahora k es el rango de la repre-
sentación del grupo de gauge

〈Ws〉 = exp

[
2N

(
kaT
√
λ

4Nπ

√
1 +

k2a2λT 2

16N2π2
+ sinh−1 kaT

√
λ

4Nπ

)]
(6.5)
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Si bien la forma funcional de ambas soluciones es la misma, la dependencia con
los parámetros f́ısicos del problema (a, T ) es distinta. El resultado del modelo de
matrices corresponde a la re-sumación de los diagramas tipo ladder por lo que
esta discrepancia podŕıa deberse a que a ordenes mayores en λ los diagramas de
interacción no se cancelan. También cabe preguntarse qué sentido tiene mantener
dentro de (6.5) el sinh−1 y la ráız cuadrada si el resultado es válido en el ĺımite
T →∞, es decir que tendŕıamos:

〈W 〉 ' exp

[
k2λa2T 2

8Nπ2

]
(6.6)

que resulta ser la exponenciación del resultado a 1-loop (5.9) de acuerdo a lo
propuesto en [diego] .

Por otro lado, en el caso de la representación fundamental fue clave el orden en
el que se tomaron los ĺımites en el modelo de matrices (5.25,5.26) para recuperar
el resultado de la teoŕıa de cuerdas, esto podŕıa indicar que en el caso de repre-
sentaciones de rango mayor esa sutileza entra en juego en la construcción de la
solución presentada por Hartnoll [12]. Por último no es obvio que la identificación
entre k y λ (5.64) tenga que ser exactamente la misma que en el caso circular, si
dicha relación incluyese un término proporcional a T 1/2 recuperariamos el resulta-
do buscado, sin embargo no hay algún motivo aparente que nos permita dilucidar
qué relación es la correcta.

A pesar de esta discrepancia entre los resultados el método propuesto por
Hubeny, Semenoff para tratar el horizonte de eventos parece funcionar, esto abre
la posibilidad de continuar trabajando con la construcción propuesta por Guijosa,
Fiol & Pedraza (4.53 para trayectorias arbitrarias tipo tiempo, para esto será
necesario estudiar la estructura de la métrica inducida en el volumen de mundo
de manera tal de poder evaluar el valor de expectación del Wilson loop para
trayectorias más arbitrarias. Si bien no existen resultados exactos conocidos para
dichas teoŕıas, está conjeturado [Diego] qué en el ĺımite κ → ∞ se produce una
exponenciación eikonal del resultado a 1-loop, resultado que podŕıa verificarse para
este conjunto de trayectorias. Dentro de esta verificación futura, un primer paso
puede ser la trayectoria hiperbólica tipo tiempo:

xµ = a−1 (cosh aτ, sinh aτ, 0, 0) (6.7)

en este caso los términos de borde presentes en (5.11) no se cancelan por lo que no
se espera que el resultado venga dado por la suma de los diagramas tipo ladder, el
resultado de D3−brana dual para la representación simétrica fue obtenido conside-
rando la transformación conforme correspondiente y presenta, como es de esperar,
una estructura del tipo H2 × S2. Esta solución introduce una nueva divergencia
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debido a la extensión de H2 para la cual es necesario introducir un ordenamien-
to de los ĺımites a tomar para poder recuperar el ĺımite de κ → ∞ y aśı poder
corroborar esta conjetura.
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Apéndice A

Wilson Loops en N = 4 SYM

La definición del Wilson Loop supersimétrico introducida en (1.42):

W (C) =
1

N
TrPexp[

∮
C
dτ(iAaµTaẋ

µ(τ) + Φi(x)yi)] (A.1)

Determina el acoplamiento de los campos de la teoŕıa con la trayectoria xµ(s) de
una part́ıcula cargada, dicho acoplamiento no es trivial y puede obtenerse recor-
dando que para una teoŕıa que contenga campos de materia en la representación
fundamental de G la definición del operador de Wilson loop viene dada por una
función de correlación de dichos campos en términos de la integral funcional. El
factor de fase que acompaña al resultado determina entonces el acoplamiento y
por ende la definición del WL.

Sin embargo la teoŕıa N = 4 SYM no cuenta con campos de materia, es
decir que es necesario introducir bosones W mediante un mecanismo de higgs.
Consideremos la teoŕıa con grupo de simetŕıa SU(N + 1) que rompemos mediante
el mecanismo de higgs a SU(N + 1) 7→ SU(N) × U(1), esta ruptura de simetŕıa
introducirá en la teoŕıa de campos un quark masivo que es denominado bosón W
debido a que es un bosón de Goldstone. Esta ruptura de simetŕıa puede pensarse
tambien en la descripción dual en términos de branas, N = 4 SYM con grupo de
simetŕıa SU(N +1) se obtiene considerando un stack de N +1 D3−Branas en una
teoŕıa de cuerdas tipo IIB en AdS5×S5, el mecanismo de higgs dual a la ruptura
de simetŕıa consiste en tomar una de las D3−Branas y separarla del stack, este
proceso permite que las cuerdas abiertas puedan empezar/terminar en el stack
remanente de N Branas y se extiendan hasta la brana separada, una cuerda que
empieza en el stack y termina en la brana obtiene una masa proporcional a la
longitud de la separación, si queremos obtener un quark que no sea dinámico, o
que sus fluctuaciones sean irrelevantes es necesario darle una masa muy grande o
lo que es equivalente alejar la brana del stack una distancia infinita.
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El operador de Wilson definido en (A.1) incluye solamente campos bosónicos,
esto se debe a que la parte fermiónica puede obtenerse mediante la acción de
supersimetŕıa [10], es decir que dicho operador no es primario y puede obtenerse
de (A.1). Consideremos entonces una teoŕıa tipoN = 4 SYM con grupo de simetŕıa
SU(N + 1) de manera tal que la parte bosónica de la acción viene dada por:

Ŝ =
1

4
F̂ 2
µν +

1

2
(D̂µΦ̂i)

2 − 1

4
[Φ̂i, Φ̂j]

2 (A.2)

La ruptura de simetŕıa SU(N+1) 7→ SU(N)×U(1) descompone esquemáticamente
los campos Φ̂i y Âµ según:

Âµ =

(
Aµ wµ
w†µ aµ

)
Φ̂i =

( Φi wi
w†i Mθi

)
(A.3)

En donde ahora Aµ es el campo de gauge en SU(N) (en donde estamos ignorando
los ı́ndices de color a por simplicidad), aµ es el campo asociado a U(1), M es una
constante, θ2 = 1 y wi es el bosón que usaremos para construir el Wilson Loop.
Podemos introducir esta expansión de los campos en la acción bosónica (A.2)
obteniendo:

Ŝ = +
1

4
F 2
µν +

1

2
(DµΦi)

2 − 1

4
[Φi,Φj]

2 +
1

2
(∂µMθi)

2 + (∂[µaν])
2

+
1

2
w†i ((Φk −Mθk)

2δij − (Φi +MΘi)(Φj +MΘj))wj

+
1

2
((Dµ − iaµ)wi)

2 + · · ·

=SSU(N) + +
1

2
(∂µMθi)

2 +
1

4
f 2
µν +

1

2
((Dµ − iaµ)wi)

2

+
1

2
w†i ((Φk −Mθk)

2δij − (Φi +MΘi)(Φj +MΘj))wj + · · ·

(A.4)

En donde Fµν y fµν son los esfuerzos asociados a SU(N) y U(1) respectivamente y
· · · representa términos de orden mayor en wi que no aportan para la construcción
del operador.

Para facilitar el análisis podemos tomar θi en la dirección 1 de manera que el
término de masa para wi viene dado por:

w†i (Φ1 −Mθ1)2wi − w†iΦi(Φ1 −Mθ1)w1 (A.5)

dado que estamos en la fase superconforme de la teoŕıa los campos Φi tienen valor
de expectación nulo y fluctuaciones pequeñas por lo que podemos afirmar que el
autovalor de la masa es: Φ1 −Mθ1)2 de manera que los dos términos presentes en
(A.5) por:

w†(Φ1 −Mθ1)2w (A.6)
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a partir de la acción (A.4) podemos observar el término cinético para el bosón que
viene dado por:

1

2
((Dµ − iaµ)wi)

2 (A.7)

Para construir el Wilson Loop consideraremos la función de correlación para w:

〈w†(x)w(x)w(y)w†(y)〉 =

∫
DAµDΦiDwDaµDMθie

−Ŝw†(x)w(x)w(y)w†(y)

(A.8)
que se puede entender como la circulación del bosón w una vez integrado en y.
Utilizando (A.6), (A.7) y (A.4) podemos realizar la integral en Dw obteniendo:

〈w†(x)w(x)w(y)w†(y)〉 =

∫
DMΘiDaµexp(

∫
1

2
(∂µMθi)

2 +
1

4
f 2
µν)

∫
DAµDΦie

−SSU(N)

× 〈x| 1

−1
2
(Dµ − iaµ)2 + 1

2
(Φi −Mθi)2

|y〉

× 〈y| 1

−1
2
(Dµ − iaµ)2 + 1

2
(Φi −Mθi)2

|x〉

(A.9)

La función de dos puntos que aparece puede escribirse:

〈x| 1

−1
2
(Dµ − iaµ)2 + 1

2
(Φi −Mθi)2

|y〉 =

=

∫
dT 〈x| eT ( 1

2
(Dµ−iaµ)2− 1

2
(Φi−Mθi)

2) |y〉

=

∫
dT

∫ x(T )=y

x(0)=x

Dx(s)Dp(s)e
∫ T
0 ds(−iẋµ(s)pµ− 1

2
(pµ+Aµ+aµ)2− 1

2
(Φi−Mθi)

2)

=

∫
dT

∫ x(T )=y

x(0)=x

Dx(s)e
∫ T
0 ds(− 1

2
ẋ2µ(s)+iAµẋµ+iaµẋµ− 1

2
(Φi−Mθi)

2)

(A.10)

Juntando todos estos resultados e integrando en y (A.8) obtenemos el resultado:∫
dy〈w†(x)w(x)w(y)w†(y)〉 =

=

∫
DMθie

−
∫

1
2

(∂µMθi)
2

∫
dT

∫ x(T )=y

x(0)=x

Dx(s)e−
1
2

∫ T
0 ds(ẋ2µ+M2)∫

Daµe
1
4

(fµν)2e
∮
dsiaµẋµ

∫
DAµDΦie

−SSU(N)e
∫
ds(iAµẋµ(s)− 1

2
Φ2
i+MΦiθ

i)

(A.11)

El resultado previo (A.11) contiene muchos términos que requieren análisis. En
primer lugar el término M2

∫
1
2
(∂µθi)

2 representa la acción para un campo libre θi,
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en el caso en el que rompemos SU(N + 1) alejando infinitamente la brana M se
vuelve muy grande y el término puede analizarse clásicamente. Se puede observar
la presencia de un término asociado al campo de gauge aµ que vive en la brana
junto con el operador de wilson correspondiente (de manera análoga al visto en
QED en (1.15)), cómo estamos considerando el ĺımite en que N � 1 y M � 1 este
término será de segundo orden. El segundo término en (A.11) considera todas las
trayectorias posibles xµ(s), de hecho no es invariante frente a reparametrizaciones
de la curva. Se puede definir una parametrización general:

s→ s̃(s)

s̃(0) = 0

s̃(s) = T

(A.12)

Para tener en cuenta el aporte de distintas parametrizaciones podemos realizar la
integral sobre c(s) = ds̃/ds en la acción:

−
∫ T

0

ds(
1

c
˙̃x2
µ + cM2) +

∫ T

0

ds(iAµ ˙̃xµ − c1

2
Φ2
i + cMΦiθ

i) (A.13)

en el caso en que M � 1 el primer término domina la integral por lo que se
localizará en:

c(s)2 =
˙̃x2(s)

M2
(A.14)

Con esta condición vemos que el término que depende de Φ2
i es despreciable. Jun-

tando todos los resultados obtenidos:∫
dy〈w†(x)w(x)w(y)w†(y)〉 =

=

∫
Dx(s)e−

∫
dsM |ẋ|

∫
DAµDΦie

−SSU(N)e
∫ 1
0 (iAµẋµ+|ẋ|Φiθi)

(A.15)

notando que el término
∫
dsM |ẋ| es simplemente la Masa por la longitud de la

curva y podemos extraerlo fuera de la integral funcional, obteniendo entonces el
acoplamiento buscado para el Wilson Loop.
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Apéndice B

Embedding de D3−branas para
trayectorias arbitrarias

A partir de la solución presentada originalmente por Mikhailov fue posible
proponer un embedding de D3−brana para una curva C tipo tiempo en el caso
en que la velocidad dependa del tiempo (4.53) y encontrarlo expĺıcitamente para
el movimiento unidimensional. Sin embargo, en el caso de un movimiento tri-
dimensional arbitrario, es necesario dar una prescripción exacta para el vector
unitario nµ(τ, θ, φ) presente en (4.53), esto es equivalente a elegir etiquetas (θ, φ)
para los rayos de luz emitidos en las diferentes direcciones de la esfera S2 que
rodean a la trayectoria ~x(τ).

Para considerar una velocidad arbitraria vµ podemos simplemente considerar
el vector vµR = (1, 0, 0, 0) en reposo y realizar la transformación de Lorentz:

Λµ
ν =


γ γv1 γv2 γv3

γv1 1 +
γ2v21
1+γ

γ2v1v2
1+γ

γ2v1v3
1+γ

γv2
γ2v1v2

1+γ
1 +

γ2v22
1+γ

γ2v2v3
1+γ

γv3
γ2v1v3

1+γ
γ2v2v3

1+γ
1 +

γ2v23
1+γ

 (B.1)

En donde vi son las componentes de la 3−velocidad. En el caso en que el movi-
miento este acelerado en más de una dirección y quisiésemos utilizar este boost
para definir nµ(τ, θ, φ) aparece una sutileza debido a que puntos sucesivos en la
trayectoria no estaŕıan relacionados solamente por un boost sino que también de-
beŕıan incluir una rotación. La manera de construir entonces el vector n(τ, θ, φ)
es pedir que este sea transportado paralelamente a lo largo de la ĺınea de mundo
según la ecuación del transporte de Fermi-Walker:

∂τn
µ = (n · ∂τv)vν − (n · v)∂τv

µ (B.2)
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el último término no aporta ya que en nuestro caso n · v = 0. Entonces para cons-
truir el vector nµ(τ, θ, φ) necesitamos en un tiempo τ0 aplicar el boost (B.1) para
definir nµ(τ0, θ, φ) y luego evolucionarlo mediante la ecuación (B.2) para encon-
trar nµ para tiempos arbitrarios como queŕıamos, por lo que la métrica inducida a
partir del embedding (4.53) se obtiene por un cálculo dirécto. Para obtener el em-
bedding total hace falta también el tensor eléctrico que puede obtenerse mediante
[9]:

Ftrz =

√
λ

2π

1

γz2
, Ftrθ = −

√
λ

2π
κ∂trv · n2 ,

Ftrφ = −
√
λ

2π
κ sin θ∂trv · n3 , Fzθ = Fzφ = Fθφ = 0

(B.3)
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Apéndice C

Términos de borde para la
hipérbola tipo tiempo

Para estudiar la cancelación de los términos de borde presentes en (5.11) es
conveniente utilizar la parametrización:

Xµ
± = (sinh(τ),±cosh(τ), 0, 0) (C.1)

Debido a que la inserción de t2, t3 puede ser tanto en una rama como la otra
introducimos la notación ++, −− para cuando la inserción se encuentra en la
misma rama que t1 y +−,−+ cuando se encuentra en la otra. Con esto los términos
correspondientes que aparecerán en la cuenta serán: e introdujimos tij = ti − tj,

Sistema ++ - - +-

(X(i) −X(j))2 2(1− cosh(tij)) 2(1− cosh(tij)) 2(1 + cosh(t̃ij))

Ẋ(i)µX
(j)
µ sinh(tij) sinh(tij) −sinh(t̃ij)

Ẋ(i)µẊ
(j)
µ −cosh(tij) −cosh(tij) −cosh(t̃ij)

t̃ij = ti + tj. Definimos por simplicidad:

∆ = αβ|x(1) − x(2)|2 + αγ|x(1) − x(3)|2 + βγ|x(3) − x(2)|2 (C.2)

queremos ver entonces que los términos de borde presentes en:∫∫∫
dt1dt2dt3∂

(1)ε(t1, t2, t3)
(|ẋ(1)||ẋ(2)|+ ẋ(1).ẋ(3))

∆2w−3
+

∫∫
dt2dt3[ε(t1, t2, t3)

(|ẋ(1)||ẋ(2)|+ ẋ(1).ẋ(3))

∆2w−3
]

∣∣∣∣t1=+T

t1=−T
= 0

(C.3)
se anulan exactamente en el caso en que el cut off T →∞. En total hay 8 combi-
naciones posibles que vendrán dadas por la siguiente notación (+,+,+) en donde
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cada lugar corresponde con t1, t2, t3 y ± con cada rama de la hipérbola. A modo
de ejemplo podemos considerar el término (−,+,+):

1− cosh(t̃13)

αβ(1 + cosh(t̃12)) + αγ(1 + cosh(t̃13)) + βγ(1− cosh(t32))

∣∣∣∣t1=−T

t1=T

(C.4)

Tomando el ĺımite T →∞ y quedandonos a primer orden en T obtenemos:

1

α

( 1

γ + βe(t2−t3)
− 1

γ + βe−(t2−t3)

)
(C.5)

De igual manera es posible realizar los otros casos. Para analizar la cancelación lo
único que falta tener en cuenta es que cuando estamos en la rama de la izquierda
estamos recorriendo la hipérbola de +∞ a −∞, y para que todas esten en el
mismo sentido tenemos que hacer el cambio ti = −ti, de esa manera todas las
contribuciones serán:

1. (−,+,+):

− 1

α

( 1

γ + βe(t2−t3)
− 1

γ + βe−(t2−t3)

)
(C.6)

2. (+,−,+):

− 1

α

( 1

γ − βe(t3−t2)
− 1

γ − βe−(t3−t2)

)
(C.7)

3. (+,+,−):

− 1

α

( 1

γ − βe(t2−t3)
− 1

γ + βe−(t2−t3)

)
(C.8)

4. (−,−,+):

+
1

α

( 1

γ − βe−(t3−t2)
− 1

γ − βe−(t3+t2)

)
(C.9)

5. (−,+,−):

+
1

α

( 1

γ − βe−(t2−t3)
− 1

γ − βe−(t2−t3)

)
(C.10)

6. (+,−,−):

+
1

α

( 1

γ + βe−(t3−t2)
− 1

γ + βe(t3−t2)

)
(C.11)

7. (+,+,+):
1

α

( 1

γ + βe(t3−t2)
− 1

γ + βe−(t3−t2)

)
(C.12)
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8. (−,−,−):

− 1

α

( 1

γ + βe(t3−t2)
− 1

γ + βe−(t3−t2)

)
(C.13)

En donde vemos que efectivamente se cancelan todos los términos presente
pero que esta cancelación sucede debido a la presencia de las dos ramas, ya que
las cancelaciones de los términos no son entre términos de la misma rama. Esto
determina que en el caso de la hipérbola tipo espacio (en la cual solo contamos
con una rama) no esperamos que se cancelen los términos de borde de acuerdo a
[2]
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