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Introduccion

El Modelo Estandar de Particulas (SM) es, hoy en dia, la mejor descripcién
microscopica de la naturaleza que tenemos disponible. A lo largo de su desarrollo
se han hecho grandes avances en la fisica de altas energias y tedrica permitiendo la
unificacion del electromagnetismo con la interaccién débil, el descubrimiento de los
quarks, el descubrimiento del mecanismo de Higgs y su posterior confirmacién en
el LHC y la oscilacién de neutrinos por poner algunos ejemplos. De igual manera
mediante la construccién del SM quedo clara la importancia de las simetrias de
gauge a la hora de estudiar la naturaleza y de proponer nuevas teorias.

Por otro lado la teoria de la Relatividad General de Einstein se sigue mostrando
exitosa, desde los casi 100 anos desde la primer confirmacion experimental de Ed-
dington hasta la reciente deteccion de ondas gravitacionales, describiendo la fisica
macroscéopica que describe el universo a grandes escalas. Sin embargo una descrip-
cién cudntica de la gravedad sigue faltando, problemas como la descripcién del
espacio tiempo en la escala de Planck, materia oscura, la estructura microscopica
de los agujeros negros y el problema de la perdida de informacion en los mismos son
solamente algunos de las preguntas que una eventual teoria de gravedad cuantica
deberia responder.

La teoria de cuerdas, inicialmente concebida para describir el comportamiento
de la interaccién fuerte, resulta ser la mejor candidata que tenemos al dia de hoy
para una teoria de la gravedad cuantica que incorpora automaticamente, toda la
fisica que abarca el Modelo Estandar junto con la teoria de la Relatividad General
de Einstein. Si bien esta teoria es ciertamente prometedora ciertos aspectos como la
compactificacién de las dimensiones extras, el régimen no perturbativo, el estudio
del limite cuantico de la teoria en una geometria arbitraria, la red de dualidades,
la formulacion de una eventual teoria M y el comportamiento tan distinto al que
estamos habituados del espacio tiempo, hacen que el estudio de la teoria sea dificil
de atacar. La dualidad holografica de Maldacena [18] presenta la posibilidad de
estudiar la teorfa de cuerdas en una geometria AdSs x S® mediante su descripcién
en términos de la teorfa de campos N' = 4 Super Yang-Mills (SYM) dual, esta
dualidad relaciona la teoria de campos en su limite de acoplamiento fuertes con
el limite de super gravedad de la teoria de cuerdas haciéndola mas manejable. Si



bien estudiar una teoria de campos en el limite de acoplamiento fuerte esta lejos
de ser un problema trivial es posible, mediante argumentos de simetria, encontrar
resultados exactos en la constante de acoplamiento.

El lazo de Wilson (Wilson Loop) es un operador que se puede definir en cual-
quier teorfa de campos y en el caso de NV = 4 SYM arroja en ciertos casos un
resultado exacto, esto permite estudiar la descripcion holografica de dicho opera-
dor. Esta descripcién, originalmente propuesta por Maldacena [17] y Rey-Ye [ye],
es en términos de cuerdas abiertas cuyos extremos describen dicho lazo barriendo
una superficie en el espacio tiempo. Sin embargo esta descripcion holografica no
es la unica posible, si se considera el grupo de gauge asociado al operador en una
representacion arbitraria R la descripcion holografica en algunos casos viene dada
en términos de objetos extensos en la teorfa de cuerdas llamados Dp—branas!.
Estudiando esta descripcion fue posible encontrar un conjunto de correcciones al
valor de expectacion del operador para la trayectoria circular que concuerda exac-
tamente con lo predicho por la teoria de campos, extender y encontrar soluciones
analogas a esta es un problema interesante en si mismo.

En el capitulo 1 introduciremos el lazo de Wilson para teorias de campo, men-
cionaremos algunos de los resultados mas interesantes como la ley del area y pre-
sentaremos la extension supersimétrica de dicho operador que permitira introducir
la descripcién holografica del lazo en el capitulo 2 junto con la formulacion de la
conjetura de Maldacena. En el capitulo 3 se discutiran los ejemplos tipicos para
el Wilson Loop holografico poniendo especial énfasis en el tratamiento hecho por
Drukker, Gross [drukker’gross] para la trayectoria circular lo que permitira en el
capitulo 4 introducir la descripcién dual en términos de Dp—branas. Finalmente en
el capitulo 6 estudiaremos la trayectoria hiperbdlica en la teoria de campos y en su
descripcion dual en términos de la cuerda y de las Dp—branas extendiendo la pro-
puesta hecha originalmente por Hubeny, Semenoff [14] para estudiar el operador
en los casos en que hay un horizonte de eventos presente en la superficie/volumen
dual al operador. Estos lazos de Wilson hiperbdlicos son supersimétricos, lo que
podria permitir obtener resultados exactos que, como en el caso de trayectorias
circulares, pueden compararse con calculos de cuerdas y Dp—branas duales.

'En general la representacién del grupo de gauge puede escribirse en términos de los Young
Tableaux, en el caso en que el nimero de boxes es de orden N2 hay backreacktion por lo que hay
que considerar otras soluciones duales como bubbling geometries



Capitulo 1

Wilson Loops

Actualmente conocemos cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza,
aparte de la gravedad y el electromagnetismo tenemos también la interaccion débil
y la interaccién fuerte. Estas ultimas tres se entienden actualmente en lo que se
conoce como el Modelo Estandar, la construcciéon del mismo data de la ultima
mitad del siglo XX hasta la actualidad.

El Modelo Estandar de Fisica de Particulas reune todas las evidencias expe-
rimentales obtenidas en los aceleradores de particulas (Fermilab, Slac, LHC, etc)
encontradas hasta la fecha en una sola teoria de campos cuanticos (Quantum Field
Theory). Las teorias de QFT pueden entenderse en terminos de tres temas impor-
tantes de la fisica moderna: mecénica cuantica, el concepto de campo y el principio
de relatividad especial [22].

Las teorias cuanticas de campos conforman, a lo largo del tiempo, una de las
areas mas exitosas de la fisica de particulas, principalmente desde el desarrollo de
la electrodindmica cudntica (QED) y la teoria de Yukawa. Dichas teorias permiten
entender el electromagnetismo en términos de fotones, fermiones y sus interacciones
mediante la utilizacién de los métodos perturbativos descriptos en los diagramas
de Feynmann. A su vez, la aparicién de los métodos de re-normalizacién permitio
tratar las divergencias que aparecen en el calculo de ciertas amplitudes de proba-
bilidad asociadas a distintos diagramas y contrastar los resultados con lo obtenido
experimentalmente.

Sin embargo no es sorpresa que al restringirnos al estudio de teorias tipo U(1)
no podamos describir todas las interacciones que se encuentran en la naturaleza,
.de qué manera entonces es posible construir Lagrangianos renormalizables que nos
permitan describir las interacciones presentes en la naturaleza como la fuerza fuerte
y débil?. Una forma posible es construir Lagrangianos con términos de interaccién
del tipo A* A9, A, o mediante términos proporcionales a A* pero construir teorfas
sensibles mediante estas interacciones no es trivial debido a la presencia de estados
con norma negativa [22], en el caso de QED estos estados desaparecen debido a



los estados con polarizacién longitudinal que son consecuencia de la invariancia
del Lagrangiano frente a transformaciones de gauge locales, de manera que otra
forma posible de construir teorias es extender esta simetria de gauge a otros grupos
de Lie no abelianos. Esta extension de la simetria de gauge a grupos de Lie no
Abelianos llevo al descubrimiento de teorias del tipo Yang-Mills entre las cuales se
encuentra la cromodinamica cuantica o QCD.

1.1. Teoria tipo Yang-Mills y Wilson Loops

El grupo de simetria asociado a QED es U(1) y demandando que la teoria
sea invariante local frente al grupo de simetrias uno obtiene la teoria del electro-
magnetismo con interacciones. Yang y Mills propusieron que este argumento de
invariancia local frente a rotaciones de fase U(1) se podia generalizar a invariancia
local frente a cualquier grupo de Lie continuo. El caso mas simple para analizar es
tomar el grupo de rotaciones en tres dimensiones O(3) ~ SU(2), dado un doblete
de campos de Dirac una transformacion del grupo actua segun:

wHeXp(iai%i>w, (1.1)

en donde ¢! son las matrices sigma de Pauli. No es dificil escribir, como en el
caso de una rotacién de fase U(1), Lagrangianos que sean invariantes frente a
(1.1) como una simetria global, pero tomando como referencia el caso de QED
nos interesa promover la simetria a una simetria local, para eso es necesario pedir
que el Lagrangiano que construyamos sea invariante frente a (1.1) con o’(x) una
funcion arbitraria de x, es decir:

PN
$a)  Vholo), Vi) = exp (ia'(0)F ) (12)
Para construir un lagrangiano que sea invariante frente a este grupo de transfor-
maciones es necesario definir una derivada covariante que transforme de manera
tal de asegurar la invariancia de la teoria, para eso introducimos el comparador
U(y,x) que transforma segun:

Uy, z) = V(y)U(y,2)V'(z) (1.3)

En donde fijamos que U(y,y) = 1. En los puntos z # y podemos restringir con-
sistentemente que U(y,x) sea una matriz unitaria y para los puntos cercanos a
la identidad cualquier matriz unitaria puede ser expandida en terminos de los ge-
neradores hermiticos de SU(2), luego para cualquier transformacion infinitesimal



podemos escribir:

i

Ulx+en,z) =1+ igen“AL% +O(é?) (1.4)

En donde g es una constante. Utilizando esta expansién para el comparador y la
definicién de la derivada covariante [22]:

WD = lim ~[W(z + en) — Ul + en, o)) (1.5)

e—0 €

Encontramos la derivada covariante asociada con la simetria SU(2) local:

)

e
D,=0,—- ZgA“E (1.6)

A diferencia de QED el campo de gauge AL es vectorial debido al indice de color
i. Para encontrar la ley de transformacién para los campos vectoriales Aj, in-
troducimos la expansion (1.4) en la ley de transformacion (1.3) obteniendo para
transformaciones infinitesimales:

ol o1 o ot L gd )

A;% — A;% + ;(GMO/)% + 2'[0/%, Ag%] +--0(a?) (1.7)
El ultimo término de esta expresion es nuevo en relacién a las teorias Abelianas
tipo U(1) y se debe a que los generadores del grupo ¢° no conmutan.

Con esta derivada covariante se puede construir el Lagrangiano invariante de
gauge mas general para 1 pero es necesario incluir los términos invariantes de
gauge que dependen solamente del campo AL, es decir el analogo al tensor de
esfuerzo electromagnético F*:

1 1

i i 0 i0 Crad o o
F#V = 8“14”5 - &,Aﬂg - lg[A#?, Ai?] (18)

El tensor F ljy no es una cantidad invariante de gauge debido al indice de color 7,
cada uno asociado con la direccién de rotacién del grupo de gauge, sin embargo es
facil construir combinaciones que si sean invariante de gauge, como por ejemplo:

o

1 i
L=--Tr[(F,, 5

. ? (19)

Qué es un término cinético invariante de gauge para AZ. Observando este término
se puede ver que el Lagrangiano contiene términos cubicos y cudrticos en A;, enton-
ces este Lagrangiano describe una teoria no trivial, interactuante llamada Teoria



de Yang-Mills, para construir una teoria de Yang-Mills interactuante con fermio-
nes simplemente hay que considerar el Lagrangiano de Dirac junto al Lagrangiano
para el campo de gauge (1.9) de donde obtenemos:

L= 36D — J(FL,) — i (1.10)

Que es el lagrangiano de Yang-Mills. Toda la discusion realizada para las simetrias
SU(2) se puede generalizar para cualquier otro grupo de simetria continuo, para
esto es necesario realizar el cambio:
o

— =t (1.11)
2
En todos los pasos de la construccion. Los elementos t* son los generadores del
grupo de simetria que pueden ser representados como matrices hermiticas, en ge-
neral las relaciones de conmutacion para el grupo de simetria se escriben de la

forma:
[t 1%] = i fobete (1.12)

En donde f%¢ son las constantes de estructura del grupo.

1.2. Lazos de Wilson

Para la construccién de teorfas cuédnticas de campos tipo U(1) o SU(2) fue
necesario introducir el comparador U(y, =) (1.3) que convierte la transformacién de
gauge en un punto z al punto y. Hasta ahora fue suficiente considerar expresiones
infinitesimales (1.4) para este objeto, sin embargo al considerarlo para puntos z,
y separados en el espacio obtendremos informacion relacionada a la geometria de
la invariancia de gauge.

Consideremos para el caso Abeliano el campo A, que transforma segun:

A(x) = Ay(z) — éﬁﬂa(x) (1.13)
Y el comparador U(y, z) que transforma segin:
Uly,z) — WU (y, x)e @ (1.14)
El operador Up(z,y) definido como:

Up(z,y) = il & Aute) (1.15)



Verifica la condicién (1.14) si se toma la integral en cualquier camino P que vaya
desde y hasta z, en efecto usando (1.13):

Up(y, z) = e-ie it 4a) — gie fp de"(4, ()~ 10,0()

= eia(y)e_ie fP dl‘“AM(.’L‘)e—ia(z) (116)

Este objeto asi definido se llama Linea de Wilson y da una realizacién explicita
del comparador U(y, z) para puntos separados una distancia finita.
Si el camino P es un camino cerrado que vuelve al punto y tenemos un Wilson
Loop:
Upl(y,y) = e~ dpde"Aul®) (1.17)

El operador de Wilson es una funcional no-trivial del campo A, que es por cons-
truccién localmente invariante de gauge.

Tanto la linea de Wilson con el loop que fueron construidos para el caso Abe-
liano pueden generalizarse para el caso No-Abeliano. Sin embargo en este caso
aparecen sutilezas cuando consideramos campos AL((I}) asociados a matrices que
no conmutan ya que las mismas no necesariamente conmutan para puntos distin-
tos, por esto es necesario ordenar las matrices de una manera particular.

Sea s el pardmetro de la curva C que corre desde 0 en x = y hasta 1 en x = 2,
definimos la Linea de Wilson como la expansion en serie de la exponencial con las
matrices t* ordenadas en cada término de manera tal que para valores mas grandes
de s las mismas estan a la izquierda. Esta prescripcion se llama path-ordering y se
denota con el simbolo P, entonces el lazo de Wilson se escribe:

Wr(z,y) = TrR(’P{e[igfol ds %57 AuE)E (1.18)

En donde Trg es la traza tomada sobre una representaciéon particular ‘R del grupo
de Gauge.

1.2.1. Valores de Expectacion de Vacio para lazos de Wil-
son

Una de las propiedades de QCD es el confinamiento de los quarks, esto quiere
decir que no es posible encontrar quarks libres en la naturaleza por lo que se dice
que QCD es una teoria confinante. Esto puede verse considerando el caso de un
par quark-antiquark que intentamos separar: al aumentar la distancia entre ambos
resulta favorable a nivel energético la creacion de un nuevo par, de modo que no
se observan quarks libres en la naturaleza.

Una teoria de campos es confinante si todos los estados de energia finita son
invariantes frente a una transformacién global de gauge [27], por ejemplo en el

10



caso de QED hay estados de energfa finita (como el estado de un solo electrén)

que tienen carga eléctrica no-nula y por lo tanto frente a una transformacion de

fase global cambian, es decir que QED es una teoria no confinante. El valor de ex-

pectacién de vacio (VEV) del lazo de Wilson definido para la teorfa (No)-Abeliana

en (1.17) ((1.18)) puede diagnosticar si una teorfa exhibe o no confinamiento.
Para el caso de QED el VEV del lazo de Wilson viene dado por:

(0] We 0) = /DAeiefdsdgA“(x)e_S (1.19)
En donde la accién euclidea S viene dada por:
1 4 %
S = 1 d*zF,,F (1.20)

Con F,, = 0,A, — 0,A,. Si interpretamos e — epn(s) = JH(x) como una

corriente el VEV (1.19) toma la forma: "
(W) = / DAt At Ey P (5) 4, ) (1.21)

Que no es mas que la integral funcional para la teoria de QED, pasando al espacio
de momentos mediante la transformada de Fourier obtenemos:

<WC> — 67%62 fc dxu fC dyuA/w(zfy) (122)

En donde A, (z —y) es el propagador de Feynmann en espacio-tiempo euclideo.
Tomando el gauge de Feynmann:

d4]{7 eik:(x—y) ) 5
Auu($—y>:(5uy/(2ﬂ)4 o= 47r2(::— e (1.23)

Utilizando el propagador (1.23) en el VEV (1.22) y resolviendo la doble integral
obtenemos:

(0] We |0) = e~ &P (1.24)
En donde P es el perimetro de la curva C, a es un cut-off para controlar la divergen-
cia ultravioleta que aparece al acercarse z con y y ¢ es una constante numérica que
depende del método de regularizacion y de la forma de la curva. Esta solucién es
conocida como la Ley del perimetro y es caracteristica de una teoria no-confinante.
Para verlo explicitamente tomemos C un rectangulo de largo 7" en la direccion
temporal y R en la direcciéon espacial en donde tomamos a < R < T, eligiendo
esta curva el termino asociado a la corriente ei#(s) se puede interpretar como una

11



particula cargada recorriendo la curva C. Cuando la particula se estda moviendo
para atras en la direccion temporal es equivalente a tener una anti-particula, en-
tonces al calcular (W¢) estamos calculando la integral funcional en presencia de
un par particula-anti-particula separados una distancia R y que interactian por
un tiempo 7.

Si tanto x como y estan del mismo lado del rectangulo obtenemos:

/ /L dxdy = % — 210g(L) + O(1) (1.25)

Donde L es el largo del lado (ya sea R o T'). Si z, y estan en lados perpendiculares
la integral se anula debido a dx.dy = 0. Para el caso en el que x esta en un lado
largo T" e y esta en el otro la integral da:

r da:dy 7wl T R?
/ / _7_210g<ﬁ_2+0(ﬁ)> (1.26)

Sumando todas las contribuciones y tomando el limite para T" grande obtenemos:

7{}{ dxdy _ f—%"):moaogT) (1.27)

a

Juntando (1.27) con (1.24) obtenemos el VEV:

(We) = e G )T (1.28)
En general se tiene [27] que (We) oc e ErarT entonces para el caso de QED vemos
que hay un término de auto-interaccion que diverge logaritmicamente con el cut-off
y un término de Coulomb: V(R) ~ %, de donde vemos que al aumentar la distancia
R entre el par de particulas el potencial decae por lo que es una teoria no confinante.
Para el caso de teorias no-abelianas tipo Yang-Mills en donde hay términos de auto-
interaccién entre los gluones A’ (z) (ver (1.9)) es necesario expandir el operador de
Wilson en términos de la constante de acoplamiento g, desarrollando (1.18) junto
con (1.11) obtenemos a primer orden:

(We) = Teg[l — %g%ata fé 7{ Qe dy A (e —y) + O] (1.29)

El término asociado con Trg (%) es simplemente el casimir cuadratico de la re-
presentacién C(R) del grupo de gauge, por lo que el resultado a primer orden
del VEV es identico al caso abeliano (1.22) con la identificacién g* + ¢?C(R).
Queremos estudiar el comportamiento de la teoria para acoplamiento fuerte, para
eso es necesario discretizar el espacio en una red de separacién a entre puntos

12
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Figura 1.1: Discretizacion del espacio-tiempo en una red periédica de separicon a
ubicada en el plano 1 — 2

adyacentes. El lazo de Wilson mas elemental que podemos construir en este caso
es el que recorre un cuadrado o plaquette en la red como se puede ver en la fig.
(1.1). Tomando € y €3 vectores de largo a en la direccién 1 y 2 respectivamente, y
ubicando la linea de Wilson en la mitad del segmento obtenemos el lazo de Wilson:

Wplaq _ TTRe—igaAQ(:v—qﬂ)6—igaA1(z+e2/2)6+igaA2 ($+61/2)e+igaA1(x—52/2) (130)

Si tomamos los campos de gauge AL(x) como funciones continuas podemos ex-
pandir las expresiones que se encuentran en (1.30) en el pardmetro de la red a,
y en conjunto con el lema de Baker-Campbell-Haussdorf e4e? = eATB+ABl/2+
obtenemos:

Wplaq _ TrReJrigaQ(&A2*32A17ig[A1,A2}+---) (131)

En donde ahora todos los campos de gauge estdn evaluados en x. Considerando
ambas orientaciones de la plaquette (i.e Wyiaq + W_piae) ¥ expandiendo las expo-
nenciales obtenemos:

Wotag + Wopiag = 2C(R) — g°a*Trr F}, (1.32)

En donde Fip; = 014y — 05A;1 — ig[A1, Ao es el andlogo a (1.8) para grupos de
gauge no abelianos. De (1.32) podemos leer la accién para la teorfa en una red y
la integral funcional de la misma:

—1
9= g 2 o
plag (1.33)

7 = / DU

Con U la matriz que determina la orientacién de la plaqueta y UT con la orientacién
opuesta. Ahora podemos considerar un lazo de Wilson expresado como la traza del
producto de las U asociadas a las lineas orientadas que forman la curva cerrada C,
es decir:

We) =271 / DUWee ™ (1.34)
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En el limite de acoplamiento fuerte y para la representacién fundamental del grupo
de gauge, obtenemos:

(0] W [0) o ¢~ (os(e") %) (1.35)

En donde A es el area encerrada por la curva C y ;% la cantidad de plaquetas
en la superficie, este resultado es la ley de area equivalente a la ley del perimetro
(1.24) para el caso abeliano. Tomando de manera analoga C un rectdngulo de
lados R y T junto con (0| W [0) ~ e(=FrerT) yemos que obtenemos un potencial
V(R) = log(g*)R/a® qué es lineal con la separacién del par quark-anti-quark por
lo que aumenta a medida que la separacién es mayor. Es decir que es necesaria
una cantidad de energia infinita para separar las particulas una distancia infinita,
es decir que la teoria es una teoria confinante.

1.3. N =4 Super Yang-Mills

El estudio de grupos de Lie mas generales que U(1) (QED) y SU(2) en conjunto
con el descubrimiento de una gran variedad de hadrones y mesones llevd a la
construccién del modelo estandar de fisica de particulas que se basa en el grupo
de simetrias SU(3) x SU(2) x U(1) y posteriormente analizando estas simetrias se
propuso el Boson de Higgs que fue encontrado en el LHC en el 2013, a pesar de
los incontables logros del modelo estandar se entiende qué es una teoria efectiva
y que lejos esta de ser una teoria fundamental de la naturaleza. Problemas como
la unificacion de las fuerzas a altas energias, la falta de descripcién de materia
oscura/energia oscura, gravedad cudntica y la gran cantidad de pardmetros libres
de la teoria son algunos de los problemas que presenta. Es conocido también el
teorema no-go de Coleman-Mandula que bajo hipdtesis muy generales determina
que la Unica manera de combinar simetrias de espacio tiempo y simetrias internas
es solo posible de manera trivial. Esto implica que las Unicas simetrias posibles
para una teoria cuantica de campos aparte del grupo de Poincaré son escalares de
Lorentz.

Una manera elegante de evitar este teorema y a su vez encontrar teorias que
incorporan candidatos a materia oscura, una descripcion cudntica de la grave-
dad y permiten unificar las interacciones de la naturaleza es considerar teorias
supersimétricas, es decir extender las simetrias de Poincaré y los escalares de Lo-
rentz considerando ahora simetrfas fermiénicas con generadores spinoriales @Q°,, si
tomamos 4 generadores spinoriales decimos que tenemos una teoria con N = 4
supersimetrias.

Para el caso de NV = 4 Super Yang-Mills (SYM) el édlgebra de Poincaré se
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extiende incluyendo supercargas spinoriales [4]:

a =1,2 Spinor de Weyl Izquierdo
a1 {Qa a pinor yl Izquier (1.36)

Quu = (QY)1 Spinor de Weyl derecho

En donde « es el indice spinorial del generador. Las supercargas transforman
como spinores de Weyl en SO(1,3) y conmutan con las traslaciones, el resto de la
estructura de susy viene dada por:

{Qg ) Q%} = {Saa ’ S,Bb} = {QZ ,gg} =0
{Q2. Q) = 20", P05

[Sua . S5} = 20" K, (137)

1 v
{Q5, Sav} = €ap (4D + 1) + §5§Luu055

en donde los generadores S,, ,?Z son los generadores asociados a las transforma-
ciones super conformes presentes en N’ = 4 Super Yang-Mills.

Dado un grupo de Lie compacto G tendremos un multiplete que transformard
en la representacién adjunta del algebra g, entonces para N = 4 el espectro de
particulas viene dado por [4]:

» &' §=1,---,6 escalares reales.
» A\ a=1,---,4 spinores izquierdos de Weyl
= A,(x) = Ajt® bosones de gauge

El conjunto (A,, A2, X*) es el Supermultiplete de Gauge. El lagrangiano de la teoria

123} o)
viene dado por [lagsym]:

1 v 0] oy O i %
L= Tr{—@FWF“ + g b = Z INT DN, — Z D, X'D'X
| B e o (L3Y)

+ D 9OPAX N+ Y 9C, ety T 5 SO, X))

a,b,i a,b,i 2]

En donde la derivada covariante D* y el tensor de esfuerzo F* se definen de la
manera usual a partir del campo de gauge:

Dt = 0" + [A*, ]

1.39
FI = 9" AY — 9" AP 4 [A", A”] = [D", D] (1.39)
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Las constantes C% y Cjq;, estén relacionadas a las matrices de Clifford Dirac para la
simetria interna SO(6)r ~ SU(4)g. Por construccion el Lagrangiano es invariante
frente a NV = 4 Poincaré supersimétrico, cuyas leyes de transformacién vienen
dadas por:

5Xéa — [ a Xz] — Ciab)\ab

SX = {Q%, A} = Flu(0")505 + [X7, X7]eas(Cij)s
~b a 5t ab— i

oA ={Qa, A} = Cj bUZBDuX

6A, = [Q5, Ayl = (Uu)gxg

(1.40)

('}

Clasicamente el Lagrangiano de la teoria (1.38) es invariante de escala, esto puede
verse asignandole a los campos y constantes de acoplamiento las escalas tipicas [4]:

[Ad=XT=1  []=5 ld=11=0 (1.41)

Todos los términos del Lagrangiano son de orden 4 de donde se sigue la inva-
riancia de escala. En particular, al considerar una teoria cuantica de campos qué
es invariante de escala e invariante frente a Poincaré estas simetrias se combi-
nan para formar un grupo de simetrias m&s grande que es el grupo conforme
SO(2,4) ~ SU(2,2) que al combinarlo con las supersimetrias (1.37) obtenemos
el grupo super-conforme que viene dado por el supergrupo SU(2,2[4). De igual
manera si se cuantiza la teoria de manera perturbativa no se encuentran diver-
gencias ultravioletas por lo que la teoria es invariante frente al supergrupo de
transformaciones conformes SU(2,2|4) también a nivel cuantico.

1.3.1. Lazos de Wilson en N =4 SYM

El operador de Wilson introducido en (1.18) mide la holonomia del grupo de
gauge al rededor de una curva y puede verse también como la respuesta del campo
frente a una particula cargada que se mueve en el mismo. La extensién super-
simétrica de este operador puede obtenerse considerando una particula que se
propaga en N = 4 SYM. En la fase superconforme de la teorfa, el espectro de la
misma (1.3) consta de particulas no masivas por lo que para obtener la particula
de prueba necesitamos romper la simetria del grupo SU(N +1) — SU(N) x U(1)
mediante un mecanismo tipo Higgs [8] (ver Apendice A). También es posible de-
terminar la extensién supersimétrica siguiendo los métodos presentados en [19, 3]
o inclusive en la propuesta de Maldacena [17]. Siguiendo [7] la extensién super-
simétrica del operador viene dada por:

W(C) = TrPeap] 7{ dr(i A, (7) + B'(2)y:)] (1.42)
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para el caso euclideo y por:

Wr(C) = %TrRPexp[ijng(Aui"“(T) + ®'(2)y;)] (1.43)

para el caso en que estamos trabajando en Minkowski. En ambos casos (1.42),
(1.43) a*(7) es la parametrizacién de la curva C, y; = |#]|©; con ©; un punto
en la 5-esfera asociado con el grupo de simetria interno SO(6) de la teoria. Es
importante destacar que también podriamos obtener el operador a partir de la
reduccion dimensional de la teoria supersimétrica en 10 dimensiones, en tal caso
el operador viene dado por:

W = %Trpe:pp(j{(iflux'“ + @) (1.44)

En donde en este caso 3(s) es una funcién arbitraria y ®; las seis componentes
extra del campo de gauge. Para determinar el VEV del operador es conveniente
introducir los generadores del grupo de gauge t* mediante [A4,]7 = At con ij
los indices de color.

1.3.2. Analisis perturbativo

Al estar trabajando en la rama de Coulomb donde (A) = (®) = 0 serd necesa-
rio realizar contracciones de Wick para estudiar el comportamiento perturbativo.
Sin embargo es ficil ver que el primer orden de la expansién en gy, (o equiva-
lentemente en \) se anula, por lo que los primeros diagramas no triviales son los
que dan cuenta de la propagacion de un boséon de gauge o de una particula escalar
entre dos puntos del loop z(s) y z(s'). Expandiendo (1.44) e introduciendo los
generadores del grupo la amplitud que buscamos viene dada por:

Tr{(iA; (x(s)) T3 (s) + §'(5)5 (5)T) (i Ay (2(8) 3" (s") + 57 ()¢5 () T))
= Tr(T*T")[—i"(s)i" (s') (AL (2 () A ((s) + 5 ()3 ()65 (2(s)) 5 (x(s)))]
( Ay (@ —a') + 4 (s)i () Dff (x — /)]

= Tr(T°T")[—i"(s)3" (s’
(1.45)
En donde se usaron los propagadores de la teoria:
)
ab __ 2 [k
Ai QYMm
b (1.46)
090,

D;’lb_gl%leﬂ_le /|2
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Entonces a primer orden en la expansién, el valor de expectacion del Wilson Loop
supersimétrico viene dado por:

(W(C)) = 1-Tr(T°T) f s f{ ds/[— (53" (') A% (5—a')-+5 ()37 (') D2 (2 —2)]

(1.47)
A partir de la expresién de los propagadores (1.46) se puede ver que la expresion
(1.47) es linealmente divergente cuando x(s) — z(s") por lo que es necesario ana-
lizar las divergencias de la misma. Introduciendo la notacién x = |x(s) — z(s')| e

introduciendo un cutoff € para el propagador (i.e Z% > ﬁ)

O
2 + €2

- # dsj{dslzt”“(s):t”(s') (1.48)

Si la parametrizacién de la curva C es tal que (s = 0) =0, s < 1y 2(s) < 1

/
podemos aproximar I;Ei,;‘ ~ s’ podemos restringir los limites de integracion para

la variable s" al intervalo —‘7? < s’ < & v, despreciando el término de z? en la

||
integral obtenemos:

D N A R A . AL
=) . ds'i*(s)a (S/)e_2 = fds|a:|: Ry (1.49)

En donde L es la longitud de la curva C y usamos que s &~ s’. De manera andloga
para el propagador escalar obtenemos:

82 | . €2 472e

- — ds'y' ()i (s') =2 = %ds|:r;|P (1.50)
T2
De donde observamos que la divergencia se anula en el caso en que la trayectoria
verifique la condicién;

i=17 (1.51)

1.3.3. Supersimetria del Wilson Loop

El célculo del Wilson Loop (1.44) en N'= 4 SYM puede resolverse perturba-
tivamente en el limite de acoplamiento débil pero para resolverlo en acoplamiento
fuerte es necesario tener en cuenta todos los diagramas. Resumar todos los dia-
gramas de la teoria es equivalente a resolver el limite N — oo que en general
es muy dificil, si no imposible, para una teoria interactuante como N = 4. Sin
embargo hay ciertos casos en los que la solucion se simplifica debido a que la su-
persimetria lleva a la cancelacion de ciertos términos. De hecho en algunos casos
las restricciones impuestas por supersimetria son tales que todas las correcciones
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cuanticas se cancelan. La pregunta entonces es como transformar este operador
(1.42) en un operador supersimétrico, la construccién que presentaremos se debe
a Zarembo [28] y permite construir Wilson Loops que preservan 1/4, 1/6 y 1/8 de
las supersimetrias (1.37).

La variacién de supersimetria del operador (1.44) viene dada por:

SV (C) = %Tﬁ? / ds (iT"i" + 40| )e exp ( / ds' (i A, i" + @ieim) (1.52)

de manera que se preservara alguna supersimetria si:
W (iTHi" + 10" 2])e = 0 (1.53)

donde tomamos que I'M = (I'*, T'") son las matrices de Dirac en 10 dimensiones. Se
puede ver que (il*i* + I'6%|2])> = 0 por lo que para cualquier curva la ecuacién
1,52 tiene 8 soluciones independientes, generalmente estas soluciones dependeran
de la curva por lo que solamente seran localmente supersimétricas. Si queremos
en cambio obtener soluciones globalmente supersimétricas podemos pedir que el
parametro € sea independiente de la curva de manera tal que esto impondra restric-
ciones sobre #'(s) y #(s) por lo que el niimero de € linealmente independientes que
verifiquen (1.53) determinard la cantidad de supersimetria preservada. Para redu-
cir el nimero de restricciones para € a un numero finito proponemos el siguiente
ansatz:
i (1.54)
0" = M, 7] .

esta propuesta puede entenderse como pedir que la posicién de la curva C en S®
siga al vector tangente a &*, entonces M; es una matriz de 4 x 6 de la cudl no es
importante dar una forma explicita ya que N' = 4 SYM tiene cémo simetria global
al grupo SO(4) x SO(6). Usando esta propuesta la variacién de supersimetria
(1.52) vendra dada por:

i (T — M )e(z) = 0 (1.55)
en donde toda la dependencia con la curva se factoriza y la supersimetria se pre-
servara en caso de obtener:

(T* —iMI")e(z) =0 (1.56)

expandiendo los términos de la variacion de supersimetria encontramos que en
general para una curva en R* se preservara una supersimetria. Esta construccién
garantiza que una curva dentro de R' es 1/2 BPS, dentro de R? 1/4 BPS, en R3 1/8
BPS y una curva en R?* serd 1/16 BPS. En todos estos casos el valor de expectacién
del Wilson Loop es trivial, sin embargo en el caso de la trayectoria circular esto no
es cierto debido a que el mismo puede verse como una transformacién conforme
de la linea recta (trayectoria 1/2 BPS), y dicha transformacién resulta ser singular

[6].
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Capitulo 2

Dualidad AdS/CFT y Wilson
Loops Holograficos

A lo largo de la fisica tedrica se han encontrado importantes resultados nuevos
al descubrir que dos conceptos distintos se encuentran relacionados en un nivel més
fundamental. Estas relaciones toman en muchos casos la forma de dualidades, en
la cual dos teorias cuanticas aparentemente distintas resultan ser idénticas frente
a dicha dualidad.

Desde un punto de vista matemaético esto significa que las teorias son iguales,
es decir que el espacio de Hilbert y la dinamica de ambas concuerdan, sin embargo
desde un punto de vista fisico la descripcién de las mismas puede ser distinta.
La dualidad Anti-de Sitter/Conformal Field Theory (AdS/CFT) es una dualidad
que relaciona una teoria cudntica de campos en un espacio-tiempo plano con una
teoria de cuerdas. Es decir que frente a esta dualidad puede verse que una teoria de
campos ,que a priori no parece ser una teoria de gravedad cudntica, es equivalente
a una teoria que es candidata a explicar la gravedad cuantica. Esta dualidad es
también una realizacion del principio hologrdfico, el cual dice que en una teoria
gravitatoria, el nimero de grados de libertad en un volumen dado V escalea como
la superficie OV de dicho volumen. Originalmente propuesta por Maldacena [18]
la dualidad AdS/CFT tiene muchas realizaciones distintas pero a lo largo de este
trabajo usaremos siempre el ejemplo usual de la misma que relaciona N = 4
Super-Yang-Mills en (3 4+ 1) dimensiones con la teorfa de cuerdas tipo I/B en
AdSs5 x S5,

2.1. AdS/CFT

La teoria de cuerdas definida en AdSs x S® tiene dos pardmetros adimensionales
libres que son el acoplamiento de la cuerda g, y la relacién L?*/a’ donde L es el
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radio de Anti-de Sitter y o/ = [? con [, la longitud de la cuerda, por otro lado
N =4 SYM tiene como pardmetros adimensionales el rango del grupo de gauge
N y la constante de acoplamiento de la teoria g%, en la dualidad los pardmetros
de ambos lados son identificados entre si segtin:

2 2 L
9ym = Gs GyuN = A= o2 (2-1)

En donde A = g%, N es la constante de 't Hooft. La dualidad AdS/CFT establece
que ambas teorias son dindmicamente equivalentes. Es decir que toda la fisica de
la teoria de cuerdas tiene su contra parte en la teoria de campos. Sin embargo en
el caso general en que los pardmetros (2,1) toman valores arbitrarios estariamos
trabajando con la teoria de cuerdas completa, es decir en el régimen cuantico, pero
en ese caso la teoria es poco manejable por lo que es necesario tomar ciertos limites
en (2.1) de manera tal de estar en el régimen perturbativo (g; < 1) de la teorfa
de cuerdas que es en el cudl mejor se entiende la misma.

En primer lugar se puede considerar el limite de t Hooft en el cuél la constante
A = g2, se deja fija mientras se toma el limite N — oo, en este limite la teorfa
N =4 SYM esté bien definida perturbativamente y se corresponde con la expan-
sién topolégica de los diagramas de Feynmann de la teoria [13]. En la teoria de
cuerdas este limite puede interpretarse re-expresando el acoplamiento de la cuerda
en términos de la constante de 't Hooft g, = A/IN, como A se mantiene fijo este
limite se corresponde con acoplamiento débil en la teoria de cuerdas perturbativa.

Una vez que se tomo este limite el tinico parametro libre es A, en la teoria de
campos el limite perturbativo de la misma se corresponde con A\ < 1 sin embar-
go en AdS es natural tomar A > 1 en el cual el largo de la cuerda [, es muy
chico en relacién al radio L de AdS, es decir que en dicho limite obtenemos el
limite de particula puntual en la teoria de cuerdas tipo IIB que es simplemente
supergravedad tipo IIB compactificada en AdSs x S°.

e N =4 SYM, para todo e Teoria de cuerdas tipo
N, gyum “ IIB cuéntica en AdS; x S°
0, = gy oL} =dng,Na'?
e Limite de 't Hooft e Teoria de cuerdas clasica
A= g2 N fijo, N> o0 | < tipo IIB en AdS5 x S°
expansion 1/N e expansion en loops
* Limite de A = o0 e Supergravedad tipo IIB en AdSs x S°
con N — oo — . /
e Expansion en \/? e Expansion en «

Para entender dindmicamente la asignacion realizada en (2.1) consideremos la
teoria de cuerdas tipo IIB en un espacio tiempo (9 + 1)-dimensional tipo Min-
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kowski en el cual introducimos una D3—brana ! En este caso la teoria perturba-
tiva consiste de dos tipos de cuerdas distintas, cuerdas abiertas que terminan en
la D3—branas y cuerdas cerradas. Las cuerdas abiertas pueden verse como exci-
taciones de la teoria en el hiperplano (3 + 1)—dimensional generado por la brana
mientras que las cuerdas cerradas son excitaciones del espacio tiempo plano en
(94 1)-dimensiones. Si tomamos el limite de baja denergia £ < o' ~'/? de la teorfa
solo tendremos en cuenta excitaciones no masivas de las cuerdas, en este caso la
accion de la teoria vendra dada por:

S = Scerrada + Sabierta + Sint (22)

donde Sierrada €8 la accién de los modos asociados a las cuerdas cerradas, Sapierta
los de las cuerdas abiertas y S;,; la interaccién entre ambas. En el caso de las
cuerdas cerradas la accién se corresponde con supergravedad en 10 dimensiones
més términos de orden mayor [21], que expandiendo la métrica segin g = n + kh
obtenemos:

1
Seerrada ~ =3 / 420, hoM + - - - (2.3)

Mientras que las acciones Sgpierta v Sine Puede obtenerse a partir de la accion
de Dirac-Born-Infeld junto con el término de Wess-Zumino para la brana [16] y
expandiendo de igual manera que en el caso anterior se obtiene:

1 1 1 . .
Sabierta = - /d4l‘ _F;WF/W + _nlwauqszaugbl + o
2wl 4 2 (2.4)
4 v
Sint = e /d rQF,, F*" + -

En donde ¢ son las excitaciones transversales a la D3—brana y F),, es el tensor
electromagnético que se genera a partir del campo de gauge A, que estd en la
brana [25]. En el caso en que consideremos N branas en vez de una los campos
escalares ¢’ y los campos de gauge A, estdn ahora en U(N), es decir ¢ = ¢“T,,,
A, = AJT, donde T, son los generadores del grupo. En este caso es necesario
también tomar la traza sobre el grupo de gauge para asegurar la invariancia de
gauge, cambiar las derivadas parciales por derivadas covariantes y considerar un
potencial escalar V ~ & 3~ Tr[¢?, ¢7]?. Si ahora tomamos el limite de o/ — 0 de la
accion e identificamos:

gs = g}2fM (25)

vemos que la accién Sgpierte €8 simplemente la parte bosénica de la accion de
N =4 SYM (1.38), Scerrada €s la accién de supergravedad en (9+ 1)-dimensiones y

'La teorfa de cuerdas cuenta con objetos no perturbativos denominados Dp—branas que son
hiperplanos (p + 1)-dimensionales donde las cuerdas abiertas terminan/empiezan.
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Sint ~ 0. Es decir que en el limite en que o — 0 las cuerdas abiertas y cerradas se
desacoplan. La dindmica de las cuerdas abiertas da lugar a N' = 4 SYM mientras
que la dindmica de las cuerdas cerradas es descrita por supergravedad en (9 + 1)-
dimensiones.

Desde el punto de vista de la supergravedad, la situacion es similar: obtenemos
dos teorias efectivas de bajas energias que se desacoplan entre si. La solucién
asociada a una configuracion de N D3—branas en la teoria tipo I1B viene dada
por:

ds® = H(r) 'y, da*da” + H(r)"/6;;dz' da’ |
e =g, (2.6)
Cay=(1—-H(r)")da" Ndz' Nda® Nda® + -+ -,

donde p,v =0,--- ,3y 1,7 =4,---,9. La coordenada radial r estd definida segin

2 =37 a2ylos - enl i6 la Cy fi d 1
=) . ,x;y los en la expresién para la C(y) forma corresponden a los

términos que aseguran la auto-dualidad del tensor F(5) = dC{4), y la funcién radial

H(r) viene dada por:

r

H(r)=1+ (£>4 (2.7)

En donde L es una constante que no podemos determinar en el marco de super-
gravedad, sin embargo a partir de teorfa de cuerdas sabemos que el flujo de F(s)
a traves de la esfera S° debe estar cuantizado ya que el mismo cuenta la cantidad
de D3—branas coincidentes, por lo que:

L* = 4mwg,Na'? (2.8)

La solucién (2.6) consiste de dos regiones distitnas, r chico y grande respectiva-
mente. Si r > L entonces podemos aproximar H(r) ~ 1 y la métrica (2.6) se
reduce al espacio plano 10-dimensional. Por otro lado en el caso en que r < L
estamos cerca del horizonte, en este caso tenemos que H(r) ~ L*/r* y (2.6) se
reduce a:

2 L2 ) )
ds® = %nﬂydﬂc“dm” + T—2(5ijd:c’dx9
9 (2.9)

L
=7 (Muwdatdz” + dy®) + L*dsgs

En donde en la segunda linea introdujimos la coordenada y = L?/r junto con
coordenadas esféricas (r, 5):

Sijdr'dr? = dr? + r’ds%s (2.10)
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A partir de esto podemos ver que tenemos cuerdas propagandose en el espacio
plano 10-dimensional y cuerdas en la regién cerca del horizonte, en el limite de
bajas energias ambas cuerdas se desacoplan y la geometria cerca del horizonte es
AdSs x S®. Es decir que en el limite de bajas energias encontramos dos teorias
efectivas distintas, una de ellas es supergravedad tipo I1B en AdSs x S° mientras
que la otra es N' = 4 Super Yang-Mills en un espacio tiempo plano de (3 + 1)
dimensiones.

2.2. Wilson Loops Holograficos

La dualidad AdS/CFT relaciona la teorfa N = 4 SYM con la teoria de cuerdas
tipo IIB compactificada en un espacio AdSs x S®. Al relacionar la teoria de campos
en acoplamiento fuerte con la teoria de cuerdas en el limite de supergravedad es
posible obtener valores de expectacion para el Wilson Loop en el caso de acopla-
miento fuerte analizando el comportamiento del mismo en la teoria dual. En esta
teorfa las cuerdas se propagan en AdSs x S° en donde el borde de AdS realiza
la configuracién para N' = 4 SYM. Esto llevé a Rey-Ye [rey] y Maldacena [17]
a proponer que la descripcion dual al Wilson Loop es la generada por la hoja de
mundo de una cuerda que se extiende en AdS cuyos extremos terminan en el borde
de AdS en el loop que recorre la trayectoria asociada al operador. Es decir que la
prescripcién holografica viene dada por [17]:

(w(e)) = e (2.11)

En donde el valor de expectacién del Wilson Loop se calculard en el limite de
supergravedad de la teoria de cuerdas, en este limite la cuerda que se propaga
en el bulk describe una hoja de mundo que viene dada por la accién de Nambu-
Goto. Si Gyy (M, N = 0---9) es la métrica de AdS; x S® para un conjunto de
coordenadas XM, y tomamos o,7 como los pardmetros que parametrizan la hoja
de mundo de la cuerda la accion viene dada por:

S:

/ drdoy [det(Grrn 9, X M9, X ) (2.12)

2ma

Esta accion no es otra cosa mas que el area descrita por la hoja de mundo, es decir
que el problema de evaluar el valor de expectacion del Wilson Loop se reduce a
calcular un drea minima en AdSs; x S°. El calculo de dicha 4rea se reduciria a un
problema trivial si el espacio fuese plano pero como la cuerda se extiende en el
bulk cuya geometria es hiperbdlica encontrar dicha superficie es un problema no
trivial. Sin embargo la distancia al horizonte (y por ende a la teoria de campos) es
infinita por lo que el area calculada mediante (2.12) también lo serd y es necesario
encontrar un método para regularizarla pudiendo asi comparar el resultado con lo
obtenido en la teoria de campos.
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2.2.1. Regularizacién y condiciones de contorno

Una manera de regularizar el area de la hoja de mundo es notar que en el célculo
de supergravedad la divergencia esta relacionada con la masa infinita del boson
W en el que terminan las cuerdas abiertas, es por eso que es posible regularizar el
drea extrayendo dicha masa del resultado final [17]:

(W(C)) o lim e~ (S(®)-1®) (2.13)
Pr—o0
En donde S es el area de la hoja de mundo, [ es la longitud de la curva C medida
con la métrica plana y ® es la masa del bosén W. Esto puede verse también
considerando una métrica general para el espacio:

9 3 6
ds” VY (Y dxraxt + 3 dy'dy?) (2.14)
«

n=0 =0

Vemos que cémo el area termina en el borde de AdS tenemos una divergencia
infrarroja debido al término Y =2 en la métrica (2.14). Una manera natural de
regularizar esta accién es imponer un cutoff en Y = € y en vez de calcular el area
hasta el borde Y = 0 calcularla hasta dicho cutoff. Por otro lado el Wilson Loop
en el lado de la teoria de campos necesita ser regularizado en el ultravioleta, de
acuerdo a la relacion UV/IR en AdS/CFT [4] el cutoff € del IR en AdS debe ser
identificado con el cutoff ultravioleta de SYM. Otra manera posible de regularizar
el area es imponiendo las condiciones de contorno directamente en Y = €, ambos
resultados dan lo mismo a menos de términos finitos que desaparecen junto con
e — 0. Estos esquemas de regularizacién pueden verse en la figura (2.1).

2.2.2. Condiciones de contorno

Para encontrar efectivamente la hoja de mundo descripta por el Wilson Loop
que termina en la curva C es necesario, aparte de elegir un buen sistema de coorde-
nadas, determinar las condiciones de contorno que deben cumplir los extremos de
la cuerda en el borde de AdSs x S?, analizando esto obtendremos otra interpreta-
cién del resultado (1.51) asi como también una manera sistematica de regularizar
el area. Es importante notar que estas condiciones de contorno seran igualmen-
te relevantes en el caso en que consideremos la descripcién dual en términos de
Dp—branas atin en el caso en que la acciéon correspondiente no sea divergente.

La teoria Super Yang-Mills en 10 dimensiones se realiza en términos de D — 9-
branas que llenan el espacio®. En este espacio de 10 dimensiones el Wilson Loop se

2Esta teorfa es anémala pero al reducirla a D = 4 las anomalias desaparecen por lo que las
ignoraremos (7]
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Figura 2.1: Dos esquemas distintos para la regularizacién del drea. En (a) se in-
troducen las condiciones de contorno en Y = 0, mientras que en (b) se introducen
enY =e.

corresponde con la hoja de mundo que termina en el loop, es decir que deberiamos
imponer 10 condiciones de tipo Dirichlet. Esto puede entenderse considerando
una cuerda abierta propagandose en un espacio 10 dimensional, en este caso la
cuerda y sus extremos son libres de moverse en todas las direcciones mientras que
estos ultimos se encuentran sobre una D9-brana que llena el espacio por lo que
en este caso las condiciones de contorno son tipo Neumann, al introducir la curva
asociada al Wilson Loop es necesario que los extremos estén fijos a ella por lo que
las condiciones deben ser tipo Dirichlet.

Para reducir la teoria a 4 dimensiones es necesario realizar 6 T-dualidades de
manera que las D9-Branas luego de la dualidad son D3-Branas y las 10 condiciones
de contorno tipo Dirichlet pasan a ser 4 tipo Dirichlet y 6 tipo Neumann [7] de
acuerdo con el funcionamiento de la T-dualidad [16]. Si consideramos al Wilson
Loop parametrizado por las variables (z*(s),'(s)) donde ¢(s) se acopla con los
6 escalares de la teorfa entonces estas coordenadas 7'(s) deben considerarse como
las asociadas a las condiciones tipo Neumann.

Para considerar las condiciones de contorno tomemos la métrica de AdSs X
S® que viene dada por (2.14), y tomemos coordenadas (o', 0?) para la hoja de
mundo de la cuerda de manera tal que la curva se encuentra en o? = 0. Como
estamos identificando las coordenadas X* en el borde con el espacio tiempo de
cuatro dimensiones donde estd definida la teoria de Yang-Mills, imponer las cuatro
condiciones de Dirichlet implica:

XH(at,0) = 2t (oh) (2.15)
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Para imponer las condiciones tipo Neumann en las coordenadas Y*(o!, 0%) restan-
tes es necesario cumplir con [7]:

JX0,Y' (0, 0) =9 (ah) (2.16)

donde o = 1,2 y J? es una estructura compleja definida sobre la hoja de mundo
de la cuerda. Si llamamos g¢,3 a la métrica inducida sobre la hoja de mundo J
puede definirse en términos del tensor antisimétrico € como:

1
JP = —gane” (2.17)

Ve
Si bien la condicién (2.16) no tiene una derivacién a partir de primeros principios,
la misma puede motivarse considerando el grupo de las rotaciones en la 5-esfera
qué es SO(6) e identificarlo con la simetria R asociada a las rotaciones en el espacio
de supercargas de la teorfa N' =4 SYM a través de dualidad AdS/CFT, y el uso
de la estructura compleja J proviene de la invariancia ante reparametrizaciones de
la hoja de mundo.

Dada una eleccién arbitraria de la curva (z#(s),y'(s)) existe una tnica super-
ficie minima que cumple estas 10 condiciones de contorno, sin embargo, a priori
esta superficie no tiene por qué terminar en Y = 0. Esta condicién se satisfa-
ce por el drea minima si y solo si la curva verifica la restriccion (1.51). Para ver
esto recordemos que la teoria en la hoja de mundo es invariante frente a repara-
metrizaciones [26], en particular debe ser invariante frente a reparametrizaciones
temporales, es decir que el hamiltoniano de la teoria debe anularse. Entonces, la
ecuacion de Hamilton-Jacobi implica que el hamiltoniano H escrito en términos
de los momentos canénicamente conjugados y las coordenadas debe ser idéntica-
mente nulo. Para una variedad de Riemann genérica descripta por coordenadas
XM dotada con una métrica Gy, el lagrangiano viene dado por (2.12),,/g con
9ap = Gun0OaX M 0 X N la métrica inducida, de donde podemos obtener los mo-
mentos cémo:

0A 0A o
Pa = 5550 = e = Cun (9ot 05X = g51520,0,X7) = Gun J510a XY
(2.18)

El hamiltoniano es entonces H = Pp02X™ — L, y al tener que POl XM = 0
podemos obtener la siguiente expresién:

H= Vo (GunPYPY — ggig) (2.19)

Jolol
Es decir que la condicién H = 0 puede escribirse cémo [7]:

GMN 5A(017 02) 5A<O-17 02)

T S = Gunoi XMoot xN (2.20)
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Utilizando la expresién (2.14) para la métrica de AdSs x S obtenemos:

<5i1(4/*>2 * (;31)2 - (2@12)/4((81)@)2 +(0Y")?) (2.21)

A partir de la accién de Nambu-Goto (2.12) es posible obtener los momentos:

0A 1 0A 1 .
—— = ——J7 0, X" = ——J0,Y" 2.22
sxn oy 10X = gy O (2:22)
y reemplazando esto en la condicién (2.21) obtenemos:
2 \ 2 :
<Jf“6aX“) + (Jfaaw) = (OLX")2 + (DY) (2.23)

Si la superficie minima en cuestiéon cumple las condiciones de contorno (2.15) y
(2.16) obtenemos: .
i — g = (JP0X")? — (01Y")? (2.24)

Si ahora imponemos la condiciéon adicional que la cuerda termine en el borde de
AdSs, es decir Y(o!,0% = 0) = 0 tendremos que 9,Y" = 0Vi, es decir que obtene-
mos automdticamente la condicién ©? — ¢? > 0. De igual manera si consideramos
que cerca del borde de AdSs el tenemos un valor no nulo de Ji*0,X" se puede
ver que esto implica una variacion muy grande del area por lo que es razonable
pedir que dicho termino se anule. Es por esto que a la hora de calcular valores de
expectacién de Wilson loops en el régimen de acoplamiento fuerte a partir de su-
perficies minimas en la teoria de cuerdas dual (y a bajas energias) nos centraremos
en loops que cumplan la restriccién (2.24): #? = 2. En el caso en que esta con-
dicién se cumple se pueden re-interpretar las 6 condiciones tipo Neumann (2.16)
como condicién Dirichlet en la esfera S°, para ver esto se pueden descomponer las
coordenadas Y como:

Yi=Y0 (2.25)

En donde las coordenadas #° se mueven sobre la esfera S® de manera tal que
00" =1 e Y es una coordenada en AdSs tal que Y = 0 define el borde. Si el loop
es suave y restringiendonos al borde:

0,Y" = (0,Y)0" (2.26)

Usando la condicién 66" = 1 la condicién (2.15) obtenemos:

0'(ct,0? =0) = = (2.27)
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2.2.3. Regularizaciéon del area minima

En la prescripcion original para el Wilson Loop holografico [rey, 17] el operador
en la teoria de campos se relaciona con la hoja de mundo descripta por una cuerda
que termina en la curva C, sin embargo dicha prescripcién no determina completa-
mente el valor de (W) en el limite de A grande ya que hay muchas acciones cuyas
ecuaciones de movimiento son resueltas por superficies minimas, en general dichas
acciones difieren en términos de derivadas totales o términos de borde pero, dado
que la superficie tiene un borde estos términos en la accién pueden ser relevantes.

Hasta ahora consideramos que la accion correspondiente es la de Nambu-Goto
(2.12) y el valor de (W) es el correspondiente a la solucién de las ecuaciones de
movimiento de dicha accién. Sin embargo se puede ver [7] que para obtener el
valor correcto de (W) es necesario realizar una transformacion de Legendre sobre
la accion, obteniendo asi el valor deseado y regularizado.

Por lo visto en la seccién anterior las variables 3° imponen condiciones tipo
Neumann (2.16) para el extremo de la cuerda Y esto implica que en el borde
esencialmente estamos imponiendo condiciones sobre las velocidades, por lo que
resulta natural pensar que el valor (W) debe ser una funcional de las variables X*
y los momentos canénicamente conjugados a Y definidos segtin:

0A

1
P=—t =
50,7~ am/oaV 9

290, Y1 Gy (2.28)

La accién (2.12) es naturalmente una funcional de las coordenadas X* y Y* por
lo que es necesario realizar una transformada de Legendre para cambiar la depen-
dencia de Y a P, es decir L+ L = L — (0, PY"), o lo que es igual:

A=A- y{dalpiyi (2.29)

Para verificar que efectivamente este cambio realiza la modificacién deseada pode-
mos analizar la variacion de A con respecto a Y

6A =6A— 5(% doyPY?

0A 0A i
/dald@((syi — 8a68aYi)6Y (01,00) + fdal

A % )
582)/1582}/ (0'1,0) - fd016<RY )
(2.30)

El primer término se anula debido a las ecuaciones de movimiento, mientras que
en el segundo término vemos la definicién de P; (2.28) que se anula con el término
de la transformada de Legendre, es decir que juntando todo esto obtenemos:

5A— - 74 don Y (1, 03 P (01, 0) (2.31)
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Es decir que efectivamente la funcional A depende de X* y Fi como queriamos.
Para determinar la diferencia entre ambas funcionales A, A necesitamos las con-
diciones de contorno tipo Neumann (2.16) escritas en términos del momento P;:

v P =Y?P' (2.32)
2

Donde utilizamos la métrica del espacio (2.14) y en conjunto con (2.29) obtenemos:

i 1 Y v 1 9l
A=A- = Y =A- - a 2.
o d0'1 V2 o %dal % ( 33)

En donde en el dltimo paso utilizamos la condicién 676" = 1 en conjunto con (2.27).
Como queremos ver qué sucede con la divergencia introducimos un cutoff en Y = ¢
sobre el que luego tomaremos el limite € — 0, por lo visto en (1.49) la divergencia
estd relacionada con la longitud [ de la curva C de manera que juntando dicho
término con (2.33):

1 L
A= 5§ do((il-li) +a (2.34)

Donde a es el término finito asociado al area y el término potencialmente divergente
se anula cuando se cumple la restriccién (2.18).

2.2.4. La construccion de Mikhailov

Dada una curva C caracterizada por (z#(s),y’(s)) calcular el valor de expec-
tacion del Wilson Loop (W) en la teoria de cuerdas se reduce a encontrar el
embedding XM correspondiente al drea minima que termina en dicha curva. Di-
cho problema puede ser altamente no trivial dependiendo del caracter de la curva
elegida, sin embargo Mikhailov [20] encontré dicha solucién para una trayectoria
arbitraria tipo tiempo z#(7,) parametrizada por el tiempo propio 7,. Para analizar
dicha solucién consideremos nuevamente la acciéon de Nambu-Goto (2.12) introdu-

ciendo la notacién usual: =9, =0,,' =92 =0,

! / Ao\ [~ det(Gar 0, XM D5 XN) = L dea\/ (X.X’>2 _ X2X"
2wl 2wl
(2.35)
Generalmente trabajaremos en el gauge estético, es decir 7 = t, 0 = z por lo que
el embedding de la cuerda vendré dado por X (¢, ). A partir de (2.35) se pueden
obtener las ecuaciones de movimiento:

S:

) X ) X’
i) e ) W
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Que puede re-escribirse como:

3 - : e, 2X 2X3 2X'X?
X - X"+ XXP 4 XX2 - oX XX + =+ = == =0 (237)

La solucién propuesta por Mikhailov [20] viene dada por:
X1y, 2) = 2"(1,) + 20" (7,) (2.38)

donde v* = ff es la 4-velocidad asociada a la particula que recorre la trayectoria
en la teorfa de gauge de manera tal que 7,,0"v” = —1, para interpretar dicha
solucion es conveniente escribirla de manera no covariante:

Htr, 2) =ty + ——e
ry2) = U )
1—9(t,)?
) Btz (2.39)
X(t,, 2) = @(t,) + ——t2"
(0 2) = 3t + o
donde usamos que d7, = ‘%,v“ = ~(1,9). A partir de (2.39) podemos ver que

el comportamiento de la cuerda para un dado tiempo t = X y penetracién en
el bulk z estd parametrizado en términos del comportamiento del quark/extremo
de la cuerda en un tiempo previo, tiempo retardado ¢, de manera analoga al
comportamiento de Lienard-Wiechert en electrodinamica clasica. Es decir que el
embedding (2.38) propuesto por Mikhailov describe una onda que codifica el campo
gludnico del quark y que se propaga a lo largo de la cuerda de manera puramente
saliente. Para verificar que efectivamente (2.38,2.39) es solucién de las ecuaciones
de movimiento (2.37) notamos que:

vaz dz
[ ] »
AX = dt,| 7= + viaz o] + vdz ¢
T T U= i

En donde se entiende que tanto la velocidad, la aceleracion, etc del quark se en-

cuentran evaluadas en el tiempo ¢,.. A partir de esto podemos encontrar expresiones
para X y X"

_ i _.2)3/2
$=(5).= (30).(5). = i

) _2)1/2
x=(5).= (7).~ (). —wia e

(2.41)
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Y de manera analoga:

X — (3_X> _ —a322<1 — 1)2)3/2 + 32}&22(1 _ ,02)3 +j2(1 _ "U2)4 + a(l . Uz)g/g
S \Ot /. [vaz + (1 — v2)3/2]3
e (B U O Lo
 \ 0z /¢ [vaz + (1 — v2)3/2]3
X' = (aX,) _ —a322(1 - U2) — 21}@22(1 — 02)5/2 —jz(1 — U2)7/2
S\ ot/ [vaz + (1 — v2)3/2)3
(2.42)

De manera tal que sustituyendo (2.41) y (2.42) en las ecuaciones de movimiento
(2.37) se verifica que efectivamente el embedding (2.38) propuesto por Mikhailov
es solucién, es decir que para una trayectoria arbitraria tipo tiempo ya conocemos
el embedding de la cuerda.

A partir de la expresion (2.38) es posible obtener la métrica inducida en la hoja
de mundo gos = GunIa XM XN:

R il
9rprr = ?(Z a — 1)7 Gzz = 07 rpz = _? (243)

A partir de esta expresiéon podemos notar varias cosas que seran de utilidad en
los capitulos posteriores, en primer lugar vemos que las curvas con 7, = cte son
geodésicas nulas en la hoja de mundo, pero también son geodésicas nulas en el
espacio-tiempo [9] , esto puede verse tomando coordenadas de Poincare para AdSs:

2
ds* = %(—dt2 + dzidx; + dal + day) (2.44)
Es decir que podemos interpretar la solucién de Mikhailov (2.38) como la solu-
cién obtenida al tirar rayos de luz desde el borde de AdS hacia dentro del bulk
en donde el punto de inicio y la pendiente de cada rayo viene determinada por
la posiciéon y la velocidad del quark respectivamente, esta observacion es la que
posteriormente nos permitird obtener una solucién anédloga a la de Mikhailov pero
para representaciones mas grandes del grupo de gauge.

Por otro lado observando (2.43) vemos que la componente temporal de la misma
se anulara para valores radiales dados por z = é es decir que en los casos en los
que tenemos un movimiento acelerado encontraremos un horizonte de eventos en la

hoja de mundo lo que hara no-trivial la evaluacién on-shell de la solucién (2.38).
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Capitulo 3

Wilson Loop rectangular y
soluciones supersimétricas

A partir de la prescripcion hologréfica descrita en el capitulo anterior es posible
determinar el valor de expectacion del Wilson Loop. En primer lugar considerare-
mos un rectangulo de lados L y T respectivamente, tomando ¢(s) = ) constante
en la esfera, de manera andloga a lo visto en la seccién (1.2.1) este caso corresponde
con la energia potencial entre un par particula anti-particula. El punto de partida
serd la accion de Nambu-Goto:

- / drdoy [det(G 0, XM 05X ) (3.1)

2mal

y una métrica para el espacio AdSs x S°:
U2
ds® = GyndzeMdxN = o [ﬁ

2
(dt* 4 dx;dx;) + us

U + R2dQ§] (3.2)

donde R = (47gN)'* es el radio de AdS en unidades de la tensién de la cuerda y
U = = tiene unidades de energia, es decir que las N D3-branas se encuentran ubi-
cadas en U = 0, puede observarse también que el factor o/ se cancelard en la accién
de Nambu-Goto. Para determinar la soluciéon supongamos que el rectangulo se en-
cuentra ubicado en z% = z* = 0, es decir el plano (¢, z'), recordando que estamos
tomando las coordenadas en la 5-esfera constantes la métrica (3.2) se reducira a:
Gudt? + G ppda® + +GpydU?. Para facilitar la busqueda de la solucién elegimos un
gauge estético 0! =t, 02 = x y si estamos interesados en una solucién estatica al
problema podemos proponer que U(t,z) = U(z). Con todo esto podemos calcular
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la métrica inducida en la hoja de mundo:

Uz . U?
i = O/ﬁ(@tt) = O/ﬁ

U? R? U2 R%. '
Gte = Gat = 0

en donde introducimos la notacién U = 9,U y para el dltimo término utilizamos
que la métrica (3.2) es diagonal. Cémo (3.3) no depende explicita mente del tiempo
la integral en do! = dt serd trivial, y recordando que el largo del rectangulo es T'
reemplazando en (3.1) obtenemos:

T [ U4
= — 2 R
S o dn/U? + Rl (3.4)

La accién de Nambu-Goto se redujo a un problema de un lagrangiano £ = L(U, U, x)
por lo que para encontrar la superficie minima es necesario resolver las ecuaciones
de Euler-Lagrange. Cémo en (3.4) no aparece explicita mente z, que para nuestro
lagrangiano cumple el rol del tiempo, tenemos una cantidad conservada que es el
hamiltoniano asociado a (3.4), es decir:

=L _r (3.5)
U

por lo que obtenemos:

U4

VU2 + 5%

Para determinar la constante consideremos que la coordenada x € (—L/2,4+L/2)
que se corresponde con imponer la condicién U (i%) — 00. Ademas el problema
asi planteado tiene simetria de reflexion x = —x por lo que el valor minimo de

= k? (3.6)

U(z) se realizard en z = 0 es decir que @CU‘ = 0 en x = 0. Si definimos U,
=0

como dicho minimo, a partir de (3.6) obtenemos U = k*R? por lo que podemos
obtener despejando en (3.6) e introduciendo una nueva variable y =

U_O'
U _ (U_4)2 v
or \| \R2U} R4

R2 U/Ug dy

:Fo 1 yA/yt —1
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donde podemos determinar U, a partir de la condicion:

L B R2 /oo dy B R? \/571’3/2
1 Y3

270N AT BTAP .

Esta ultima ecuacién puede obtenerse realizando el cambio de variables ¢t = y—*
en conjunto con las definiciones de las funciones beta y gamma:

F(t):/ v le " dr
0

(3.9)

Para obtener el valor de expectacién (W (C)) es necesario calcular el drea total de
esta superficie insertando la solucién (3.7) en la accién (3.4) y luego regularizarla
mediante los términos de borde correspondientes o extrayendo la masa asociada
al bosén W, esta masa estd asociada a la longitud de la cuerda que se extiende
entre el horizonte en U = 0 y la brana ubicada en U — oo. Si en cambio la
brana estuviese ubicada en algiun valor arbitrario U,,,, la masa seria exactamente
Umaz/(2m) [17] de manera tal que el resultado sera:

E(L) = 2U207(TL) [/100 (\/% _ 1) —_ 1} (3.10)

En este caso ahora la integral resulta finita y puede realizarse de acuerdo a lo
propuesto en [17] obteniendo:

A3/ 203y N 473/2
B == Tra/or = o

(3.11)

donde E(L) es la energia potencial de un par particula anti-particula. La depen-
dencia @ de esta expresién con la separaciéon L esta fijada por la invariancia
conforme de la teorfa. El calculo de cuerdas es en definitiva una prediccion para el
valor del coeficiente a(\) en el limite de acoplamiento fuerte.

3.1. El Wilson Loop Circular

En general el célculo de Wilson Loops en términos de areas minimas es un
problema no trivial en el cual no siempre es posible obtener una soluciéon analitica
como en (3.7), sin embargo en ciertos casos en los que el operador es 1/2 BPS es
posible obtener dicho resultado, un ejemplo de esto es la trayectoria circular para
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la cual también es posible encontrar un resultado exacto en la teoria de gauge. Este
resultado, conjeturado inicialmente en [8, 6] y posteriormente probado mediante
localizacién en [23], al ser vélido para todo valor de la constante de acoplamiento
nos permite compararlo con el resultado en la teoria de cuerdas. Dada la relacién
existente entre lazos circulares y hiperbdlicos lo usaremos como guia para estudiar
a estos ultimos.

Por lo visto en el ejemplo anterior, para facilitar el calculo del Wilson Loop es
necesario elegir un conjunto de coordenadas acorde a las simetrias del problema
para la métrica de AdSs x S de manera tal de simplificar el célculo de la minimi-
zacién de la accién de NG (3.1). Si consideramos la trayectoria circular de radio a
ubicada en el plano x!, 22, es decir a? = 2% + 22, y fija en un punto de la 5—esfera,
lo més natural es considerar coordenadas polares de manera tal de obtener:

a' v\

22

ds® = GyydaMda®™ = [da:g +dr? + r2dg? + da? + d2? (3.12)
Para describir la hoja de mundo de la cuerda tomaremos como coordenadas o' = r,
0% = ¢, v a partir de la simetria del problema propondremos el siguiente ansatz
para el perfil Z(r, ¢) = Z(r), con todo esto podemos calcular la métrica inducida:

9o = &\/Xz(r)z (3.13)

2

BN NC(QE)

g’l"?” - Z(T)Q 9
Gro = Oa Gor = 0

Es decir que la accién (3.1) toma la forma:

/ drdqb—\; /15 (0,2)% =V / dr% 2241 (3.14)
0

en donde en el ultimo paso se realizé la integral en ¢. A partir de la accién (3.14)
podemos calcular la ecuacion de movimiento:

S =

1
2o

—rzz" = (2r+22') (2% +1) =0 (3.15)
puede verse que la solucién a la ecuacién viene dada por:
z2(r) =va?® —r? (3.16)
y la accién (3.14) evaluada on-shell viene dada por:
S = ra\/X/O m (3.17)
como mencionamos en el capitulo anterior esta integral es divergente ya que no

estamos considerando los términos de borde correspondientes y la respectiva trans-
formacién de Legendre (2.29). Si bien esperamos que dicha transformacién cancele
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la divergencia presente en (3.17) es necesario introducir un cut-off € en la integral
para poder obtener un resultado analitico, posteriormente considerando la acciéon
y los términos de borde el resultado debe ser finito en el limite ¢ — 0. En este caso
el término de borde vendra dado por:

0LnG ‘R—e B _@ (a—¢)?
or lo a/(2a — €)e 518
a 3/2 9¢1/2 (3.18)
~ X N _ )
(2a —€)e /(2a—¢€) V2a—e¢
los dltimos dos términos en (3.18) son finitos al tomar el limite € — 0 por lo que los

despreciaremos, el valor del drea minima entonces viene dado por (3.17) integrado
ahora hasta a — e y (3.18) de acuerdo con (3.17):

S =V (L) - 1) VA <%) =V (3.19)

0A =2

(2a — ¢ 2a — €)e

Y de acuerdo a la prescripcién de Maldacena (2.11) el valor de expectacién para
el Wilson Loop circular es:
(W) = eV (3.20)

3.1.1. El Wilson Loop Circular en N’ = 4 Super-Yang-Mills

Para poder estudiar la validez de la dualidad AdS/CFT' y de la solucién halla-
da en (3.20) es necesario encontrar una manera de calcular el operador en la teoria
de gauge mas alla de la teoria de perturbaciones. Formalmente esto es posible
utilizando argumentos de localizacién supersimétrica [23, 24] que en este trabajo
no abordaremos, sin embargo la localizaciéon pudo obtenerse originalmente consi-
derando los trabajos [8, 6] en los que al analizar el comportamiento perturbativo
del Wilson Loop circular se observo que la contribucion a 2-loops de los diagramas
de interaccion se anulaban de manera que los inicos diagramas que contribufan al
valor de expectacion eran los diagramas tipo escalera. Considerando que la can-
celacion de dichos diagramas de interaccion sucede a todo orden en la expansiéon
perturbativa, es posible resumarlos y obtener una conjetura para el resultado, el
cual fue finalmente probado.

Para considerar todos los diagramas de Feynmann a orden \? = gy,,N? es
necesario incluir en el andlisis los fantasmas introducidos al cuantizar la teoria
mediante el método de Faddev-Poppov, que notaremos por ¢ = ¢*T“. Entonces el
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lagrangiano a considerar viene dado por:

1 1 a a aoc (& a, a aoc C
=22 [§(Fw)2 + (0,07 + [P ALGT)? + WDH (9,07 + AP W)
+ ifabc\I’aFAqb?q\I/C o Z fabCfade¢1}¢3¢Id¢Je + 8M6a(8uca + fabcAZCc) + C(aMAZ)Q]
1<J
(3.21)
en donde el término asociado con ( se utiliza para fijar el gauge, I,J =1,---,6

son los indices asociados a SO(6) y estamos obviando los indices spinoriales. Cabe
notar que el supermultiplete (A, U, ¢;) estd en la representacion adjunta del grupo
de gauge U(N), en general las convenciones que utilizaremos vendran dadas por:

T T" = Cy(R)Zy

. 2 )b N (3.22)
(T, T%) = for
En donde estas convenciones valen para una representacion arbitraria R del grupo
de gauge y C3(R) es el Casimir cuadratico. En el caso en el que estemos trabajando
en la representaciéon fundamental las convenciones (3.22) se reducen a:

Tr(T°T®) = %5@1) (3.23)

generalmente trabajaremos en el gauge de Feynmann que se obtiene fijando ( =
1, o lo que es lo mismo 9,Af = 0. Para calcular los diagramas tipo escalera
a orden A\? serd necesario introducir reglas de Feynmann que presentaremos a
medida que sea necesario. Por otro lado es posible deducir qué términos aportaran
al calculo analizando la dependencia en g2, en primer lugar los propagadores de la
teorfa aportan un g mientras que los vértices vendréan con un término g~2. Por lo
discutido en la seccién (1.3) el operador Wilson Loop en N' = 4 SYM viene dado
por:

W(C) = %Tﬂ? exp [fédT(iA#i"u(T) + (IDI(x)yI)], (3.24)

donde los campos estén en la representacion adjunta, es decir: A, = T*Af, ¢; =

a7 y; =v220; y 07 es un punto en la 5-esfera normalizado segiin #* = 1 que
generalmente tomaremos constante. El valor de expectacién del operador (3.24)
vendra dado por:

(W(C)) = %/DADgﬁD\IIDcDCW(C) exp(—S[A, ¢, VU, c]) =

1
N

(3.25)

Tr(P{ exp jﬁ dr(iA,i" (1) + @I(x)yl)}e’%
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la manera de atacar este problema sera entonces expandir ambas exponenciales
de manera analoga a lo hecho en el andlisis perturbativo de la divergencia en el
Wilson Loop (1.3.2) solo que ahora incluiremos los términos provenientes de la
segunda exponencial.

A modo de precalentamiento podemos calcular el primer diagrama no trivial
que consiste en considerar un propagador gluénico o escalar entre dos puntos
de la curva C y proviene de expandir (3.24) a primer orden. Al hacer esto el
operador al que le tenemos que calcular el valor de expectacion viene dado por
(AT 2H + PaTy)?, los términos cruzados se anulardn debido al teorema de
Wick y utilizando las convenciones (3.23) junto con la expresién de los propaga-
dores (1.46) obtenemos:

R B ™

Esta integral tiene un resultado finito para cualquier curva C que sea suave debido
al andlisis de las divergencias presentado en (1.51).

Las correcciones a orden A2 = g*N? se deben a la consideracién de las auto-
energias para los gluones y los campos escalares, los diagramas de Feynman plana-
res con dos propagadores internos pero sin interacciones entre ellos y los diagramas
con un vértice interno. A lo largo de todo este andlisis usaremos regularizacion por
reduccién dimensional, que consiste considerar a la teoria Super-Yang-Mills en 2w
dimensiones como la reduccién dimensional de N' = 1 Super-Yang-Mills en 10
imensiones, es decir que en este caso el campo de gauge AZ(x) es un campo vec-
torial con 2w componentes. Los indices del campo escalar toman 10 — 2w valores,
es decir, i = 1,---,10 — 2w. En cada dimension, el campo fermiénico tiene 16
componentes reales. La regularizacién por reduccién dimensional preserva las 16
supersimetrias de la teoria 10 dimensional por lo que esto lleva a que haya 4 su-
percargas asociadas a las 4 componentes del spinor de Majorana en 4 dimensiones
conservadas.

Podemos primero considerar las correcciones al propagador gluénico de orden
g*N?. Las interacciones presentes en el Lagrangiano de la teorfa (3.21) indican
que es necesario tener en cuenta la aparicién de loops de campos vectoriales y
ghosts, campos esalares y fermiénicos. Los diagramas que vamos a estudiar pueden
esquematizarse en la figura (5.2).

Las integrales a resolver para calcular dichas auto energias son canonicas y
pueden encontrarse en los textos cldsicos de teorias de campos [ramond] por lo
que solamente mencionaremos de manera esquematica como realizarlas en el caso
mas simple que es el de los ghosts. El propagador gluénico y escalar en el espacio
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(a) Xy (b) 2 (c) X3

Figura 3.1: Diagramas asociados con la expansién del operador a orden N2g* para
el caso de la trayectoria circular.

de momentos puede leerse a partir de (1.46) y transformando Fourier:
AL (p) = 920" 6p "
D (p) = g°6°61,p*

y el término correspondiente a la interaccién A¢?, es decir, g2 f*9, () AL &/,
de donde podemos deducir el factor asociado al vertice:

(3.27)

Ii aoc
il *(ky — pp) (3.28)
la amplitud del diagrama buscado es entonces (luego de un poco de élgebra)

g'No* / >k [pup, + 4kuk, + 2k,p, + 2p,ky]

2(p2)2 | (2m)2 (p + k)2k2

introduciendo un parametro de Feynmann [22] y resolviendo la integral la correc-

cién a los propagadores escalares viene dada por:

I'2—w)'(w)l(w—1)
(4m)wT(2w)

(3.29)

O — Dulv /D

_ ab 4
escalares = —0*g" N pb—2w

(10 — 2w) (3.30)

De igual manera pueden obtenerse los términos correspondientes a los campos
vectoriales y los ghosts:

I'(2 — w)(w)(w—1) O — Duby /D’

=§"¢'N 2(3w — 1 3.31
I (4m)°T 2w) =" (3:31)
y para los fermiones de Majorana en la representacién adjunta:
re—wl(wl(w-1 8 — Dupu/P?
— _5abg4N ( w) (w) (U] )16(w o 1) |4 Dbup /p (332)

(4m)*T'(2w) pr
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debido a que todos tienen la misma dependencia funcional podemos encontrar la
expresién para el propagador gluénico en el gauge de Feynmann:

_ _ _ 2
Azl; — 925ab% o 4NF(2 U))F(U})F(U) 1)4(2w o 1)5ab6#’/ pﬂpl//p (333)

Y (4m)T (2w) po-2u

De igual manera se pueden calcular las correcciones a 1-loop de los propagadores
escalares obteniendo mediante un célculo analogo:

O I'2—w)N(w)(w—1) i
= 5" N — g*N 42w —1)—2 34

: ) 2 )7 (w)I( 1) 0
= gty g S T A T D g0y — 1)t 3.35
g p2 g (47T)WF(2w) ( w )p6,2w ( )

de manera que el propagador queda entonces:
ij O ['2—w)lNwl'(w-—1) 8;;09
Dy} = g?0" =% — 5 g' N2 — g*N 42w — 1) :

Utilizando estos propagadores podemos ahora calcular los términos de orden g*N
que aparecen en el valor de expectacién del Wilson Loop al corregir los diagramas
asociados al intercambio de un tinico gluon o campo escalar entre dos puntos de
la curva C. Transformando Fourier las expresiones (3.33), (3.36) y repitiendo el
calculo perturvativo pero ahora con estos propagadores obtenemos:

2w —1) 1223 — 2D 52
My = —g*N? 75 drd 3.37
2= 9N ot —w) 2w —3) f T [0 = 2 @)2jze-s (3:37)

En el caso de interés (w = 2) puede verse que el integrando de esta expresién
es idéntico a (5.8) de manera que para tener en cuenta esta correccién basta con
hacer el cambio:

¢*N  ¢*N g*N?2T?(w — 1)

dr ' 4x? 128729(2 — w)(2w — 3)

Otra contribucién posible a orden g*N? corresponde con expandir el operador
W (C) hasta orden cuatro. Este término se corresponde con tener dos propagadores,
ya sean gludnicos o escalares que van desde un punto en la curva C hasta otro sin
interactuar entre si. Quedandonos solomanete con los diagramas planares estos
diagramas son conocidos como diagramas escalera, la contribucién generada por
estos diagramas viene dada por:

(3.38)

X = s ]{ dT1d7'sz3d7'4(|¢(1)||¢(2)|_¢(1)¢(2)) (|$(3)||x'(4)|—x'(3)j(4))
6 TI>T2>T3>Ty Hx(l) - $(2)|2]w—1 HJI(3) - $(4)|2]w—1
(3.39)
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El tdltimo término que nos falta analizar para contar con la expansién en g*N?
provienen de los diagramas con un vértice interno y tres inserciones a lo largo
de la curva C, es decir que es necesario expandir el operador (3.24) a orden tres
mientras que la accién correspondiente a (3.21) es necesario expandirla a primer
orden, de esta manera los términos relevantes son:

3

3, dndradry (TrPlA(n) Alr) A(ry)]  — / dhy e, A% (y) A

A(0)))
2' drdrodrs(TrP[®(T )A(Tg)@(Tg)]( /d4yfabca Ol (y)A )
(

3.40)

En donde por simplicidad estamos usando la notacién abreviada A(7) = Af(7)a# (7)1
y ®(1) = ®¢(7)|2|T?, es decir que serd necesario para cada uno de los términos
realizar las contracciones necesarias y utilizar los propagadores (1.46) para obtener
sumando ambos diagramas:

4N2
vy = 4

j{dTldngTge(TngTg)(]j:(l)H:'U(3)|—j:(1) - )
(3.41)

. 0 w
x &2 . 5D /d2 wA(zY — w)A(z® —w)A(® —w).

T'(w—1)
4w [g2|w—1
antisimétrico que ordena las inserciones en la curva, definimos e(737973) = 1 si
T1 > To > T3 ¥ € es antisimétrico frente a cualquier transposiciéon de 7;. Para resol-
ver esta integral podemos introducir pardmetros de Feynmann «, 3, v mediante
la propiedad [22]:

Donde el propagador A(x) = y se introdujo €(117273) el pardmetro

1 1 nml&n—lﬁm—l,}/l—l
—_— = dadBdyé(l —a — [ — 3.42
AnBm(l /0 adBdyd(1 = = =) G et (3.42)
en donde para nuestro caso tomamos A = [z —w|?, B = [z®) —w|?, C =
|23 — w|?, aplicando la derivada correspondiente a la expresién llegamos a:
Fw—2) [*
% = ¢ N2 [ dadsin(apn) 250 - a— =) § dndndractrmm)
e 0

(||| =2M - 26 (a(l — a)2® - 20 — ayi® . 20 — @Bz . 2(2)
[af]z® — 2@ 24ay|z®) — zO)|24F|2B) — 2(2)|2]20-2

(3.43)

3.1.2. Cancelacién de las divergencias a orden ¢*N?>

Con todo lo visto hasta acad tenemos tres términos >, X5, X3 que son las con-
tribuciones al valor de expectacién de (W (C)) a orden g*N? para una curva suave
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arbitraria C, queremos ver ahora que efectivamente Y1 +>is+2>3 nos da un resultado
finito. El término asociado a 3, (3.39) es finito por si solo mientras que 33 resulta
divergente en el caso en que 7 sea coincidente con 7y, sin embargo esta divergencia
deberia cancelarse con el coeficiente de Y5 (3.37), para ver esto es necesario extraer
los términos divergentes de la expresion (3.37). Para eso consideremos:

G(r) = /d4wA(w —2MNA(w — 2P)A(w — 2?¥), (3.44)

esta integral es simétrica por lo que basta considerar un sélo limite, como por
ejemplo V) ~ 2(®. En este caso podemos aproximar el factor |w — 2| por
|z — 23| de manera tal de sacarlo fuera de la integral y podemos introducir un
cutoff infrarojo d. En este caso el resultado de la integral solamente puede depender
de la relacién entree |#(1) — 2(2)|/§ es decir que el limite que nos interesa estudiar
M ~ 2 es equivalente a tomar § — oo, entonces cambiando |w—z? |~ |w—zM)|
e introduciendo una nueva variable w’ = w — 2" obtenemos:

1 1 d4 / 1 1 1) _ ..(2)|2 62
G(r;) ~ = ogle__ o I/0", (3.45)
6472 |z — 2B)2 | w' 64rt  |x() — 262

Por lo que vemos que la divergencia de G es logaritmica cuando 2" ~ 23 mientras
que en los casos en que () o 2 se acercan a z® el resultado de (3.43) puede
verse que es finito siendo la tnica divergencia la (3.45). Al ser una divergencia
logaritmica el resultado sera independiente del método de regularizacion, podemos
escribir 7 = 7 — 73 y hacer el desarrollo de taylor (Y = 2® + @7 4 ...
obteniendo:

!Ix(3)|— ). ) @ (g @)
Za ~ g % d”f{ E — O drsign(r)— o —ap

JN? 2’Hr‘3|— 2) . 43
a 64727{%7{ BT 2@ — G log e

esta expresion cancela exactamente la divergencia proveniente de (3.37) ya que
en w = 2 uno puede reemplazar el polo 1/(2 — w) por —2loge. Con todo lo
analizado hasta acd vimos que efectivamente para una curva C suave y arbitraria,
las divergencias a orden ¢*N? se anulan.

(3.46)

Wilson Loop Circular

Para ver como utilizamos estos resultados podemos parametrizar el circulo de
radio unitario como:
" = (cosT,sinT,0,0) (3.47)
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En el limite de N grande y ¢?N fijo es sabido que la teoria de campos viene dada por
los diagramas planares, por lo que primero veremos que estos diagramas sin vertices
contribuyen todos de igual manera al valor de expectacién del Wilson Loop con
un factor que depende tnicamente de la cantidad de propagadores, posteriormente
veremos que los diagramas correspondientes a correcciones de autoenergia (3.37
y a diagramas con vertices internos (3.43) se cancelan exactamente lo que llevé a
conjeturar en ([8]) que el resultado correspondiente a los diagramas planares sin
vertices internos es valido a todo orden.
Consideremos la expansién del operador a orden 2n:

% /0 i /O Dy /0 T drn Tr((iA(r) 4 B(11)) - - - (1A (7an) + B(an))

(3.48)
en donde se tomoé el orden de las integrales de manera tal de eliminar el factor
(1/2!) coorespondiente a la expansion de Taylor. A partir de la parametrizacién
clegida y de la expresién (5.8) tenemos:

2¢ab | (1) |42 _ 4(1) . 5(2) 2 cab
) ) g0 |x Hx ‘ T T g0
() + @) (4() + @l = 5 =T =
(3.49)

El factor de color puede calcularse utilizando (3.23), es decir: Tr(T°T")5" = Z1y.
A partir de (3.49) vemos que en este caso el resultado final de los diagramas
planares no depende del parametro de la curva 7 por lo que todas las contracciones
de Wick son idénticas de manera que para obtener la contribucion final necesitamos
calcular la cantidad de diagramas de este tipo que existen en la teoria. Entonces
la suma de los diagramas ladder con n propagadores contribuye con:

(g°N/4)"

@n) X (#de diagramas planares con n lineas internas) (3.50)
n!

Para poder contar los diagramas de tipo escalera podemos utilizar una propiedad
particular de la teoria, dado un diagrama con n + 1 propagadores internos, para
cada 0 < k < n puede descomponérselo de manera tnica cémo: Es decir que si
notamos A, 1, la cantidad de diagramas distintos con n + 1 propagadores, tiene
que satisfacerse la relacion de recursion:

Apiq = Z A1 Ay, (3.51)
k=0

con Ay = 1. Podemos definir una funcién generatriz f(z) = > 2  A,z" que debido
a (3.51) debe satisfacer:

2f*(z) = f(z) - 1 (3.52)
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De donde podemos obtener la solucion:

1-Vi-4:
= 2" 3.53
f(2) Z il (359
En donde elegimos el signo de la raiz cuadrada de manera tal que f(z) sea finita
en z = (0 y en el ultimo paso expandimos f en su desarrollo de Taylor. Obtuvimos
entonces una expresion para los coeficientes A, =1 (ﬂl;,n, que podemos reemplazar
ahora en (3.49) de manera tal de obtener la suma de todos los diagramas planares:

Z 2 N/4m' % L6/ (3.54)

n=0

donde A = ¢?N y I,(z) es la funcién de Bessel modificada de primera especie. ! A
partir de este resultado podemos estudiar el limite de A grande:

Y2
<W(C>>ladders ~ W (356)
y compardndolo con (3.20):
(W (C)) aasjcrr ~ ¢ (3.57)

podemos observar que los diagramas tipo escalera tienen el mismo comportamiento
que la prediccién de AdS/CFT.

Resta ver simplemente que los términos asociados a los diagramas con un vérti-
ce interno Y3 (3.43) y los correspondientes a las correcciones de un loop a los
propagadores gludnicos Y, (3.37) se cancelan exactamente. A partir de la para-
metrizacion (3.47) e introduciendo la notacién cos(r; — 7;) = cos 7;; tenemos para

(3.43):

2w —2) [* B
23294]\/2W/ dadBdy(afy)'"?6(1 —a — 3 —7)

deldTQdTg €(17973) (1 — cos 1y3) (a1l — @) sin 71 + ary sin 7o3)
[aB(1 — cosTi2) + By(1 — cos Ta3) + ya(1l — cos 7y3)]2w—2’
(3.58)
'Podemos definir las funciones de Bessel de primera especie como
1 (Zy2mea (3.55)

La(w) = mZ:O mC(m+a+1) 2
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donde de la manera usual, 2w es la dimension arbitraria utilizada para la regula-
rizacion dimensional. Para ver que en el caso de interés, w = 2 las divergencias se
cancelan consideremos la siguiente identidad:

0 €(m7em3)(1 — cosTys)
%dTldTQdTga—Tl A2w—3 =0 (359)
donde A = af(1 — cos112) + Sy(1 — cos Te3) + ya(l — cos1y3) y:
0
6_6(717273) = 20(112) — 20(713) (3.60)
1

derivando la expresién (3.59) y utilizando (3.60) vemos qué el término asociado a
la segunda delta se anula en el caso 7, = 75 de manera que obtenemos:

j{dﬁdngTg{ _ sin T13(aB(1 — cosT1a) + 61(210—2008 To3) + ya(1 — cos 1y3))

1 — cosT3)(af sin Ty + aysin T
+ (2w — 3) ( 13)( AQw—le il 13) }6(7’17’27'3)

1 1
=2 ¢ dndmr
74 T =) (1 = cos g

(3.61)

Para poder llevar esta expresién a una similar a (3.58) es necesario cambiar de
variables en los primeros términos de (3.61) de manera de conseguir en todos los
términos cos 13, para lograr esto es necesario también realizar las permutaciones
B <> v enun casoy a <> [ en otro, por lo que para que esto pueda llevarse a cabo
es necesario agregar un factor 6(1 —a — f —7):

1 —cosm3)(a(l — ) sin 1y9 + vy sin T
j{dTldTQdT:aE(TszT?)){ ( 13) (e A2w)2 2 7 23)+
(1 — cosTiz)(afsins)
+ (2w — 4) N } (3.62)

= Q]éd d 1 1
O TP A=) [ = cos )Pt

Integrando por partes el ultimo término de esta expresion tenemos:

%dﬁd’fszgE(ﬁTng) (1 — cosmis)(a(l _AZJ))?H Ti2 + a7y sin 7y
2w—4 sin T
=03 ja{dﬁdedTge(ﬁsz)—A%i (3.63)
1 1
drd
+ 2w — 3 % T1aT2 [7(1 _ 7)]211}-3 [1 — COS 7_12]21“_4
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puede verse facilmente que el primer término es finito en el caso w +— 2 por lo que
el término 2w — 4 anulard la contribucién en el limite de interés. Es decir que el
resultado final sera:

Sy = g*N? Cw —1) %dT dr. ! +0(2w—4) (3.64)
’ Q2utin2w(2 —w)(2w —3) f 1 21 — cos g2 '

por otro lado el término (3.37) asociado a X3 en el caso de la trayectoria circular
(3.47) viene dado por:

(w—1) 1
¥y = —g'N? ]{ drd 3.65
2 J 22w tdr2w(2 — w) (2w — 3) nan [1 — cos )24 (3:65)
por lo que ambas contribuciones (3.64) y (3.65) se cancelan exactamente cuando
w = 2:

De manera que para el Wilson Loop circular encontramos que a orden ¢g*N? las
divergencias se cancelan exactamente y el resultado del valor de expectacion viene
dado por la suma de los diagramas tipo escalera y el resultado del mismo para
acoplamiento fuerte se corresponde con el resultado predicho en el calculo reali-
zado en AdS, originalmente los autores de [6] conjeturaron que este resultado es
un resultado exacto de la teoria en el cudl entraba en juego la simetria conforme.
Posteriormente los autores de [6] mostraron que efectivamente la transformacion
conforme que lleva la linea recta al circulo es anémala, de manera que dicha ano-
malia es la responsable de cancelar las divergencias a todo orden. Finalmente este
resultado fue probado rigurosamente en [pestun| mediante argumentos de locali-
zacion, a lo largo de este trabajo consideraremos ciertas trayectorias hiperbélicas
que también resultan ser 1/2 BPS y estudiaremos la posibilidad que los diagramas
de interaccion también se cancelen y los valores de expectacién asociados a dichas
trayectorias sean dados por la suma de los diagramas tipo escalera tinicamente.

3.2. Modelo de Matrices

Debido a que la suma de los propagadores gluénicos y escalares es constante
(3.49) la suma de los diagramas tipo escalera se mapea a una teoria 0-dimensional.
En particular el nimero de graficos planares sin vértices y n propagadores puede
ser calculado mediante un modelo de matrices Gaussianas y Hermiticas [6, 8, 12]:

<%Tr exp M) = %/DM%Tr exp M exp (—%Tﬁ\ﬁ) (3.67)

En donde M es una matriz hermitica de N x N. Esta matriz puede ser expre-
sada en su base de autovalores, es decir M = diag{my, ms, ms3,--- ,my} para lo
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cual es necesario introducir el Jacobiano de la transformacién en (3.67) que es el
determinante de Vandermonde [12]:

A =[] (mi—my) (3.68)

1<i<j<N

De manera que el valor de expectacién (3.67) toma la forma:
1 2N
(NTr exp M) / H dm; A% (m;) — Z ™ exp [ Z 2]

_ E/Hdmiﬁ(mi)exp [\/%W] exp [_ Zm?]

En donde en el ultimo paso se re-escalearon los autovalores m; y se absorvio la
normalizacion en Z. Para calcular esta integral podemos re escribirla en términos
de polinomios ortogonales, en particular podemos buscar polinomios que sean or-
togonales con respecto a la medida de integracion | dm exp[—m?], estos polinomios
son proporcionales a los polinomios de Hermite:

(3.69)

Ho(z) = e (—iyeﬁ, /_ " dre By () Hon () = 207 (3.70)

dz .

Entonces los polinomios que tomamos para resolver la integral (3.69) seran poli-
nomios de Hermite ortogonales con respecto a dicha medida:

P,(z) = (@) (3.71)

V2T

Y podemos transformar el determinante de Vandermonde segin A(m;) ~ det[{Pj_1(m;)}]
donde nuevamente absorvemos la normalizacién en 7, integrando en m;, 72 = 2--- N:

5 A
—m +\/%m] (3.72)

E introduciendo los polinomios de Laguerre L™? obtenemos:

1 1 [
(NTrexpM> = N/ dmz P;(m)? exp
i

1 1
(5 Trexp M) = Z L;(—\/4N) exp{[\/8N]} = NL}V_I(—A/ZLN) exp[A/8N]
(3.74)
2Los polinomios de Laguerre L™ (x) vienen definidos segin:
1 d
L (2) = = explala ™™ (50)" (expl—a]a" ™" (3.73)
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que en el limite planar se reduce a:

(%Tr exp M) ~ %11 (\/X) (3.75)
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Capitulo 4

Wilson Loops para
representaciones de rango mayor

Por lo visto anteriormente, matematicamente el Wilson Loop es la traza en
una representacion arbitraria R del grupo de gauge G de la matriz de holonomia
asociada con el transporte paralelo a lo largo de una curva cerrada C en el espacio
tiempo. Fisicamente, el valor de expectacion del Wilson loop, en una representacion
particular del grupo de gauge, mide la fase asociada a una particula externa en
una dada representacién que que se mueve al rededor de una curva C.

En la descripcion holografica vimos que la forma natural de introducir el ope-
rador en la representacién fundamental del grupo de gauge es considerando una
cuerda abierta cuyos extremos estan fijos a la curva C. Sin embargo uno puede
preguntarse cual es la descripcion del Wilson loop en la teoria de cuerdas dual
asociado a una representacion arbitraria R del grupo de gauge . A lo largo de esta
seccién estudiaremos el operador para representaciones (anti)-simétricas y mostra-
remos que la misma viene dada en términos de una (D5)D3—brana cuyo volumen
de mundo se extiende en AdSs x S° y pincha el borde de AdSs en la trayectoria
C, a diferencia de la cuerda fundamental las branas son objetos cargados con un
campo U(1) por lo que tendrdn un flujo electromagnético, en particular estudia-
remos el caso en el cual el Wilson loop puede ser descrito por un nimero grande
de cuerdas fundamentales, esto sucede cuando el operador involucra muchos lazos
coincidentes, un Wilson loop que estd multiplemente enrollado o en una represen-
tacion mayor del grupo de gauge. En estos tres casos el comportamiento a leading
order debera ser el mismo que en la representacion fundamental pero con un fac-
tor que de cuenta de la multiplicidad & del loop. Por otro lado el comportamiento
subleading deberd ser el asociado a la interaccion entre las hojas de mundo asocia-
das a las k cuerdas, esta pregunta lejos de ser trivial de plantear en el caso de las
cuerdas es respondida de manera mucho més simple considerando D3-branas.

A lo largo de este capitulo estudiaremos primero el caso mas simple que es el
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de una recta infinita, luego el caso de un circulo y posteriormente presentaremos
un método que permite encontrar el embedding correspondiente a una D3-brana
para una trayectoria cualquiera tipo tiempo.

4.1. Dp—branas

La descripcién holografica del Wilson Loop en la representacién fundamental
del grupo de gauge requirio el estudio de la hoja de mundo descrita por la cuerda
dual cuyos extremos finalizan en la curva C. Dicha hoja de mundo es la solucion que
minimiza la accién correspondiente a la cuerda fundamental, de igual manera, en el
caso en que estudiemos una representacién arbitraria (simétrica o anti-simétrica)
del grupo de gauge, la solucion serd aquella que minimice la accién asociada a la
(D5)D3-brana.

Las Dp—branas son objetos de la teorfa de cuerdas que se extienden en (p +
1) dimensiones, es decir que en este caso la solucién no describird una hoja de
mundo, sino que sera el volumen asociado a las p coordenadas correspondientes a
las fluctuaciones de la brana. Si bien estos objetos son fundamentales en la teoria de
cuerdas, en este trabajo solamente presentaremos la accién de los mismos dejando
los detalles de sus propiedades para la referencia [16].

Las branas son objetos dinamicos de la teoria en las cuales las cuerdas abier-
tas pueden empezar/terminar [29], es decir que estos objetos deben sentir tanto
el efecto de la gravedad como también los distintos backgrounds presentes en la
teorfa, estos objetos cuentan también con un campo de gauge U(1) por lo que si
introducimos coordenadas (*, a = 0,--- ,p en la brana los campos presentes en la
misma seran el embedding X*(() y el campo de gauge A,(¢) y su accién vendra
dada por:

Sppr = =T, / A" e/ det (Gap + Bap + 2wl Fip) (4.1)

Esta accién es la accién de Dirac-Born-Infeld (DBI) para el caso de campos de fon-
do arbitrarios. De manera andloga a la accién de Nambu-Goto, G, es el pullback
de la métrica en el volumen de mundo de la brana, F, es el tensor electromagnéti-
co asociado al campo U(1) que vive en la misma, 7}, es la tension de la brana y
By, es el campo antisimétrico de la teoria de cuerdas. El factor asociado al dilaton
aparece debido a que esta accion es a orden arbol en la teoria.

Por otro lado las Dp—branas, para el sector Ramond-Ramond de la teoria, son
fuentes para las formas C(,41) por lo que junto con la accién DBI tenemos también
un término de Wess-Zumino (WZ) de la forma:

Swz = Mp/ Clpt1) (4.2)
Mpt1
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En donde s, es la carga de la Dp—brana frente a la (p + 1)-forma C,11) y My
es el volumen de mundo asociado a la brana. Dependiendo de la dimensionalidad
p de la brana tendremos distintos valores para la carga y la tensién de la misma,
la forma explicita de estas constantes viene dada por [16]:
_p (D) —

pp = (2m) Pa T T =95 iy, Tp = Tpgs (4.3)
A partir de la accion total S = Spr; + Swz para la Dp—brana junto con los
términos de borde correspondientes podemos estudiar la descripcién hologréfica
del operador Wilson Loop para representaciones mayores del grupo de gauge.

4.2. Dos ejemplos para representaciones simétri-
cas

4.2.1. Linea recta

El caso mas simple de analizar es una linea recta infinita. Para la representacion
fundamental podemos considerar que el Wilson loop se extiende en la direccién z*
y esté localizado en 22 = 2% = 2* = 0 y utilizamos la métrica de AdS:

ds* = j—j(dyQ + (d2')? + (dz*)? + (d®)? + (dz*)?) (4.4)

Donde L es el radio de curvatura de AdS, el area de la superficie descrita puede
ser calculada andlogamente a los casos anteriores, tendra una divergencia asociada
a los valores de y que se encuentran cerca del borde y serd proporcional al largo
en la direccién x! que llamaremos X!, introduciendo un cutoff y, el 4rea seré:

Xl
A=V 4.5
\/_27Ty0 ( )

Al incluir los términos de borde correspondientes para eliminar esta divergencia
vemos que el resultado total de la accion serd simplemente S.yerqq = 0 y el valor
de expectacion sera (W) = 1.

Para estudiar la descripcion de la D3-brana es conveniente introducir coorde-
nadas esféricas en la direccion transversal a la linea, de manera que la métrica de
AdSs (4.4) tomard la forma:

L2
ds* = ?(dy2 + (dz')? + dr? + r2dQ3) (4.6)

Buscamos entonces la descripcion de la D3-brana hologréafica con flujo eléctrico
que describe a este Wilson loop. Esta brana serd una hipersuperficie en AdSs que

52



vendra dada por una sola ecuacion. Dado que las ecuaciones a resolver son mas
complicadas que en el caso de la representacion fundamental es necesario plantear
un ansatz que nos facilite encontrar dicha solucién. Consideraremos entonces que
la hipersuperficie descrita por la brana estd dada por una funcién y = y(r), por lo
que utilizaremos z', 7,6, ¢ como coordenadas para el world-volume e incluiremos
también un tensor electromagnético Fy,.(r).

La accién asociada a la Dp—brana (4.1), (4.2) para el caso particular en que
p = 3 toma la forma:

Sper = Tps / e_q)\/det(g + 27TC¥'F)

Swz = _TDS/P[C4] = _TDB/d4x € (Craspiapisa 0a X p X120, X 1205 X 1)
(4.7)

La tensién Thz puede obtenerse a partir de (4.3) y re expresarla en términos de
las constantes holograficas segun:

1N
(2m)3l4g,  2m2L4

En AdSs x S° hay N unidades de flujo de la 5—forma de Ramond-Ramond cuyo
potencial puede tomarse como:

Tps =

(4.8)

L*r?sin @

L4
Cy= —4dx1 Adz® A de? A dat = 1 dz' Adr A df A de (4.9)
)

Y

En donde la dltima expresion corresponde simplemente a considerar el cambio de
coordenadas a esféricas introducido en (4.6). Con todo esto podemos calcular la

accion:
2N r? , 1
S = 7 /dl’ld’f’E <\/1 + ) 2 + (QWaFlr)Q% - 1) (410)

En donde introducimos la notacién usual 3’ = %. A partir de (4.10) podemos ver
que el campo de gauge A;(r) no aparece explicita mente por lo que el momento
asociado II se conservard!, es decir que:

mn oL AN 2y,
= = ——
9(0,Ax(r)) A1+ y2 +4m2F2 g4 fr

(4.11)

'En la teorfa Euclidea el campo eléctrico es imaginario, por lo que para obtener un momento
conjugado real es necesario multiplicar al momento por +.
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Las ecuaciones de movimiento vendran dadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange
correspondiente a la accién (4.10):

Wi 0 (O, _
dy  d3 Oy
Ar? (2m2FRy* A +1+y?)
o y5\/w+y’2+1 )
[r (47 Fiy® ((2Fy — 1 F) Y + rFyy”) — 240 r FLy'y'?) ] (4.12)
Yo \/w +y2 4+ 1(AmFRy* 4+ A+ Ay?)
—4Ary? (y2+1) + 2y (ry” +2 (y2 + 7))

Y \/ L Ly 4 1 (4R FR Y+ A+ M)

Podemos ver que a diferencia del caso para la representacién fundamental las
ecuaciones de movimiento quedan de forma mucho méas complicada debido a la
forma funcional de la accién (4.1) y (4.2) por lo que para resolverlo es necesario
plantear un ansatz conveniente. En este caso vendra dado por:
r
y(r) = — (4.13)
K
Introduciendo esto en las ecuaciones puede verse que es solucion en el caso en que
la constante xk venga dada por:
kA

= — 4.14
i (4.14)
A partir de la solucién (4.13) podemos obtener el campo eléctrico:
kA
F,=i—— 4.1
= T N2 (4.15)

Para determinar el valor de expectacion del operador falta evaluar on-shell la ac-
cién (4.10) en la solucién (4.13) y (4.15), al hacerlo vemos que efectivamente el
resultado es 0, por lo que pareceria que tenemos el resultado que buscabamos,
pero hasta ahora simplemente consideramos la accion en el bulk por lo que todavia
faltan los términos de borde de manera andloga a lo realizado para la represen-
tacion fundamental. Por lo visto anteriormente sabemos que el término de borde
corresponde con la transformada de Legendre de la accion, por lo que necesitamos
el momento conjugado a la variable y(r):

oL 2N r2y

p= 05 (4.16)
ay/ e yé\/l_'_y’Q_’_(Qﬂ-a/Flr)Qz_i
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ahora introduciendo un cut-off en yy y evaluandolo en la solucion, el término de

borde seré: N X1k
— /d:vlyopy = (4.17)
™ Yo

Pero todavia esperamos que el resultado del valor de expectacion sea nulo, ya que
este Wilson Loop es 1/2 BPS y de acuerdo a lo mencionado en 1.3.3 el valor de
expectacion es trivial. Es decir que debe estar faltando algin término de borde
nuevo que no tiene analogo en la representacion fundamental, este término tiene
que ser la transformada de Legendre de la otra variable, es decir el campo de gauge.
La accién (4.10) es una funcional del campo de gauge, pero el observable asociado
al Wilson loop define el niimero k que es el rango de la representaciéon. El momento
conjugado al campo de gauge vimos que es I (4.11), que es exactamente igual a
k por lo que es la variable correcta a usar para la transformada de Legendre, es
decir que obtenemos otro término de borde:

ON X!
—/dfmAp:—/dﬁmmEf:—— ~ (4.18)

™ Yo

Vemos ahora que efectivamente considerando ambos términos de borde (4.17) y
(4.18) se cancelan exactamente por lo que obtenemos el resultado final:

S=0, (W)=1 (4.19)

Para completar el andlisis de la solucion podemos estudiar la geometria que des-
cribe el embedding de la brana (4.13) dentro de AdS;. A partir de la métrica
inducida g podemos evaluarla en dicha solucién para obtener la geometria de la
hipersuperficie:

L?K?

ds®
r2

(1 + Kk 2)dr? + (dz')?) + L?k*(d6* + sinh 6*dp?) (4.20)

Podemos ver que la métrica de la hipersuperficie es una métrica producto de la
forma AdS, x S? en donde el radio de AdS; puede obtenerse calculando la cur-
vatura del espacio y viene dado por Iy/1 + k2 mientras que el radio de la esfera
S? es Lk. Que la métrica pueda escribirse como producto significa que la esfera
S? nunca se achica, inclusive al acercarnos al radio de AdS®, también puede verse
que esta hipersuperficie esta completamente embebida en AdS5 a diferencia de la
descripcion holografica para una representacién antisimétrica en la cudl la hiper-
superficieo es una subvariedad del espacio AdSs x S® entero [11]. El perfil de la
solucién puede verse en la figura (4.1)
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Figura 4.1: Perfil de la D3-brana asociada a la linea recta

4.2.2. Wilson Loop Circular

Por lo visto en la seccion anterior el calculo del Wilson loop en términos de
D3-branas es computacionalmente mas complicado de resolver que en el caso de
la representacion fundamental, es por eso que para resolver la trayectoria circular
serd necesario elegir un conjunto de coordenadas tal que la mayor cantidad de
simetrias del problema se haga manifiesta. Para eso, si consideremos que la trayec-
toria circular se encuentra en el plano (z', z?), lo mds natural es entonces elegir un
conjunto de coordenadas polares (r1,) en dicho plano y para el plano a3, z* otro
conjunto distinto de coordenadas polares (73, ¢) es decir que la métrica de AdS;
(4.4) en estas nuevas coordenadas tomara la forma:

L2
ds? = ?(dyf +dr} + ridy? + dri + r3d¢?) (4.21)

En donde ahora la curva estard en 1y = Ry ro = 0, por lo que estamos buscando
una soluciéon de D3-brana que termine en el circulo al tomar el limite y — 0. Una
manera de atacar este problema es considerar la solucién encontrada para la linea
recta (4.13) y transformarla mediante una transformacién conforme que mapee la
linea al circulo. A partir de las transformaciones conformes en la teoria de campos,
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eneradas por un vector c®, se pueden extender a isometrias en AdS segun [1]:
b

. (@24
L+2¢-7+ (0 ((2)° +57) (4.22)
J
y

T 1t2e- 7+ (02 (@2 + )

En donde la inversa de dicha transformacién se obtiene mediante ¢ — —c®. Para
obtener el circulo centrado en el (0,0) del plano (z', 2%) es necesario trasladar pri-
mero en la direccién 22 a la linea recta obteniendo (z',1/2,0,0) y después utilizar
la transformacién (4.22) con la eleccién ¢ = (0,—1,0,0). Una vez encontrada la
transformacion recordamos que la solucién para la linea (4.13) depende del radio
r que se forma en las direcciones transversales a la ubicacion de la linea, es decir
r? = 2% + 22 + 22 de manera que la solucién transformada toma la forma:

1\ 2
K2y = (—x%—z%—x%—xi—ysz—) +x§+x§

2 (4.23)

4RPR*y? = (r} + 15 +y° — R?)® + 4R*r]

En donde en el ultimo paso introdujimos las coordenadas polares correspondientes.
A partir de esta ecuaciéon podriamos encontrar una relaciéon funcional para la
coordenada y = y(ry,72) que serfa a priori una solucién del problema pero que
lejos esta de facilitar los célculos a realizar con la accién (4.7). Otra manera es
plantear un cambio de coordenadas que simplifique de alguna manera la expresion
(4.23) explicitando las simetrias del problema, este cambio de coordenadas viene
dado por:

Rcosn Rsinh psin 6 Rsinn
T = To = =
'™ cosh p—sinh pcos@’ >~ cosh p —sinh pcos®’ Y= Cosh p — sinh pcos @
(4.24)
Aplicando este cambio de coordenadas a la ecuacién (4.23) obtenemos:
4R? (sin(n)’k2 — sinh
(sin() mzzo (4.25)

(cosh(p) — cos() sinh(p))
Donde ahora la ecuacién (4.23) se simplificé y podemos obtener la solucién para
el embedding:
1
sinn = —sinh p (4.26)
K
Con este ansatz podemos ahora plantear el problema, la métrica (4.21) transforma
segin el cambio (4.24) a:

2

ds® =

e (dn® + cos® ndy* + dp* + sinh? p (d6* + sin® 6d¢) ) . (4.27)
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Para poder encontrar el resultado necesitamos poder determinar las condiciones
de contorno por lo que tenemos que saber el rango que toman nuestras variables,
podemos cubrir el espacio una vez si las mismas toman los valores:

p€l0,00), 0l0,7],nel0,7/2], ¢€]l0,2r], o €]0,2n] (4.28)

Es facil ver que el borde del espacio y = 0 se mapeaan =0y a p — 0o,y el circulo
estard ubicado en n = p = 0. A partir del ansatz (4.26) vemos que tendremos el
conjunto de coordenadas:

Xt =n(p),,p,0,9) (4.29)

y tendremos una sola componente del campo electromagnético Fy,(p), con esto
ya podemos calcular la métrica inducida y la acciéon DBI, pero para el término
de Wess-Zumino necesitamos el pullback de la 4-forma. A partir de la expresién
para la 4-forma (4.9) en coordenadas cartesianas podemos hacer el cambio de
coordenadas al nuevo conjunto de variables (4.24) obteniendo la forma en términos
de las coordenadas adecuadas para nuestro problema:
2 . . 2
Oy =151 S?nf S P oA d A d6 A dos

sin® 7

pacosnsindsinl plsinhp = coshpeost) |y ggn gy (4.30)

sin® 77(cosh p — sinh p cos 6)

74 cosnsin? @ sinh p

dnNdip Ndp N\d
sin® 77(cosh p — sinh p cos 6) nAdy A dp A dg

Con la 4-forma expresada en términos de las variables adecuadas, la eleccién de las
coordenadas del embedding (4.29) y el campo Fy,(p) podemos obtener la accién:

Sppr = Tpg/e_q)\/det(g + 2w’ F)

in @ sinh?
= 2]\7/dpcl¢9&fl'0\/(:052 n(l+n?)+ (2ra’)? sin nFj
sin® 7 LA P

Y el término de WZ:

(4.31)

Swz = —1p3 / P[Cy]

Z—ZN/d decosnsm@smh p COSU—F?]’SiH?]Sinhp_C?ShpCOSQ
sin’ 7) cosh p — sinh pcos 6

(4.32)

Donde en ambos términos se realizaron las integrales en las variables angulares
(¢, ¢), ya que no aparecen explicitamente en la accién. De igual manera que en
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el caso de la linea recta, el campo de gauge A, no aparece explicita mente en la
accion por lo que el momento conjugado II se conservara y serd igual a la carga de
la cuerda fundamental o el nimero de Wilson loops coincidentes, es decir que:

oL 872N F,, sin f sinh? p
= 8F - 4m2F? sinj}p (433)
e /\\/—w/’\’ 74 (' 4+ 1) cos?n

En este caso por conveniencia definiremos a II = ksinf es decir que para obtener
la carga de la cuerda tendremos que realizar una integral angular. A partir de el
ansatz (4.26) que obtuvimos a partir de la transformacién conforme (4.23) y el
momento II (4.33) tenemos dos constantes en el problema que debemos relacionar
para efectivamente tener la solucién. A partir de las ecuaciones de movimiento
para la accién (4.31) y (4.32)%, junto con el ansatz y el valor del momento vemos
que esto es solucion en el caso en que:

k:H:

5 (4.34)

A partir de estas soluciones podemos evaluar on-shell la accién del sistema de
donde obtenemos:

in  cos
Sper+wz = 2NK? / dpdf— o COS.
sinh p (cosh p — sinh p cos 0) (4.35)
sinh p=k :
:2Nm2[cothp—%] ’
sinh” pJ p=0

Podemos ver que a diferencia de los casos previamente analizados para la repre-
sentacién fundamental (3.7), (3.17), para representaciones simétricas los resultados
(4.13), en (4.35) no son divergentes por lo que uno podria considerar que c6mo los
términos de borde cancelan las divergencias no es necesario tenerlos en cuenta. Sin
embargo si efectivamente hiciéramos esto no obtendriamos el resultado deseado
(3.20), por lo que los términos de borde pueden aportar también a la parte finita
de la accion on-shell cémo veremos ahora.

Para considerar los términos de borde necesitamos calcular los momentos con-
jugados asociados a la coordenadas 7(p) y al momento A,, estos vendran dados:

2k%n sin fesch® py/ k2 — sinh? p

Dy = (4.36)

cos — coth p

20Obviamos la presentacién explicita de las ecuaciones de movimiento para este caso. A di-
ferencia de las ecuaciones (4.12) asociadas a la linea, las del circulo son atn més complicadas
y no presentan ningun tipo de informacién relevante. Las mismas se pueden obtener facilmente
mediante un proceso tedioso y algebraico a partir de las ecuaciones (4.31) y (4.32).
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Ahora la transformada de Legendre asociada y el correspondiente término de borde
sera:

/ dipdedinp, = 8m*k*npesch®py/ k2 — sinh? pesc™! (keschp)

Esta tltima expresién tiene una divergencia en p — 0 por lo que es necesario
introducir un cut-off. Podemos también calcular el término de borde asociado al
campo:

sinh p=k

(4.37)

p=0

sinh p=k

— /dpdw'HFW = —4Nk?cothp (4.38)

sinh p=k sinng
Juntando la expresién para la accién on-shell (4.35) en conjunto con los términos de

borde (4.37) y (4.38) vemos que las divergencias de estos se cancelan y el resultado
viene dado por:

Seireuto = —2N[kV1 + K2 + sinh ™' K] (4.39)

El perfil de la solucién puede verse en la imagen (4.2) En este caso a partir de la

Figura 4.2: Perfil de la D3-brana asociada a la trayectoria circular.

solucién (4.26) podemos obtener la métrica inducida por la brana:

L? ( 1+ k2

sin®n

ds® =

[T 2o 77d772 + cos? ndwz) + L2K? (d92 + sin? 9d¢>2) (4.40)
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En donde podemos ver que nuevamente la métrica se factoriza obteniendo un
término asociado con una esfera S? y para ver la estructura del otro término es
conveniente realizar el cambio:

cot’n = (1 + k*)sinh ¢ (4.41)
En donde obtenemos en estas coordenadas:
ds® = L*(1 + k%) (d¢® + sinh?® (dyp?) + L?k* (d6” + sin® 6d¢?) (4.42)

En donde ahora vemos que la estructura es nuevamente AdSy x S%. A diferencia
de la solucién para la linea recta vemos que (4.39) es una funcién no trivial del
flujo k o andlogamente del rango de la representacion k, para analizar el resultado
es conveniente estudiar el limite en el que k — 0 de (4.39):

k3)\3/2 k5)\5/2 k7/2
— + +O0(—=)
96/N?  10240N* N6
(4.43)
En primer lugar vemos que el término dominante es k veces el resultado para la
representacion fundamental (3.20), es decir que a primer orden vemos la contri-
bucién de k cuerdas coincidentes en la curva C como esperabamos. Sin embargo,
los ordenes siguientes son correcciones en 1/N? al valor de expectacién, los cuales
podemos entender en términos de las cuerdas que componen la brana.

En el limite de A\ grande tendriamos que calcular la superficie minima de genus
mayor que terminen en la curva C. Sin embargo estas soluciones no existen [5] por
lo que debemos analizar de que manera podemos, a partir de la soluciéon original
para la cuerda, deformarla agregandole manijas.

Si miramos a orden ¢g%” deberfamos considerar p manijas indistinguibles que ter-
minen en nuestra superficie. Estas contribuciones tendran la misma accién que el
resultado a leading order pero con un prefactor distinto que da cuenta de la degene-
racién de las manijas. El acoplamiento de la cuerda arroja un factor g2 ~ (\/N)?,
pero también hay que tener en cuenta la medida de integracién correspondiente.
Una cuerda abierta con un limite y p manijas tendra 6p — 3 médulos reales [5] pero
en el limite de A\ grande solamente tenemos que considerar manijas degeneradas
que imponen 2 restricciones por cada una, cada una de estas restricciones intro-
duce una delta en la medida de integracion que dara un factor similar a la inversa
de la escala efectiva del problema, es decir que en nuestro caso A'/4, teniendo en
cuenta también el factor asociado a la manera de contar la cantidad de manijas,
esperamos a orden 2p un resultado que sea proporcional a:

2Nk® NkK°
2 O = A

circu0:_4N -
Seirca T3 10

gf 1 \(6p—3)/4

I~ (4.44)

61



Estas correcciones aportaran al valor de expectaciéon un término proporcional a
A32/N? que se corresponde con la primera correccién en (4.43). De igual mane-
ra podemos considerar el caso en el que las manijas que estamos agregando a la
solucién de la cuerda no son todas independientes, en este caso tendremos contri-
buciones cuando dos o més manijas se junten, lo que generard una mayor cantidad
de superficies degeneradas. Estas superficies tendran un orden mayor y puede verse
que aportaran términos similares a A%/2 /N4,

De acuerdo al célculo realizado para el Wilson Loop circular (3.74) es equiva-
lente a un modelo de matrices:

1 1 1
<NTreXp M) = NL}V_l(—)\/ZlN) exp[A/8N] = NLJIV_I(—ZLNRQ) exp[2Nr?]

El polinomio de Laguerre verifica la ecuacion diferencial: 4
vl ()" + (k+1—2)LF(z) +nLlF(z) =0 (4.46)
Que para el caso del valor de expectacion del Wilson Loop toma la forma:
(k0% + 30, — 16N?k(1 4+ £3)](Wiadders) = 0 (4.47)

Para resolver esta ecuacién proponemos que nuestro observable puede escribirse
como la exponencial de una accién efectiva F(k), (Wiadders) = exp[—NF], lo que
nos da una ecuacién para dicha accion:

1
(F)? = 57 (6F" +3F) = 16(1 + 5%) = 0 (4.48)

A partir de (4.33) se puede ver que Nk ~ I/ y como estamos en el limite en que
A >> 1 podemos despreciar el término ﬁ ya que sera subdominante en relacion
a los otros términos, de manera que la ecuacion para la accién efectiva F toma la
forma:

Cfl—}— =+ 41 + K2 (4.49)
K
Que al integrarla obtenemos el resultado:

F = Fo +2[w/1+ k% + sinh™ k] (4.50)

Donde Fj es una condiciéon de borde que podemos fijar igual a 0, de manera que
el resultado obtenido es exactamente igual al calculo realizado con la D3—brana
(4.39).

De esta manera vemos que al calcular el valor de expectacién del Wilson Loop
en términos de D3-branas obtenemos obtenemos el resultado esperado de la cuerda
junto con una serie infinita de correcciones que estan asociadas a las correcciones
que uno esperaria obtener si considera loops de cuerdas abiertas en la solucién de
la cuerda fundamental, es decir que la solucién completa de la D3-brana incluye
correcciones a todo orden en 1/N que son dominantes para A grande.
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4.3. Embedding para trayectorias arbitrarias ti-
po tiempo

El célculo del embedding de la D3-brana (4.26) lejos estd de ser una ecuacién
manejable como en el caso de la representacién fundamental (3.15). Sin embargo
mediante el uso de la transformacién conforme (4.22) y una eleccién inteligente
de coordenadas (4.24) fue posible encontrar dicho embedding sin la necesidad de
resolver explicitamente las ecuaciones de movimiento. De igual manera a partir de
la solucién para la linea recta (4.13) uno podria encontrar el embedding asociado a
una curva C que sea alguna transformacién conforme (4.22) de la misma, pero para
una curva arbitraria que no sea una transformacién de la linea recta uno deberia
resolver el problema completo llegando probablemente a ecuaciones de movimiento
de muy dificil resolucién por los métodos usuales.

En el caso de la representacién fundamental vimos en la seccién (2.2.4) que
Mikhailov encontro la solucién del embedding para una trayectoria arbitraria. En
esta seccién presentaremos la extension del trabajo de Mikhailov para la solucién
de D3—branas presentada originalmente en [9]. Dicha solucién vimos que se puede
pensar como que se estan tirando rayos de luz desde el borde de AdS hacia dentro
del bulk, es por eso que para construir la solucién de D3—Brana consideraremos
la situacion analoga en la que un quark en la representacién k-simétrica del grupo
de gauge emite rayos de luz desde el borde de AdS [9].

Consideremos un k-quark estatico, x(t) =constante. En las coordenadas de
Poincaré cada rayo de luz es una linea recta que se corresponderd con un tiempo
retardado fijo ¢,. Dada la simetria del problema es facil ver que rayos de luz iguales
deben ser disparados en todas las direcciones (6, ¢) de una esfera S? ubicada en
los alrededores del k-quark. Esto determina un primer ansatz:

—

X(ty, 2,0,0) = Z(t,) + k2,

4.51
t(ty, z,0,0) =t, +V 1+ k22, (4.51)

En donde x por ahora es un ntimero que expresa el hecho de que todos los rayos
de luz deben tener la misma pendiente y la dependencia se fijo de manera tal de
asegurar que efectivamente sean nulas. El vector 7 = (cos 6, sin 6 cos ¢, sin 0 sin ¢)
es el vector unitario asociado a la S? que rodea al k-quark. El ansatz (4.51) es muy
similar a la solucién original de Mikhailov (2.38), sin embargo sabemos por las
soluciones (4.13) y (4.26) que la D3—brana tiene que tener k£ unidades de la carga
fundamental de la cuerda en la direccién radial de AdS es decir que el embedding
debe contar también con un campo F} . que tenga dicho flujo. Puede verse que el
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embedding (4.51) propuesto coincide con la solucién (4.13) en el caso en que:

WA

K= —
4N’

4.52

VA1 (4:52)
F.=——
2 22

Para poder extender este ansatz a casos mas generales es conveniente re-escribir
(4.51) cémo:

XH(r,2,0,¢) = 2(7) + {Vl + &2 4 knk(0,0) | 2 (4.53)

Donde v* = (1,0,0,0) es la 4 — velocidad del k—quark y n* = (0,7). Cémo el an-
satz esta ahora escrito de manera invariante de Lorentz sabemos que esta solucién
serd el embedding correcto para la D3—brana dual al k—quark que se traslada
uniformemente siempre y cuando tomemos v* y n* los vectores apropiadamente
boosteados. En la solucién original de Mikhailov (2.38) el embedding de la cuerda
solamente dependia de la posicion y de la velocidad del quark por lo que es na-
tural proponer que lo mismo pasara con el embedding de la brana, lo que lleva a
conjeturar que para una trayectoria arbitraria cuya velocidad dependa del tiempo
el mismo seré:

XH*(1,2,0,0) = a*(1) + B/ 1+ k20%(7) + knt(1,0,0)| 2 (4.54)

En donde ahora n* depende del tiempo 7 ya que el mismo debe ser transportado
de manera adecuada a lo largo de la hoja de mundo. A los fines practicos es més
util para trabajar la forma no-covariante de (4.54) qué en el caso de un movimiento
solamente en la direccién x = z' viene dado por:

t=t,+v20/14 K% + kv cosb),
X' =24+ v20/1 + K20 + K cosb),

X? = kzsinf cos ¢,

X? = kzsinfsin o,

(4.55)

Todavia falta determinar la forma que tendrd F), de la cudl la solucién de Mik-
hailov no aporta ninguna guia sobre como construir. Para determinar la forma de
los mismos consideremos la accién para la D3—brana :

SD3 = TD3 / d4X <<\/— det(gag + 2ma aﬁ) + 00123> (456)

En donde de manera andloga a (4.7) capys = OuX"0sX"0,XP05XC,np, €s €l
pullback de la Cy forma de Ramond-Ramond, a partir de (4.51) las coordenadas
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del volumen de mundo x® seran t,, z, 0, ¢. A partir de la accién podemos obtener
los momentos conjugados a cada una de las coordenadas del embedding:

0L ps

PP= —— 4.57
Y el conjugado a cada componente del campo:
oL oL
e =_——P _ =208 (4.58)

0(0,45)  OF.5

A partir de la accién es posible encontrar las expresiones exactas de estos objetos
pero la expresion final no aporta al andlisis que nos interesa. Es facil ver a partir
de la accién (4.56) y el embedding (4.54) que los campos X* y A, no aparecen
sin derivar por lo que sus ecuaciones de movimiento nos dicen simplemente que los
momentos se conservan:

a af __
0.PE =0, 9,1 =0. (4.59)

Si consideramos el caso en el que el movimiento es solamente en una direccion
(4.55) y suponemos que la tinica componente del campo es (4.52) obtenemos:

_ ksin®
 4r

I1t* (4.60)
Que mediante la integraciéon angular nos da la carga fundamental que tiene la
D3—brana. Usando el embedding (4.55) puede verse que es necesario que todas
las componentes magnéticas del campo sean nulas:

Fop=F.y=Fpu,=0 (4.61)

Mientras que las componentes eléctricas Fy g y Fj 4 pueden ser arbitrarias, y tam-
bién puede verse que II'"% = II*? = () como esperamos a partir de la simetria de
(4.54).Si permitimos que estas componentes sean arbitrarias obtenemos:

ANV1 292 5in 6 12
%0 = + K7y sin [—Z —VAkasinb| ,
AT AR ¥ (4.62)
6 2IW1+ Kk%escl
= AK Fivo

en donde a es la aceleracion del k—quark. En el caso en que estos momentos no sean
nulos estariamos introduciendo una densidad de carga asociadas a una D1—brana
en la D3 y més aun, en caso de no anularse las ecuaciones de movimiento (4.59) no
se cumplen. Por lo que esto fuerza a que F; 4 sea proporcional a la aceleracién. Con
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todo esto en el caso de un movimiento unidimensional arbitrario las componentes
del tensor toman la forma:

VA1

trz

T 2422
A
F,9= \/—_/wQa sin 0 (4.63)
2m
Ftr¢> - O

Fo=F,=Fpy =0

El embedding (4.54) junto con el tensor (4.63) verifican las ecuaciones de movi-
miento (4.59) por lo que es la solucién que estabamos buscando. En el caso de un
movimiento més general esta construccion puede extenderse obteniendo también
el embedding asociado a la D3—brana, los detalles de la construccién pueden ver-
se en el apéndice (B). A partir de esta solucién podemos estudiar la forma de la
métrica inducida por la D3—brana para una trayectoria arbitraria:

L2dt2 1" / !
ds* :2(/—T1)2 ((1 + k%sin® 0) 2% 2 + 2k cos 2/ 1 — 222" (2% — 1) + (22 — 1)3>
22 (2 —
2L2dt,d 2L2dt,do "
- %\/(1 +r)(1+2?)2+ ,2—1/<zx/1 + kZsinfz +
z x'? —
+ L*k?(d6* + sin? 0d¢?)
(4.64)
En donde introdujimos la notacién ' = 0,,, "= 0,. De manera analoga al caso de la

cuerda (2.43) la métrica inducida para la brana (4.64) tiene un comportamiento
singular en:

keosO(1 — x'2)322" +/(1 + K2) (22 — 1)2™

4.65
(14 K2sin?0)z"2 (4.65)

Zn =

en el cual la componente temporal de la misma se anula (i.e g, = 0). En el caso
en que la métrica sea estatica este valor define un horizonte de eventos, por el
contrario, en el caso més general de una trayectoria arbitraria y en consecuencia,
una métrica que no sea estatica el horizonte de eventos debe ser determinado
mediante argumentos més globales como por ejemplo el estudio de las geodésicas
nulas en dicha geometria [15]. En ambos casos la existencia del horizonte en el
volumen de mundo de la brana traera complicaciones técnicas a la hora de la
evaluacién on-shell de la accién (4.56) para poder obtener el valor de expectacion
del Wilson loop. En el capitulo siguiente analizaremos trayectorias hiperbdlicas en
donde utilizaremos todas las herramientas desarrolladas hasta aca, en particular
serd importante tener en cuenta la existencia de este horizonte de eventos tanto
en el caso de la D3-brana (4.65) cémo en el caso de la cuerda (2.43).
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Capitulo 5

Wilson Loops Hiperbodlico

5.1. Analisis perturbativo

Vimos en la seccién anterior que las hojas/volumenes de mundo duales a Wil-
son loops con trayectorias tipo tiempo arbitrarias tendran un horizonte de eventos.
Dado que este es en general dificil de especificar para una trayectoria completa-
mente arbitraria, no queda claro como obtener el valor de expectaciéon a través de
la evaluacién de la accién on-shell. Por otro lado, para casos de trayectorias tipo
tiempo arbitrarias no se conocen resultados exactos y por lo tanto no se tendria
como contrastar el eventual calculo realizado en la teoria de cuerdas.

En vista de lo anterior, el caso de trayectorias tipo tiempo hiperbdlicas se
vuelve interesante. Por un lado, dado que la métrica de las hojas/volumenes de
mundo son estaticas, es facil hallar la posicién del horizonte de eventos el cual
demarcaria los limites de integracién en la evaluacién on-shell de las acciones [14].
Por otro lado, estos Wilson loops hiperbdlicos son supersimétricos [2] y cabe es-
perar que pueda encontrarse un resultado analitico y exacto para sus valores de
expectacion andlogo al encontrado para el caso del Wilson loop circular (4.43).
Las configuraciones de cuerdas o D-branas duales a estos Wilson loops se pueden
obtener especificando una trayectoria hiperbolica en (2.39) o en (4.55), (4.63) o
bien mediante una continuacién analitica de (3.16) o de (4.55).

Para analizar esta posibilidad comencemos por considerar la siguiente trayec-

toria hiperbdlica tipo tiempo:
2" = a~! (sinh ar, £ coshar, 0, 0) (5.1)
i* = (coshar, sinh art,0,0) '

En donde a es la aceleracién con la que se mueve la particula y el signo £ co-
rresponde a una u otra rama de la hipérbola, fig. (5.1). Esta trayectoria puede
interpretarse como una particula que se propaga por una rama y la correspondien-
te anti-particula en la otra, entre las que podrian propagarse glounes virtuales.
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Hipérbola Tipo Espaci
EOReS Igo e HipérbolaTEpoTiempo

X

2t 2r

-2t

(a) Hiperbola tipo Espacio (b) Hiperbola tipo Tiempo

Figura 5.1: Grafico de ambas hipérbolas para el caso en que a = 1.

Por lo visto para el caso del Wilson Loop circular, lo que permitié conjeturar
que el valor de expectacion es dado por la suma de los diagramas ladder unicamen-
te, fue el hecho de la cancelacién de las diagramas con interacciones [8]. Esto fue
posteriormente probado mediante localizacién supersimétrica por Pestun [23]. En
el caso de las trayectorias hiperbdlicas usaremos esto como guia, es decir que en la
préxima seccién mostraremos que a partir de (5.1) el resultado a un loop es cons-
tante y los diagramas de interaccién a orden g* N? se cancelan exactamente. Bajo la
hipétesis de que dicha cancelacion ocurre a todo orden perturbativo extenderemos
los resultados que solo tienen los diagramas tipo ladder para tener un resultado
exacto para los Wilson loops hiperbdlicos. !. El operador que consideraremos es
entonces:

W(C,R) = %Tw (73 exp ]g ds(iA, it + z‘(I>1|:i:|> (5.2)

~ dim
en donde |z| = v/ —12.

5.2. Calculo a 1-loop y cancelacién de diagramas
de interaccion

Analizaremos primero el caso de la hipérbola tipo tiempo (5.1b), en este caso
los diagramas de interaccion posibles andlogos a los considerados en el caso circular

'Demostrar lo anterior mediante localizacién se va del alcance de este trabajo quedando
pendiente para el futuro.
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vienen dados por:

(a) 2 (b) (c) T

Figura 5.2: Diagramas asociados con la expansién del operador a orden N2g* para
el caso de la trayectoria hiperbdlica tipo tiempo.

Para facilitar el analisis es conveniente introducir una parametrizacion distinta
a (5.1) de manera tal de poder incluir ambas ramas en la misma. En esta nueva
parametrizacién ya introducimos el cut off T" asociado al tiempo propio de cada
rama,

1
o= (Lsnbta (7 - ) - comla 0 - r0.0) 69
En donde:
—T<7<0 U 0<7<2T (5.4)

A partir de esta expresion podemos calcular las magnitudes relevantes que apare-
ceran en el calculo a 2-loops:

#* = (sgnt coshla (T — |7|)],sinh[a (T — |7])],0,0),
&> = — cosh®[a (T — |])] + sinh®[a (T — |7])] = —1

iz, = 220 coshla (T — |7])] sinh[a (T — |7])] — % sinh[a (T — |7])] coshla (T — |])] = 0
P =’z
(5.5)
También resultard 1til la siguiente identidad:
Ty - Ty = —sgn(ﬁ)sgn(ﬁ)<cosh[a (T — |m1])] coshla (T — |7s])]
+ sinh[a (T — |1|)] sinh[a (T — \Tg!)]) (5.6)

= —sgn(772) coshla (T — |11]) — sgn(mim2)a (T — |72|)]
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De donde se desprende que:

2 .
(l’l — $2)2 = ? (1 + - 332) (57)
Con todas estas propiedades obtenidas a partir de la parametrizacién elegida pode-
mos proceder a calcular el resultado a 1-loop, si consideramos el desarrollo pertur-
bativo (5.8). Para una representacién arbitraria R del grupo de gauge obtenenos

L PGR) [ ielHmlin)i) |
W(e Ry =1+L2 idldg e S R (5.8)

y junto con la propiedad (5.7) obtenemos:

QQCQ(R) % 1 + j]l . Ztg
C

47‘(’2 dTldTg 2

Z(1+ & - i)
2 2
—g CQ(R)G %dTldTQ =1 +

82 c T

(W(EC,R)) =1+
) o (5.9)
. 2g 02(73)61 T n
En donde en el ultimo paso integramos hasta el cut off T' ya introducido en la pa-
rametrizacion. De manera andloga al caso del Wilson Loop circular (3.49) vemos
que el resultado final es independiente de los parametros de la trayectoria elegida,
por lo que si podemos ver que los diagramas de interaccion a orden g*N? se can-
celan de manera andloga a (3.66), tendriamos un modelo de matrices gaussiano
que nos daria el resultado exacto. El desarrollo que hicimos en el capitulo 4 para
analizar las contribuciones a orden g*N? fue independiente de la curva C utilizada
y se especializé en el caso del circulo al final del calculo por lo que las expresiones
para ; (3.39), Xs (3.37) y X3 (3.43) siguen siendo validas, en donde ahora ten-
dremos que tener en cuenta los correspondientes factores de color asociados a una
representacion genérica. Ademas debemos analizar la cancelacion de términos de
borde propios de la trayectoria hiperbdlica, ausentes en el caso circular.
Para analizar >3 definimos de manera analoga al caso anterior:

A =af(x1 —x2)° + ay (x1 — x3)° + By (22 — x3)° (5.10)

En lugar de la identidad (3.59), en el presente caso para escribir la derivada total
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es necesario incluir también los términos de borde? 3

T17'27'3 1 + 7 - ZL‘Q) T1=2T Oe (1 + 27 - )
// AQw 3 - :/// dTldTQdT:;a 1—A2w 3

1+, -7
+/// d71d7_2d7_36(7—17—27—3)071<A2+—32)
(5.11)

para poder ver la cancelacion de los diagramas de interaccién es necesario, de
manera andloga al caso circular, transformar la expresién (5.11) en ;. Esto es
solamente posible en el caso en que el término de borde sea nulo, efectivamente
para la trayectoria (5.1) esta cancelacién sucede si se tiene en cuenta ambas ramas
de la hipérbola (Ver Apéndice C). Si en cambio de dicha trayectoria se considerase
una sola rama o la hipérbola tipo espacio, la cancelacién de los términos de borde
no sucederia lo que significa que los diagramas de interaccién aportan al resultado
de acoplamiento fuerte.

Considerando que para este caso los términos de borde se cancelan exactamente,
para poder expandir el tltimo término de (5.11) es conveniente analizar primero
como actua la derivada sobre A (5.10):

&IA = .i'laxlA = 20&5$1 (1’1 — IEQ) -+ 20(")/.1.'1 ($1 — .1'3)
‘ (5.12)
= —2ady (x9 + x3)

Ahora si, expandiendo la derivada del segundo término de (5.11) obtenemos:

I+z 1431 - 29) A
/// dri_ 36 7'17'27'3)87—1( AQJ 3 /// dr_ 36 7'17'27'3)< AQIw_QQ)

1+a- 2w —3) .
R TTEU AN

/// dm_3———" 717273) [2171 t3(af(1+ &y - Z2) + ay(l + &1 - &3)+

+ By(1 + @ - 5703)) + 22w — 3) (Bt - ko + aryiy - x3) (1 + &1 - &3
(5.13)

De igual manera que en el caso del Wilson Loop circular es necesario renombrar
las variables en el primer término de (5.13) siguiendo:

Ty > 13

g erny (5.14)

2En el caso de la trayectoria circular este término resulta nulo debido a que la misma es una
curva cerrada. Sin embargo para la trayectoria hiperbdlica al introducir el cut-off 7' no es obvio
que dichos términos de borde sean nulos.

3En la siguiente ecuacién se muestran solamente dos de los cuatro términos de borde presentes
a partir de la parametrizacién 5.4
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En un caso y:

T1 <> T2
5.15
0B (5.15)
En el otro, de manera que el resultado final tomara la forma:
/// dTldTQdT:g%Q(Qw — 4)(0[5131 - To —+ Oé’}/jfl . xg)(l + x’l . .leg)
(5.16)

e(TiToT: . . o
+ /// dTldTQdTg% 20(1 — )&y - 9 + 20079 - 23| (1 + &1 - T3)

De manera tal que vemos que el primer término se anula en el caso en que w = 2
mientras que el segundo es el término que buscdbamos, para asegurar que efec-
tivamente se realiza la cancelacién (3.66) es necesario analizar la estructura de
color presente en cada uno de los términos. Para analizar esta estructura basta
analizar las figuras (5.2¢,5.2b). Cada vértice presente en los diagramas introduce
un término andlogo a (3.40), es decir:

V(y) = f""¢" ()" (y)8° (v) (5.17)

en donde estamos tomando ¢ () como un gluon/escalar insertados en y. Con esta
notacién el término de color asociado a X3 (5.2¢) vendra dado por:

/

ST o Te(TTPT )6 (1)@ (2) 67 (ws) ¥ 6 (y)¢b’(y)¢c/(y)% (5.18)

~ Tr(TaTch)g4fa’b’c’5aa’ 5bb’ 600’ ~ g4Tr<TaTch>fabc
en donde en el primer paso realizamos las contracciones de Wick pertinentes y
utilizamos la forma de los propagadores (1.46). Para concluir el anélisis de este

término basta notar que f®¢ es anti-simétrico por lo que puede anti-simetrizar el
término dentro de la traza agregando un factor 1/2 obteniendo:

4 4 4
B o T[T T f = TI(TIT) ff = TNTHTTY) (5.19)

En donde usamos la propiedad fo¢fetd = N§¢. Por otro lado los factores de color
asociados a Yy vendran dados por:

a't'c
e ST o)

faEE B _ _
" ¢ (y2)0" (y2) ¢ (y2)

¢a, (yl)ﬁbb/ (%)QSCI (1) x

(5.20)

X
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Nuevamente es necesario realizar las contracciones de Wick pertinentes y utilizan-
do la misma propiedad para las constantes de estructura que en el caso anterior
obtenemos:

4
Sgolor — %NTr(T“T“) (5.21)

en donde vemos que efectivamente ambos términos son iguales independientemente
de la representacion en la que estemos por lo que nuevamente obtenemos:

Yo 4 N3 =0 (5.22)

de igual manera que en el caso de la trayectoria circular para la trayectoria hi-
perbdlica tenemos el resultado a 1-loop constante (5.9) y la cancelacién de los
diagramas de interaccién a orden g*N? (5.16). Estos resultados junto con el hecho
de que la hipérbola puede verse como una continuacién analitica del circulo por lo
que también serd una trayectoria 1/2 BPS nos permiten conjeturar que existe un
resultado exacto para el valor de expectacion del Wilson Loop hiperbdlico y que
el mismo se puede encontrar de igual manera que en el caso circular.

En el caso del Wilson Loop circular vimos que como los propagadores gluénicos
y escalares eran constantes (3.49) el cdlculo de los diagramas tipo escalera se
podia resolver mediante un modelo de matrices (3.74) gaussiano, para el caso de
las hipérbolas vimos que de igual manera los propagadores son constantes y las
divergencias a orden g*N? se cancelan exactamente. De manera andloga podemos
calcular el resultado proveniente del modelo de matrices a partir del resultado de
la cuenta a 1-loop (5.9) que corresponde con el cambio:

Aa*7?
A — L (5.23)
Es decir que el resultado (3.74) vendra dado ahora por:
W = NI )\CLQTPQ )\a27'§ 5 o4
< >_ N—1[4Nﬂ_2]exp _8N7T2 ( : )

A partir de (5.24) se puede ver que en el limite de 7, — oo el resultado es nulo.
Esto puede interpretarse considerando que los quarks que estan siendo acelerados
estan emitiendo bremsstrahlung y que la amplitud asociada a encontrar un par
quark-anti-quark en el estado final tiende a cero. De igual manera puede verse
que la emision de bremsstrahlung requiere la presencia de diagramas de Feynmann
que son no-planares pero estos estdn suprimidos en el limite de N — oo [14] es
decir que para recuperar el limite deseado es necesario primero proyectar sobre los
diagramas planares (N — o0o) y luego tomar 7,, — oo, tomando el limite en (5.36)
obtenemos:

2rN _ Var
lim (W) = J P
N—)oo< > \/Xarp 1< T

) (5.25)

73



Y luego tomando el limite en el cut-off 7,

lm (W) = N " (5.26)
1m == (& ™ .
N,mp—00 \/§<\/XCLTP>3/2

Por otro lado el resultado del modelo de matrices fue extendido en [12] para otras
representaciones del grupo de gauge, en particular para una representacion anti-
simétrica de rango k:

as ___ 1 _ 2N . 3
W = —dim(Ras) (Trqs[U]) = exp {W/Xsm Qk] (5.27)

donde 6, es una variable angular asociada a S° para la representacién de rango k.
Y para el caso de una representacion simétrica:

W = mms((m — exp [QN (m + sinh~! K)] (5.28)

realizando entonces el cambio (5.23) esperamos obtener para representaciones de
rango mayor:

2N
(Was) = exp {— sin® 0, %}
3m T

(5.29)
o HTp < L T G %H
v

(Ws) = exp

2 T

5.3. Wilson Loops hiperbdlicos en la representa-
cion fundamental

Para estudiar el Wilson Loop hiperbdlico (5.1b) en términos del drea minima
descrita por la cuerda consideremos la métrica del espacio:

ds® = % (Nuwda"dz” + dy?) (5.30)

Para el caso de la trayectoria hiperbdlica el quark y anti-quark son cuerdas abiertas
que se extienden desde el horizonte de Poincare ubicado en y = oo y una D3-brana
de prueba alejada del stack que se encuentra ubicada en y = y,;, nuevamente la
accion viene dada por NG:

1
SNG = - dQO'\/ —detg (531)

2o
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Recordemos que en este caso la trayectoria hiperbdlica tipo tiempo es un caso
particular de una trayectoria temporal por lo que podemos utilizar la solucién de
Mikhailov (2.38):

XH(ry) = a(7) + yat(7) (5.32)

En donde z#(7) es la parametrizacién de la trayectoria C dada por (5.50), con este
embedding podemos calcular la accién (5.3):

Vo

gTT — 5 <(X1’)2 _ (XO’)2>
Y
=0 (5.33)
Iry = Vo ( XXV — X0X0/>
y
De donde obtenemos:
/2 , /2
Sng = —— / dey — %20 ) / dey—
—Tp/2 —7p/2

5 (5.34)
En donde en el ultimo paso utilizamos la forma explicita (5.50) de la trayectoria.
Coémo es de esperar la integral resulta divergente cuando nos acercamos al horizonte
y — 0 por lo que es necesario introducir un cut-off y regularizar la accién con los
términos de borde correspondientes de manera que el resultado viene dado por:

VAT, 1

2T Yum

Sne = (5.35)

En donde el factor 2 corresponde a la integral de dos regiones idénticas y lo dejamos
explicito por conveniencia. Este resultado no se corresponde con el cdlculo en la
teoria de campos, para entender en que consiste el problema es conveniente analizar
la métrica inducida por la hoja de mundo (2.43):

2
ds® = V! [ (y_ —a ) dr? — Edey (5.36)

Como mencionamos cuando se introdujo la construccién de Mikhailov la métrica
inducida (5.36) presenta un horizonte de eventos en y;, = = por lo que la correcta
evaluacién on-shell de la accién (5.34) tiene que tener en cuenta esto:

Tp/2 Y
SNg—2 ——/ 7'/ —gi|
7’/2 YM y
B i\/_an

™

(5.37)
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Vemos que ahora el resultado del cédlculo de supergravedad coincide con lo cal-
culado en la teoria de campos, lo que llevé a proponer originalmente a Hubeny
y Semenoff en [14] que la evaluacion on-shell de la accién de supergravedad debe
hacerse hasta el horizonte de eventos.

5.4. Representaciones anti-simétricas

En el caso en que la representacién del grupo de gauge R sea anti-simétrica
la descripcion holografica del Wilson Loop puede obtenerse en términos de una
D5—brana. A diferencia de la representacion simétrica, en la cual la descripcion
holografica en términos de D3—branas describe un volumen de mundo AdS, x S? C
AdS; [10], la representacion anti-simétrica la D5—brana dual tendra un volumen
de mundo de la forma ¥ x S* C AdSs x S° donde X es la hoja de mundo de la
solucion en la representacion fundamental. Es decir que en este caso dicho volumen
es una sub-variedad del espacio completo y no solamente de AdS5 como en el caso
simétrico.

Para estudiar dicha brana consideremos una D5-brana cuyo volumen de mundo
es de la forma ¥ x S de manera que ¥ C AdSs es una superficie 2—dimensional
parametrizada por (0, o!)que termina en el borde de AdS en la trayectoria C
que define el lazo de Wilson. Asimismo S* C S® cuyo radio es Lsinf, donde 6
es un angulo azimutal en la esfera S°. Es decir que si consideramos la métrica de

AdSs5 x S°:
L2
ds? = 7 (dy® — (da°)* + (da')? + (dz®)® + (da®)?) + L*(d6* + sin® 0d€2y) , (5.38)

tomamos como ansatz para la solucion:
y=y(cc), at, 0=0y, Q4= (02,0304,05). (5.39)

Ademas, en el volumen de mundo debe encenderse un tensor electromagnético
Fy, cuyo flujo se relacionara con el rango de la representacién del lazo de Wil-
son dual. La accién (4.1, 4.2) a partir de la cual se obtienen las ecuaciones de
movimiento de la D5-brana tomard la forma:

Sps = Ts / dSoe™?\/—det(g + 21/ F) — 21a/ T} / F A P[Cy], (5.40)

En este caso la forma correspondiente viene dada por:

4 _
c, = L [w —sin® 6 cos§ — g cos 6 sin §] Vol S* (5.41)
gs
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De manera andloga al caso circular queremos que el tensor Fy, lleve k € Z unidades
de carga de la cuerda fundamental* por lo que fijamos:

VA
Fgoo.l = ZF% (543)
Con este ansatz particular es facil ver que como el tensor F,;, no tiene componen-
tes en las direcciones asociadas a S°, el determinante se factoriza introduciendo

simplemente un factor asociado a la 5—esfera obteniendo:

N\/_

3(60 — )
=)

(5.44)
A diferencia de la D3-brana para la trayectoria circular en este caso tenemos
dos cantidades conservadas, el momento asociado a F' y a 6. Calculando ambas
ecuaciones de movimiento y fijando ¢ = 6, obtenemos:

F = —cosfy/— det gs
k ‘ (5.45)
W(N — 1) = sin Oy cos Oy — Oy

3
Sps = do'do? [sin* &/ det gz, — F2—F(sin® 0 cos 9—|—§ cos 0 sin f—

En donde vemos que sorprendentemente el tensor F' es proporcional al volumen
Y., este resultado permite que las ecuaciones de movimiento para el embedding en
AdSs sean exactamente las ecuaciones de movimiento de NG [12], renormalizando
la accién con los términos de borde correspondientes el resultado del valor de
expectacién del Wilson loop viene dado por:

2N
SDS = 3_ Sin3 HDSfundamental (546)
T

En donde Stundamentar €8 1a accion on-shell asociada a la representacién fundamen-
tal. Este resultado encontrado por Hartnoll [11] es completamente general y valido
para cualquier trayectoria, asi como también para temperatura finita. En el caso
particular de la trayectoria hiperbdlica el valor de expectacién del Wilson loop
vendrd dado simplemente por (5.46) junto con el resultado de la cuerda (5.37) es

decir:
oY Aat,

Sps = — sin Oo(——) (5.47)
3 T
4Es decir que queremos:
__ 5 (5.42)
5 oo — ik '
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5.5. Hipérbola tipo tiempo en representaciones
simétricas

5.5.1. Calculo a partir del circulo

Para estudiar la descripcién del Wilson Loop hiperbélico (5.1b) en términos de
D3-branas podemos tomar como punto de partida el circulo. En ese caso teniamos
un circulo de radio R ubicado en el plano z°, 2! es decir que dicha trayectoria viene
dada por:

(%) + (21)* = R? (5.48)

Y la métrica de AdS en ese caso (4.21) tomaba la forma:
dZ—LQd2 dr? 4 ridy?® + dry + rade? 5.49
S—E(y+rl+rl¢+r2+72¢) (5.49)

Para describir la hipérbola tipo tiempo podemos notar que haciendo el cambio
2% — 2% en (5.48) obtenemos la hipérbola correspondiente:

— (2% + (1) = R? (5.50)
En este caso la métrica de AdS toma la forma:

»_ L2

ds e (dy® — (d2°)? + (dz')? + (da?)® + (dz®)?) (5.51)

Y podemos introducir el cambio de coordenadas:

2% =ry sinhar, 23 =rysing,
L 4 (5.52)
x+ =rycoshar, x¥ =1Teco8¢.
Ante el cual la métrica (5.51) toma la forma:
L2
ds* = ?(dgf +dr? — a*ridr® + dry + r3d¢?) (5.53)

En el caso del Wilson Loop circular introdujimos el cambio de coordenadas (4.24)
que llevaba el problema a sus coordenadas naturales, dada la similitud entre las
métricas (5.53) y (5.49) podemos introducir ahora un cambio de coordenadas
analogo:

a~lcosn a~!sinh psin@ a~lsinny

ne cosh p — sinh pcos 6’ 2= cosh p — sinh pcos 6’ v= cosh p — sinh pcos @

(5.54)
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Con este cambio la métrica toma la forma:

L2
—— (dn* — a* cos® ndr* + dp* + sinh? p (d6* + sin® 6dg) ) . (5.55)
sin® 7

ds® =

Los rangos de estas nuevas coordenadas son
pe0,00), 00,7, nelom/2, re(-o0,00), ¢€l0,21].  (5.56)

En estas coordenadas, tomar 7 — 0 nos lleva al borde de AdS. Por otro lado,
tomar  — 0 y p — 0 equivale a tomar y — 0, 75 — 0 y r; — a~!. Es decir que
n — 0y p — 0 equivale a pararse en la trajectoria (5.1) en el borde de AdS.

Para hallar la D3-brana dual al lazo de Wilson (5.37) en una representacién to-
talmente simétrica tomaremos (7, p, 0, ¢) como coordenadas del volumen de mundo
y buscaremos una funcién 7(p) que minimice la accién de la D3-brana con condi-
cién de contorno:

7(0) = 0. (5.57)

A partir de la métrica de AdS (5.55), el cambio de coordenadas (77 y la eleccién
de coordenadas para el volumen de mundo podemos calcular la accion de Dirac-
Born-Infeld y de Wess-Zumino (4.7) obteniendo:

r alN sinfsinhp "
DBI = :
2m3/X_ sin'n) (5.58)
\/)\ cos?n (9gn? + sinh? p (1 + 9,n?)) — 42 F2, sin® 7 (sinh?® p + 9pn?)

aN sin @ sinh p cosn
Lwz=—7= 7 X
272 sin® n

[ il +sinnd sinh p — cos 6 cosh p sin 0 5 }
sin cos sin
P g e sinn(cosh p — cos # sinh p) o1

(5.59)

Nuevamente el campo A(p) no aparece en el lagrangiano del sistema por lo que
tenemos una cantidad conservada:

cosh p — cos # sinh p

oL

Il =
Oy,

(5.60)

En donde estamos definiendo II = sinfII, con II una constante. Por lo que si
queremos la carga correspondiente a la cuerda fundamental es necesario realizar la
integral en 6 primero. De esta manera podemos obtener la componente del tensor:

RV A cot g csc n\/((ﬁgn)Q +sinh® p (9,m)2 + 1) (5.61)
F,,= 5.61
27T\/( (Ogm)? + sinh? p) (Sinh2 p (9gm)? csct n 4 sinh? pesct ) + i2)
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Y las ecuaciones de movimiento:

oL o0 90L 0 oL

oA e 5.62
on 00955 Opog (5.62)

Para resolverlas proponemos de igual manera que en el caso circular un ansatz:
sinng = & *sinh p (5.63)

Utilizando la componente del tensor (5.61) y el ansatz (5.63) vemos que es solucién
a las ecuaciones de movimiento (5.62) si

akN
™A

Con el resultado podemos calcular el valor de expectacién del Wilson Loop eva-
luando on-shell la accion (5.58), (5.59):

I = (5.64)

ak’N
a / drdpdfdd

sin 6 cos fesch?p

S=-
cos ) — coth p
af2N /2 sinh p=sinnk (565)
= dT/ dp(pcoth p — 1)csch?p

2
Q —Tp/2

En donde realizamos la integral en ¢, # e introdujimos un cut-off pg ya que sino la
integral no converge. Realizando esta integral y posteriormente tomando el limite
en el cual py — 0 vemos que el resultado no tiene divergencias y viene dado por:

N
Sy = “W;p (m/&? 1 —sinh™! n) (5.66)

Para calcular los términos de borde repetimos el andlisis realizado en el caso del
Wilson Loop Circular, para el campo recordamos que definimos II = ksin  por lo
que el término de borde vendra dado por:

2 NFE Tp/2 p=asinhi
sin 0 N5 B drdpds — 2405 / csch?p
77\/_ —7p/2 P0
2aN Tp
- 2

(5.67)

(/% coth pg — /%\//%274—0

™

Mientras que para el término asociado a 7 el término correspondiente sera:

ak’N sin fesch®py/72 — sinh? psin ™" (22:2)
drdfnp, )™ = | drdf & 5.68
/ 0l / ’ 2712 (coth p — cos ) (5.68)
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Y realizando las integrales obtenemos el término correspondiente:

2 N inh
4T (K pocsch® pgy/ &2 — sinh? py sin ™ (s1n~ po)) (5.69)
2 R

Juntando ahora la accién (5.66) y los términos de borde (5.69), (5.67) obtenemos
el valor de expectacion del Wilson Loop hiperbélico:

aNT, (V&2 + 1% + sinh™' &)

2

S =

(5.70)

™

5.5.2. A la Mikhailov

La solucién (4.55) para el embedding de la D3-brana encontrada en [9] permite
el estudio del Wilson Loop holografico para trayectorias tipo tiempo arbitrarias.
Las coordenadas del volumen de mundo vienen dadas por 7., 2,0, ¢, de acuerdo a
la prescripcion presentada originalmente por Hubeny-Semenoff [14] para la repre-
sentacion fundamental y la existencia de un horizonte de eventos en el caso del
movimiento unidimensional (4.65) vemos que los rangos de las variables vendrén
dados por:

z € [20, 21 » ¢ €0,2n], 6 el0,7/2], 7, € (—00,00) (5.71)

Con esta eleccién de coordenadas de volumen de mundo, el embedding (4.55) y la
forma usual:

L4
Cy = —da® Ndx' A da® A da? (5.72)
z
Podemos determinar la accién para la brana:

~/ /2 2 4sin 6 cos 0 (7,)
= d d d . 5.
Lppriwz /o oy T/ ¢/ 2= 20— #(1)?) (5.73)

El horizonte de eventos z, (4.65) es una funcién no trivial en 6 por lo que es
necesario integrar primero en z y luego en 6:

/2 4sin 6 cos 0 (7,) 20
L = / df / dr / d “lo 5.74
DBI+WZ )2 (b 1 — I‘(Tr>2> g Zh(e, Tr) ( )

A partir de la forma de esta integral puede verse que si el horizonte z, no tuviese
una dependencia explicita en 6 el resultado seria nulo, esto permite simplificar
la integral separando los términos log ﬁ que dependan de @, de esta manera
y realizando la integral obtenemos que la accién on-shell para una trayectoria
unidimensional arbitraria viene dada por:

Loprawz =2rL* (sinh™ & — /i 1) / ] dr, (5.75)

T2 —
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Vemos que en el resultado la dependencia en k se factoriza exactamente indepen-
dientemente de la curva z(7,) que tomemos. Para obtener el resultado final es
necesario considerar nuevamente los términos de borde, las componentes no nulas
del tensor F),, son F,, ., F, 4 por lo que para obtener la transformada de Legendre
que buscamos es necesario integrar la expresiéon correspondiente a cada componente
del tensor (4.63) para obtener la componente del campo A, obteniendo entonces:

z A1 — 122
// / dododr, A, PEPELWZ | _ // / dpdar, L SmOVI =2
8FT 2 20 20
apT (5.76)
DBI+W Z
// / dododr, Ag—g2EE

Falta considerar el término asociado a la coordenada radial z que vendra dado por:

/ / / dgdodr, (%DB”WZ - / / / d(bd&dn wL 81“29)5 5| (@2 =)+
— ZL‘)

+ 22K cos 0i2V1 — 24 — 22Kk cos OV1 — x%} -
20
(5.77)

Zh
=0

20

Juntando ambas expresiones para los términos de borde (5.76) y (5.77) se puede
ver que 2o — 0 no tiene ninguna divergencia, y realizando las integrales vemos que
el resultado viene dado por:

4w L* sinh™! li/ $2| _‘ . dr, (5.78)

Ahora el valor de expectacion del Wilson Loop holografico vendra dado por:

SDBI+WZ - Sborde = —27TL4 (Ii\/ K2 + 1+ sinh_l /i) /% dTT (579)
Vemos que efectivamente la solucion del area descrita por la D3—brana dual al
Wilson Loop para una trayectoria arbitraria x(7,) tiene factorizada su componente
asociada a k y es exactamente el mismo resultado que en el caso del circulo (4.39).

La trayectoria hiperbdlica tipo tiempo (5.1b) es un caso particular de una
trayectoria del tipo z(7,), en particular la expresién para la misma puede obtenerse
facilmente:

r=+ya?+ 72 (5.80)

A partir de la solucién (5.79) podemos encontrar autométicamente el resultado
para esta trayectoria realizando la integral en 7,.:

Shiperbola = onL* (m/ k2 + 1+ sinh™! /{) sinh™!(aT) (5.81)
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En donde introdujimos un cut-off T en el tiempo retardado del quark. El mismo
puede relacionarse con el tiempo propio 7, en el caso en que 7, — oo mediante:

err

T~ — 5.82
o7~ (5:52)

De manera que en dicho limite recuperamos la expresion obtenida previamente

(5.70).
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo a futuro

Durante los ultimos anos, el estudio de la teoria de cuerdas en el marco de la
conjetura AdS/CFT, originalmente propuesta por Maldacena en [18], ha generado
diversas lineas de trabajo. Debido a que dicha dualidad relaciona los régimenes de
acoplamiento debil/fuerte es necesario desarrollar métodos que permitan obtener
resultados exactos en la teoria de campos que permitan chequear la conjetura de
manera no trivial. Técnicas de integrabilidad o localizaciéon son ejemplos en los
cuales esto es posible, dentro de este 1ultimo es que podemos entender el calculo
del valor de expectacion del Wilson loop circular en términos tanto de cuerdas
fundamentales como de D—branas. Encontrar otras trayectorias supersimétricas
en las cuales sea posible encontrar un argumento similar al de la trayectoria circular
es un desafio abierto.

El estudio de la trayectoria hiperbdlica, en la cual de manera analoga al circulo,
tiene el resultado a 1-loop constante (5.9), los diagramas de interaccién se cancelan
a orden g*N? y es también una trayectoria que preserva 1/2 de las supersimetrias
[2] permite conjeturar que también hay un argumento de localizacién que arroja el
resultado exacto. De igual manera, esta trayectoria es el caso mas simple en el cual
se puede utilizar la construcciéon de Mikhailov [20], la extensién a representaciones
de rango mayor hecha por Guijosa, Fiol & Pedraza [9] y la propuesta introducida
por Hubeny & Semenoff [14], para tratar la aparicién del horizonte de eventos en
dichas construcciones a la hora de evaluar on-shell la accién, para representaciones
de rango mayor del grupo de gauge.

Para esta trayectoria encontramos que efectivamente para la representacion
fundamental el resultado del limite de supergravedad de la teoria de cuerdas (5.37)
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concuerda con el cdlculo mediante el modelo de matrices (5.24):

A/Xan]

<W>cuerda5 = €Xp [
(6.1)

<W>N=4 e [@]

= N— ex 1
V26 rar, ) F

En donde para encontrar esta concordancia fue necesario integrar hasta el horizonte
de eventos.

Para la representacion anti-simétrica del grupo de gauge el modelo de matri-
ces fue resuelto en [12] y concuerda con el célculo en términos de D5—branas
presentado en (5.47):

2N . Va
<W>D5 = eXp [g SlIl3 90( WTp)]

W) = Ry

Para la representacion simétrica del grupo de gauge el cédlculo en términos de
D3—branas se realizé de dos maneras distintas, una de ellas puede entenderse en
términos de la continuaciéon analitica del circulo en la hipérbola mientras que para
la otra se utiliz6 la construccién de Guijosa, Fiol & Pedraza [9] la cual involucra
el horizonte de eventos presente en el volumen de mundo de la D3—brana. Si
bien este célculo es bastante intrincado debido a la forma del embedding (4.53)
es sorprendete que la dependencia en k se factorice independientemente de la
trayectoria z#(7,) elegida arrojando el mismo resultado que el presentado en el
otro método:

aNT, (RVR? + 1+ sinh™ &)

(W)ps = exp | —i 5

(6.3)

™

Sin embargo si tomamos el resultado del modelo de matrices para la representacion
simétrica (5.28) observamos una discrepancia con (6.3) si tomamos que:

)k
alN

de manera andloga al caso del circulo, en donde ahora k es el rango de la repre-
sentaciéon del grupo de gauge

(6.4)

K=

Ko/ [ K2a?AT? kaT\/X> (65)

W) = 2N 1 inh™*
< > exp[ <4N7T + 1622 + sin AN~
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Si bien la forma funcional de ambas soluciones es la misma, la dependencia con
los parametros fisicos del problema (a,T") es distinta. El resultado del modelo de
matrices corresponde a la re-sumacion de los diagramas tipo ladder por lo que
esta discrepancia podria deberse a que a ordenes mayores en A los diagramas de
interaccién no se cancelan. También cabe preguntarse qué sentido tiene mantener
dentro de (6.5) el sinh™" y la raiz cuadrada si el resultado es vélido en el limite
T — o0, es decir que tendriamos:

(6.6)

(W) == exp {w—ﬂ

k2 Xa®*T 2]
que resulta ser la exponenciacién del resultado a 1-loop (5.9) de acuerdo a lo
propuesto en [diego] .

Por otro lado, en el caso de la representacién fundamental fue clave el orden en
el que se tomaron los limites en el modelo de matrices (5.25,5.26) para recuperar
el resultado de la teoria de cuerdas, esto podria indicar que en el caso de repre-
sentaciones de rango mayor esa sutileza entra en juego en la construccién de la
solucién presentada por Hartnoll [12]. Por tltimo no es obvio que la identificacién
entre k y A (5.64) tenga que ser exactamente la misma que en el caso circular, si
dicha relacién incluyese un término proporcional a T"'/? recuperariamos el resulta-
do buscado, sin embargo no hay algin motivo aparente que nos permita dilucidar
qué relacion es la correcta.

A pesar de esta discrepancia entre los resultados el método propuesto por
Hubeny, Semenoff para tratar el horizonte de eventos parece funcionar, esto abre
la posibilidad de continuar trabajando con la construccién propuesta por Guijosa,
Fiol & Pedraza (4.53 para trayectorias arbitrarias tipo tiempo, para esto serd
necesario estudiar la estructura de la métrica inducida en el volumen de mundo
de manera tal de poder evaluar el valor de expectacién del Wilson loop para
trayectorias mas arbitrarias. Si bien no existen resultados exactos conocidos para
dichas teorias, esta conjeturado [Diego| qué en el limite kK — oo se produce una
exponenciacion eikonal del resultado a 1-loop, resultado que podria verificarse para
este conjunto de trayectorias. Dentro de esta verificacion futura, un primer paso
puede ser la trayectoria hiperbodlica tipo tiempo:

o" = a~* (cosh ar,sinhar, 0, 0) (6.7)

en este caso los términos de borde presentes en (5.11) no se cancelan por lo que no
se espera que el resultado venga dado por la suma de los diagramas tipo ladder, el
resultado de D3—brana dual para la representacion simétrica fue obtenido conside-
rando la transformaciéon conforme correspondiente y presenta, como es de esperar,
una estructura del tipo Hy x S?. Esta solucién introduce una nueva divergencia
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debido a la extensiéon de Hy para la cual es necesario introducir un ordenamien-
to de los limites a tomar para poder recuperar el limite de Kk — oo y asi poder
corroborar esta conjetura.
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Apéndice A
Wilson Loops en N =4 SYM

La definicién del Wilson Loop supersimétrico introducida en (1.42):
1 A
W(C) = NTrPexp[j{ dr(i AT, 2" (1) + O (z)y;)] (A1)
c

Determina el acoplamiento de los campos de la teoria con la trayectoria z*(s) de
una particula cargada, dicho acoplamiento no es trivial y puede obtenerse recor-
dando que para una teoria que contenga campos de materia en la representacién
fundamental de G la definicién del operador de Wilson loop viene dada por una
funcién de correlacion de dichos campos en términos de la integral funcional. El
factor de fase que acompana al resultado determina entonces el acoplamiento y
por ende la definicién del WL.

Sin embargo la teoria A/ = 4 SYM no cuenta con campos de materia, es
decir que es necesario introducir bosones W mediante un mecanismo de higgs.
Consideremos la teoria con grupo de simetria SU(N + 1) que rompemos mediante
el mecanismo de higgs a SU(N + 1) — SU(N) x U(1), esta ruptura de simetria
introducira en la teoria de campos un quark masivo que es denominado bosén W
debido a que es un bosén de Goldstone. Esta ruptura de simetria puede pensarse
tambien en la descripcién dual en términos de branas, N'=4 SYM con grupo de
simetria SU (N + 1) se obtiene considerando un stack de N +1 D3—Branas en una
teoria de cuerdas tipo IIB en AdSs x S°, el mecanismo de higgs dual a la ruptura
de simetria consiste en tomar una de las D3—Branas y separarla del stack, este
proceso permite que las cuerdas abiertas puedan empezar/terminar en el stack
remanente de N Branas y se extiendan hasta la brana separada, una cuerda que
empieza en el stack y termina en la brana obtiene una masa proporcional a la
longitud de la separacion, si queremos obtener un quark que no sea dinamico, o
que sus fluctuaciones sean irrelevantes es necesario darle una masa muy grande o
lo que es equivalente alejar la brana del stack una distancia infinita.
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El operador de Wilson definido en (A.1) incluye solamente campos bosénicos,
esto se debe a que la parte fermiénica puede obtenerse mediante la accion de
supersimetria [10], es decir que dicho operador no es primario y puede obtenerse
de (A.1). Consideremos entonces una teorfa tipo N/ = 4 SYM con grupo de simetria
SU(N + 1) de manera tal que la parte bosénica de la accién viene dada por:

T S U T TP, A

S=1Fu + 5(Du®i)” = 7[@i, & (A.2)
La ruptura de simetrfa SU(N+1) — SU(N)xU(1) descompone esquematicamente
los campos ®; y A, segun:

- A, w - D w
i (w,li a:) = (uf o) (4.3)

En donde ahora A, es el campo de gauge en SU(N) (en donde estamos ignorando
los indices de color a por simplicidad), a,, es el campo asociado a U(1), M es una
constante, #? = 1 y w; es el bosén que usaremos para construir el Wilson Loop.
Podemos introducir esta expansién de los campos en la accién bosénica (A.2)
obteniendo:

A 1 1 1 1
S =+ i+ 5(Du®)" = (@3, 0 + 2(9,M6:)” + (9yu0.))”

1

1
+ 5((Du —dap)w;)? + - (A.4)
1 1 1 .
=Ssun) + +§(8#M91)2 + Zfil' + §<<Du — da,)w;)”

1
+ §wj (B, — M6)%6;; — (B; + MO (D, + MO;))w,; + - - -

En donde F),, y f,. son los esfuerzos asociados a SU(N) y U(1) respectivamente y
- representa términos de orden mayor en w; que no aportan para la construccion
del operador.
Para facilitar el anélisis podemos tomar 6; en la direccion 1 de manera que el
término de masa para w; viene dado por:

dado que estamos en la fase superconforme de la teoria los campos ®; tienen valor
de expectacién nulo y fluctuaciones pequenas por lo que podemos afirmar que el
autovalor de la masa es: ®; — M#;)? de manera que los dos términos presentes en
(A.5) por:

wh(®; — MO,)*w (A.6)
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a partir de la accién (A.4) podemos observar el término cinético para el bosén que

viene dado por:

(D= i)’ (AT

Para construir el Wilson Loop consideraremos la funcién de correlacién para w:

(' (z)w(z)w(y)w' (y)) = /DANDCIDtiDauDM@eSwT(:c)w(x)w(y)wT(y)
(A.8)

que se puede entender como la circulacion del bosén w una vez integrado en y.
Utilizando (A.6), (A.7) y (A.4) podemos realizar la integral en Dw obteniendo:

(@@l ) = [ DMODcap( [ 5@M00 +112) [ DADBe S

1
X
< {y : 2
Yy ;
—5(Dyy — ia,)? + 5(®; — M6;)?
(A.9)
La funcién de dos puntos que aparece puede escribirse:
(a 1 )
x =
_%(Du —ia,)? + l(q)i — M6;)? /
/dT <LU| (D# iap)?— (<I> —M6;) |y>
N ) . , (A.10)
/dT/ (s)Dp(s)e Jo ds(=idu(s)ph— 3 (PutAptan)?— 5 (@~ M6;)?)
1‘(0)::{:
'I(T 1.2 . . . . 1 2
/dT/ efo dS z (5)+2Auz”+7«a;ﬁvu—5(@@—M9i) )

Juntando todos estos resultados e integrando en y (A.8) obtenemos el resultado:
[ vt @taete’ () -
/ DM;e ) 0uhl6) / dT / Yo~z Jo ds(@i A1) (A.11)
/D%e}1 (fuw)? o § dsiapit /DAMDq)ie_SSU(N)efds(iAuj:“(s)§¢%+M<I>i9i)

El resultado previo (A.11) contiene muchos términos que requieren andlisis. En
primer lugar el término M? [ £(9,0;)? representa la accion para un campo libre 6;,
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en el caso en el que rompemos SU(N + 1) alejando infinitamente la brana M se
vuelve muy grande y el término puede analizarse clasicamente. Se puede observar
la presencia de un término asociado al campo de gauge a, que vive en la brana
junto con el operador de wilson correspondiente (de manera andloga al visto en
QED en (1.15)), cémo estamos considerando el limite en que N > 1y M > 1 este
término serd de segundo orden. El segundo término en (A.11) considera todas las
trayectorias posibles x#(s), de hecho no es invariante frente a reparametrizaciones
de la curva. Se puede definir una parametrizacién general:

s — 3(s)
5(0)=0 (A.12)
S(s)=T

Para tener en cuenta el aporte de distintas parametrizaciones podemos realizar la
integral sobre ¢(s) = d5/ds en la accion:

T 1. T : 1 ,
- / ds(=1>, 4+ cM?) + / ds(iA,z" — 05(1)22 + cM®;6") (A.13)
0 ¢ 0

en el caso en que M > 1 el primer término domina la integral por lo que se

localizard en: 0
o (s
o =0 (A14)
Con esta condicién vemos que el término que depende de ®7 es despreciable. Jun-
tando todos los resultados obtenidos:

/ dy (" ()w(z)w(y)w (y)) =

Da(s)e #MI / DA, DD e Ssun elo (14" +i|#:6)

(A.15)

notando que el término [ dsM|z| es simplemente la Masa por la longitud de la
curva y podemos extraerlo fuera de la integral funcional, obteniendo entonces el
acoplamiento buscado para el Wilson Loop.
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Apéndice B

Embedding de D3—branas para
trayectorias arbitrarias

A partir de la solucién presentada originalmente por Mikhailov fue posible
proponer un embedding de D3—brana para una curva C tipo tiempo en el caso
en que la velocidad dependa del tiempo (4.53) y encontrarlo explicitamente para
el movimiento unidimensional. Sin embargo, en el caso de un movimiento tri-
dimensional arbitrario, es necesario dar una prescripcién exacta para el vector
unitario n#(7, 0, ¢) presente en (4.53), esto es equivalente a elegir etiquetas (6, ¢)
para los rayos de luz emitidos en las diferentes direcciones de la esfera S? que
rodean a la trayectoria (7).

Para considerar una velocidad arbitraria v* podemos simplemente considerar
el vector vi, = (1,0,0,0) en reposo y realizar la transformacién de Lorentz:

g ! YU2 YU3
yop 1+ i v Yvivg
AP — 1 T+ 149, 14y (B.1)
v YVa Y2uivg + Y vy Y2vav3 :

1+ 14 14

2 2 2.2

Yvivs Y vavs ACE

s 1+y 1+y 1+ T+y

En donde v; son las componentes de la 3—velocidad. En el caso en que el movi-
miento este acelerado en mas de una direccién y quisiésemos utilizar este boost
para definir n*(7, 6, ¢) aparece una sutileza debido a que puntos sucesivos en la
trayectoria no estarian relacionados solamente por un boost sino que también de-
berfan incluir una rotacién. La manera de construir entonces el vector n(r, 0, ¢)
es pedir que este sea transportado paralelamente a lo largo de la linea de mundo
segtn la ecuacion del transporte de Fermi-Walker:

o.n* = (n-0;v)v” — (n-v)ov" (B.2)
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el altimo término no aporta ya que en nuestro caso n - v = 0. Entonces para cons-
truir el vector n* (7,0, ¢) necesitamos en un tiempo 7y aplicar el boost (B.1) para
definir n* (7,0, ¢) y luego evolucionarlo mediante la ecuacién (B.2) para encon-
trar n* para tiempos arbitrarios como queriamos, por lo que la métrica inducida a
partir del embedding (4.53) se obtiene por un calculo dirécto. Para obtener el em-
bedding total hace falta también el tensor eléctrico que puede obtenerse mediante

[9]:
Va1 VA

Frz:__y Fr:__8T'7
T o 2 tro = T ot T2 (B3)

A
th:—\g—;/{sinQ@trv-ng, FzGZFZ¢:F9¢:O

93



Apéndice C

Términos de borde para la
hipérbola tipo tiempo

Para estudiar la cancelaciéon de los términos de borde presentes en (5.11) es
conveniente utilizar la parametrizacion:

X! = (sinh(T), £cosh(T),0,0) (C.1)

Debido a que la insercion de t9,t3 puede ser tanto en una rama como la otra
introducimos la notacién +4, —— para cuando la inserciéon se encuentra en la
misma rama que t; y +—, —+ cuando se encuentra en la otra. Con esto los términos
correspondientes que aparecerdn en la cuenta serdn: e introdujimos ¢;; = t; — t;,

Sistema ++ - - +-
(XD — X2 | 2(1 — cosh(ty;)) | 2(1 — cosh(ti;)) | 2(1 + cosh(t;y))
):((i)u)'(/(ﬂ) sinh(t;;) sinh(t;;) —sinh(t;)
X(i)“X,(f) —cosh(t;;) —cosh(t;;) —cosh(t;)
fij = t; +t;. Definimos por simplicidad:
A = aflzW —2@12 4 ay|z® — 2O 4 By|2® — 22 (C.2)

queremos ver entonces que los términos de borde presentes en:

(1@ 4 21 53) (1@ 4 510 @) [B
///dtldtgdtga(”e(tl,tg,tg)(’x [#7] + 310 )+//dt2dt3[e(t1,t2,t3)(’x 2] + #°0.2 )]

A2w73 A2w73
(C.3)

se anulan exactamente en el caso en que el cut off T — co. En total hay 8 combi-
naciones posibles que vendran dadas por la siguiente notacién (+, 4, +) en donde
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cada lugar corresponde con ty,ty,t3 y £ con cada rama de la hipérbola. A modo
de ejemplo podemos considerar el término (—, 4, +):

1 — cosh(ty3) =T

afB(1 + cosh(tiz)) + ay(1 + cosh(tiz)) + By(1 — cosh(tsz))

(C.4)

t1=T

Tomando el limite 7" — oo y quedandonos a primer orden en 7" obtenemos:

1 < 1 1 ) (C.5)

o\ T e 3T fe

De igual manera es posible realizar los otros casos. Para analizar la cancelacion lo
unico que falta tener en cuenta es que cuando estamos en la rama de la izquierda
estamos recorriendo la hipérbola de +0o0 a —oo, y para que todas esten en el
mismo sentido tenemos que hacer el cambio t; = —t;, de esa manera todas las
contribuciones seran:

Peny 1 1 1

a E(V + Belta=ts) 4 4 56—(t2_t3)> (C.6)
B 1 |

a E(v — Belta—ta) 4 — 560”2)) (C.7)
3. (+,+,—) 1 1 1

Ca <7 — Belta=ts) 4 4 56—(t2_t3)> (C.8)
4. (= = +): 1 1 1

i 5(7 — Be~(ta—t2) 4 — 5e(t3+tz)> (C.9)
5 (—,+,—) 1 1 1

* 5(7 — Be~(ta~ts) 4 — 56_(t2_t3)) (C.10)
6. (+,—, —) 1 1 1

T <’y + Be~(s=t2) 4 56@“2)) (C.11)
7. (4,4, +)

! ( ! ! ) (C.12)

o\ T T B Ty pe
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1 1 1
B 5(7 + Belts—t2) N v+ ﬁe(t3t2)> (C.13)
En donde vemos que efectivamente se cancelan todos los términos presente
pero que esta cancelacion sucede debido a la presencia de las dos ramas, ya que
las cancelaciones de los términos no son entre términos de la misma rama. Esto
determina que en el caso de la hipérbola tipo espacio (en la cual solo contamos
con una rama) no esperamos que se cancelen los términos de borde de acuerdo a

2]
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