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Resumen y Abstract  IX 

 

El efecto Aharonov-Bohm en materiales semiconductores de carácter topológico analizado 

desde la ecuación de Dirac-Weyl 

Resumen 

El presente trabajo aborda dos tópicos centrales: el primero es el estudio de los potenciales en la 

física desde una perspectiva de revisión de literatura con el fin de intentar encontrar una relación 

entre el efecto Aharonov-Bohm, la topología del espacio y los potenciales físicos. El segundo es el 

análisis teórico del grafeno en una estructura semiconductora de punto cuántico, para su estudio se 

realiza el análisis del hamiltoniano de Dirac-Weyl en coordenadas cilíndricas; en primera instancia 

se considera el sistema sin presencia de potencial reproduciendo y ampliando los resultados 

obtenidos por los investigadores Serrano, Avalos y Cabrera en su artículo  titulado “Enhancing the 

energy spectrum of graphene quantum dot with external magnetic and Aharonov-Bohm flux fields”, 

y posteriormente se propone el análisis de los niveles de energía del sistema al someterlo a una 

diferencia de potencial 𝑉0. La solución de los niveles de energía y la ecuación de onda se hallan 

empleando el método fórmula, un método de solución de ecuaciones diferenciales de segundo orden 

que consiste en determinar coeficientes por medio de la comparación con la ecuación patrón; la 

fiabilidad y precisión se corrobora al solucionar la función de onda y los niveles de energía con el 

método WKB y comparar los resultados. Por último, se observa que los niveles de energía en 

presencia de un potencial 𝑉0 aumentan y disminuyen la separación entre cada nivel, además la 

presencia del flujo Aharonov-Bohm en el sistema influye en la diferencia de cada nivel de energía. 

 

 

Palabras clave: Ecuación de Dirac-Weyl, Fermiones de Weyl, Método Fórmula, Spinor de 

Weyl, Gauges, Potenciales, Simetrías. 
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The Aharonov-Bohm effect in topological semiconductor materials analyzed from the Dirac-

Weyl equation 

Abstract  

The present work addresses two central topics: the first is the study of potentials in physics from a 

literature review perspective in order to try to find a relationship between the Aharonov-Bohm 

effect, the topology of space and physical potentials. The second is the theoretical analysis of 

graphene in a semiconductor quantum dot structure. For its study, the Dirac-Weyl Hamiltonian 

analysis is carried out in cylindrical coordinates; In the first instance, the system without the presence 

of potential is considered, reproducing and expanding the results obtained by researchers Serrano, 

Avalos and Cabrera in their article entitled “Enhancing the energy spectrum of graphene quantum 

dot with external magnetic and Aharonov-Bohm flux fields”, and later, the analysis of the energy 

levels of the system is proposed by subjecting it to a potential difference 𝑽𝟎. The solution of the 

energy levels and the wave function are found using the formula method, a method of solving 

second-order differential equations that consists in determining coefficients by means of comparison 

with the standard equation; Reliability and accuracy is confirmed by solving the wave function and 

energy levels with the WKB method and comparing the results. Finally, it is observed that the energy 

levels in the presence of a potential 𝑽𝟎 increase and the separation between each one decreases, in 

addition the presence of the Aharonov-Bohm flow in the system influences the difference of each 

energy level. 

Keywords: Dirac-Weyl equation, Weyl's fermions, Formula Method, Weyl's spinor, Gauges, 

Potentials, Symmetries. 
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1. Preliminares 

1.1 Introducción 

En el presente trabajo se abordan dos ejes centrales para el desarrollo de la investigación y de cada 

uno de los resultados que se plasman en la tesis; el primero es el desarrollo de una revisión de 

literatura sobre los potenciales en la física, enfocado en su origen desde la electrodinámica clásica, 

la teoría gauges, y el cómo desde la mecánica cuántica la elección de un vector potencial magnético 

o un potencial eléctrico modifica las propiedades especificas del modelo que se estudia. Además se 

enlazan las ideas descritas por Yakir Aharonov y David Bohm sobre el efecto Aharonov-Bohm con 

los conceptos de topología, causalidad y el cómo la fase 𝜙𝐴𝐵 es recurrente en materiales de baja 

dimensión y que presentan características topológicas como el grafeno.  

El segundo eje central de la tesis es la profundización, conceptualización y desarrollo de la ecuación 

de Dirac-Weyl en materiales semiconductores; para tal fin, se inicia la tesis brindando al lector unos 

fundamentos teóricos básicos que dan sustento a lo que se desarrolla durante todo el documento. 

Posteriormente se limita el estudio a un solo material topológico que cumpla con algunas 

características específicas: 1) que se pueda modelar por medio de la ecuación de Dirac-Weyl, 2) que 

sea un material de interés científico actual y 3) que sea un material de baja dimensionalidad. Un 

material que cumple con las condiciones descritas es el grafeno en una nanoestructuras de punto 

cuántico.  

Con la selección del material que se desea estudiar y el tipo de estructura semiconductora se plantea 

dos preguntas para seguir la investigación: 1) ¿Qué método matemático emplear para la solución del 

sistema? ¿Qué aporte se puede realizar al estudio del material?  

El método que se plantea para el desarrollo teórico de la ecuación de Dirac-Weyl es el Método 

Formula, un método de solución de ecuaciones tipo Schrödinger basado en una transformación de 

las variables espaciales Ψ(𝑟) → Ψ(𝑠), tal que, sea posible comparar con la ecuación patrón propia 

del método y de esta forma se determinan constantes que involucran las variables de interés; para el 

análisis de los resultados se enfoca la tesis en hallar los niveles de energía y la función de onda del 

sistema. Luego del método sigue el aporte que brinda el documento, para tal fin se sigue el estudio 

realizado por [1] como punto de partida, con el fin de reproducir, ampliar y profundizar lo realizado 

en el artículo; se propone el estudio del hamiltoniano al someter el sistema a una diferencia de 

potencial constante 𝑉0. En ambos casos se determina la función de onda y los niveles de energía, y 

se hacen análisis de las variables que alteran de forma global la energía. 



18 El efecto Aharonov-Bohm en materiales semiconductores                                                              

de carácter topológico analizados desde la ecuación de Dirac-Weyl   

 
Por último, se expone las conclusiones de la tesis, se resaltan los aportes en cálculos teóricos y en 

revisión de literatura realizado y se enuncian algunos trabajos y consideraciones que se pueden tomar 

para futuros estudios.  

1.2 Justificación e importancia de la investigación  

La justificación de la investigación se centra en tres pilares fundamentales 

 Interés y motivación: el interés y la motivación surge en ampliar los conocimientos de 

fenómenos cuánticos que se manifiestan en la materia condensada, para ello se busca hallar 

los niveles de energía y la función de onda de los sistemas que se plantean y se brinda una 

revisión para investigadores que comienzan en este campo de la física.  

 Novedad: la novedad se centra en: 1) el estudio del hamiltoniano de Dirac-Weyl en 

presencia de una diferencia de potencial eléctrico 𝑉0 constante, 2) la revisión de literatura 

en torno a los potenciales en la física y el efecto Aharonov-Bohm, 3) la comparación de los 

niveles de energía de los modelos con los niveles reportados de Landau y 4) el desarrollo de 

sistemas físicos por medio del Método Fórmula  

 Utilidad: la investigación de tópicos que incluyen materiales topológicos es de interés 

científico actual, al igual que su comprensión, modelamiento y propiedades que se derivan 

de sus características propias. En este sentido, la tesis tiene como utilidad brindar un primer 

paso a estos estudios en la sede, siendo una guía para los que apenas inician en tópicos 

similares y que desean adentrarse en su estudio. Además lo descrito de forma teórica se 

puede implementar en la práctica en avances tecnológicos que se fundamenten en 

propiedades ópticas y eléctricas.  

1.3 Objetivos  

1.3.1 Objetivo general  

Analizar teóricamente el comportamiento de los materiales semiconductores, específicamente los 

puntos cuánticos,  por medio del desarrollo teórico de un hamiltoniano y su estudio al solucionarlo 

por el método fórmula (FM), que originan el flujo tipo Aharonov-Bohm. 

1.3.2 Objetivos específicos  

 Comparar los niveles de energía obtenidos al solucionar el hamiltoniano de estudio 

con los niveles de Landau. 

 Revisar los resultados obtenidos al plantear un término de interacción  

 Comparar la fase tipo Aharonov-Bohm registrada en artículos de investigación 

recientes con los resultados teóricos que se obtengan. 

 Realizar una revisión en la literatura de los potenciales en la física y su relación con 

el efecto Aharonov-Bohm.  

 



 

 

 

2. Fundamentos teóricos 

En la presente sección se hará una contextualización de los conceptos básicos que se requieren para 

el desarrollo y comprensión de los tópicos que se abordaran en la tesis.  

2.1 Momentum angular  

La principal diferencia que surge entre el momento angular cuántico y clásico radica en su definición; 

en mecánica cuántica se define como un operador vector 𝑳̂ con componentes 𝐿̂𝑥 , 𝐿̂𝑦 𝑦 𝐿̂𝑧 que no 

conmutan entre ellas, es decir, no comparten funciones propias ni son medibles con precisión al 

mismo tiempo [2] [3].   

𝑳̂ = 𝒓̂ × 𝒑̂ (1) 

 𝐿̂𝑥 = 𝑦𝑝𝑧 − 𝑧𝑝𝑦 ;         𝐿̂𝑦 = 𝑧𝑝𝑥 − 𝑥𝑝𝑧 ;         𝐿̂𝑧 = 𝑥𝑝𝑦 − 𝑦𝑝𝑥   (2) 

[𝐿𝑖, 𝐿𝑗] = 𝑖ℏ𝜖𝑖𝑗𝑘𝐿𝑘 (3) 

2.1.1 Valores propios de 𝑳̂𝒛 

Los valores propios del operador 𝐿̂𝑧 son  

𝐿̂𝑧Ψ = ℏ𝑚Ψ ;  𝑚: número cuántico magnético (4) 

En el presente trabajo se abordara la simetría cilíndrica para el desarrollo de los problemas, por lo 

que se define el operador 𝐿̂𝑧 en coordenadas cilíndricas; cabe resaltar que para hallar la 

transformación de coordenadas cartesianas a cilíndricas se emplean las relaciones entre coordenadas 

y la regla de la cadena para los diferenciales correspondientes a (𝑟, 𝜑, 𝑧)  

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜑 ;     𝑦 = 𝑟𝑠𝑒𝑛𝜑;     𝑧 = 𝑧 (5) 

𝜕

𝜕𝑥
= 𝑐𝑜𝑠𝜑

𝜕

𝜕𝑟
−

𝑠𝑒𝑛𝜑

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
 ;     

𝜕

𝜕𝑦
= 𝑠𝑒𝑛𝜑

𝜕

𝜕𝑟
+

𝑐𝑜𝑠𝜑

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
 ;     

𝜕

𝜕𝑧
=

𝜕

𝜕𝑧
 (6) 

𝒑̂ = −𝑖ℏ𝛁 (7) 
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Empleando la definición de 𝐿̂𝑧 de la ecuación (2), reemplazando las ecuaciones (5) (6) y (7) y 

empleando la relación pitagórica cos2 𝜑 + 𝑠𝑒𝑛2𝜑 = 1 se tiene  

𝐿̂𝑧 = −𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝜑
 (8) 

Al hacer actuar el operador 𝐿̂𝑧 , en este caso en coordenadas cilíndricas, a la función de onda Ψ se 

halla la ecuación de valores propios del operador 𝐿̂𝑧  

−𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝜑
Ψ = ℏ𝑚Ψ (9) 

La ecuación diferencial anterior es una ecuación diferencial de primer orden cuyas soluciones son 

del tipo onda plana y corresponden a la componente azimutal de la función de onda Ψ 

Ψ𝜑 = 𝑒𝑖𝑚𝜑 (10) 

Por lo que la función de onda Ψ se escribe como el producto de la componente azimutal 𝜑 y la parte 

espacial 𝑟, 𝑧 

Ψ = 𝑒𝑖𝑚𝜑Ψ𝑟,𝑧  (11) 

En el caso particular que la función de onda sea un spinor, se tiene que la componente azimutal para 

sus componentes será de la forma    

𝜕

𝜕𝜑
Ψ = 𝑖𝑚Ψ →  Ψ𝜑1

= 𝑒𝑖𝑚𝜑 

𝜕

𝜕𝜑
Ψ = 𝑖(𝑚 + 1)Ψ →  Ψ𝜑2

= 𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑 

(12) 

Como se puede observar se suma un paso a la segunda componente azimutal para garantizar que las 

funciones de onda Ψ𝜑 no se encuentren en el mismo estado cuántico magnético. Esta representación 

es muy útil cuando se tienen fermiones que siguen el principio de exclusión de Pauli y que ya poseen 

una proyección del spin definida  spin up o spin down [4] 

2.2 Grupos 𝑺𝑼𝟐 𝒚 𝑺𝑶𝟐 

La teoría de grupos para SU2 y SO2 surge de forma natural al estudiar la teoría cuántica de spin no 

relativista, considerando el hamiltoniano o lagrangiano del sistema como invariante ante varias 

clases de transformadas de grupo. Para su estudio e ideas básicos se retomara el concepto del 

operador momentum angular 𝑳̂ en una nueva base generadora.  

Es posible reescribir el operador momento angular 𝑳̂ de un sistema de partículas con spin 1/2 como 

una matriz de 2𝑥2 que cumple con la propiedad de hermiticidad y de conmutación [4] 
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𝐿𝑥 =
ℏ

2
(
0 1
1 0

) ;   𝐿𝑦 =
ℏ

2
(
0 −𝑖
𝑖 0

) ;     𝐿𝑧 =
ℏ

2
(
1 0
0 −1

) (13) 

Las matrices que cumplen con las relaciones de conmutación y hermiticidad son las matrices de 

Pauli para partículas de spin 1/2 

𝜎𝑥 = (
0 1
1 0

) ;   𝜎𝑦 = (
0 −𝑖
𝑖 0

) ;     𝜎𝑧 = (
1 0
0 −1

) (14) 

El grupo SU2 (espacio especial unitario de dimensión 2) se define por la multiplicación de 

operadores con matrices generales unitarias de dimensión 2𝑥2 . De esta forma es posible verificar 

que las matrices de Pauli son un ejemplo del espacio SU2 [4] [5], dado que cumple con la condición 

de normalidad 

𝜎𝑖
2 = 𝐼2𝑥2 (15) 

El grupo SO2 (espacio especial ortogonal de dimensión 2) se define por la invarianza rotacional de 

sus elementos. En dos dimensiones se tiene que es una matriz dimensión 2𝑥2 que corresponde al 

operador rotacional 𝑅̂ 

𝑅̂ = (
𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑠𝑒𝑛𝜑

−𝑠𝑒𝑛𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜑) (16) 

Es posible generar la matriz de rotación asociada al grupo SO2 empleando las matrices de Pauli y la 

relación de Euler  

𝑒𝑖𝜎𝑦𝜑 = 𝐼𝑐𝑜𝑠𝜑 + 𝑖𝜎𝑦𝑠𝑒𝑛𝜑 = 

= (
𝑐𝑜𝑠𝜑 0

0 𝑐𝑜𝑠𝜑
) + 𝑖 (

0 −𝑖
𝑖 0

) 𝑠𝑒𝑛𝜑 = (
𝑐𝑜𝑠𝜑 0

0 𝑐𝑜𝑠𝜑
) + (

0 𝑠𝑒𝑛𝜑
−𝑠𝑒𝑛𝜑 0

) 

𝑒𝑖𝜎𝑦𝜑 = (
𝑐𝑜𝑠𝜑 𝑠𝑒𝑛𝜑

−𝑠𝑒𝑛𝜑 𝑐𝑜𝑠𝜑) 

(17) 

De esta forma se observa que la matriz 𝜎𝑦 es la matriz generador de la rotación en el espacio SO2, 

es decir, la matriz cumple con la invarianza rotacional.  

Las propiedades de los grupos SU(n),  SO(n), y en general  toda la teoría de grupos, son una forma 

matemática de describir la simetría de los sistemas físicos;  en el caso específicos de un sistema de 

partículas de spin 1/2 se tiene que estas han de ser invariantes ante rotaciones (trasformada tipo 

SO2) y sus elementos deben de ser unitarios (SU2) [6]. Los espacios que cumplen la teoría de grupos 

de dimensión dos poseen su set completo de elementos generados por las matrices de Pauli para 

fermiones de spin 1/2. 

2.3 Ecuación de Dirac-Weyl 

Se puede deducir la ecuación de Weyl partiendo de la ecuación de Klein-Gordon [7] [8] 
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(
ℏ2

𝑐2
 
𝜕2

𝜕𝑡2
− ℏ2𝛻2 + 𝑚2𝑐2)𝛹 = 0 

(−
ℏ2

𝑐2
 
𝜕2

𝜕𝑡2
+ ℏ2𝛻2)𝛹 = 𝑚2𝑐2𝛹 

(18) 

El objetivo transformar la ecuación (18) a una ecuación diferencial de primer orden, para ello se 

“factoriza” el operador diferencial del lado izquierdo de la siguiente forma 

(−
ℏ2

𝑐2
 
𝜕2

𝜕𝑡2
+ ℏ2𝛻2) = (𝑖

ℏ

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜶 ∙ ℏ𝜵) (𝑖

ℏ

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜷 ∙ ℏ𝜵) (19) 

Donde 𝜶 𝑦 𝜷 se consideran inicialmente como dos tri-vectores constantes e independientes de las 

coordenadas, el campo y las derivadas. Desarrollando el término de la derecha y reorganizando los 

términos  

−
ℏ2

𝑐2
 
𝜕2

𝜕𝑡2
+ ℏ2𝛻2 = −

ℏ2

𝑐2
 
𝜕2

𝜕𝑡2
+ 𝑖

ℏ2

𝑐
(𝜶 + 𝜷) ∙ 𝜵

𝜕

𝜕𝑡
+ ℏ2(𝜶 ∙ 𝜵)(𝜷 ∙ 𝜵) (20) 

Para que ambos lados coincidan se debe de cumplir que 𝜷 = −𝜶 y (𝜶 ∙ 𝜵)(𝜷 ∙ 𝜵) = 𝛻2, lo que 

implica que 

𝛼𝑖
2 = −𝐼2 

𝜶 ≡ 𝑖𝝈 

𝜎𝑖𝜎𝑗 + 𝜎𝑗𝜎𝑖 = {𝜎𝑖, 𝜎𝑗} = 2𝐼2𝛿𝑖𝑗 

(21) 

No existe un conjunto de tres números reales o complejos que pueda cumplir la relación de anti 

conmutación pero un conjunto especial de matrices si puede. Las matrices canónicas que satisfacen 

la ecuación (21) son las matrices de Pauli. Ahora se puede reescribir la ecuación (18) de la siguiente 

forma   

(𝑖
ℏ

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑖𝝈 ∙ ℏ𝛻) (𝑖

ℏ

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
− 𝑖𝝈 ∙ ℏ𝛻)𝛹 = 𝑚2𝑐2𝛹 (22) 

Al aplicar el operador  𝑖
ℏ

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
± 𝑖𝜎⃗ ∙ ℏ𝛻 sobre 𝛹 se obtiene un sistemas de ecuación [7]; dado que 𝛹 

es un spinor de dos entradas (𝜒𝐴, 𝜒𝐵), denominado un spinor de Weyl, se puede expresar el sistema 

de ecuaciones de Weyl como sigue  

(𝑖
ℏ

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
)𝜒𝐴 = 𝑖𝝈 ∙ ℏ𝛻𝜒𝐴 + 𝑚𝑐𝜒𝐵 

(𝑖
ℏ

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
) 𝜒𝐵 = −𝑖𝝈 ∙ ℏ𝛻𝜒𝐵 + 𝑚𝑐𝜒𝐴; 

(23) 

Las ecuaciones anteriores son las ecuaciones de Weyl acopladas por el término de la masa.  
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Un caso particular se presenta cuando la partícula que se describe posee una masa igual a cero, lo 

que corresponde a fermiones no masivos o fermiones de Weyl [9] [10] [1] Cuando la masa de las 

partículas es cero la ecuación de Weyl (23) se desacopla, por lo que se tiene  

(𝑖
ℏ

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
)𝜒𝐴 = −𝝈 ∙ 𝒑̂𝜒𝐴 

(𝑖
ℏ

𝑐

𝜕

𝜕𝑡
)𝜒𝐵 = 𝝈 ∙ 𝒑̂𝜒𝐵 

(24) 

Empleando el spinor de Weyl de dos entradas y la definición de la energía en cuántica 𝐸 = 𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑡
 se 

puede reescribir el sistema de dos ecuaciones en una forma más compacta 

𝐸𝛹 = 𝑐𝝈 ∙ 𝒑̂𝛹 (25) 

En el caso que el modelo sea un medio material se requiere realizar el cambio en el valor de la 

velocidad, debido a que las cuasipartículas del sistema no pueden alcanzar velocidades cercanas o 

iguales a la de la luz 𝑐, por lo tanto se emplea la velocidad de los portadores de carga 𝑣. El sistema 

de ecuaciones se puede reescribir como [11] 

𝐸𝛹 = 𝑣𝝈 ∙ 𝒑̂𝛹 (26) 

Además para materiales de estudio que son sometidos a un campo magnético, se reemplaza desde el 

inicio el operador nabla 𝛻 (𝛻 → 𝜕𝜇) por el operador 𝐷𝜇. Lo que genera un hamiltoniano con 

momentum canónico 𝜋, el sistema de ecuación es de la forma  

𝐸𝛹 = 𝑣𝝈 ∙ (𝒑̂ + 𝑒𝑨̂)𝛹   

𝐻̂ = 𝑣𝝈 ∙ (𝒑̂ + 𝑒𝑨̂) 

(27) 

El hamiltoniano de Dirac-Weyl ecuación (27) describe el comportamiento del grafeno en puntos 

específicos donde la topología del material permite que se presente una masa efectiva igual a cero, 

estos puntos reciben el nombre de puntos de silla o puntos de Dirac. Por lo que la principal utilidad 

de la ecuación de Dirac-Weyl es describir materiales semiconductores topológicos que presentan 

como cualidad puntos donde la masa efectiva se hace cero. [9] [10] [1] 

2.3.1 La ecuación de Dirac-Weyl para un punto cuántico de grafeno 

El grafeno es una forma alotrópica del carbono dos dimensional (2𝐷) con estructura hexagonal o en 

forma de colmena, presenta una diversidad de propiedades ópticas, magnéticas y eléctricas [12] que 

lo convierten en un materialmente altamente estudiado en la última década, incluso por algunos 

autores se le ha dado el calificado del sucesor del silicio en la nueva era [13] en virtud de sus 

aplicaciones en transistores, transporte eléctrico y dispositivos electrónicos.  

El espectro energético del grafeno presenta como particulita un comportamiento lineal en cercanía a 

los puntos no equivalentes 𝑘 𝑦 𝑘′ en la zona de Brillouin [14], mientras que en su estructura de 
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bandas corresponden a superficies cónicas con puntos de inflexión que reflejan cambios abruptos en 

la concavidad.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Una de las propiedades que se ve modificada en los puntos 𝑘 𝑦 𝑘′ es la masa efectiva de los 

electrones, dado por  

1

𝑚𝑖𝑗
∗ =

1

ℏ2

𝜕2𝐸

𝜕𝑘𝑖𝜕𝑘𝑗
 (28) 

En las regiones 𝑘 𝑦 𝑘′ la masa efectiva de los electrones se hace cero, debido a los cambios abruptos 

en la concavidad de las superficies cónicas que se observan la Ilustración 1, lo que da origen a 

cuasipartículas no masivas denominadas fermiones de Weyl  y los puntos donde ocurre que la masa 

efectiva se hace cero se denominan puntos de Dirac [12] [15]. 

La ecuación de Dirac-Weyl en coordenadas cilíndricas es usada para modelar y estudiar de forma 

teórica el grafeno dos dimensional en los puntos de Dirac y en una estructura de punto cuántico [1] 

[11] [16]  

𝐻̂ = 𝑣𝑓(𝒑̂ + 𝑒𝑨̂) ∙ 𝝈𝑟,𝜑 + 𝜏𝑉̂(𝑟)𝜎𝑧 (29) 

A diferencia de la ecuación (27) se tiene que la ecuación de Dirac-Weyl para el grafeno en una 

estructura de punto cuántico presenta un acople entre la matriz 𝜎𝑧 y el potencial externo 𝑉(𝑟) lo que 

cambia significativamente las propiedades energéticas del grafeno. La presencia del acople 𝜎𝑧𝑉(𝑟) 

induce un gap al sistema que además puede ser controlado vía potencial externo suministrado al 

punto cuántico. El origen del segundo término es debido a las condiciones propias del sistema y del 

objetivo de confinar los portadores de carga en la superficie del grafeno evitando fenómenos de 

tunelamiento por parte de las cuasipartículas de Weyl, para tal fin se plantea un potencial infinito 

por fuera del punto cuántico, lo que favorece los estados electrónicos superficiales [17]. El término 

𝜏 del acople  𝜎𝑧𝑉(𝑟) es una característica intrínseca del material, que permite diferenciar entre los 

valles 𝑘 𝑦 𝑘′ de la zona de Brillouin, es decir, diferencia entre los puntos de Dirac del grafeno. La 

posición en el espacio de momentum de los puntos 𝑘 𝑦 𝑘′ es  

Ilustración 1. Estructura de bandas del grafeno en cercanía a los puntos 𝑘 𝑦 𝑘′. 
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𝑘 = (
2𝜋

3𝑎
,

2𝜋

3√3𝑎
) ;   𝑘′ = (

2𝜋

3𝑎
, −

2𝜋

3√3𝑎
) ;   𝑎 = 1,42Å

𝑎: 𝑑𝑖𝑠𝑡𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛𝑜 − 𝑐𝑎𝑟𝑏𝑜𝑛𝑜
   (30) 

El valor que toma 𝜏 es −1 para el punto 𝑘′ y de 1 para el punto 𝑘, por lo que 𝜏 = −1 ó 1 según el 

punto de Dirac que se estudia en el modelo.  

El término 𝑣𝑓 corresponde a la velocidad de los portadores de carga que participan en la conducción 

del grafeno, valor que es independiente del momentum del sistema y que está relacionado con la 

energía de fermi. Su valor es 300 veces menor que la velocidad de la luz, por lo que 𝑣𝑓 = 106 𝑚/𝑠  

aproximadamente y se denomina la velocidad de fermi para el grafeno [18].  

Por último, cabe destacar que el grafeno en los puntos de Dirac se comporta como un semiconductor 

topológico, por lo que las propiedades de conducción se realizan solo en la superficie del material, 

mientras que en su interior se comporta como un aislante topológico, características que potencian 

sus aplicaciones en el campo de la materia condensada enfocada a propiedades eléctricas y ópticas 

[19]. 

2.3.2 Ecuación de Dirac-Weyl y niveles de energía de Landau 

Los sistemas cuánticos que presentan un momento canónico 𝜋 y cuyo vector potencial magnético 

cumple con el gauge de Coulomb y de Landau se caracterizan por una densidad de estados 𝑛𝐵 

proporcionales a la intensidad del campo magnético externo [20]. En el caso que se considera un 

sistema con masa efectiva igual a cero, se tiene que el hamiltoniano que describe el comportamiento 

de las partículas en un campo magnético es de la forma   

𝐻̂ = 𝑐(𝒑̂ + 𝑒𝑨̂) ∙ 𝝈̂ (31) 

El hamiltoniano corresponde a una de las posibles formas de expresar la ecuación de Dirac-Weyl, 

considerando  que el vector potencial  𝑨̂ cumple con el gauge de Landau. El desarrollo de los niveles 

de energía asociados al hamiltoniano se realiza de forma detallada en [20]; la solución a los niveles 

de energía es   

𝐸𝑛 = ±𝑐√2𝑛𝑒𝐵ℏ  (32) 

Definiendo la longitud magnética 𝑙𝐵 como  

𝑙𝐵 = √
ℏ

𝑒𝐵
 (33) 

Multiplicando y dividiendo (32) por ℏ dentro de la raíz y empleando la definición de la longitud 

magnética 𝑙𝐵  (33) se tiene que 

𝐸𝑛 = ±
ℏ𝑐

𝑙𝐵
√2𝑛 (34) 
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La forma de la cuantización de los niveles de energía 𝐸𝑛 es característicos de sistemas que exhiben 

el gauge de Landau y fueron descubiertos por primera vez de forma experimentalmente en el efecto 

Hall cuántico entero [21]. Los niveles de energía 𝐸𝑛 reciben el nombre de niveles de Landau. 

2.4 El método WKB: solución en serie de potencias para la 

ecuación diferencial del tipo 𝜺𝒚′′ + 𝒂𝒚′ + 𝒃𝒚 = 𝟎 

El método WKB recibe su nombre en honor a los apellidos de sus promotores George Wentzel, 

Hendrik Kramers y Leon Brillouin, quienes desarrollaron el método de forma independiente. La 

aproximación recibe otros nombres como el método cuasi-clásico o método integral de fase, debido 

a sus soluciones del tipo exponencial elevadas a una fase 𝑆(𝑥) integrable. 

El método WKB es una técnica para hallar soluciones aproximadas a la ecuación de Schrödinger 

independiente del tiempo. Es potencialmente útil para determinar los estados bases de la energía y 

la función de onda, además por sus cualidades de solución tipo exponencial decreciente se ajusta 

para problemas que involucran el fenómeno de tunelamiento cuántico [2].  

Consideremos unas ecuaciones del tipo 

𝜀𝑦′′ + 𝑎(𝑥)𝑦′ + 𝑏(𝑥)𝑦 = 0 (35) 

Los coeficientes 𝑎(𝑥)𝑦 𝑏(𝑥) son variables, distintas de cero y  en general dependen de la variable 

independiente del sistema, en este caso 𝑥.  

La forma de la solución empleando el método WKB es una expansión en series de potencias [22] . 

𝜀

𝛿2
𝑆0

′2 +
2𝜀

𝛿
𝑆0

′𝑆1
′ +

𝜀

𝛿
𝑆0

′′ +
1

𝛿
𝑆0

′𝑎 + 𝑆1
′𝑎 + 𝑏 … = 0 (36) 

Igualando los términos del mismo orden se tiene  

𝑆0
′2 + 𝑆0

′𝑎 = 0   

2𝑆0
′𝑆1

′ + 𝑆0
′′ + 𝑆1

′𝑎 + 𝑏 = 0   
(37) 

Por último, la solución a la ecuación diferencial del tipo (35) empleando el método WKB es [22] 

𝑦(𝑥)~𝑦1 + 𝑦2 

𝑦1~𝐶1𝑒
−∫

𝑏(𝑥´)
𝑎(𝑥´)

𝑑𝑥´
𝑥

0    

𝑦2~
𝐶2

𝑎(𝑥)
𝑒

∫
𝑏(𝑥´)
𝑎(𝑥´)

𝑑𝑥´−
1
𝜀 ∫ 𝑎(𝑥´)𝑑𝑥´

𝑥

0

𝑥

0    

(38) 

Las constantes 𝐶1 𝑦 𝐶2 son constantes de normalización que se hallan por medio de las condiciones 

de frontera de la ecuación diferencial.  



Capítulo 3 27 

 

Estas soluciones son aproximadas y están en el marco del método WKB fuera de los puntos de 

retorno o de puntos asintóticos, es por ello que para ciertos sistemas con singularidades la 

aproximación no es muy adecuada y no da un comportamiento real del sistema físico. 

2.5 El efecto Aharonov-Bohm 

Los físicos Yakir Aharonov y David Bohm en su artículo titulado “Significance of Electromagnetic 

Potentials in the Quantum Theory” [23] publicado en 1959, describen por primera vez sus resultados 

en relación a un efecto cuántico y electrodinámico que posteriormente recibiría el nombre de efecto 

Aharonov-Bohm en honor a ellos. El efecto consiste en una fuente de haz de electrones localizada a 

una distancia 𝑙 de una doble rendija; es de conocer que si la longitud de onda λ de la fuente de 

electrones es aproximadamente igual en magnitud a la distancia "𝑎" entre las rendijas se ha de 

generar un patrón de interferencia, ellos esperaban que al colocar un solenoide al otro lado de la 

doble rendija los electrones seguirían su camino descrito por la función de onda de ѱ. Pero las 

mediciones de los patrones experimentales mostraban un desfase en la función de onda de los 

electrones que viajaban por la doble rendija al estar presente el solenoide, por lo que la trayectoria 

final no era la esperaba.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

En las regiones fuera del solenoide es preciso afirmar que el campo magnético 𝑩 es igual a cero, 

pero si esto ocurre existe un potencial vector magnético  𝑨̂  distinto de cero en dicha región, siendo 

𝑨̂ responsable del desfase en el patrón de interferencia de los electrones. 

Para poder darle una explicación al fenómeno desde la teoría es necesario recurrir al hamiltoniano 

cuántico de una partícula cargada sometida a un campo magnético [23] [24] [25] [26] [27]  

Fuente  

Doble rendija  

Ѱ 

Ѱ2 

2 

Ѱ1 

Pantalla detectora    

Solenoide   

Patrón original    

Patrón desfasado      

Δx 

l'’  l  

Figura 1 Montaje experimental realizado por Yakir Aharonov y David Bohm 
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𝐻̂ =
1

2𝑚
(𝑷̂ − 𝑒𝑨̂)

2
 (39) 

Solucionando la ecuación de Schrödinger y proponiendo dicha solución como una superposición de 

dos funciones de onda, se tiene que 

ĤΨ = 𝐸Ψ (40) 

Ψ = Ψ1 + Ψ2 (41) 

Las soluciones Ψ1 𝑦 Ψ2 de las funciones de onda que describen los dos caminos posibles que toma 

el haz de electrones son del tipo onda plana  

Ψ1 = Ψ1
0𝑒

𝑖𝑒
ℎ

(∫ 𝑨∙𝒅𝒙𝟏
2

1
)
    

Ψ2 = Ψ2
0𝑒

𝑖𝑒
ℎ

(∫ 𝑨∙𝒅𝒙𝟐
2

1
)
 

(42) 

Reemplazando la ecuación (42) en (41)  

Ψ = Ψ1
0𝑒

𝑖𝑒
ℎ

(∫ 𝑨∙𝒅𝒙𝟏
𝜑1
𝜑

)
+ Ψ2

0𝑒
𝑖𝑒
ℎ

(∫ 𝑨∙𝒅𝒙𝟐
𝜑2
𝜑

)
 (43) 

Definiendo: 

𝑆1 =
𝑒

ℎ
∫ 𝑨 ∙ 𝒅𝒙𝟏

𝜑1

𝜑

  𝑦 𝑆2 =
𝑒

ℎ
∫ 𝑨 ∙ 𝒅𝒙𝟐

𝜑2

𝜑

 

∆𝑆 = 𝑆2 − 𝑆1 = 
𝑒

ℎ
∮𝑨 ∙ 𝒅𝒙 

(44) 

El ΔS representa el cambio de fase del haz de electrones; desde la mecánica cuántica es posible dar 

una explicación al cambio ΔS que aparece al restar las fases propias de cada una de las dos funciones 

de onda Ψ, la explicación se fundamenta en la interferencia cuántica. Además es posible observar 

que desde la mecánica clásica no existe un observable físico que interaccione en la región de estudio, 

es decir, que altere la trayectoria de los electrones [28]; el análisis se hace al contemplar los términos 

de interacción clásicos del movimiento de partículas cargadas desde el lagrangiano o hamiltoniano 

planteado en la región donde ‖𝑩‖ = 0.  

 



 

 

 

3. Los potenciales en la física  

En el presente capítulo se aborda la revisión de literatura realizada en torno a los potenciales en la 

física. Se  inicia con el estudio desde la electrodinámica clásica y los diversos tipos de gauges a los 

que se pueden someter los potenciales, resaltando que clásicamente no existe una variación en las 

propiedades físicas de los sistemas de estudio. Esta percepción de invarianza al realizar 

modificaciones en los potenciales se ve alterada al considerar sistemas cuánticos donde el análisis 

se puede realizar desde perspectivas geométricas, topológicas y de causalidad, determinando que la 

variación de los potenciales genera una variación en la estructura geométrica del espacio del 

fenómeno. Por último, se enlazan las ideas con el efecto Aharonov-Bohm. 

3.1 Introducción a los potenciales en la electrodinámica  

En la teoría clásica del electromagnetismo, y en general en la física, es posible expresar todo campo 

conservativo en función de un potencial. Desde la mecánica se tienen que la fuerza es igual a menos 

un gradiente de potencial de forma análoga ocurre con los campos eléctricos, de forma que 

𝑭 = −𝛁𝑈  ;  𝑬 = −𝛁𝑉 (45) 

Mientras que en la electrodinámica se ha de considerar la forma clásica de las  ecuaciones de 

Maxwell [29] 

1) 𝛁 ∙ 𝑬 =
𝜌

𝜀0
;    3) 𝛁 × 𝑬 = −

𝜕𝑩

𝜕𝑡
;     2) 𝛁 ∙ 𝑩 = 0;     4) 𝛁 × 𝑩 = 𝜇0𝐽 + 𝜇0𝜀0

𝜕𝐸

𝜕𝑡
  (46) 

Cuando se tiene un sistema que se estudia desde la electrodinámica se hace necesario realizar 

correcciones al potencial eléctrico y se puede definir vector el potencial magnético relacionado con 

el campo magnético. Para su definición se realiza un análisis de la ley de gauss para campo 

magnético, 2) de la  ecuación (46), por lo que se puede expresar matemáticamente el cero como la 

divergencia de un rotacional de la forma  

𝛁 ∙ (𝛁 × 𝑨) = 0    (47) 

De esta forma se define que el campo magnético 𝑩 se puede expresar como el rotacional de un 

potencial vector 

𝐁 = 𝛁 × 𝑨    (48) 
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En el caso del campo eléctrico se tiene que la tercera ecuación de Maxwell (46) impide que se pueda 

expresar el campo eléctrico como menos el gradiente de potencial, por lo que es necesario realizar 

unas correcciones a la forma de expresar el campo eléctrico en función de los potenciales. 

Empleando la tercera ecuación de Maxwell (46) y la definición del campo magnético (48) se tiene  

𝛁 × 𝑬 = −
𝜕𝛁 × 𝑨   

𝜕𝑡
 →  𝛁 × (𝑬 +

𝜕𝑨

𝜕𝑡
) = 0 (49) 

Para que se cumpla la expresión matemática se tiene que el termino dentro del paréntesis ha de ser 

igual a menos el gradiente de potencial, por lo que se puede definir el campo eléctrico como  

𝑬 +
𝜕𝑨

𝜕𝑡
= −𝛁𝑉  →  𝑬 = −(𝛁𝑉 +

𝜕𝑨

𝜕𝑡
 )  (50) 

Cabe resaltar que la influencia de los potenciales en el estudio de los sistemas físicos no ha sido 

relevante desde la mecánica clásica; lo anterior tiene sustento en que las definiciones surgen desde 

la matemática y no desde la física, de esta forma la explicación se relacionan más con propiedades 

del cálculo vectorial que del sistema físico.  

3.1.1 Teoría gauge  

Las definiciones de los campos eléctricos y magnéticos permiten que se realice un gauge libre de los 

potenciales [29] [30], de forma que el campo no se vea afectado por la definición de su potencial. 

De esta forma es posible expresar, sin repercusiones en las cantidades de 𝑬 𝑦 𝑩, los potenciales como  

𝑨´ = 𝑨 + 𝛂 ;   𝑉´ = 𝑉 + 𝛽    (51) 

Tal que  

𝛁 × 𝑨´  = 𝛁 × (𝑨 + 𝛂) = 𝛁 × 𝑨 + 𝛁 × 𝜶 = 𝐁 + 𝛁 × 𝜶 (52) 

Para que se cumpla que la definición de 𝑨 no altera al campo magnético del sistema se tiene que  

𝛁 × 𝜶 = 𝟎 (53) 

De esta forma 𝜶 ha de ser el gradiente de un escalar 𝜆 

𝜶 = 𝛁𝜆 (54) 

Si se define 𝜶 como en la ecuación (54) se mantiene una invarianza de gauge  

𝛁 × 𝑨´  = 𝛁 × (𝑨 + ∇𝜆) = 𝛁 × 𝑨 + 𝛁 × (∇𝜆) = 𝑩  (55) 

Mientras que para el campo eléctrico se tiene que  

𝑬´ = −(𝛁𝑉´ +
𝜕𝑨´

𝜕𝑡
 ) = −𝛁(𝑉 + 𝛽) +

𝜕

𝜕𝑡
(𝑨 + ∇𝜆) = −(𝛁V +

𝜕𝑨

𝜕𝑡
) − (𝛁β +

𝜕∇𝜆

𝜕𝑡
) (56) 
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Para el campo eléctrico sea invariante ante la nueva definición de los potenciales se tiene que  

𝛁β +
𝜕𝛁𝜆

𝜕𝑡
= 𝟎 →  𝛁 (β +

𝜕𝜆

𝜕𝑡
) = 𝟎 (57) 

De lo que se obtiene  

β +
𝜕𝜆

𝜕𝑡
= 0 →  β = −

𝜕𝜆

𝜕𝑡
 (58) 

De esta forma el campo eléctrico ante el nuevo potencial 𝑉´ es  

𝑬´ = (𝛁V +
𝜕𝑨

𝜕𝑡
) − (−

𝜕𝛁𝜆

𝜕𝑡
+

𝜕𝛁𝜆

𝜕𝑡
) = 𝑬   (59) 

Como se puede observar la definición de los potenciales 𝑨 𝑦 𝑉 generan una invarianza en las 

propiedades físicas de los sistemas al conservar sus campos asociados [29]. Las transformadas  

𝑨´ = 𝑨 + 𝛁𝜆  ; 𝑉´ = 𝑉 + −
𝜕𝜆

𝜕𝑡
   (60) 

Reciben el nombre de transformadas de gauge libres debido que se puede definir 𝜆 como cualquier 

escalar y siempre se cumple que los campos 𝑬 𝑦 𝑩 conservaran sus propiedades físicas. En la 

siguiente sección se estudiaran tres gauges específicos 

3.1.2 Gauges de Coulomb y Landau  

 

a) Gauge de Coulomb: consiste en definir la divergencia de 𝑨 como cero [29] 

𝛁 ∙ 𝑨 = 0 ⟶ 𝑮𝒂𝒖𝒈𝒆 𝒅𝒆 𝑪𝒐𝒖𝒍𝒖𝒎𝒃 (61) 

El gauge repercute en la forma de hallar 𝑉 𝑦 𝑨 desde las ecuaciones de Maxwell. En general se puede 

expresar las ecuaciones de Maxwell 1) 𝑦 4) ecuación (46) en función de los potenciales, tal que   

∇2𝑉 +
𝜕

𝜕𝑡
(∇ ∙ 𝑨) = −

𝜌

𝜀0
 

∇2𝑨 − 𝜇0𝜀0

𝜕2𝑨

𝜕𝑡2
− 𝛁(𝛁 ∙ 𝑨 + 𝜇0𝜀0

𝜕𝑉

𝜕𝑡
) = −𝜇0𝑱   

(62) 

Para el gauge de Coulomb se simplifica hallar el potencial eléctrico  

𝛁2𝑉 = −
𝜌

𝜀0
   (63) 

Que corresponde a una ecuación diferencial tipo Poisson que dependen de las condiciones de frontera 

de estudio del sistema, con las condiciones se puede determinar de forma completa el potencial 

eléctrico.  
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Mientras que el potencial vector magnético  

∇2𝑨 − 𝜇0𝜀0

𝜕2𝑨

𝜕𝑡2
−= −𝜇0𝑱 + 𝜇0𝜀0𝛁

𝜕𝑉

𝜕𝑡
 (64) 

La ecuación diferencial para el potencial vector magnético es más compleja de solucionar que la del 

potencial eléctrico. 

b) Gauge de Landau  

El gauge de Landau es un gauge del tipo axial que organiza el vector potencial magnético en una 

sola dirección del eje 𝑥 o el eje 𝑦 lo que produce un campo magnético en dirección 𝑧 

∇ × 𝑨 = 𝑩𝑘̂   ⟶ 𝑮𝒂𝒖𝒈𝒆 𝒅𝒆 𝑳𝒂𝒏𝒅𝒂𝒖 

𝑨 = 𝑦𝐵𝑖 ̂           ó          𝑨 = 𝑥𝐵𝑗̂ 
(65) 

De esta forma el campo magnético B es invariante ante transformadas de traslación (en el plano 𝑥 −

𝑦) y de rotación; mientras que el vector potencial magnético rompe la simetría rotacional y la simetría 

de traslación se conserva solo en el eje que se orienta el potencial. En el caso que se seleccione un 

gauge combinado tal que  

𝑨 =
1

2
(𝑥𝐵𝑗̂ − 𝑦𝐵𝑖)̂ = −

1

2
𝒓 × 𝑩 (66) 

Esta elección del vector potencial magnético rompe la simetría de traslación en el plano 𝑥 − 𝑦 pero 

conserva la simetría rotacional en el origen. Este tipo de gauge es útil en mecánica cuántica para 

demostrar que el momento angular es el número cuántico idóneo para describir el sistema cuántico 

[31].  

Estos dos casos son dos opciones de seleccionar el gauge de Landau según el tipo de sistema físico 

que se requiere modelar y el tipo de simetría que se requiere en el análisis del problema.  

3.2 Potenciales desde la geometría y la simetría  

En el desarrollo de las secciones anteriores se ha dado a conocer los potenciales en la física como 

una variable que no altera el estudio de las propiedades físicas del sistema, al mantener las 

propiedades de los campos asociados invariantes ante su modificación y selección por medio de 

gauge. Solo en el gauge de Landau es donde se contempla la importancia de la selección del tipo de 

potencial al analizar que este si repercute en las propiedades topológicas del sistema, es decir, se 

rompen o conservan simetrías de traslación o rotación según cómo se elija el potencial y su 

orientación en el plano 𝑥 − 𝑦 . En la presente sección se discutirá sobre la relevancia de las 

propiedades geométricas y del espacio en lo que concierne al estudio de los potenciales; para ello se 

introducirán nuevos conceptos de espacios, geometrías y mecánicas. Los primeros conceptos que se 

introducirán serán los de geometría de Weyl y la mecánica Bohmiana 
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La geometría de Weyl propone una modificación al espacio de Riemann asociado al estudio de la 

geometría euclidiana del sistema, de esta forma puede ser comprendida la geometría de Riemann 

como un caso especial de la geometría de Weyl [32]. Una de las características particulares de la 

geometría de Weyl es que la longitud de un objeto extendido cambia punto a punto, la cantidad del 

cambio de la longitud esta medida de la forma  

𝛿𝑙 = 𝑙𝑓𝑎𝑑𝑥𝑎 (67) 

La mecánica Bohmiana es una teoría del movimiento de las partículas que se desarrolla en un 

concepto completamente determinístico pero difiere con respecto al análisis newtoniano clásico. En 

esta teoría se asume la función de onda como una guía del movimiento. Para el formalismo de toda 

la mecánica cuántica esta teoría puede ser considerara menos rigurosa en su desarrollo de los 

espacios, pero ha abordado la cuántica desde otra perspectiva geométrica y causal provocando una 

aproximación adecuada de los fenómenos cuánticos y del empirismo  mismo [33] 

Los trabajos realizados por David Bohm y Albahaca Hiley en 1984 fueron cruciales para establecer 

la teoría cuántica basada en la geometría y el principio causal. Las ideas permiten hablar de una 

información cuántica global no local del entorno en el que se desarrolla el experimento. Lo que 

significa que la información de los potenciales cuánticos puede estar definidos como una 

información geométrica del entramado del espacio tiempo [34]. 

Siguiendo estos lineamientos de las investigaciones se puede asumir los potenciales cuánticos como 

un canal de información que contiene la variación de las propiedades geométricas del espacio 

cuántico de estudio. La geometría de Weyl trae características interesantes para el análisis de los 

sistemas físicos según la teoría de Bohm, lo que permite que esta teoría cuántica no solo desarrolle 

sus bases en un espacio euclidiana sino que analice los procesos cuánticos desde  una manifestación 

de estructuras no euclidianas y del principio geométrico variacional [34]. 

El desarrollo de las teorías matemáticas que demuestran la importancia de la geometría en los 

potenciales es específico y riguroso, por lo que en la presente sección solo se realizara una somera 

aproximación a las ideas planteadas por la teoría de potenciales cuántico de Bohm-Broglie según lo 

que se describe en el libro “Quantum Potential: Physics, Geometry and Algebra.” Su desarrollo 

servirá de sustento para comprobar la importancia de los potenciales en los sistemas físicos, 

especialmente en la cuántica según el espacio topológico que se tiene. Expresando el hamiltoniano 

en un punto particular de materia en función de la acción se tiene  

𝐻 =
1

2𝑚
∇𝑆 ∙ ∇𝑆 + 𝑉 (68) 

La variación del hamiltoniano con respeto a valores escalares 𝜆 𝑦 Ω relacionados con las 

características geométricas del espacio de dimensión tres en la curvatura de Ricci 

𝜆2𝑅 =
𝜕𝑆

𝜕𝑡
+

1

2𝑚
∇𝑆 ∙ ∇𝑆 + 𝑉   (69) 

El término 𝑅 es el tensor de curvatura del espacio de Ricci. Considerando las  relaciones  
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𝜆2 =
ℏ2

16𝑚
      𝑦      𝑅 =

8∇2Ω

Ω
 (70) 

Lo que convierte la variación del hamiltoniano ecuación (68) a la forma  

ℏ2

16𝑚

8∇2Ω

Ω
=

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+

1

2𝑚
∇𝑆 ∙ ∇𝑆 + 𝑉 →  

𝜕𝑆

𝜕𝑡
+

1

2𝑚
∇𝑆 ∙ ∇𝑆 + 𝑉 −

ℏ2

2𝑚

∇2Ω

Ω
= 0  (71) 

La ecuación (71) conserva similitudes con la ecuación de  Hamilton-Jacobi por lo que se puede 

realizar una analogía con la amplitud de onda y el escalar Ω , tal que, el potencial cuántico está 

relacionado con la curvatura de la caracterización de la estructura geométrica.  

El contexto de estructuras geométricas establecido en la teoría de David Bohm se relaciona con la 

geometría del espacio tiempo y la materia que emerge del marco de referencia unificando las facetas 

de la relatividad y la cuántica en un estudio no local.   

De esta forma se busca fomentar los estudios y las relaciones de la influencia de los potenciales en 

los sistemas físicos, dejando a un lado los sistemas clásicos en donde los potenciales no tienen una 

relevancia notoria en las propiedades físicas de los sistemas; en la cuántica estos si son relevantes y 

determinan las propiedades topológicas del fenómeno en las regiones de estudio según el tipo de 

potencial.  

3.3 Potencial vector magnético desde el principio de causalidad  

El efecto Aharonov-Bohm es un efecto cuántico experimental y teórico de dispersión electrones  que 

comprueban que los potenciales, específicamente el vector potencial magnético 𝑨, modifica las 

propiedades de los sistemas físicos. Se tiene que los electrones y partículas que se encuentran 

cercanas a una región donde no existe un campo magnético pero si un potencial magnético 

experimentan una fase de dispersión en su función de onda. En los inicios de la teoría no se esperaba 

que un fenómeno de tal magnitud se evidenciara en sistemas sencillos debido a que los sistemas 

clásicos no experimentan ninguna variación en sus observables al someterlos a potenciales, siempre 

y cuando el campo asociado a este potencial se mantuviera constante. En la cuántica esto no ocurren 

y las propiedades de la función de onda y los niveles de energía se ven influenciadas por la 

interacción geométrica y de materia con las partículas. [27] [35]. 

Los estudios y análisis realizados desde la geometría y topología de los espacios en la sección 

anterior y los potenciales cuánticos guardan estrecha relación con el efecto Aharonov-Bohm al 

considerar el sistema de partículas que se estudió como una generalización de la teoría de Bohm en 

el álgebra de Weyl y su propia cuántica.  Fue el estudio y desarrollo de este fenómeno cuántico lo 

que fomento la teoría geométrica basada en propiedades de los espacios no euclidianos por parte de 

David Bohm. 

 



 

 

 

4. El método fórmula (FM)  

En la presente sección se realiza una conceptualización y definición del método formula; método 

desarrollado en el 2015 y que permite la solución de sistemas cuántico complejos por el tipo de 

potencial al que se somete la partícula. La fiabilidad y precisión del método se comprueba por medio 

del desarrollo y posterior análisis de cuatro problemas de la mecánica cuántica cada uno con una 

mayor complejidad. Los resultados y conclusiones más relevantes de los ejercicios y del capítulo se 

presentan al final.  

4.1 Introducción  

El método FM que proviene de sus siglas en ingles “Formula Method” (Método fórmula) es un 

método matemático desarrollado en el 2015 por los físicos Babatunde James Falaye, Sameer M. 

Ikhdair y Majid Hamzavi [36]. El método consiste en una transformación de la ecuación de 

Schrödinger a una forma específica y conocida, que permite hallar de forma “sencilla y simple” los 

niveles de energía y la función de onda del sistema cuántico, expresando su solucionen en términos 

de la función hipergeométrica. 

El método presente facilidades a la hora de hallar los niveles de energía y la función de onda de 

sistemas altamente complejos, por lo que la transformada que se realiza a la ecuación de Schrödinger 

transforma el sistema a un problema algebraico y de fácil solución. 

La fiabilidad y la precisión del método para hallar los niveles de energía y la función de onda de los 

estados base, se ira corroborando a lo largo del capítulo  

4.2 Ecuación de Schrödinger independiente del tiempo  

Considerando el operador hamiltoniano 𝐻̂  

𝐻̂ =
𝒑̂2

2𝑚
+ 𝑉̂(𝑟) (72) 

Con  𝒑̂ el operador momentum lineal (7) y 𝑉̂(𝑟) el operador energía potencial Al aplicar el operador 

hamiltoniano a la función de onda Ψ se obtienen los valores propios de la energía 

𝐻̂Ψ = 𝐸Ψ (40) 
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(−
ℏ2

2𝑚
∇2 + 𝑉̂(𝑟))Ψ = 𝐸Ψ →  −

ℏ2

2𝑚
∇2Ψ + (𝑉̂(𝑟) − 𝐸)Ψ = 0 (73) 

La ecuación (73) corresponde a la ecuación de Schrödinger independiente del tiempo, que permite 

determinar los espectros energéticos y la función de onda del sistema según sea el  potencial de 

interacción 𝑉̂(𝑟). 

4.2.1 Definición del método fórmula  

Toda ecuación de Schrödinger que posea una forma similar a la descrita en la ecuación (73) y se 

pueda expresar por medio de una transformada adecuada de la función de onda  Ψ como 

Ψ′′(s) +
(𝑘1 − 𝑘2𝑠)

𝑠(1 − 𝑘3𝑠)
Ψ′(s) +

(𝐴𝑠2 + 𝐵𝑠 + 𝐶)

𝑠2(1 − 𝑘3𝑠)
2

Ψ(s) = 0 (74) 

Con 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3, 𝐴, 𝐵 𝑦 𝐶 constantes, que según sea el sistema de interés pueden contener información 

de la energía, frecuencia de oscilación, fase, el número cuántico principal, numero cuántico 

magnético, numero cuántico angular; en general se puede afirmar que estas constantes contienen la 

información específica del sistema. Para aplicar el método es necesario conocer el cambio adecuado 

de la variable 𝑟 a una nueva variable 𝑠 que cumpla  

Ψ(r) = Ψ(s) → 𝑠 = 𝑠(𝑟) (75) 

Siempre y cuando sea posible transformar la ecuación de Schrödinger en la ecuación (74), los valores 

de la energía y la función de onda solución [36] al sistema se hallan por medio de las siguientes 

formulas  

[
 
 
  𝑘4

2 − 𝑘5
2 − [

1 − 2𝑛
2 −

1
2𝑘3

(𝑘2 − √(𝑘3 − 𝑘2)
2 − 4𝐴)]

2

2 [
1 − 2𝑛

2 −
1

2𝑘3
(𝑘2 − √(𝑘3 − 𝑘2)

2 − 4𝐴)]
]
 
 
 
2

− 𝑘5
2 = 0 →  𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 (76) 

Ψ(s) = 𝑁𝑛𝑠𝑘4(1 − 𝑘3𝑠)        2
𝑘5 𝐹1 (−𝑛, 𝑛 + 2(𝑘4 + 𝑘5) +

𝑘2

𝑘3

− 1; 2𝑘4 + 𝑘1, 𝑘3𝑠)   →
𝐹𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒

𝑜𝑛𝑑𝑎 
 (77) 

Además 

𝑘4 =
(1 − 𝑘1) + √(1 − 𝑘1)

2 − 4𝐶

2
 

𝑘5 = 
1

2
+

𝑘1

2
−

𝑘2

2𝑘3
+ √[

1

2
+

𝑘1

2
−

𝑘2

2𝑘3
]
2

− [
𝐴

𝑘3
2 +

𝐵

𝑘3
+ 𝐶] 

(78) 

Cabe resultar que las formulas descritas anteriormente corresponden para valores de 𝑘3 ≠ 0, en el 

caso específico que la constante 𝑘3 sea  cero se tiene que  
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𝑘5 = −
𝑘2

2
+ √(

𝑘2

2
)
2

− 𝐴  (79) 

[
𝐵 − 𝑘4𝑘2 − 𝑛𝑘2

2𝑘4 + 𝑘1 + 2𝑛
]
2

− 𝑘5
2 = 0 →  𝐸𝑛𝑒𝑟𝑔í𝑎 (80) 

Ψ(s) = 𝑁𝑛𝑠𝑘4𝑒            1
−𝑘5𝑠

𝐹1(−𝑛;  2𝑘4 + 𝑘1; (2𝑘5 + 𝑘2)𝑠)   →
𝐹𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑒 

𝑜𝑛𝑑𝑎
 (81) 

Con 𝑁𝑛: una constante de normalización. La deducción matemática que involucra métodos 

asintóticos y soluciones que surgen de la función hipergeométrica se desarrollando de forma somera 

en los apéndices del artículo “Formula Method for Bound State Problems” [36] 

4.3 Algunos problemas de la mecánica cuántica solucionados 

aplicando el método fórmula  

En la presente sección se solucionan algunos problemas de la mecánica cuántica empleando el 

Método Fórmula  

4.3.1 Partícula en un pozo de potencial infinito unidimensional  

Consideremos el hamiltoniano de una partícula que se encuentra en un pozo de potencial infinito de 

longitud 𝐿  

𝐻̂ =
𝑝̂2

2𝑚
+ 𝑉̂ = −

ℏ2

2𝑚

𝑑2

𝑑𝑥2
+ 𝑉̂ 

𝑉̂ = {
0 𝑝𝑎𝑟𝑎  0 < 𝑥 < 𝐿

∞ 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜 
 

(82) 

Hallando los valores propios del hamiltoniano para la región 0 < 𝑥 < 𝐿 

𝐻̂Ψ = −
ℏ2

2𝑚

𝑑2Ψ

𝑑𝑥2
= 𝐸Ψ →

𝑑2Ψ

𝑑𝑥2
+

2𝑚𝐸

ℏ2
Ψ = 0   (83) 

Comparando la ecuación de Schrödinger con la ecuación del método fórmula (74) Se tiene que  

𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 𝐵 = 𝐶 = 0;    𝐴 =
2𝑚𝐸

ℏ2
;  

𝑘4 =
1 + 1

2
= 1;  𝑘5 = √−

2𝑚𝐸

ℏ2
 = ±

1

ℏ
√2𝑚𝐸𝑖 ⟶ 𝑠𝑖 𝐸 > 0  

(84) 

Así la función de onda solución es  
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Ψ(x) = 𝑁𝑛𝑥𝑒                        1

∓
1
ℏ√2𝑚𝐸𝑖𝑥

𝐹1 (−𝑛; 2; ±
√8𝑚𝐸

ℏ
𝑖𝑥) (85) 

Los valores de la energía se hallan con la ecuación (80) 

[
0

2 + 2𝑛
]
2

− (
1

ℏ
√2𝑚𝐸𝑖)

2

= 0 → 𝐸 = 0  (86) 

La solución a los valores de la energía empleando la ecuación (80) no corresponden a lo reportado 

para el modelo, similar ocurre con la función de onda que difiere de la solución tipo onda viajera 

características de la partícula dentro de un pozo de potencial infinito. 

Dado que las soluciones halladas por el método fórmula para las funciones de onda y niveles de 

energía al seguir paso a paso el método no coinciden con los reportados, se propone como aporte de 

la tesis considerar 𝑘4 como  

𝑘4±
=

(1 − 𝑘1) ± √(1 − 𝑘1)
2 − 4𝐶

2
 (87) 

Al incluir el signo ± antes de la raíz cuadra se amplían las posibles soluciones del modelo de interés 

al aplicar el método fórmula e incluso puede dar resultados más cercanos a los que se reportan en la 

literatura según el problema. Con el fin de verificar la premisa anterior, se emplea la segunda raíz de 

𝑘4 para determinar la función de onda del modelo 

𝑘4−
=

1 − 1

2
= 0   (88) 

Ψ(𝑥) = 𝑁𝑛𝑒∓
1
ℏ√2𝑚𝐸𝑖𝑥 ;    𝑐𝑜𝑛 𝐹1 (0; 0;±

√8𝑚𝐸

ℏ
𝑖𝑥) = 1 (89) 

La función de onda para 𝑛 = 0 coincide exactamente con la reportada para una partícula en un pozo 

de potencial infinito, mientras que los niveles de energía al aplicar únicamente el método fórmula 

siguen siendo cero. Se puede complementar el estudio del sistema al aplicar condiciones de frontera 

a la función de onda, similar a lo que se realiza por el método convencional, y de esta forma 

reproducir los niveles de energía  reportados en la literatura [3] [2] 

4.3.2 Oscilador armónico unidimensional  

Consideremos el hamiltoniano para un oscilador armónico unidimensional  

𝐻̂ =
𝑝̂2

2𝑚
+

𝑘𝑥2

2
 (90) 

Hallando los valores propios para la energía 
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𝐻̂Ψ = (
𝑝̂2

2𝑚
+

𝑘𝑥̂2

2
)Ψ = (−

ℏ2

2𝑚

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝑘𝑥2

2
)Ψ = EΨ → −

ℏ2

2𝑚

𝜕2Ψ

𝜕𝑥2
+ (

𝑘𝑥2

2
− 𝐸)Ψ = 0 

𝜕2Ψ

𝜕𝑥2
+

1

𝑥2 (−
𝑚2𝜔2

ℏ2
𝑥4  +

2𝑚𝐸

ℏ2
𝑥2)Ψ = 0 ;  ω = √

𝑘

𝑚
 

(91) 

Empleando el cambio de variable  

Ψ(𝑠) = Ψ(𝑥)  

𝑠 = 𝑥2 
(92) 

Usando la regla de la cadena para hallar las derivadas de Ψ(𝑥), se tiene  

𝜕

𝜕𝑠
=

𝜕𝑥

𝜕𝑠

𝜕

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑠
(√𝑠)

𝜕

𝜕𝑥
=

1

2√𝑠

𝜕

𝜕𝑥
 ⟶

𝜕

𝜕𝑥
= 2√𝑠

𝜕

𝜕𝑠
 (93) 

𝜕2

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥
= 2√𝑠

𝜕

𝜕𝑠
(2√𝑠

𝜕

𝜕𝑠
) = 4√𝑠 (√𝑠

𝜕2

𝜕𝑠2
+

1

2√𝑠

𝜕

𝜕𝑠
) = 4𝑠

𝜕2

𝜕𝑠2
+ 2

𝜕

𝜕𝑠
 (94) 

Reemplazando en la ecuación de Schrödinger (91) y dividendo entre 4𝑠 

𝜕2Ψ(s)

𝜕𝑠2
+

1

2𝑠

𝜕Ψ(s)

𝜕𝑠
+

1

𝑠2 (−
𝑚2𝜔2

4ℏ2
𝑠2  +

𝑚𝐸

2ℏ2
𝑠)Ψ(s) = 0  (95) 

Comparando con la ecuación del método fórmula (74) 

𝑘1 =
1

2
; 𝑘2 = 𝑘3 = 𝐶 = 0;  𝐴 = −

𝑚2𝜔2

4ℏ2
; 𝐵 =

𝑚𝐸

2ℏ2
 (96) 

Hallando las constantes 𝑘4 𝑦 𝑘5 para determinar la función de onda y los niveles de energía del 

oscilador armónico se tiene  

𝑘4+
=

(1 −
1
2) + √(1 −

1
2)

2

2
=

(1 −
1
2) + 1 −

1
2

2
=

2 − 1

2
=

1

2
 

𝑘5 = √−(−
𝑚2𝜔2

4ℏ2 ) = ±
𝑚𝜔

2ℏ
 

(97) 

La función de onda del oscilador armónico es  

Ψ(s) = 𝑁𝑛𝑠
1
2𝑒            1

∓
𝑚𝜔
2ℏ

𝑠
𝐹1 (−𝑛.

3

2
; ±

𝑚𝜔

ℏ
𝑠) (98) 

Volviendo a la variable original  
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Ψ(x) = 𝑁𝑛𝑥𝑒            1

∓
𝑚𝜔
2ℏ

𝑥2

𝐹1 (−𝑛.
3

2
;±

𝑚𝜔

ℏ
𝑥2) (99) 

Las energías se hallan reemplazando en la ecuación (80) del Método Fórmula y despejando de la 

ecuación el valor de la energía 

[

𝑚𝐸
2ℏ2

2(
1
2) +

1
2 + 2𝑛

]

2

− (
𝑚𝜔

2ℏ
)
2

= 0  →  𝐸 = ℏ𝜔 (
3

2
+ 2𝑛) → 𝐸𝑛 = 2ℏ𝜔 (𝑛 +

3

4
) (100) 

Considerando la segunda raíz de 𝑘4 

𝑘4−
=

1
2

−
1
2

2
= 0 (101) 

La función de onda del oscilador armónico cuando 𝑘4−
= 0 es  

Ψ(s) = 𝑁𝑛𝑒            1

±
𝑚𝜔
2ℏ

𝑠
𝐹1 (−𝑛.

1

2
;∓

𝑚𝜔

ℏ
𝑠) (102) 

Retomando la variable original  

Ψ(x) = 𝑁𝑛𝑒            1

±
𝑚𝜔
2ℏ

𝑥2

𝐹1 (−𝑛.
1

2
;∓

𝑚𝜔

ℏ
𝑥2) (103) 

La energía se halla empleado la ecuación (80)  

[

𝑚𝐸
2ℏ2

1
2 + 2𝑛

]

2

− (
𝑚𝜔

2ℏ
)
2

= 0   →  𝐸𝑛 = ℏ𝜔 (2𝑛 +
1

2
)  (104) 

La función de onda solución es similar a la reportada en la literatura para el oscilador armónico 

cuántico unidimensional, mientras que los niveles de energía se encuentran modificados en 2𝑛.  

4.3.3 Oscilador armónico esférico  

La ecuación de Schrödinger para un potencial de simetría esférica [36] estado dado por  

−
ℏ2

2𝑚

1

𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟2

𝜕𝑅(𝑟)

𝜕𝑟
) + [

ℏ2𝑙(𝑙 + 1)

2𝑚𝑟2
+

1

2
𝑚𝜔2𝑟2] 𝑅(𝑟) = 𝐸𝑅(𝑟) (105) 

Operando la ecuación de Schrödinger  

−
ℏ2

2𝑚

1

𝑟2 (𝑟2
𝜕2𝑅(𝑟)

𝜕𝑟2
+ 2𝑟

𝜕𝑅(𝑟)

𝜕𝑟
) + [

ℏ2𝑙(𝑙 + 1)

2𝑚𝑟2
+

1

2
𝑚𝜔2𝑟2 − 𝐸]𝑅(𝑟) (106) 
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𝜕2𝑅(𝑟)

𝜕𝑟2
+

2

𝑟

𝜕𝑅(𝑟)

𝜕𝑟
−

1

𝑟2
[
𝑚2𝜔2𝑟4

ℏ2
−

2𝑚𝐸

ℏ2
𝑟2 +  𝑙(𝑙 + 1)]𝑅(𝑟) = 0 

Realizando el cambio de variable  

𝑅(𝑟) = 𝑅(𝑠) 

𝑠 = 𝑟2 
(107) 

Empleado las relaciones para  primera y segunda derivada con cambios de variable del tipo (107) 

descritas en la ecuación (93) y (94) y reemplazando las derivadas parciales con respecto a 𝑠 en (106) 

se tiene que 

4𝑠
𝜕2𝑅(𝑠)

𝜕𝑠2
+ 2

𝜕𝑅(𝑠)

𝜕𝑠
+

2

√𝑠
2√𝑠

𝜕𝑅(𝑠)

𝜕𝑠
−

1

𝑠
[
𝑚2𝜔2𝑠2

ℏ2
+  𝑙(𝑙 + 1)]𝑅(𝑠) = 0   

𝜕2𝑅(𝑠)

𝜕𝑠2
+

3

2𝑠

𝜕𝑅(𝑠)

𝜕𝑠
+

1

𝑠2
[𝑠2 (−

𝑚2𝜔2

4ℏ2 ) + (
𝑚𝐸

2ℏ2
) 𝑠 −

𝑙(𝑙 + 1)

4
]𝑅(𝑠) = 0 

(108) 

Comparando con la ecuación del método fórmula (74) se determinan las constantes  

𝑘1 =
3

2
;   𝑘2 = 𝑘3 = 0;    𝐴 = −

𝑚2𝜔2

4ℏ2
;    𝐵 =

𝑚𝐸

2ℏ2
;     𝐶 = −

𝑙(𝑙 + 1)

4
 (109) 

𝑘4+
=

(1 −
3
2) + √(1 −

3
2)

2

+ 𝑙(𝑙 + 1)

2
=

(−
1
2
) + √1

4
+ 𝑙2 + 𝑙

2
 

(110) 

Factorizando el término dentro de la raíz  

𝑙2 + 𝑙 +
1

4
→ 𝑙± =

−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
=

−1 ± √12 − 1

2(1)
= −

1

2
 

𝑙2 + 𝑙 +
1

4
= (𝑙 +

1

2
)
2

 

(111) 

Retomando  

𝑘4+
=

(−
1
2) + √(𝑙 +

1
2)

2

2
=

𝑙 −
1
2 +

1
2

2
=

𝑙

2
 

𝑘5 = √
𝑚2𝜔2

4ℏ2
= ±

𝑚𝜔

2ℏ
 

(112) 

La función de onda para el oscilador armónico esférico es  
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Ψ(s) = 𝑁𝑛𝑠
𝑙
2𝑒            1

∓
𝑚𝜔
2ℏ

𝑠
𝐹1 (−𝑛; 𝑙 +

3

2
;
𝑚𝜔

ℏ
𝑠) (113) 

Volviendo a la variable original 𝑟 usando el cambio de variable 𝑠 = 𝑟2 se tiene  

Ψ(r) = 𝑁𝑛𝑟𝑙𝑒            1

∓
𝑚𝜔
2ℏ

𝑟2

𝐹1 (−𝑛; 𝑙 +
3

2
;±

𝑚𝜔

ℏ
𝑟2)   (114) 

Los valores de la energía se hallan con la ecuación (80) del Método Fórmula despejando de la 

ecuación el valor de la energía 

[

𝑚𝐸
2ℏ2

𝑙 +
3
2

+ 2𝑛
]

2

− (
𝑚𝜔

2ℏ
)
2

= 0  → 𝐸𝑛,𝑙 = ℏ𝜔 (2𝑛 + 𝑙 +
3

2
) (115) 

Los valores de energía determinados para 𝑘4+ coinciden con los reportados en [36] empleando el 

método formula, pero al comparar con la solución exacta se tiene como diferencia el término 2𝑛, 

aunque se resalta que la solución por el método fórmula reproduce de forma correcta el estado base 

del oscilador armónico esférico. 

Considerando la segunda raíz de 𝑘4− 

𝑘4−
=

(−
1
2
) − √(𝑙 +

1
2
)
2

2
=

−𝑙 −
1
2

−
1
2

2
= −

𝑙 + 1

2
 

𝑘5 = √
𝑚2𝜔2

4ℏ2
= ±

𝑚𝜔

2ℏ
 

(116) 

La función de onda del oscilador armónico esférico para la segunda raíz de 𝑘4−
 es  

Ψ(s) = 𝑁𝑛𝑠−
𝑙+1
2 𝑒            1

∓
𝑚𝜔
2ℏ

𝑠
𝐹1 (−𝑛;−𝑙 +

1

2
;±

𝑚𝜔

ℏ
𝑠) (117) 

Volviendo a la variable original 𝑟 usando el cambio de variable 𝑠 = 𝑟2  

Ψ(r) = 𝑁𝑛𝑟−(𝑙+1)𝑒            1

∓
𝑚𝜔
2ℏ

𝑟2

𝐹1 (−𝑛;−𝑙 +
1

2
;±

𝑚𝜔

ℏ
𝑟2) (118) 

Los valores de la energía se hallan con la ecuación (80) del Método Fórmula despejando de la 

ecuación el valor de la energía 

[

𝑚𝐸
2ℏ2

−𝑙 − 1 +
3
2 + 2𝑛

]

2

− (
𝑚𝜔

2ℏ
)
2

= 0 → 𝐸𝑛,𝑙 = ℏ𝜔 (2𝑛 + 𝑙 +
1

2
)   (119) 
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Los valores de energía para la raíz 𝑘4−
 difieren con los reportados en la literatura aunque reproduce 

de forma correcta el primer estado excitado del oscilador armónico esférico. 

4.3.4 Potencial de Hylleraas  

Consideremos el hamiltoniano de una partícula que está sometida a un potencial de Hylleraas  

𝑉̂(𝑥) = −
𝑉0

cosh2(𝛼𝑥)
  ;  

 𝛼:  𝑢𝑛 𝑒𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑛 𝑢𝑛𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠
𝑑𝑒 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑜𝑛𝑔𝑖𝑡𝑢𝑑 

 ; 𝑉0 > 0 (120) 

𝐻̂ =
𝑝̂2

2𝑚
+ 𝑉̂(𝑥) = −

ℏ2

2𝑚

𝜕2

𝜕𝑥2
−

𝑉0

cosh2(𝛼𝑥)
 (121) 

Hallando los valores propios del hamiltoniano  

𝐻̂Ψ = −
ℏ2

2𝑚

𝜕2Ψ

𝜕𝑥2
−

𝑉0

cosh2(𝛼𝑥)
Ψ = 𝐸Ψ →

𝜕2Ψ

𝜕𝑥2
+ (

2𝑚E

ℏ2
+

2𝑚𝑉0

ℏ2 cosh2 𝛼(𝑥)
)Ψ = 0   

𝜕2Ψ

𝜕𝑥2
+

1

cosh2(𝛼𝑥)
(
2𝑚E

ℏ2
cosh2(𝛼𝑥) +

2𝑚𝑉0

ℏ2
)Ψ = 0   

(122) 

Realizando el cambio de variable  

Ψ(𝑥) = Ψ(𝑠)  

𝑠 = cosh2(𝛼𝑥)   ⟶ 𝑥 =
1

𝛼
cosh−1(√𝑠) 

(123) 

Empleando regla de la cadena para hallar las derivadas  

𝜕

𝜕𝑠
=

𝜕

𝜕𝑠
(
1

𝛼
cosh−1(√𝑠))

𝜕

𝜕𝑥
=

1

2𝛼√𝑠2 − 𝑠

𝜕

𝜕𝑥
→

𝜕

𝜕𝑥
= 2𝛼√𝑠2 − 𝑠

𝜕

𝜕𝑠
 (124) 

𝜕2

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑥
= 2𝛼√𝑠2 − 𝑠

𝜕

𝜕𝑠
(2𝛼√𝑠2 − 𝑠

𝜕

𝜕𝑠
) →

𝜕2

𝜕𝑥2
= 4𝛼2(𝑠2 − 𝑠)

𝜕2

𝜕𝑠2
+ 2𝛼2(2𝑠 − 1)

𝜕

𝜕𝑠
 (125) 

Reemplazando en la ecuación de los valores propios del hamiltoniano (122) 

4𝛼2(𝑠2 − 𝑠)
𝜕2Ψ(s)

𝜕𝑠2
+ 2𝛼2(2𝑠 − 1)

𝜕Ψ(s)

𝜕𝑠
+

1

𝑠
(
2𝑚E

ℏ2
s +

2𝑚𝑉0

ℏ2
)Ψ(s) = 0   

𝜕2Ψ(s)

𝜕𝑠2
+

(2𝑠 − 1)

2𝑠(𝑠 − 1)
 
𝜕Ψ(s)

𝜕𝑠
+

1

𝑠2(𝑠 − 1)
(

2𝑚E

4𝛼2ℏ2
s +

2𝑚𝑉0

4𝛼2ℏ2
)Ψ(s) = 0    

(126) 

Factorizando un menos en el numerador y el denominador de los coeficientes de la primera derivada, 

multiplicando y dividiendo por (𝑠 − 1) en el término de Ψ y agrupando se tiene  
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𝜕2Ψ(s)

𝜕𝑠2
+

(1/2 − 𝑠)

𝑠(1 − 𝑠)
 
𝜕Ψ(s)

𝜕𝑠
+

1

𝑠2(1 − 𝑠)2
(

𝑚E

2𝛼2ℏ2
s2 + (

𝑚𝑉0

2𝛼2ℏ2
−

𝑚E

2𝛼2ℏ2
) 𝑠 −

𝑚𝑉0

2𝛼2ℏ2
)Ψ(s) = 0 (127) 

Comparando con la ecuación del método fórmula (74) 

𝑘1 =
1

2
;  𝑘2 = 1 ; 𝑘3 = 1;     𝐴 =

𝑚E

2𝛼2ℏ2
;   𝐵 =

𝑚𝑉0

2𝛼2ℏ2
−

𝑚E

2𝛼2ℏ2
;   𝐶 = −

𝑚𝑉0

2𝛼2ℏ2
 (128) 

Empleando la ecuación (78) y (79) para hallar 𝑘4 𝑦 𝑘5 

𝑘4±
=

(1 −
1
2
) + √(1 −

1
2
)
2

+
2𝑚𝑉0

𝛼2ℏ2

2
 =

1

4
±

1

4𝛼ℏ
√8𝑚𝑉0 + 𝛼2ℏ2 

𝑘5 = 
1

2
+

1

4
−

1

2
+ √[

1

2
+

1

4
−

1

2
]
2

− [
𝑚E

2ℏ2
−

𝑚E

2ℏ2
−

𝑚𝑉0

2ℏ2
+

𝑚𝑉0

2ℏ2 ] =
1

4
±

1

4
=

1

2
 

(129) 

La función de onda para la partícula es  

Ψ(s) = 𝑁𝑛𝑠
1
4+

1
4𝛼ℏ√ℏ2+8𝑚𝑉0(1 − 𝑠)        2

1
2 𝐹1 (−𝑛, 𝑛 +

1

2𝛼ℏ
√𝛼2ℏ2 + 8𝑚𝑉0 +

3

2
;
1

2
+

1

2𝛼ℏ
√𝛼2ℏ2 + 8𝑚𝑉0 +

1

2
, 1𝑠) (130) 

Volviendo a la variable original  

Ψ(x) = 𝑁𝑛cosh
1
2+

1
2ℏ√ℏ2+8𝑚𝑉0(𝑥)(1 − cosh2(𝛼𝑥))

        2

1
2 𝐹1 (−𝑛, 𝑛 +

1

2
+

1

2𝛼ℏ
√𝛼2ℏ2 + 8𝑚𝑉0 + 1;

1

2
+

1

2𝛼ℏ
√𝛼2ℏ2 + 8𝑚𝑉0 +

1

2
, cosh2(𝛼𝑥)) (131) 

Los valores de la energía se hallan empleando la ecuación (80) para cuando 𝑘3 ≠ 0, y despejando la 

energía  

[
 
 
 
 (

1
4 +

1
4𝛼ℏ√𝛼2ℏ2 + 8𝑚𝑉0)

2

−
1
4 − [

1 − 2𝑛
2 −

1
2(1 − √−4(

𝑚E
2𝛼2ℏ2))]

2

2 [
1 − 2𝑛

2 −
1
2(1 − √−4(

𝑚E
2𝛼2ℏ2))]

]
 
 
 
 
2

− (
1

2
)
2

= 0     

[−𝑛 +
1

4𝛼ℏ
√−8𝑚E]

2

− 𝑛 +
1

4𝛼ℏ
√−8𝑚E −

1

16𝛼2ℏ2
(𝛼ℏ + √𝛼2ℏ2 + 8𝑚𝑉0)

2

+
1

4
= 0 

(132) 

Definiendo 𝜆 = −𝑛 +
1

4𝛼ℏ
√−8𝑚E, reemplazando y agrupando términos  

𝜆2 + 𝜆 −
1

16𝛼2ℏ2
(𝛼ℏ + √𝛼2ℏ2 + 8𝑚𝑉0)

2

+
1

4
=   (133) 

Aplicando la formula cuadrática 𝜆± =
−𝑏±√𝑏2−4𝑎𝑐

2𝑎
  para hallar las raíces de 𝜆  
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𝜆± =

−1 ± √1 − 4 (−
1

16𝛼2ℏ2 (𝛼ℏ + √𝛼2ℏ2 + 8𝑚𝑉0)
2

+
1
4
)

2
→ 𝜆± =

−1 ±
1

2𝛼ℏ
(𝛼ℏ + √𝛼2ℏ2 + 8𝑚𝑉0)

2
   

(134) 

Volviendo a la variable inicial   

−𝑛 +
1

4𝛼2ℏ
√−8𝑚E =

−1 ±
1

2ℏ𝛼 (𝛼ℏ + √𝛼2ℏ
2
+ 8𝑚𝑉0)

2
 

(135) 

Los valores de la energía para una partícula sometida a un potencial de Hylleraas son  

𝐸𝑛±
= −

2𝛼2ℏ2

𝑚
(𝑛 −

1

2
±

1

4𝛼ℏ
(𝛼ℏ + √𝛼2ℏ2 + 8𝑚𝑉0))

2

 

𝐸𝑛±
= −

ℏ2𝛼2

2𝑚
(2𝑛 − 1 ±

1

2𝛼ℏ
(𝛼ℏ + √𝛼2ℏ2 + 8𝑚𝑉0))

2

 

(136) 

4.4 Análisis de resultados  

Por medio del desarrollo de los cuatro ejemplos de la sección anterior se dio a conocer algunos de 

los escenarios en los que se puede ver involucrado el investigador, docente o estudiante que asuma 

un ejercicio de la mecánica cuántica por medio del Método Fórmula (FM). Se halló la función de 

onda y los valores de la energía para cada uno de los ejercicios; a continuación se mencionan los 

principales análisis de los resultados de cada uno de los ejercicios 

 En el caso de una partícula en un pozo de potencial infinito unidimensional se tiene que la 

función de onda del sistema coincide con la reportada en la literatura para cuando 𝑘4 →

𝑘4_ = 0, obteniendo una solución del tipo onda plana tan característica de este ejercicio. Los 

niveles de energía por el método fórmula no se pueden determinar, dado que la ecuación 

para las energías del método dan como solución 𝐸 = 0, lo que corrobora que para aplicar el 

método se requiere llevar la ecuación de Schrödinger a la forma canónica (74) y además que 

los coeficientes de los términos sean distintos de cero. Se propone que para el estado base 

𝑛 = 0, donde la función hipergeométrica confluente es 1, aplicar sobre la función de onda 

condiciones de frontera para determinar la cuantización de la energía, con el fin de 

complementar el método fórmula y mejorar su exactitud. 

 En el caso de un oscilador armónico cuántica unidimensional los niveles de energía hallados 

para cada valor de 𝑘4±
 difieren a los reportados en la literatura, aunque se complementan 

mutuamente para obtener todo el espectro energético del sistema, es decir, es posible 

expresar las ecuaciones (100) y (104) como  

𝐸𝑛+
= ℏ𝜔 ((2𝑛 + 1) +

1

2
)   𝑦  𝐸𝑛−

= ℏ𝜔 ((2𝑛) +
1

2
) (137) 
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Por lo que los valores de energía 𝐸𝑛+
, correspondientes a 𝑘4+

, reproducen de forma excata 

los niveles de energía impares del oscilador armónico cuántico mientras que 𝐸𝑛−
, 

correspondientes a 𝑘4−
, reproduce de forma exacta los niveles de energía pares del modelo. 

Al analizar y emplear ambas ecuaciones es posible obtener todo el espectro energético del 

oscilador armónico cuántico unidimensional. La función de onda hallada por el método 

fórmula coincide con la reportada en la literatura empleando los polinomios de Hermit, por 

lo que se concluye que el método es adecuado para este modelo. 

 En el caso del oscilador armónico esférico se tiene que los niveles de energía por separados 

difieren de los reportados en la literatura, aunque al analizarlos en conjunto se observa que 

se puede reescribir (115) y (119) como  

𝐸𝑛,𝑙+ = ℏ𝜔 ((2𝑛) + 𝑙 +
3

2
)   𝑦  𝐸𝑛,𝑙− = ℏ𝜔 ((2𝑛 − 1) + 𝑙 +

3

2
) (138) 

De forma que 𝐸𝑛,𝑙+, correspondiente a 𝑘4+
, reproduce los estados energéticos pares del 

oscilador armónico esférico y 𝐸𝑛,𝑙−, correspondiente a 𝑘4−
, los niveles impares menos el 

𝑛 = 0 que no es un estado permitido. De esta forma se obtiene todo el espectro energético 

del oscilador armónico esférico al contemplar las dos raíces de 𝑘4±
. La función de onda es 

similar a la reportada en la literaria como una solución en series de potencia. 

 En el caso de una partícula sometida a un potencial tipo Hylleras, se evidencia la versatilidad 

del método fórmula para solucionar problemas matemáticos que involucran ecuaciones tipo 

Schrödinger con potenciales complejos de solucionar empleando métodos matemáticos 

convencionales. Se encuentra la función de onda de la partícula y los niveles de energía; al 

analizar los niveles de energía se observa una relación entre los valores de la energía y el 

momentum de la partícula, lo que corrobora lo reportado por [37]. El caso 𝑉0 = 0 se retoma 

el modelo de una partícula sin potencial y el método fórmula no es aplicable dado que los 

coeficiente de la primera derivada son cero, aspecto que se corrobora al hallar los niveles de 

energía que dan cero, por lo que se impone la condición 𝑉0 > 0. 

Al realizar el análisis de los ejercicios desarrollados por el método fórmula y el aporte que se propone 

en la tesis al considerar 𝑘4 como dos raíces 𝑘4±
, se concluye que el método es una excelente 

herramienta para el desarrollo de sistemas cuánticos que presentan complejidad en el tipo de 

potencial de interés, es un método aritmético simple de aplicar, solo se requiere identificar de forma 

idónea el cambio de variable a realizar en cada ejercicio, hallar los cambios de derivadas parciales 

correspondientes y comparar con la ecuación patrón del Método Formula. Por último, se emplean 

las constantes para encontrar la función de onda solución y los niveles de energía. 

 



 

 

 

5. Análisis teórico de punto cuántico de grafeno en 

una región sin potencial eléctrico.   

5.1 Definición de las variables del problema de estudio  

En la presente sección se realiza la reproducción paso a paso del artículo “Enhancing the energy 

spectrum of graphene quantum dot with external magnetic and Aharonov-Bohm flux fields.” [1] y 

se complementara su estudio al considerar: 1) un vector potencial magnético sin presencia del flujo 

Aharonov-Bohm y 2) comparando los niveles de energía hallados con el Método Fórmula y el 

método WKB. El procedimiento comienza con la ecuación de Dirac-Weyl en coordenadas 

cilíndricas (29) 

𝐻̂ = 𝑣𝑓(𝒑̂ + 𝑒𝑨̂) ∙ 𝝈𝑟,𝜑 + 𝜏𝑉̂(𝑟)𝜎𝑧 (29) 

Se asume un potencial vector magnético 𝑨̂ de la forma  

𝑨̂ = 𝑨̂𝟏 + 𝑨̂𝟐 (139) 

Con  𝑨̂𝟏 =
𝐵𝑟

2
𝝋̂  ;  𝑨̂𝟐 =

𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
𝝋̂  y el término 𝜙𝐴𝐵 es el flujo tipo Aharonov-Bohm. Además 𝑨̂ cumple 

con  

𝑩 = 𝐵𝒛̂ 

𝛁 × 𝑨̂ = 𝑩 = 𝐵𝑧̂
𝛁 ∙ 𝑨̂ = 0

} 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑑𝑎𝑠 𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒 
(140) 

De esta forma el operador 𝑨̂ es de la forma  

𝑨̂ = (
𝐵𝑟

2
+

𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) 𝝋̂   (141) 

El operador momentum 𝒑̂ que en coordenadas cilíndricas transforma como  

𝒑̂ = −𝑖ℏ(
𝜕

𝜕𝑟
𝒓̂ +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
𝝋̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝒛̂) (142) 

Las matrices de Pauli en coordenadas cilíndricas descritas en el artículo de Serrano [1] tiene la 

siguiente forma  [38] 
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𝜎𝑟 = ( 0 𝑒−𝑖𝜑

𝑒𝑖𝜑 0
) ;   𝜎𝜑 = 𝑖 ( 0 −𝑒−𝑖𝜑

𝑒𝑖𝜑 0
) ;   𝜎𝑧 = (

1 0
0 −1

) 

𝝈 = 𝜎𝑟𝒓̂ + 𝜎𝜑𝝋̂ + 𝜎𝑧𝒛̂ 

(143) 

Por último, el potencial 𝑉̂(𝑥, 𝑦) realiza un confinamiento de los portadores de carga del grafeno en 

el plano 𝑥 − 𝑦 por lo que se asume un potencial tipo pozo cuántico   

𝑉̂(𝑟) = {
0  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑟 ≤ 𝑅
∞  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑟 ≥ 𝑅

  𝑅: 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜 𝑑𝑒𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑢á𝑛𝑡𝑖𝑐𝑜 (144) 

En el presente trabajo se modelan los fermiones de Weyl, cuasi partículas de spin 1/2 que poseen 

como característica particular una masa efectiva igual a cero. 

5.2 Desarrollo del hamiltoniano de Dirac-Weyl  

Para el análisis teórico se desarrolla el hamiltoniano (29) en la región 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅  donde la ecuación 

se reduce a 

𝐻̂ = 𝑣𝑓(𝒑̂ + 𝑒𝑨̂) ∙ 𝜎𝑟,𝜑  

𝑣𝑓 (−𝑖ℏ (
𝜕

𝜕𝑟
𝒓̂ +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
𝝋̂ +

𝜕

𝜕𝑧
𝒛̂) + 𝑒 (

𝐵𝑟

2
+

𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) 𝝋̂) ∙ (𝜎𝑟𝒓̂ + 𝜎𝜑𝝋̂) 

𝐻̂ = 𝑣𝑓 (−𝑖ℎ
𝜕

𝜕𝑟
𝜎𝑟 + (−𝑖ℎ

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) 𝜎𝜑) 

(145) 

Se procede a determinar los valores propios del operador 𝐻̂  

𝑣𝑓 (−𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑟
𝜎𝑟 + (−𝑖ℏ

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜎𝜑)Ψ = 𝐸Ψ   (146) 

Por separación de variables se asume una solución para la función de onda Ψ de la forma  

Ψ = Φ(φ)𝑅(𝑟)  (147) 

Además dado que las soluciones corresponden a la ecuación de Dirac-Weyl, las soluciones para 

Ψ  son del tipo spinor de Weyl  

Ψ = (Ψ1, Ψ2) = (Φ1(φ)𝜒𝐴(𝑟),Φ2(φ)𝜒𝐵(𝑟)) (148) 

Se conoce que la solución azimutal está ligada al número cuántico magnético 𝑚. Su forma será la 

de una onda plana  

Φ1(φ) = 𝑒𝑖𝑚𝜑   

Φ2(φ) = 𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑 

(149) 
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La componente Φ2(φ) esta rotada en noventa grados con respecto a la de Φ1(φ), esto se justifica 

en la teoría de grupos SU2 y SO3 para conserva la invariancia ante rotaciones en las soluciones de 

la función de onda. Lo anterior garantiza las leyes de conservación asociadas a las propiedades 

rotacionales del sistema, en este caso, el momento angular 𝑚 y la conservación del spin.  

Por lo tanto función de onda Ψ del sistema tiene la siguiente forma 

Ψ = (𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐴(𝑟), 𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐵(𝑟)) (150) 

Dado que la función de onda Ψ se operara con las matrices de Pauli es necesario transformarla de 

un vector fila a un vector columna para ello se procede a  

ΨT = (𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐴(𝑟), 𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐵(𝑟))
𝑇

= (
𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐴(𝑟)

 𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐵(𝑟)
) (151) 

Ahora el problema se reduce a hallar las componentes radiales solución a la función de onda 

𝜒𝐴(𝑟) 𝑦 𝜒𝐵(𝑟). Para ello se resuelve las ecuaciones que surgen de los valores propios de 𝐻̂ (146) 

𝑣𝑓 (−𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑟
𝜎𝑟 + (−𝑖ℏ

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜎𝜑)(

𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐴(𝑟)

 𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐵(𝑟)
) = 𝐸 (

𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐴(𝑟)

 𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐵(𝑟)
) (152) 

Desarrollando el lado izquierdo de la ecuación  

𝑣𝑓 (−𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑟
( 0 𝑒−𝑖𝜑

𝑒𝑖𝜑 0
) + 𝑖 (−𝑖ℏ

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) ( 0 −𝑒−𝑖𝜑

𝑒𝑖𝜑 0
))(

𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐴(𝑟)

 𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐵(𝑟)
) 

𝑣𝑓 (−𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑟
(

𝑖𝑒𝑚𝜑𝜒𝐵(𝑟)

𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐴(𝑟)
) + 𝑖 (−𝑖ℏ

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)(

−𝑖𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐵(𝑟)

𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐴(𝑟)
)) 

(153) 

Igualando a la energía por la función de onda  

𝑣𝑓 (−𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑟
(

𝑖𝑒𝑚𝜑𝜒𝐵(𝑟)

𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐴(𝑟)
) + 𝑖 (−𝑖ℏ

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)(

−𝑖𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐵(𝑟)

𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐴(𝑟)
)) = 𝐸 (

𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐴(𝑟)

 𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐵(𝑟)
) (154) 

Así se generan un sistema de dos ecuaciones  

1) 𝑣𝑓 (−𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑟
(𝑖𝑒𝑚𝜑𝜒𝐵(𝑟)) + 𝑖 (−𝑖ℏ

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) (−𝑖𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐵(𝑟))) = 𝐸𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐴(𝑟) 

2) 𝑣𝑓 (−𝑖ℏ𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑 𝜕𝜒𝐴(𝑟)

𝜕𝑟
+ 𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑 (

ℏ(𝑚+1)

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) 𝜒𝐴(𝑟)) = 𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝐸𝜒𝐵(𝑟) 

(155) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 1) (155) 

𝑣𝑓 (ℏ𝑒𝑖𝑚𝜑
𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ 𝑒𝑖𝑚𝜑 (

ℏ𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜒𝐵(𝑟)) = 𝑒𝑖𝑚𝜑𝐸𝜒𝐴(𝑟) (156) 

Factorizando 𝑒𝑖𝑚𝜑 y simplificando la expresión  
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𝑣𝑓 (ℏ
𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ (

ℏ𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜒𝐵(𝑟)) = 𝐸𝜒𝐴(𝑟)   (157) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 2) (155) factorizando el término 𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑 para simplificar 

la expresión y eliminar la dependencia azimutal se llega a: 

𝑣𝑓 (−ℏ
𝜕𝜒𝐴(𝑟)

𝜕𝑟
+ (

ℏ(𝑚 + 1)

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) (𝜒𝐴(𝑟))) = 𝐸𝜒𝐵(𝑟) (158) 

De esta forma se genera el sistema de dos ecuaciones de Weyl acopladas por las componentes 

radiales del spinor  𝜒𝐴(𝑟) 𝑦 𝜒𝐵(𝑟) 

1) ℏ
𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ (

ℏ𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) 𝜒𝐵(𝑟) =

𝐸

𝑣𝑓
𝜒𝐴(𝑟)  

2) −ℏ
𝜕𝜒𝐴(𝑟)

𝜕𝑟
+ (

ℏ(𝑚+1)

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) (𝜒𝐴(𝑟)) =

𝐸𝜒𝐵

𝑣𝑓
(𝑟) 

(159) 

5.2.1 Desarrollo del sistema de ecuaciones de Weyl acopladas por la 

componente radial 𝚿  

Para solucionar el sistema de ecuación de dos incógnitas se procede a despejar de la primera ecuación 

de Weyl 𝜒𝐴(𝑟) (159) 

𝑣𝑓

𝐸
(ℏ

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ (

ℏ𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜒𝐵(𝑟)) = 𝜒𝐴(𝑟) (160) 

Se reemplaza 𝜒𝐴(𝑟) en la segunda ecuación de Weyl (159). El objetivo es llegar a una ecuación 

diferencial tipo Schrödinger 

−ℏ
𝜕

𝜕𝑟
(
𝑣𝑓

𝐸
(ℏ

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ (

ℏ𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) 𝜒𝐵(𝑟)))

+ (
ℏ(𝑚 + 1)

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)(

𝑣𝑓

𝐸
(ℏ

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ (

ℏ𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜒𝐵(𝑟))) =

𝐸𝜒𝐵

𝑣𝑓

(𝑟) 

−ℏ
𝜕

𝜕𝑟
(ℏ

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ (

ℏ𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜒𝐵(𝑟))

+ (
ℏ(𝑚 + 1)

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)(ℏ

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ (

ℏ𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) 𝜒𝐵(𝑟)) =

𝐸2

𝑣𝑓
2 𝜒𝐵(𝑟) 

(161) 

Analizando los términos por serado 

i) Primer término de la izquierda (161) 

Se tiene la derivada de un producto, operando y agrupando términos  
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−ℏ2
𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2
− ℏ (

ℏ𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)
𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
− ℏ𝜒𝐵(𝑟) (−

ℏ𝑚

𝑟2
+

𝑒𝐵

2
−

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟2
) (162) 

ii) Segundo término de la izquierda (161) 

Realizando las operaciones y reorganizando los términos se tienen  

 

ℏ(
ℏ𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)
𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+

ℏ2

𝑟

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟

+ (
ℏ2𝑚(𝑚 + 1)

𝑟2
+

ℏ(𝑚 + 1)𝑒𝐵

2
+

ℏ(𝑚 + 1)𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟2
+

𝑒𝐵ℏ𝑚

2
+

𝑒2𝐵2𝑟2

4

+
𝑒2𝐵𝜙𝐴𝐵

4𝜋
+

𝑒𝜙𝐴𝐵ℏ𝑚

2𝜋𝑟2
+

𝑒2𝜙𝐴𝐵𝐵

4𝜋
+

𝑒2𝜙𝐴𝐵
2

4𝜋2𝑟2)𝜒𝐵(𝑟) 

(163) 

Sumando ambos términos ecuación  (162) y (163), cancelando los términos de primera derivada 

iguales y simplificando la expresión resultante 

−ℏ2
𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2
+

ℏ2

𝑟

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟

+ (
ℏ2𝑚(𝑚 + 2)

𝑟2
+ ℏ𝑚𝑒𝐵 +

ℏ(𝑚 + 1)𝑒𝜙𝐴𝐵

𝜋𝑟2
+

𝑒2𝐵2𝑟2

4
+

𝑒2𝐵𝜙𝐴𝐵

2𝜋
+

𝑒2𝜙𝐴𝐵
2

4𝜋2𝑟2
)𝜒𝐵(𝑟) 

(164) 

Igualando a la energía por el spinor 𝜒𝐵(𝑟) y dividiendo a ambos lados por −ℏ2 se llega a  

𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2 −
1

𝑟

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
−

1

ℏ2 (
ℏ2𝑚(𝑚 + 2)

𝑟2 + ℏ𝑚𝑒𝐵 +
ℏ(𝑚 + 1)𝑒𝜙𝐴𝐵

𝜋𝑟2 +
𝑒2𝐵2𝑟2

4
+

𝑒2𝐵𝜙𝐴𝐵

2𝜋
+

𝑒2𝜙𝐴𝐵
2

4𝜋2𝑟2)𝜒𝐵(𝑟)

= −
𝐸2

ℏ2𝑣𝑓
2 𝜒𝐵(𝑟) 

(165) 

Empleando la definición de longitud magnética 𝑙𝐵 = √ℏ/𝑒𝐵 , definiendo: el fluxón como 𝜙𝑜 =
ℎ

𝑒
  

y una variable auxiliar como  𝛼 =
𝐸

𝑣𝑓ℏ
 , se tiene  

𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2
−

1

𝑟

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
− (

𝑚(𝑚 + 2)

𝑟2
+

𝑚

𝑙𝐵
𝟐  +

2(𝑚 + 1)𝜙𝐴𝐵

𝑟2𝜙𝑜

+
𝑟2

4𝑙𝐵
4 +

𝜙𝐴𝐵

𝑙𝐵
2𝜙𝑜

+
𝜙𝐴𝐵

2

𝑟2𝜙𝑜
2
)𝜒𝐵(𝑟) = −𝛼2𝜒𝐵(𝑟)  (166) 

Definiendo 𝜁 como la relación entre el flujo magnético tipo Aharonov-Bohm y el fluxón  

𝜁 =
𝜙𝐴𝐵

𝜙𝑜
 (167) 

𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2
−

1

𝑟

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
− (

𝑚(𝑚 + 2)

𝑟2
+

𝑚

𝑙𝐵
𝟐
 +

2(𝑚 + 1)𝜁

𝑟2
+

𝑟2

4𝑙𝐵
4 +

𝜁

𝑙𝐵
2 +

𝜁2

𝑟2
)𝜒𝐵(𝑟) = −𝛼2𝜒𝐵(𝑟) (168) 

Analizando los factores con el inverso del cuadro del radio  

𝑚(𝑚 + 2)

𝑟2
+

2(𝑚 + 1)𝜁

𝑟2
+

𝜁2

𝑟2
=

1

𝑟2
(𝑚2 + 2𝑚 + 2𝑚𝜁 + 2𝜁 + 𝜁2) =

1

𝑟2
((𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1)  (169) 

Reemplazando e igualando a cero  
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𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2
−

1

𝑟

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
− (

(𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1

𝑟2
 +

𝑟2

4𝑙𝐵
4 +

𝑚 + 𝜁

𝑙𝐵
𝟐

− 𝛼2)𝜒𝐵(𝑟) = 0 (170) 

De forma análoga se llega a la ecuación para 𝜒𝐴(𝑟) 

𝜕2𝜒𝐴(𝑟)

𝜕𝑟2
−

1

𝑟

𝜕𝜒𝐴(𝑟)

𝜕𝑟
− (

(𝑚 + 𝜁)2 − 1

𝑟2
+

𝑟2

4𝑙𝐵
4 +

𝑚 + 𝜁 + 1

𝑙𝐵
2 − 𝛼2)𝜒𝐴(𝑟) = 0   (171) 

5.2.2 Solución de la componente radial de 𝚿 por el método fórmula: 

funciones 𝝌𝑨  𝒚  𝝌𝑩 y niveles de energía  

Antes de aplicar el método fórmula es necesario transformar la ecuación tipo Schrödinger de 

𝜒𝐴(𝑟) 𝑦 𝜒𝐵(𝑟) a una forma específica por medio de un cambio adecuado del tipo 𝑟 → 𝑠. En este caso 

el cambio 𝜒𝐵(𝑟) = 𝜒𝐵(𝑠) es el mismo descrito por la ecuación (107) con 𝑠 = 𝑟2 . Empleando las 

relaciones para primera y segunda derivada con cambio de variable del tipo (107) descritas en (93) 

y (94), reemplazando en la ecuación tipo Schrödinger 𝜒𝐵(𝑟) (170) y reorganizando los términos 

2
𝜕𝜒𝐵(𝑠)

𝜕𝑠
+ 4𝑠

𝜕2𝜒𝐵(𝑠)

𝜕𝑠2
−

2√𝑠

√𝑠
 
𝜕𝜒𝐵(𝑠)

𝜕𝑠
− (

(𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1

𝑠
 +

𝑠

4𝑙𝐵
4 +

𝑚 + 𝜁

𝑙𝐵
𝟐 − 𝛼2)𝜒𝐵(𝑠) = 0   

𝜕2𝜒𝐵(𝑠)

𝜕𝑠2
+

1

𝑠2 (𝑠2 (−
1

16𝑙𝐵
4) + 𝑠 (

𝛼2

4
−

𝑚 + 𝜁

4𝑙𝐵
𝟐 ) −

(𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1

4
)𝜒𝐵(𝑠) = 0   

(172) 

De forma análoga se halla la ecuación para 𝜒𝐴(𝑠) (171) 

𝜕2𝜒𝐴(𝑠)

𝜕𝑠2
+

1

𝑠2 (𝑠2  (−
1

16𝑙𝐵
4) + 𝑠 (

𝛼2

4
−

𝑚 + 𝜁 + 1

4𝑙𝐵
2 ) −

(𝑚 + 𝜁)2 − 1

4
)𝜒𝐴(𝑠) = 0   (173) 

Comparando con la ecuación del método fórmula (74). Debido a que se busca que ambas ecuaciones 

diferenciales sean iguales se ha de cumplir que sus coeficientes sean exactamente los mismos, de 

esta forma se tiene para 𝜒𝐵(𝑠) 

𝑘1 = 0;  𝑘2 = 0;  𝑘3 = 0 

𝐴 = −
1

16𝑙𝐵
4 ;   𝐵 =

𝛼2

4
−

𝑚 + 𝜁

4𝑙𝐵
𝟐

;   𝐶 = −
(𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1

4
 

(174) 

Determinando las constantes 𝑘4 𝑦 𝑘5 con la ecuación (78) y (79) 

𝑘4+
=

(1) + √(1)2 − 4(−
(𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1

4 )

2
→ 𝑘4+

=
𝑚 + 𝜁 + 2

2
 

𝑘5±
= √

1

16𝑙𝐵
4 → 𝑘5 = ±

1

4𝑙𝐵
2    

(175) 

La solución para 𝜒𝐵(𝑠) (172) es  



Capítulo 5  53 

 

𝜒𝐵(𝑠) = 𝑁𝑛𝑠
𝑚+𝜁+2

2 𝑒
∓

1

4𝑙𝐵
2 𝑠

 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 𝜁 + 2 ;±
1

2𝑙𝐵
2 𝑠) (176) 

Los valores de la energía se hallan con la ecuación (80) 

[ 

𝛼2

4
−

𝑚+𝜁

4𝑙𝐵
𝟐

𝑚+𝜁+2+2𝑛 
]

2

− (
1

4𝑙𝐵
2)

2
= 0 → 𝑙𝐵

2𝛼2 = 2( 𝑚 + 𝜁 + 1 + 𝑛); con 𝛼 =
𝐸

ℏ𝑣𝑓
   

𝐸𝑚,𝑛 = ± 
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√2( 𝑚 + 𝜁 + 1 + 𝑛) 

(177) 

De forma análoga se halla la función de onda y los niveles de energía para la ecuación 𝜒𝐴(𝑠) (173), 

comparando la ecuación 𝜒𝐴(𝑠) (173) con la ecuación del Método Fórmula (74) se determinan las 

constantes   

𝑘1 = 0;  𝑘2 = 0;  𝑘3 = 0  

𝐴 = −
1

16𝑙𝐵
4 ;   𝐵 =

𝛼2

4
−

𝑚 + 𝜁 + 1

4𝑙𝐵
2 ;   𝐶 = −

(𝑚 + 𝜁)2 − 1

4
 

(178) 

Determinando las constantes 𝑘4 𝑦 𝑘5 con la ecuación (78) y (79) 

𝑘4+
=

𝑚 + 𝜁 + 1

2
 

𝑘5±
= ±

1

4𝑙𝐵
2  

(179) 

Así la solución de 𝜒𝐴(𝑠) (173) es  

𝜒𝐴(𝑠) = 𝑁𝑛𝑠
𝑚+𝜁+1

2 4𝑒
∓

1

4𝑙𝐵
2𝑠

 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 𝜁 + 1 ; ±
1

2𝑙𝐵
2 𝑠) (180) 

Los valores de la energía se hallan con la ecuación (80) 

[
 
 
 

 

𝛼2

4 −
𝑚 + 𝜁 + 1

4𝑙𝐵
2

𝑚 + 𝜁 + 1 + 2𝑛 

]
 
 
 
2

− (
1

4𝑙𝐵
2)

2

= 0  

 𝐸𝑚,𝑛 = ±
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
 √2(𝑚 + 𝜁 + 1 + 𝑛) 

(181) 

Como se puede corroborar con el procedimiento desarrollado, los valores para la energía de 

𝜒𝐴(𝑠) 𝑦 𝜒𝐵(𝑠) son los mismos; este suceso tiene sustento en el acoplamiento de los componentes 

del spinor de Weyl 𝜒𝐴(𝑠) 𝑦 𝜒𝐵(𝑠) que producen una descripción completa y enlazada de las 

propiedades físicas del grafeno, en este caso, los valores de la energía. 
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5.2.3 Función de onda solución  

Las soluciones para 𝜒𝐴(𝑠) 𝑦 𝜒𝐵(𝑠) 

𝜒𝐴(𝑠) = 𝑁𝑛𝑠
𝑚+𝜁+1

2 𝑒
∓

1

4𝑙𝐵
2 𝑠

 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 𝜁 + 1±;
1

2𝑙𝐵
2 𝑠) (180) 

𝜒𝐵(𝑠) = 𝑁𝑛𝑠
𝑚+𝜁+2

2 𝑒
∓

1

4𝑙𝐵
2 𝑠

 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 𝜁 + 2 ;±
1

2𝑙𝐵
2 𝑠) (176) 

Retomando la variable original 𝑟 se tiene 𝑠 = 𝑟2  

𝜒𝐴(𝑟) = 𝑁𝑛𝑟𝑟𝑚+𝜁+1
𝑒

∓
𝑟2

4𝑙𝐵
2
 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 𝜁 + 1 ; ±

1

2𝑙𝐵
2 𝑟2) 

𝜒𝐵(𝑟) = 𝑁𝑛𝑟𝑚+𝜁+2𝑒
∓

𝑟2

4𝑙𝐵
2
 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 𝜁 + 2 ; ±

1

2𝑙𝐵
2 𝑟2) 

(182) 

De esta forma la función de onda Ψ  es  

Ψ =

(

  
 

𝑁𝑛𝑟𝑚+𝜁+1𝑒
𝑖𝑚𝜑∓

𝑟2

4𝑙𝐵
2
 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 𝜁 + 1 ;±

1
2𝑙𝐵

2 𝑟2)

 𝑁𝑛𝑖𝑟𝑚+𝜁+2𝑒
𝑖(𝑚+1)𝜑∓

𝑟2

4𝑙𝐵
2
 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 𝜁 + 2 ;±

1
2𝑙𝐵

2 𝑟2)
)

  
 

   (183) 

Los valores teóricos de la energía para el grafeno en presencia de un flujo magnético tipo Aharonov-

Bohm son  

𝐸𝑚,𝑛 = ±
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
 √2(𝑚 + 𝜁 + 1 + 𝑛);  𝜁 =

𝜙𝐴𝐵

𝜙𝑜
 (184) 

5.3 Punto cuántico sin presencia del flujo Aharonov-Bohm  

Ahora consideremos un sistema similar al estudiado en la sección anterior pero sin la influencia del 

flujo Aharonov-Bohm. El hamiltoniano está descrito por la ecuación (29), se conserva el tipo de 

potencial de confinamiento (144) pero se redefine el vector potencial  magnético como 𝑨̂ =
𝐵𝑟

2
𝝋̂ . 

En la región 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅  el hamiltoniano  se reduce a 

𝐻̂ = 𝑣𝑓 (−𝑖ℎ
𝜕

𝜕𝑟
𝜎𝑟 + (−𝑖ℎ

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
+

𝑒𝐵𝑟

2
)𝜎𝜑) (185) 
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Las soluciones son similares a las descritas en la sección anterior, se asume una solución del tipo 

exponencial para la componente azimutal y se busca determinar la componente radial del spinor. El 

sistema de ecuaciones que se genera para los valores propios de 𝐻̂  es 

𝑣𝑓 (−𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑟
𝜎𝑟 + (−𝑖ℏ

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
+

𝑒𝐵𝑟

2
+)𝜎𝜑)(

𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐴(𝑟)

 𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐵(𝑟)
) = 𝐸 (

𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐴(𝑟)

 𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐵(𝑟)
) (186) 

El sistema (186) se puede reducir a un sistema de ecuaciones acopladas por la componente radial de 

la forma  

1) 
𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ (

𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2ℏ𝑐
)𝜒𝐵(𝑟) = 𝛼 𝜒𝐴(𝑟) 

2) 
𝜕𝜒𝐴(𝑟)

𝜕𝑟
− (

(𝑚 + 1)

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2ℏ𝑐
)𝜒𝐴(𝑟) = −𝛼𝜒𝐵(𝑟) 

(187) 

El procedimiento para solucionar el sistema de ecuaciones es similar al descrito anteriormente, por 

lo que solo se muestran los pasos más relevantes. 

El sistema de ecuaciones tipo Schrödinger para 𝜒𝐴(𝑟) 𝑦 𝜒𝐵(𝑟) (187) es  

1) 
𝜕2𝜒𝐴(𝑟)

𝜕𝑟2
−

1

𝑟

𝜕𝜒𝐴(𝑟)

𝜕𝑟
+ (−

(𝑚2 − 1)

𝑟2
−

(𝑚 + 1)

𝑙𝐵
2 −

𝑟2

4𝑙𝐵
4 + 𝛼2)𝜒𝐴(𝑟) = 0 

2) 
𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2
−

1

𝑟

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ (−

𝑚(𝑚 + 2)

𝑟2
−

𝑚

𝑐𝑙𝐵
2 −

𝑟2

4𝑙𝐵
4 + 𝛼2)𝜒𝐵(𝑟) = 0 

(188) 

Al solucionar por el método fórmula se hallan la función de onda para la componente radial y los 

niveles de energía  

𝜒𝐴(𝑟) = 𝑁𝑛𝑟𝑚+1𝑒
−

𝑟2

4𝑙𝐵
2
 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 1;

𝑟2

2𝑙𝐵
2) 

𝜒𝐵(𝑟) = 𝑁𝑛𝑟𝑚+2𝑒
−

𝑟2

4𝑙𝐵
2
 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 2;

𝑟2

2𝑙𝐵
2) 

𝐸𝑚,𝑛 = ±
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√2(𝑚 + 𝑛 + 1) 

(189) 

Se destaca que los niveles de energía para 𝜒𝐴(𝑟) 𝑦 𝜒𝐵(𝑟) coinciden, por lo que se corrobora que el 

sistema cuántico se encuentra acoplado, lo que produce una descripción completa del sistema por 

medio de los niveles de energía. 

5.4 Solución de la parte radial de 𝚿 por el método WKB: 

funciones 𝝌𝑨 𝒚  𝝌𝑩 y los valores de energía  

En la presente sección se empleara el método WKB para determinar la función de onda Ψ para cada 

una de las componentes del spinor de Weyl 𝜒𝐴(𝑟) 𝑦  𝜒𝐵(𝑟).y los niveles de energía correspondientes.  
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5.4.1 Función de onda y niveles de energía para la componente radial 𝝌𝑨  

Para aplicar el método es necesario calcular las fases de las funciones solución, por lo cual se 

comparan las ecuaciones (170) y (171) con la ecuación del método WKB de la forma (35) con el fin 

de identificar constantes. 

∫
𝑏(𝑥´)

𝑎(𝑥´)
𝑑𝑥´ = ∫

−(
(𝑚 + 𝜁)2 − 1

𝑟´2
+

𝑟´2

4𝑙𝐵
4 +

𝑚 + 𝜁 + 1
𝑙𝐵
2 − 𝛼2)

−
1
𝑟´

𝑑𝑟´ 

∫
𝑏(𝑥´)

𝑎(𝑥´)
𝑑𝑥´ = [(𝑚 + 𝜁)2 − 1] ln(𝑟) +

𝑟4

16𝑙𝐵
4 + (

𝑚 + 𝜁 + 1

𝑙𝐵
2 − 𝛼2)

𝑟2

2
 

−
1

𝜀
∫𝑎(𝑥´)𝑑𝑥´ = −

1

1
∫−

1

𝑟´
𝑑𝑟´ = ln(𝑟) 

 

(190) 

Así las soluciones para el spinor 𝜒𝐴 es de la forma (38) 

𝜒𝐴(𝑟)~
𝐶1

𝑟(𝑚+𝜁)2−1
𝑒

−(
𝑟4

16𝑙𝐵
4+(

𝑚+𝜁+1

𝑙𝐵
2 −𝛼2)

𝑟2

2 )
− 𝐶2𝑟

(𝑚+𝜁)2+1𝑒
(

𝑟4

16𝑙𝐵
4+(

𝑚+𝜁+1

𝑙𝐵
2 −𝛼2)

𝑟2

2 )
 (191) 

Las constantes 𝐶1 𝑦 𝐶2 se hallan en la condición limite 𝑟 = 𝑅 donde el spinor 𝜒𝐴(𝑟) se anula, por lo 

que  

𝜒𝐴(𝑅)~
𝐶1

𝑅(𝑚+𝜁)2−1
𝑒

−(
𝑅4

16𝑙𝐵
4+(

𝑚+𝜁+1

𝑙𝐵
2 −𝛼2)

𝑅2

2 )
− 𝐶2𝑅

(𝑚+𝜁)2+1𝑒
(

𝑅4

16𝑙𝐵
4+(

𝑚+𝜁+1

𝑙𝐵
2 −𝛼2)

𝑅2

2 )
= 0    (192) 

Despejando para hallar las constantes  

𝐶1

𝑅(𝑚+𝜁)2−1
𝑒

−(
𝑅4

16𝑙𝐵
4+(

𝑚+𝜁+1

𝑙𝐵
2 −𝛼2)

𝑅2

2 )
= 𝐶2𝑅

(𝑚+𝜁)2+1𝑒
(

𝑅4

16𝑙𝐵
4+(

𝑚+𝜁+1

𝑙𝐵
2 −𝛼2)

𝑅2

2 )
 (193) 

Considerando que las fases se anulan en la condición limite y expresando la constante 𝐶1 en funcion 

de 𝐶2 se tiene que  

𝐶1 = 𝐶2𝑅
2(𝑚+𝜁)2 (194) 

Remplazando en 𝜒𝐴(𝑟) (192) y redefiniendo 𝐶2 = 𝑁 se tiene  

𝜒𝐴(𝑟)~
𝑁𝑅2(𝑚+𝜁)2

𝑟(𝑚+𝜁)2−1
𝑒

−(
𝑟4

16𝑙𝐵
4+(

𝑚+𝜁+1

𝑙𝐵
2 −𝛼2)

𝑟2

2 )
− 𝑁𝑟(𝑚+𝜁)2+1𝑒

(
𝑟4

16𝑙𝐵
4+(

𝑚+𝜁+1

𝑙𝐵
2 −𝛼2)

𝑟2

2 )
 (195) 

Mientras que para los niveles de energía se tiene que las fases de los exponenciales tienen que 

coincidir en la condición limite 𝑟 = 𝑅 por lo que  
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𝑅2

8𝑙𝐵
4 + (

𝑚 + 𝜁 + 1

𝑙𝐵
2 − 𝛼2) = 0 →   𝐸𝜒𝐴

=
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√(

𝑅2

8𝑙𝐵
2 + 𝑚 + 𝜁 + 1) (196) 

Que corresponde a los niveles de energía que presenta el spinor 𝜒𝐴(𝑟) 

5.4.2 Función de onda y niveles de energía para la componente radial 𝝌𝑩  

El procedimiento para la componente del spinor 𝜒𝐵(𝑟) es similar al descrito anteriormente, primero 

se procede a calcular las fases del método WKB 

∫
𝑏(𝑥´)

𝑎(𝑥´)
𝑑𝑥´ =∫[

(𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1

𝑟´
+

𝑟´3

4𝑙𝐵
4 + (

𝑚 + 𝜁

𝑙𝐵
2 − 𝛼2)𝑟´] 𝑑𝑟´ 

∫
𝑏(𝑥´)

𝑎(𝑥´)
𝑑𝑥´ = [(𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1] ln(𝑟) +

𝑟4

16𝑙𝐵
4 + (

𝑚 + 𝜁

𝑙𝐵
2 − 𝛼2)

𝑟2

2
 

−
1

𝜀
∫ 𝑎(𝑥´)𝑑𝑥´

𝑥

0

= −
1

1
∫−

1

𝑟´
𝑑𝑟´ = ln(𝑟) 

(197) 

Así las soluciones para el spinor 𝜒𝐵  

𝜒𝐵(𝑟)~
𝐶1

𝑟(𝑚+𝜁+1)2−1
𝑒

−(
𝑟4

16𝑙𝐵
4+(

𝑚+𝜁

𝑙𝐵
2 −𝛼2)

𝑟2

2 )
− 𝐶2𝑟

(𝑚+𝜁+1)2+1𝑒
(

𝑟4

16𝑙𝐵
4+(

𝑚+𝜁

𝑙𝐵
2 −𝛼2)

𝑟2

2 )
 (198) 

De forma análoga se calculan las constantes 𝐶1 𝑦 𝐶2 en la condición límite 𝑟 = 𝑅 donde el spinor 

𝜒𝐵(𝑟) se anula, por lo que 

𝜒𝐵(𝑅)~
𝐶1

𝑅(𝑚+𝜁+1)2−1
𝑒

−(
𝑅4

16𝑙𝐵
4+(

𝑚+𝜁

𝑙𝐵
2 −𝛼2)

𝑅2

2 )
− 𝐶2𝑅

(𝑚+𝜁+1)2+1𝑒
(

𝑅4

16𝑙𝐵
4+(

𝑚+𝜁

𝑙𝐵
2 −𝛼2)

𝑅2

2 )
= 0  (199) 

Despejando para hallar la constante 𝐶1 en funcion de 𝐶2 y considerando que las fases se anulan en 

la condición limite, se llega a que  𝐶1 = 𝐶2𝑅
2(𝑚+𝜁+1)2  . Por último, redefiniendo 𝐶2 = 𝑁 y 

reemplazando se tiene que  

𝜒𝐵(𝑟)~
𝑁𝑅2(𝑚+𝜁+1)2

𝑟(𝑚+𝜁+1)2−1
𝑒

−(
𝑟4

16𝑙𝐵
4+(

𝑚+𝜁

𝑙𝐵
2 −𝛼2)

𝑟2

2 )
− 𝑁𝑟(𝑚+𝜁+1)2+1𝑒

(
𝑟4

16𝑙𝐵
4+(

𝑚+𝜁

𝑙𝐵
2 −𝛼2)

𝑟2

2 )
 (200) 

Mientras que para los niveles de energía se tiene que las fases de los exponenciales deben de coincidir 

en la condición límite 𝑟 = 𝑅 , procedimiento análogo al desarrollado para 𝜒𝐴(𝑟), por lo que  

𝑅4

16𝑙𝐵
4 + (

𝑚 + 𝜁

𝑙𝐵
2 − 𝛼2)

𝑅2

2
= 0 → 𝐸𝜒𝐵

=
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√

𝑅2

8𝑙𝐵
2 + 𝑚 + 𝜁 (201) 

Al comprar las energías de componte del spinor 𝜒𝐴 𝑦 𝜒𝐵 se observa que en forma son similares y 

ambas presentan dependencia del tamaño del punto cuántico (𝑅), pero sus energías no coinciden 
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exactamente. Las dificultades con la igualdad de las energías probablemente se deba a que el método 

WKB es un método aproximado y que depende del tipo de ecuación tipo Schrödinger que se modela.  

5.5 Gráficas de los valores de energía en función del número 

cuántico magnético 𝒎  

5.5.1 Niveles de energía en función del campo magnético 𝑬𝒎 = 𝒇(𝑩)  

Para realizar el análisis del comportamiento de los niveles de energía se asumen dos valores 

arbitrarios de la relación de flujo Aharonov-Bohm y fluxón 𝜁 = 0.5  𝑦  𝜁 = 2. Los resultados se 

presentan a continuación  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Al realizar el análisis grafico se corrobora el tipo de relación existente entre las variables 𝐸 𝑦 𝐵, que 

es acorde al modelo matemático y a lo registrado en la literatura [1]. Se observa además, que al 

incrementar la relación flujo Aharonov-Bohm y fluxón se obtiene un incremento leve en el valor de 

los niveles de energía base y excitados, lo que corrobora que el termino 𝜁, relacionando con aspectos 

topológicos del sistema, es significativo en el estudio de sistemas cuánticos de baja dimensión. 

Gráfica 1 Relación de la energía en función del campo magnético 𝐵 Para valores del numero 

cuántico 𝑚 entre 0 𝑦 2  y una relación de flujo 𝜁 de 𝜁 = 0.5  𝑦  𝜁 = 2. 
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5.5.2 Niveles de energía en función de la relación de flujo 𝑬𝒎 = 𝒇(𝜻)  

Para realizar los análisis de las gráficas se asume un valor arbitrario de campo magnético                      

𝐵 = 1 𝑇 𝑦 𝐵 = 5 𝑇. Los resultados se presentan a continuación  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Al realizar el análisis de las gráficas se observa como los niveles de energía del sistema se ven 

alterados significativamente al someterlos a campos magnéticos “altos”, por lo que se concluye que 

el estado base y los estados excitados al pasar de un campo magnético de 0.5𝑇 𝑎 2𝑇 doblan su valor 

energético, mientras la relación funcional se mantiene.  

 

5.5.3 Niveles de energía sin presencia de flujo tipo Aharonov-Bohm  

En el caso particular que el sistema no presente un flujo tipo Aharonov-Bohm se tiene que el 

comportamiento de los niveles de energía en función del campo magnético es de la forma   

 

 

Gráfica 2 Relación de la energía en función de 𝜁para valores del número cuántico 𝑚 entre 

0 𝑦 2 y un campo magnético de 𝐵 = 0.5𝑇 𝑦 𝐵 = 2𝑇. 
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Se resalta que los niveles de energía del sistema sin presencia del flujo Aharonov-Bohm son 

ligeramente inferiores a los que se presentan en la sección anterior con 𝜁 = 0.5 𝑦 𝜁 = 2, por lo que 

el termino es significativo en los valores del espectro energético del punto cuántico de grafeno y 

altera tanto el estado base como los estados excitados.  

5.6 Análisis de los resultados  

A continuación se presentan los análisis de los resultados desarrollados en la reproducción del 

artículo “Enhancing the energy spectrum of graphene quantum dot with external magnetic and 

Aharonov-Bohm flux fields” [1] y las variaciones que se plantean en cada sección con el fin de 

complementar el estudio 

 Los niveles de energía determinados para las componentes del spinor 𝜒𝐴 𝑦 𝜒𝐵 en la sección 

5.2.3 coinciden exactamente con los reportados en el artículo [1] cuando 𝑛 = 0 𝑦 ℏ = 1 

𝐸𝑚 =
𝑣𝑓

𝑙𝐵
 √2(𝑚 + 𝜁 + 1) (202) 

Gráfica 3 Niveles de energía en función del campo magnético para cuando el sistema no 

exhibe un flujo del tipo Aharonov-Bohm. 
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 Cuando 𝑛  es distinto de cero (𝑛 ≠ 0) se tiene que los niveles de energía determinados 

finalizando la sección 5.2.3 incluyen la dependencia con el número cuántico magnético 𝑚 y 

el número cuántico principal 𝑛, que en este caso se asocia con el orden de la serie solución 

para la función de onda.  

𝐸𝑚𝑛 =
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
 √2(𝑚 + 𝑛 + 𝜁 + 1) (184) 

Al analizar la ecuación (184) se observa una restricción en el número cuántico magnético 𝑚 

dado que los términos dentro de la raíz no pueden ser negativos, de forma que 

𝑚 + 𝑛 + 𝜁 + 1 > 0  →   𝑚 > −(𝑛 + 𝜁 + 1);  𝑐𝑜𝑛 𝑛 > 0 𝑦 𝜁 > 0  (203) 

Por lo que 𝑚 no puede tomar todos los números enteros ℤ sino ciertos valores enteros que 

cumplan la condición (203). En el caso que 𝑛 = 0 los valores permitidos del número 

cuántico magnético dependen del valor de la relación flujo Aharonov-Bohm – Fluxón  

 Si se considera un  sistema de punto cuántico en presencia de flujo Aharonov-Bohm 𝐸𝑚𝜁y 

otro sin presencia de esta contribución 𝐸𝑚 se encuentra que la relación entre los niveles de 

energía es  

𝐸𝑚𝜁

𝐸𝑚
=

𝑣𝑓ℏ
𝑙𝐵

 √2(𝑚 + 𝜁 + 1) 

𝑣𝑓ℏ
𝑙𝐵

√2(𝑚 + 1 + 𝑛)

 (204) 

Simplificando la expresión y expresando la energía 𝐸𝑚𝜁 en función de 𝐸𝑚 se tiene que  

𝐸𝑚𝜁 = √1 +
𝜁

𝑚 + 1
𝐸𝑚 (205) 

Lo que corrobora que lo niveles de energía de sistemas en presencia del flujo Aharonov-

Bohm son ligeramente mayores a los que no poseen esta contribución, aspecto que se 

evidencio de forma gráfica en la sección anterior.  

 La variación entre los niveles de energía que se genera al incluir el término de flujo 

Aharonov-Bohm demuestra su importancia en materiales semiconductores al favorecer 

espectros energéticos con un aumento global en su valor.  

 Los niveles de energía hallados en presencia del flujo Aharonov-Bohm y sin considerar su 

aporte en el vector potencial magnético, presentan similitudes y diferencias a los que se 

reporta en la literatura como los niveles de energía de Landau, niveles que presentan la 

siguiente  forma 

𝐸𝑛 = ±
ℏ𝑐

𝑙𝐵
√2𝑛 (34) 

 En el caso de un punto cuántico de grafeno se tiene que las partículas en un 

medio material no pueden adquirir velocidades cercanas o iguales a la de la 
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luz, por lo que se encuentra la primera diferencia entre los niveles de Landau 

reportados en la literatura y los determinados para el sistema de estudio. El 

cambio que se realiza es la velocidad de la luz 𝑐 que se sustituye por la 

velocidad de fermi 𝑣𝑓 del grafeno, que tiene un orden de 106𝑚/𝑠 [1] [39].  

 Cuando el sistema se encuentra bajo la influencia del flujo Aharonov-

Bohm: se tiene que los niveles de energía comparados con los de Landau 

están alterados en un factor  𝑛′ = (𝑛 + 𝑚 + 𝜁 + 1) y en el caso que 𝑛 ⟶ 0 

el factor se altera en 𝑛′ = (𝑚 + 𝜁 + 1).  

 Cuando el sistema no presenta el término de flujo Aharonov-Bohm, se tiene 

que los niveles de energía comparados con los de Landau se encuentran 

alterados en un factor 𝑛′ = (𝑛 + 𝑚 + 1) y en el caso que 𝑛 ⟶ 0 en un 

factor 𝑛′ = (𝑚 + 1).  

 Los argumentos anteriores demuestran que los niveles de Landau y los 

niveles de energía del punto cuántico de grafeno, en las diferentes variantes 

estudiadas en el capítulo, presentan similitudes en su forma matemática y 

fenomenológica, por lo que es posible considerar que los niveles de energía 

hallados son una adecuación de los niveles de Landau al sistema.  

 En el caso de la solución aproximada por el método WKB se tiene como particularidad que 

los niveles de energía dependen del tamaño del punto cuántico, relación que no es evidente 

en el desarrollo del sistema por el Método Formula. Los niveles de energía discrepan con 

los reportados en el artículo [1] pero contrastan con la información reportada en la literatura 

[39] [13], donde se recalca que las propiedades ópticas del punto cuántico de grafeno 

dependen de las dimensiones. Para fines académicos de la tesis, que los niveles de energía 

dependen del tamaño del punto cuántico es un punto a favor del método WKB, que permite 

de forma matemática y explicita observar la dependencia en los espectros energéticos y su 

tamaño. 

 Al resolver el sistema por el método WKB se observa una diferencia entre los niveles de 

energía para las componentes del spinor 𝜒𝐴 𝑦 𝜒𝐵, este suceso se sustenta en que el método 

es una aproximación y se fundamenta en la mecánica clásicos, por tanto los fenómenos 

cuánticos de acoplamientos de la componente radial no son tan fuertes, lo que ocasiona la 

diferencia entre los niveles de energía. 

 El método específico del grafeno descrito por Jian Ru [13] no presente mayor exactitud en 

comparación con los dos métodos aplicados anteriormente; aun así conserva similitud con 

los niveles registrados por el método fórmula y por el método WKB. La discrepancia que se 

genera en los niveles de energía al aplicar el método se pueden justificar en la falta de 

estudios y análisis de las soluciones asintóticas por métodos de la función de Green, aspecto 

que superan el alcance de la tesis, pero que para posteriores estudios puede ser un aporte 

relevante.  

 



 

 

 

6. Análisis teórico de un punto cuántico de grafeno 

sometido a una diferencia de potencial 𝑽𝟎 

En la presente sección se realiza el análisis teórico para un sistema de punto cuántico de grafeno que 

es sometido a una diferencia de potencial 𝑉0. Se emplea el método fórmula para determinar las 

funciones de onda de las componentes radiales del spinor y el espectro energético propio del sistema.  

6.1 Definición de las variables  

Considerando una barrera de potencial 𝑉(𝑟) definida como  

𝑉(𝑟) = 𝑉 = {
𝑒𝑉0     𝑝𝑎𝑟𝑎  0 < 𝑟 < 𝑅
∞       𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑜𝑡𝑟𝑜 𝑐𝑎𝑠𝑜 

  (206) 

La ecuación de Dirac-Weyl para el grafeno en la región 0 < 𝑟 < 𝑅 es  

𝐻̂ = 𝑣𝑓(𝒑̂ + 𝑒𝑨̂) ∙ 𝝈𝑟𝜑 + 𝜏𝑒𝑉0𝜎𝑧 (207) 

El termino 𝜏 define el punto de Dirac en el que se encuentra el sistema, tomando el valor de −1 para 

el punto de Dirac 𝑘′ y de 1 para el punto de Dirac 𝑘. El acople que se genera entre el potencial 

constante 𝑉0 y la matriz de Pauli 𝜎𝑧 induce un gap en la estructura de bandas del grafeno, que puede 

ser controlado vía potencial externo suministrado; además se genera un campo eléctrico radial que 

da origen a la línea equipotencial en la que se encuentra el punto cuántico a un valor 𝑉0. 

 

 

 

 

 

 

 

 Figura 2 Modelo del punto cuántico de grafeno. A) se presenta el modelo del punto cuántico de grafeno 

de radio 𝑅 sin presencia de una diferencia de potencial externo constante, en la esquina inferior se observa 

la estructura de bandas del grafeno sin gap. B) se presenta el modelo del punto cuántico de grafeno al 

someterlo a una diferencia de potencial constante 𝑉0 que origina un campo eléctrico radial, en la esquina 

inferior se observa la estructura de bandas del grafeno con el gap inducido por la diferencia de potencial. 



64 El efecto Aharonov-Bohm en materiales semiconductores                                                              

de carácter topológico analizados desde la ecuación de Dirac-Weyl   

 

En la región 𝑟 > 𝑅 se consigue el confinamiento de los portadores de carga en el plano 𝑥 − 𝑦 al 

considerar 𝑉(𝑟) como una barrera de potencial infinita por fuera del punto cuántico de grafeno, 

mientras que la velocidad de los portadores de carga que participan en la conducción es la velocidad 

de fermi [18] que es 300 menor a la de la luz  𝑣𝑓 = 106 𝑚/𝑠 . 

El objetivo es analizar el comportamiento de los niveles de energía al considerar la región donde 

existe un potencial finito, por lo se requiere determinar si al considerar una diferencia de potencial 

eléctrico constante 𝑉0 se modifica el gauge para 𝑨̂, que inicialmente es 𝑨̂′ = (
𝐵𝑟

2
+

𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) 𝜑̂, para ello 

se retoma la ecuación (51) con 𝑉 = 0 𝑦 𝛽 = 𝑉0 y el escalar 𝜆 del gauges se halla resolviendo la 

ecuación diferencial (58) 

𝑉0 = −
𝑑𝜆

𝑑𝑡
→ 𝜆 = −𝑉0𝑡 + 𝐶 →    𝜆 = −𝑉0𝑡;   𝑡 = 0 →  𝜆(0) = 0    (208) 

La  condición inicial se extrae del problema al considerar que el punto cuántico no está sometido a 

una diferencia de potencial en un tiempo 𝑡 = 0 .Para determinar el 𝜶 se emplea la ecuación (54) 

𝜶 = 𝛁𝜆 =
𝜕

𝜕𝑟
(−𝑉0𝑡)𝑟̂ +

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
(−𝑉0𝑡)𝜑̂ +

𝜕

𝜕𝑧
(−𝑉0𝑡)𝑧̂ = 𝟎 (209) 

Con las variables 𝜆 𝑦 𝜶 que cumplen la teoría gauges se determinan el potencial eléctrico del sistema 

y el vector potencial 

𝑨̂ = (
𝐵𝑟

2
+

𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) 𝜑̂     𝑉 = 𝑉0 

(210) 

Como se observa el gauge para 𝑨̂ no se modifica si se suministra una diferencia de potencial 𝑉0 

constante al sistema, por lo que se mantiene el vector potencial magnético descrita en el capítulo 

anterior.  

6.2 Desarrollo del hamiltoniano de Dirac-Weyl para un punto 

cuántico sometido a una diferencia de potencial  𝑽𝟎  

En la región 0 < 𝑟 < 𝑅 el hamiltoniano de Dirac-Weyl es  

𝐻̂ = 𝑣𝑓(𝒑̂ + 𝑒𝑨̂) ∙ 𝝈𝑟𝜑 + 𝜏𝑒𝑉0𝜎𝑧  (211) 

Reemplazando el operador momentum en coordenadas cilíndricas, el operador vector potencial, el 

operador vector de las matrices de Pauli y simplificando, se tiene 

𝐻̂ = 𝑣𝑓 (−𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑟
𝜎𝑟 + (−𝑖ℏ

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜎𝜑) + 𝜏𝑒𝑉0𝜎𝑧  (212) 

Aplicando la función de onda al hamiltoniano para hallar  los valores propios de 𝐻̂ 
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𝐻̂Ψ = (𝑣𝑓 (−𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑟
𝜎𝑟 + (−𝑖ℏ

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜎𝜑) + 𝜏𝑒𝑉0𝜎𝑧)Ψ = EΨ   (213) 

Operando las matrices de Pauli 𝜎𝑟 𝑦 𝜎𝜑  con la función de onda Ψ, de forma análoga a lo descrito en 

el capítulo anterior y agrupando se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones  

1) 𝑣𝑓 (−𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑟
(𝑖𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐵(𝑟)) + 𝑖 (−𝑖ℏ

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) (−𝑖𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐵(𝑟)))

+ 𝜏𝑒𝑉0(𝑒
𝑖𝑚𝜑𝜒𝐴(𝑟)) = 𝐸𝑒𝑖𝑚𝜑𝜒𝐴(𝑟) 

2) 𝑣𝑓 (−𝑖ℏ
𝜕

𝜕𝑟
(𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐴(𝑟)) + 𝑖 (−𝑖ℏ

1

𝑟

𝜕

𝜕𝜑
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) (𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐴(𝑟)))

− 𝜏𝑒𝑉0 (𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐵(𝑟)) = 𝐸𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑𝜒𝐵(𝑟)   

(214) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 1) (214): se operan las derivadas, se agrupan los términos y se 

divide a ambos lados por el término  𝑒𝑖𝑚𝜑  

𝑣𝑓 (ℏ
𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ (ℏ

𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜒𝐵(𝑟)) = (𝐸 − 𝜏𝑒𝑉0)𝜒𝐴(𝑟) (215) 

Resolviendo el sistema de ecuaciones 2) (214): se operan las derivadas, se agrupan los términos y se 

divide a ambos lados por el término 𝑖𝑒𝑖(𝑚+1)𝜑  

𝑣𝑓 (−ℏ
𝜕𝜒𝐴(𝑟)

𝜕𝑟
+ (ℏ

(𝑚 + 1)

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜒𝐴(𝑟)) = (𝐸 + 𝜏𝑒𝑉0)𝜒𝐵(𝑟) (216) 

De esta forma el sistema de ecuaciones de Weyl acopladas por la componente radial son  

1) 𝑣𝑓 (ℏ
𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ (ℏ

𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜒𝐵(𝑟)) = (𝐸 − 𝜏𝑒𝑉0)𝜒𝐴(𝑟)   

2) 𝑣𝑓 (−ℏ
𝜕𝜒𝐴(𝑟)

𝜕𝑟
+ (ℏ

(𝑚 + 1)

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜒𝐴(𝑟)) = (𝐸 + 𝜏𝑒𝑉0)𝜒𝐵(𝑟) 

(217) 

6.2.1 Forma de las componentes radiales desacopladas  

El problema de resolver la componente radial se reduce a desacoplar las ecuaciones de Weyl (217). 

Despejando de la primera ecuación (217) 𝜒𝐴 se tiene  

𝑣𝑓

𝐸 − 𝜏𝑒𝑉0
(ℏ

𝜕𝜒𝐵

𝜕𝑟
+ (ℏ

𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜒𝐵(𝑟)) = 𝜒𝐴(𝑟)   (218) 

Reemplazando en la segunda ecuación de Weyl acoplada (217), agrupando y simplificando se tiene 

que  
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−ℏ
𝜕

𝜕𝑟
(ℏ

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ (ℏ

𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜒𝐵(𝑟))

+ (ℏ
(𝑚 + 1)

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)(ℏ

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ (ℏ

𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜒𝐵(𝑟)) =

(𝐸2 − 𝜏2𝑒2𝑉0
2)

𝑣𝑓
2 𝜒𝐵(𝑟) 

(219) 

Analizando los términos por separado  

i) El primer término de la izquierda (219): operando el factor −ℏ
𝜕

𝜕𝑟
 y agrupando 

−ℏ2
𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2
− ℏ

𝜕

𝜕𝑟
((ℏ

𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)𝜒𝐵(𝑟)) (220) 

El segundo término se opera como la derivada de un producto  

−ℏ2
𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2
− ℏ(

ℏ𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)
𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
− ℏ(−

ℏ𝑚

𝑟2
+

𝑒𝐵

2
−

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟2
)𝜒𝐵(𝑟) (221) 

ii) El segundo término de la izquierda (219): realizando el producto de los dos  factores 

y agrupando  

ℏ(ℏ
(𝑚 + 1)

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+ (ℏ

(𝑚 + 1)

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) (ℏ

𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
) 𝜒𝐵(𝑟) (222) 

Operando los factores y simplificando se llega a   

ℏ(
ℏ𝑚

𝑟
+

𝑒𝐵𝑟

2
+

𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟
)
𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
+

ℏ2

𝑟

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟

+ (
ℏ2𝑚(𝑚 + 1)

𝑟2
+

ℏ(2𝑚 + 1)𝑒𝐵

2
+

ℏ(2𝑚 + 1)𝑒𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑟2
+

𝑒2𝐵2𝑟2

4
+

𝑒2𝐵𝜙𝐴𝐵

2𝜋
+

𝑒2𝜙𝐴𝐵
2

4𝜋2𝑟2
)𝜒𝐵(𝑟) 

(223) 

Retomando la ecuación en conjunto, cancelando los términos de primera derivada que son 

iguales, dividendo a ambos lados por −ℏ2 y agrupando los términos con 𝜒𝐵(𝑟) 

𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2
−

1

𝑟

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
− (

𝑚(𝑚 + 2)

𝑟2
+

𝑚𝑒𝐵

ℏ
+

(𝑚 + 1)𝑒𝜙𝐴𝐵

𝜋ℏ𝑟2
+

𝑒2𝐵2𝑟2

4ℏ2
+

𝑒2𝐵𝜙𝐴𝐵

2𝜋ℏ2
+

𝑒2𝜙𝐴𝐵
2

4𝜋2ℏ2𝑟2
)𝜒𝐵(𝑟)

= −
(𝐸2 − 𝜏2𝑒2𝑉0

2)

ℏ2𝑣𝑓
2 𝜒𝐵(𝑟)   

(224) 

Empleando las definiciones de longitud magnética 𝑙𝐵 = √ℏ/𝑒𝐵 , de fluxón 𝜙0 = 𝑒/ℎ, relación  flujo 

Aharonov-Bohm y fluxón como 𝜁 = 𝜙𝐴𝐵/𝜙0  y reemplazando, se tiene que 

𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2 −
1

𝑟

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
− (

𝑚(𝑚 + 2)

𝑟2 +
𝑚

𝑙𝐵
2 +

2(𝑚 + 1)𝜁

𝑟2 +
𝑟2

4𝑙𝐵
4 +

𝜁

𝑙𝐵
2 +

𝜁2

𝑟2)𝜒𝐵(𝑟) = −
(𝐸2 − 𝜏2𝑒2𝑉0

2)

ℏ2𝑣𝑓
2 𝜒𝐵(𝑟) (225) 

Agrupando términos  

𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2 −
1

𝑟

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
− (

𝑚(𝑚 + 2) + 2(𝑚 + 1)𝜁 + 𝜁2

𝑟2 +
𝑚 + 𝜁

𝑙𝐵
2 +

𝑟2

4𝑙𝐵
4)𝜒𝐵(𝑟) = −

(𝐸2 − 𝜏2𝑒2𝑉0
2)

ℏ2𝑣𝑓
2 𝜒𝐵(𝑟)  (226) 
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Analizando el termino de 1/𝑟2 

𝑚(𝑚 + 2) + 2(𝑚 + 1)𝜁 + 𝜁2

𝑟2
=

1

𝑟2
(𝑚(𝑚 + 2) + 2(𝑚 + 1)𝜁 + 𝜁2) =

1

𝑟2
((𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1) (227) 

Reemplazando y agrupando los términos con  𝜒𝐵(𝑟) 

𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2
−

1

𝑟

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
− (

(𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1

𝑟2
+

𝑚 + 𝜁

𝑙𝐵
2 +

𝑟2

4𝑙𝐵
4 −

(𝐸2 − 𝜏2𝑒2𝑉0
2)

ℏ2𝑣𝑓
2 )𝜒𝐵(𝑟) = 0 (228) 

De forma análoga se halla la ecuación para 𝜒𝐴(𝑟) 

𝜕2𝜒𝐴

𝜕𝑟2
−

1

𝑟

𝜕𝜒𝐴(𝑟)

𝜕𝑟
− (

(𝑚 + 𝜁)2 − 1

𝑟2
+

𝑚 + 𝜁 + 1

𝑙𝑏
2 +

𝑟2

4𝑙𝐵
4 −

(𝐸2  − 𝜏2𝑒2𝑉0
2)

𝑣𝑓
2ℏ2

)𝜒𝐴(𝑟) = 0   (229) 

Las ecuaciones anteriores corresponden a las ecuaciones tipo Schrödinger para las componentes 

radiales 𝜒𝐴(𝑟) (229) 𝑦 𝜒𝐵(𝑟) (228) 

6.2.2 Solución de la componente radial de 𝚿 empleando el método 

fórmula: función de onda y niveles de energía. 

Las ecuaciones tipo Schrödinger para la componente radia de Ψ son  

1) 
𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2
−

1

𝑟

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
− (

(𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1

𝑟2
+

𝑚 + 𝜁

𝑙𝐵
2 +

𝑟2

4𝑙𝐵
4 −

(𝐸2 − 𝜏2𝑒2𝑉0
2)

ℏ2𝑣𝑓
2 )𝜒𝐵(𝑟) = 0  

2) 
𝜕2𝜒𝐴

𝜕𝑟2
−

1

𝑟

𝜕𝜒𝐴(𝑟)

𝜕𝑟
− (

(𝑚 + 𝜁)2 − 1

𝑟2
+

𝑚 + 𝜁 + 1

𝑙𝑏
2 +

𝑟2

4𝑙𝐵
4 −

(𝐸2  − 𝜏2𝑒2𝑉0
2)

ℏ2𝑣𝑓
2 )𝜒𝐴(𝑟) = 0   

(230) 

Para solucionar las ecuaciones de tipo Schrödinger de 𝜒𝐵(𝑟) 𝑦  𝜒𝐴(𝑟) se requiere identificar el 

cambio de variable adecuado para transformar 𝑟 → 𝑠. Factorizando de la primera ecuación el factor 

1/𝑟2 en los términos que no tienen derivada, se tiene que 

𝜕2𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟2
−

1

𝑟

𝜕𝜒𝐵(𝑟)

𝜕𝑟
−

1

𝑟2
(

𝑟4

4𝑙𝐵
4 + 𝑟2 (

𝑚 + 𝜁

𝑙𝐵
2 −

(𝐸2 − 𝜏2𝑒2𝑉0
2)

ℏ2𝑣𝑓
2 ) + (𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1)𝜒𝐵(𝑟) = 0 (231) 

Se considera el cambio 𝜒𝐵(𝑠) = 𝜒𝐵(𝑟) del tipo (107) con 𝑠 = 𝑟2 , por lo que se emplean las 

relaciones para primera y segunda derivada descritas en (93) y (94). Reemplazando el cambio de 

variable, las nuevas derivadas con respecto a 𝑠 y simplificando se tiene que 

𝜕2𝜒𝐵(𝑠)

𝜕𝑠2
+

1

𝑠2
(𝑠2 (−

1

16𝑙𝐵
4) + 𝑠 (

(𝐸2 − 𝜏2𝑒2𝑉0
2)

4ℏ2𝑣𝑓
2 −

𝑚 + 𝜁

4𝑙𝐵
2 ) −

(𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1

4
)𝜒𝐵(𝑠) = 0  (232) 

De forma análoga se halla la ecuación trasformada para  𝜒𝐴(𝑟) 

𝜕2𝜒𝐴(𝑠)

𝜕𝑠2
+

1

𝑠2
(𝑠2 (−

1

16𝑙𝐵
4) + 𝑠 (

(𝐸2  − 𝜏2𝑒2𝑉0
2)

4𝑣𝑓
2ℏ2

−
𝑚 + 𝜁 + 1

4𝑙𝑏
2 ) −

(𝑚 + 𝜁)2 − 1

4
)𝜒𝐴(𝑠) = 0 (233) 
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 Caso de  𝝌𝑨(𝒔) 

Comparando la ecuación (233) con la ecuación del método fórmula (74), se tiene que 

𝑘1 = 0; 𝑘2 = 0;  𝑘3 = 0;  𝐴 = −
1

16𝑙𝐵
4 ;   𝐵 =

(𝐸2  − 𝜏2𝑒2𝑉0
2)

4𝑣𝑓
2ℏ2

−
𝑚 + 𝜁 + 1

4𝑙𝑏
2 ;  𝐶 = −

(𝑚 + 𝜁)2 − 1

4
 (234) 

Hallando las constantes 𝑘4 𝑦 𝑘5con la ecuación (78) y (79)  

𝑘4+
=

1 + √1 − 4 (−
(𝑚 + 𝜁)2 − 1

4
)

2
=

1 + √1 + (𝑚 + 𝜁)2 − 1

2
=

𝑚 + 𝜁 + 1

2
 

  𝑘5±
= √−(−

1

16𝑙𝐵
4) = ±

1

4𝑙𝐵
2  

(235) 

La función de onda para 𝜒𝐴(𝑠) es  

𝜒𝐴(𝑠) = 𝑁𝑛𝑠
𝑚+𝜁+1

2 𝑒
∓

1

4𝑙𝐵
2 𝑠

 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 𝜁 + 1;±
1

2𝑙𝐵
2 𝑠) ; 𝑠 = 𝑟2  

𝜒𝐴(𝑟) = 𝑁𝑛𝑟𝑚+𝜁+1𝑒
∓

1

4𝑙𝐵
2𝑟2

 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 𝜁 + 1;±
1

2𝑙𝐵
2 𝑟2) 

(236) 

Los niveles de energía para 𝜒𝐴(𝑟) se hallan con la ecuación (80)  

[
 
 
 
 

 

(𝐸2  − 𝜏2𝑒2𝑉0
2)

4𝑣𝑓
2ℏ2 −

𝑚 + 𝜁 + 1
4𝑙𝑏

2

2 (
𝑚 + 𝜁 + 1

2
) + 2𝑛 

]
 
 
 
 
2

− (
1

4𝑙𝐵
2)

2

→ 𝐸𝑚,𝑛  = ±√
2𝑣𝑓

2ℏ2(𝑚 + 𝜁 + 1 + 𝑛)

𝑙𝐵
2 + 𝜏2𝑒2𝑉0

2 (237) 

 Caso de 𝝌𝑩 

Comparando la ecuación (232) con la ecuación del método fórmula (74), se tiene que 

𝑘1 = 0; 𝑘2 = 0;  𝑘3 = 0;  𝐴 = −
1

16𝑙𝐵
4 ;  𝐵 =

(𝐸2 − 𝜏2𝑒2𝑉0
2)

4ℏ2𝑣𝑓
2 −

𝑚 + 𝜁

4𝑙𝐵
2 ;  𝐶 = −

(𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1

4
   (238) 

Hallando las constantes 𝑘4 𝑦 𝑘5 la ecuación (78) y (79)para cuando 𝑘3 = 0 

𝑘4+
=

1 + √1 − 4 (−
(𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1

4
)

2
 =  

1 + √1 + (𝑚 + 𝜁 + 1)2 − 1

2
=

𝑚 + 𝜁 + 2

2
; 

𝑘5±
= √−(−

1

16𝑙𝐵
4) = ±

1

4𝑙𝐵
2  

(239) 

La función de onda 𝜒𝐵(𝑠) es 

𝜒𝐵(𝑠) = 𝑁𝑛𝑠
𝑚+𝜁+2

2 𝑒
∓

1

4𝑙𝐵
2 𝑠

 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 𝜁 + 2;±
1

2𝑙𝐵
2 𝑠) ; 𝑠 = 𝑟2 

(240) 
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𝜒𝐵(𝑟) = 𝑁𝑛𝑟𝑚+𝜁+2𝑒
∓

1

4𝑙𝐵
2𝑟2

 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 𝜁 + 2;±
1

2𝑙𝐵
2 𝑟2) 

Los niveles de energía para 𝜒𝐵(𝑟) se hallan con la ecuación (80)   

[
 
 
 
 

 

(𝐸2 − 𝜏2𝑒2𝑉0
2)

4ℏ2𝑣𝑓
2 −

𝑚 + 𝜁
4𝑙𝐵

2

2 (
𝑚 + 𝜁 + 2

2 ) + 2𝑛 
]
 
 
 
 
2

− (
1

4𝑙𝐵
2)

2

= 0 → 𝐸𝑚,𝑛 = ±√
2𝑣𝑓

2ℏ2(𝑚 + 𝜁 + 1 + 𝑛)

𝑙𝐵
2 + 𝜏2𝑒2𝑉0

2 
(241) 

6.3 Función de onda solución para un punto cuántico sometido 

a una diferencia de potencial 𝑽𝟎  

La función de onda solución Ψ para un punto cuántico de grafeno sometido a una diferencia de 

potencial 𝑉0, tiene la forma descrita en (151) con los respectivos 𝜒𝐴 (𝑟) 𝑦 𝜒𝐵(𝑟) hallados 

anteriormente.  

Ψ =

(

 
 

𝑁𝑛𝑟𝑚+𝜁+1𝑒
𝑖𝑚𝜑∓

1

4𝑙𝐵
2𝑟2

 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 𝜁 + 1;±
1

2𝑙𝐵
2 𝑟2)

𝑁𝑛𝑖𝑟𝑚+𝜁+2𝑒
𝑖(𝑚+1)𝜑∓

1

4𝑙𝐵
2𝑟2

 𝐹1 (−𝑛;𝑚 + 𝜁 + 2;±
1

2𝑙𝐵
2 𝑟2)

)

 
 

 (242) 

Y los niveles de energía  para el sistema de estudio son  

𝐸𝑚,𝑛 = ±√
2𝑣𝑓

2ℏ2(𝑚 + 𝜁 + 1 + 𝑛)

𝑙𝐵
2 + 𝜏2𝑒2𝑉0

2 (243) 

Los niveles de energía de 𝜒𝐴(𝑟) 𝑦 𝜒𝐵(𝑟) coinciden, lo que demuestra que el sistema se encuentra 

acoplado por las componente radiales y que el sistema físico se puede describir de forma completa 

por los niveles de energía del punto cuántico en el grafeno.  

6.4 Gráficas y análisis de los niveles de energía en función del 

número cuántico magnético 𝒎  

En la presente sección del capítulo se realizan las gráficas de los niveles de energía. Se considera la 

dependencia solo del número cuántico magnético 𝑚, por lo que se hace 𝑛 = 0. 

6.4.1 Niveles de energía en función del campo magnético: 𝑬𝒎 = 𝒇(𝑩)  

Para la realización de la gráfica se considera: una relación entre flujo tipo Aharonov-Bohm y fluxón 

de 𝜁 = 0.5 , un 𝜏 = 1 por lo que se encuentra en el puno de Dirac 𝑘 y se varia el campo magnético 

𝐵 entre 0𝑇 𝑦 4𝑇 
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Al realizar el análisis de las gráficas se observa que la contribución de diferencias de potencial del 

orden de 0.2 𝑚𝑉 es casi nula para los niveles de energía del sistema, por lo que el termino 𝜏2𝑉0
2 

aporta 4 ∗ 10−8 (𝑚𝑒𝑉)2 que en comparación con el aporte aproximado del primer termino 

2𝑣𝑓
2ℏ2(𝑚 + 𝜁 + 1)𝑒𝐵/ℏ de 1.9754 ∗ 10−3𝐵, 3.2923 ∗ 10−3𝐵 𝑦 4.6094 ∗ 10−3𝐵 para los 

primeros tres estados y a un 𝜁 = 0.5. Esta diferencia entre los términos de los niveles de energía 

produce que gráficamente no sea apreciable la contribución de diferencias de potencial “pequeños” 

y que los resultados obtenidos sean similares a los desarrollados en la Gráfica 1 del capítulo anterior. 

Lo contrario ocurre cuando se suministra una diferencia de potencial de 45 𝑚𝑉, con lo que se alcanza 

una contribución del termino 𝜏2𝑉0
2 de 2.025 ∗ 10−3 (𝑚𝑒𝑉)2aporte que es significativo para los 

niveles de energía y que se corrobora en su respetiva gráfica, donde los estados del sistema a un 

campo 𝐵 = 0 se ven alterados energéticamente y alcanzan un valor inicial de 45 𝑚𝑒𝑉. Para campos 

magnéticos mayores a cero, se observa una contribución del potencial eléctrico suministrado pero 

que se atenúa debido a la influencia del campo. Se resalta que la presencia del potencial 𝑉0 induce 

un gap al sistema, que varía según el potencial externo suministrado, aspecto que se corrobora 

gráficamente y que es más notorio para el voltaje de 45 𝑚𝑉.  

Gráfica 4 Relación de la energía en función del campo magnético para valores del número 

cuántico magnético 𝑚 entre 0 𝑦 2 , una relación de flujo Aharonov-Bohm y fluxón de 𝜁 = 0.5  

a una diferencia de potencial de  𝑉0 = 0.2 𝑚𝑉 𝑦 𝑉0 = 45 𝑚𝑉 
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6.4.2 Niveles de energía en función de la relación de flujo: 𝑬𝒎 = 𝒇(𝜻) 

Para la realización de la gráfica se considera: un campo magnético de 𝐵 = 0.5 𝑇, un 𝜏 = 1 por lo 

que se encuentra en el puno de Dirac 𝑘 y se varia la relación de flujo Aharonov-Bohm y fluxón entre 

0 < 𝜁 < 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Al realizar el análisis de la graficas se observa que la contribución de la diferencia de potencial de 

𝑉0 = 0.2 𝑚𝑉 en los niveles de energía es de 4 ∗ 10−8 (𝑚𝑒𝑉)2, correspondiente al segundo término 

dentro de la raíz; en comparación con el primer término para los primeros tres estados y a un campo 

magnético de 𝐵 = 0.5 𝑇 es poco apreciable por lo que se tienen valores aproximados de  

6.5847(1 + 𝜁) ∗ 10−4 , 6.5847 (2 + 𝜁) ∗ 10−4 𝑦  6.5847(3 + 𝜁) ∗ 10−4 respectivamente. Lo 

anterior se corrobora al observar que el comportamiento de la gráfica para 𝑉0 = 0.2 𝑚𝑉  es similar 

al de la Grafica 2 del capítulo anterior. Mientras que al suministrar un potencial de 𝑉0 = 45 𝑚𝑉 la 

contribución a los niveles de energía es de 2.025 ∗ 10−3 (𝑚𝑒𝑉)2 valor que en orden de magnitud es 

similar al aporte del primer término, por lo que se observa un incremento global en cada nivele de 

energía, incluso el comportamiento es aún más notorio para el estado base. Por último, se observa 

que suministrar una diferencia de potencial de 𝑉0 = 45 𝑚𝑉 no solo aumenta globalmente la energía 

sino que disminuye la separación entre cada nivele de energía, aspecto que se corrobora gráficamente  

Gráfica 5 Relación de la energía en función de 𝜁 para valores del número cuántico magnético 

𝑚 entre 0 𝑦 2, un campo magnético 𝐵 = 0.5 𝑇 a una diferencia de potencial de 𝑉0 = 0.2 𝑚𝑉 y 

𝑉0 = 45 𝑚𝑉 
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6.4.3 Niveles de energía cuando la diferencia de potencial al que se 

somete el punto cuántico aumenta en el orden de voltios  

En las siguientes graficas se considera una diferencia de potencial de 𝑉0 = 2 𝑉 constante; se analiza 

el comportamiento del sistema al variar el campo magnético manteniendo constante la relación de 

flujo magnético (grafica de la derecha) y variando la relación de flujo magnético manteniendo 

constante el campo magnético (grafica de la izquierda). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

El comportamiento de las gráficas 𝐸𝑚 = 𝑓(𝐵)  𝑦  𝐸𝑚 = 𝑓(𝜁)  es similar. Se observa que en los 

niveles de energía desaparece la relación con el numero cuántico magnético 𝑚, por lo que la 

cuantización no es perceptible, y el sistema tiende a exhibir niveles de energía continuos, con solo 

dos valores posibles de energía de −2 𝑒𝑉 𝑦  2 𝑒𝑉. La justificación de por qué la cuantización no es 

evidente en la gráfica es debido a  la relación en ordenes de magnitud entre los términos de la raíz 

del modelo físico, donde la contribución cuántica del sistema se hace “muy pequeña” en 

comparación con el aporte del potencial eléctrico, de forma que 

2𝑣𝑓
2ℏ2(𝑚 + 𝜁 + 1 + 𝑛)

𝑙𝐵
2 ≪ 𝜏2𝑒2𝑉0

2 (244) 

Gráfica 6 Comportamiento de las graficas 𝐸 = 𝑓(𝐵) y 𝐸 = 𝑓(𝜁) para un voltaje constante de 

𝑉0 = 2 𝑉. 
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Considerando 𝑛 = 0 y reemplazando numéricamente las constantes se tiene que  

1,3158 ∗ 10−3(𝑚 + 𝜁 + 1)𝐵 ≪ 4 

0.0013158(𝑚 + 𝜁 + 1)𝐵 ≪ 4    
(245) 

De esta forma se corrobora que el término 2𝑣𝑓
2ℏ2(𝑚 + 𝜁 + 1 + 𝑛)/𝑙𝐵

2   es “pequeño” en comparación 

con 𝜏2𝑒2𝑉0
2, por lo que los niveles de energía tiendan al valor con mayor peso dentro de la raíz que 

en este caso es 4. La diferencia “tan grande” entre los dos términos no era tan evidente para 

potenciales eléctricos del orden de milivoltios, por lo que aun exhibían cuantización en sus niveles 

de energía.  

6.5 Análisis de resultados  

A continuación se presentan los análisis de los resultados obtenidos en el presente capitulo  

 Los niveles de energía del sistema para las componentes 𝜒𝐴 𝑦 𝜒𝐵 del spinor Ψ coinciden 

exactamente, por lo que se corrobora que el sistema se encuentra acoplado y la información 

que se puede extraer de este observable no varía sin importar cual componente se desee 

estudiar.  

 Al analizar el espectro energético del grafeno en presencia de una diferencia de potencial 𝑉0 

constante (243) se observa que el número cuántico magnético 𝑚 solo puede tomar ciertos 

valores, tales que  

2𝑣𝑓
2ℏ2(𝑚 + 𝜁 + 𝑛 + 1)

𝑙𝐵
2 + 𝜏2𝑒2𝑉0

2 ≥ 0  →  𝑚 ≥ −((
𝑙𝐵
2

2𝑣𝑓
2ℏ2

)𝜏2𝑒2𝑉0
2  + 𝜁 + 𝑛 + 1) (246) 

Por lo que 𝑚 no puede tomar todos los numero enteros ℤ sino ciertos valores que cumplan 

con la condición  (246). En el caso que  𝑛 = 0 la restricción para el número cuántico magnético 

depende solamente del potencial externo suministrado, el campo magnético y del valor de la 

relación flujo Aharonov-Bohm – fluxón.  

 Si se considera que el potencial suministrado al punto cuántico es  cero 𝑉0 = 0 

𝐸𝑚,𝑛 = √
2𝑣𝑓

2ℏ2(𝑚 + 𝜁 + 1 + 𝑛)

𝑙𝐵
2 + 𝜏2𝑒2𝑉0

2;   𝑠𝑖 𝑉0 = 0 ∴  𝐸𝑚,𝑛 =
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√2 (𝑚 + 𝜁 + 1 + 𝑛) (184) 

Se recuperan los valores de energía reportados, y demostrados en la tesis, para un punto cuántico de 

grafeno que no está sometido a ningún tipo de potencial.  

 Al comparar los valores de energía hallados en este capítulo con los reportados en el 

Capítulo 5, se tiene que la presencia de un potencial constantes en el hamiltoniano de Dirac-

Weyl genera un estado base más energético, tal que 

 

𝑛 = 0 𝑦 𝑚 = 0 ⟶ 𝐸𝑠𝑡𝑎𝑑𝑜 𝑏𝑎𝑠𝑒 (247) 
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𝐸0,0 = √
2𝑣𝑓

2ℏ2(𝜁 + 1)

𝑙𝐵
2 + 𝜏2𝑒2𝑉0

2 =
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√2(𝜁 + 1) +

𝜏2𝑒2𝑙𝐵
2𝑉0

2

𝑣𝑓
2ℏ2

  {
𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑢á𝑛𝑡𝑖𝑐𝑜
𝑠𝑜𝑚𝑒𝑡𝑖𝑑𝑜 𝑎 𝑢𝑛
𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 𝑉0

   

𝐸0,0 =
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√2(𝜁 + 1) {

𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑐𝑢á𝑛𝑡𝑖𝑐𝑜 𝑠𝑖𝑛
𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑑𝑒 𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙

   

(248) 

El desfase entre los niveles de energía de ambos modelos está dado por el término   

𝜏2𝑒2𝑙𝐵
2𝑉0

2

𝑣𝑓
2ℏ2

 (249) 

Por lo que se concluye que el nivel de energía base y en general los niveles excitados presentan un 

aumento global en la energía, aspecto que es más notorio en el estado base, al suministrar una 

diferencia de potencial al sistema.  

 

 Al comparar los niveles de energía del sistema sometido a una diferencia de  potencial 𝑉0 

con los niveles de energía de Landau (34), se tiene que  

𝐸𝑚,0 = ±
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√2(𝑚 + 𝜁 + 1) +

𝜏2𝑒2𝑙𝐵
2𝑉0

2

𝑣𝑓
2ℏ2

= ±
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√2 [(𝑚 + 𝜁 + 1) +

1

2
 (

𝜏𝑙𝐵𝑒𝑉0

𝑣𝑓ℏ
)

2

 ] (250) 

La primera diferencia, igual que en el Capítulo 5, es el término de la velocidad que en el caso del 

punto cuántico de grafeno toma un valor del orden de 106 𝑚/𝑠. La segunda diferencia esta 

relacionada con su estructura dentro de la raíz, donde se observa de forma evidente que existe un 

corrimiento en cada nivele de energía, constituido por el aporte de la diferencia de potencial eléctrico 

y la relación flujo Aharonov- Bohm - fluxón, es posible manipular algebraicamente los niveles de 

energía del modelo de forma que 𝑛′ = (𝑚 + 𝜁 + 1) +
1

2
 (

𝜏𝑙𝐵𝑒𝑉0

𝑣𝑓ℏ
)
2

y así ambas ecuaciones coincidan 

en estructura. En general, el modelo exhibe niveles de energía de Landau con algunas adaptaciones 

debido al aporte energético que proviene de la diferencia de potencial eléctrico y de la relación de 

flujo 𝜁, variables físicas propias del problema que se deseaba estudiar y del grafeno.  

 

 En el caso que se suministre una diferencia de potencial eléctrico de 2𝑉 se observa que la 

energía del sistema cambia de valores discretos con dependencia del número cuántico 

magnético 𝑚 a valores continuos con 𝐸 = −2 𝑒𝑉  y 𝐸 = 2𝑒𝑉, lo anterior tiene sustento en 

que el porte del termino 2𝑣𝑓
2ℏ(𝑚 + 𝜁 + 1)/𝑙𝐵

2  es “muy pequeño” en comparación con 

𝜏2𝑒2𝑉0
2. Un caso interesante de análisis es determinar el valor aproximado del voltaje 

suministrado al punto cuántico que no anula los efectos cuánticos, para ello se considera que 

los términos dentro de la raíz de la energía deben de ser en orden de magnitud 

aproximadamente iguales de tal forma que ninguno de los dos prime sobre el otro, por lo 

que 

2𝑣𝑓
2ℏ2(𝑚 + 𝑛 + 𝜁 + 1)

𝑙𝐵
2 ≈ 𝜏2𝑒2𝑉0

2 (251) 
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Reemplazando los valores numéricos de las constantes y despejando 𝑉0, se tiene que  

𝑉0 ≈ ±0,03627√(𝑚 + 𝑛 + 𝜁 + 1)𝐵 (252) 

Por medio de la expresión anterior se puede calcular el voltaje aproximado que se puede 

suministrar al punto cuántico y que no elimina los efectos de cuantización energética propios 

del punto cuántico; para un caso específico de un campo magnético de 𝐵 = 1 𝑇 ,𝜁 = 1 y 

𝑛 = 0 se tiene que  

𝑉0 ≈ 36.27√(𝑚 + 2) 𝑚𝑉  (253) 

Valor que se encuentra en el rango de voltajes que se consideran en las Gráfica 4 y Grafica 

5, donde se observa que aún existe influencia del número cuántico magnético 𝑚 en los 

niveles de energía. En la Gráfica 6 se supera este valor límite y se observa como los niveles 

de energía tiendan al continuo.  

 

Por último, dado que se considera una diferencia de potencial constante, voltaje suministrado por 

medio de una fuente externa, se tiene que la teoría gauges vista en el Capítulo 3 permite establecer 

que el campo eléctrico está relacionado con los potenciales de la siguiente forma 

𝑬 = −(𝛁𝑉 +
𝜕𝑨

𝜕𝑡
) (50) 

El gradiente para una diferencia de potencial constante es cero 𝛁𝑉 = 0 por lo que el término temporal 

del vector potencial magnético es la única contribución al campo eléctrico. Considerando que        

𝜑̂ = −𝑠𝑒𝑛𝜑𝑖̂ + 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑗 ̂y las variables 𝜑 = 𝜑(𝑡) 𝑦 𝑟 = 𝑐𝑡𝑠 = 𝑅 se tiene que  

𝑬 = −
𝜕

𝜕𝑡
[(

𝐵𝑅

2
+

𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑅
) 𝜑̂] = −(

𝐵𝑅

2
+

𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑅
)

𝜕

𝜕𝑡
(−𝑠𝑒𝑛𝜑𝑖̂ + 𝑐𝑜𝑠𝜑𝑗̂) 

𝑬 = −(
𝐵𝑅

2
+

𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑅
) (−𝑐𝑜𝑠 𝜑𝑖̂ − 𝑠𝑒𝑛𝜑𝑗̂)

𝜕𝜑

𝜕𝑡
;  𝑟̂ = 𝑐𝑜𝑠 𝜑𝑖̂ + 𝑠𝑒𝑛𝜑𝑗̂;  

𝜕𝜑

𝜕𝑡
= 𝜑̇  

𝑬 = (
𝐵𝑅

2
+

𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑅
) 𝜑̇𝑟̂ 

(254) 

Con el fin de expresar el campo eléctrico en función de las variables propias del modelo, se define 

la frecuencia ciclotrónica del punto cuántico de grafeno 𝜔𝑐 [12] como  

𝜔𝑐 =
𝑣𝑓

𝑙𝐵
 (255) 

De esta forma el campo eléctrico con 𝜑̇ = 𝜔𝑐 es  

𝑬 =
𝑣𝑓

𝑙𝐵
(
𝐵𝑅

2
+

𝜙𝐴𝐵

2𝜋𝑅
) 𝑟̂ (256) 

Por lo que se concluye que el campo eléctrico generado en el sistema es de carácter radial (sobre el 

plano 𝑥 − 𝑦), su origen es debido al gauges del vector potencial magnético y a la variación temporal 
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del ángulo azimutal 𝜑.  Para el grafeno se encuentra reportado que la frecuencia ciclotrónica [12] es 

(257) por lo que el campo eléctrico radial característico del modelo tiene una forma definida y 

depende de las variables propias del punto cuántico. Se resalta que el acople entre el potencial 

eléctrico y el vector potencial magnético cumple con lo establecido por la teoría y además mantiene 

invariante el campo magnético 𝑩, por lo que la elección del gauges para 𝑨 𝑦 𝑉 fue la adecuada.  

 



 

 

 

7. Conclusiones  

Durante el desarrollo de la tesis se verifico la fiabilidad del Método Fórmula y se realizó un análisis 

teórico del hamiltoniano de Dirac-Weyl para un punto cuántico de grafeno en diferentes escenarios, 

con el objetivo de determinar las variables que alteran los niveles de energía en el modelo. A 

continuación se mencionan los resultados y variaciones más relevantes en este estudio  

 Hamiltoniano sin flujo tipo Aharonov-Bohm 𝝓𝑨𝑩: al estudiar el sistema sin la presencia 

del flujo Aharonov-Bohm, se observó cómo los niveles de energía disminuyen en su valor y 

de igual forma en la diferencia entre cada nivel de energía en comparación con los resultados 

obtenido con la presencia del flujo 𝜙𝐴𝐵, de forma que  

∆𝐸𝜙𝐴𝐵
> ∆𝐸 (257) 

 Hamiltoniano con un término perturbativa 𝑽𝟎: al estudiar un sistema de punto cuántico 

sometido a una diferencia de potencial 𝑉0: constante se consigue un incremento global en 

cada nivel de energía asociado al termino 𝜏2𝑉0
2𝑒2. 

 Hamiltoniano en presencia del flujo tipo Aharonov-Bohm y sin potencial: se logran 

reproducir en su totalidad los cálculos de [1]; se profundiza en los aspectos matemáticos y 

físicos que produce las soluciones de los niveles de energía al realizar las variaciones de 

𝑙𝐵 𝑦  𝜁, observando cómo estas variables alteran los espectros de energía y, además se  

amplían algunos aspectos que en el artículo [1] se dan por comprendidos. 

 Función de onda del spinor 𝚿: Las funciones de onda del spinor Ψ para los sistemas sin 

potencial y con potencial 𝑉0 poseen a simple vista una estructura idéntica, descrita por las 

ecuaciones (183) y (242); aunque un análisis detallado de las constantes 𝑘5 propias de cada 

sistema, permite expresar las funciones de onda del spinor Ψ en función de la energía, 

término que no se evidencia en las ecuaciones descritas en el Capítulo 5 y Capitulo 6. 

Considerando el valor de la constante 𝑘5, los valores de energía y el sistema cuando 𝑛 = 0, 

se tiene que  

𝑘5 =
1

4𝑙𝐵
2  𝑦 𝑘5 =

1

4𝑙𝐵
2    (258) 
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𝐸𝑚,𝑛 = ± 
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√2( 𝑚 + 𝑛 + 𝜁 + 1)    𝑦  𝐸𝑚,𝑛  = ±√

2𝑣𝑓
2ℏ2(𝑚 + 𝑛 + 𝜁 + 1)

𝑙𝐵
2 + 𝜏2𝑒2𝑉0

2 

Manipulando algebraicamente la expresión y despejando para obtener el término 1/4𝑙𝐵
2  de 

cada sistemas se tiene que 

1

4𝑙𝐵
2 = 𝑘5 =

𝐸2

8𝑣𝑓
2ℏ2( 𝑚 + 𝑛 + 𝜁 + 1)

  𝑦  
1

4𝑙𝐵
= 𝑘5 =

𝐸2 − 𝜏2𝑒2𝑉0
2

8𝑣𝑓
2ℏ2(𝑚 + 𝑛 + 𝜁 + 1)

 (259) 

Remplazando en las funciones de onda del spinor Ψ 

Ψ =

(

  
 

𝑁𝑛𝑟𝑚+𝜁+1𝑒
𝑖𝑚𝜑−

𝑟2

4𝑙𝐵
2
 𝐹1 (−𝑛,𝑚 + 𝜁 + 1 ;

𝐸2

4𝑣𝑓
2ℏ2( 𝑚 + 𝜁 + 1)

𝑟2)

 𝑁𝑛𝑖𝑟𝑚+𝜁+2𝑒
𝑖(𝑚+1)𝜑−

𝑟2

4𝑙𝐵
2
 𝐹1 (−𝑛,𝑚 + 𝜁 + 2 ;

𝐸2

4𝑣𝑓
2ℏ2( 𝑚 + 𝜁 + 1)

𝑟2)
)

  
 

 

Ψ =

(

 
 

𝑁𝑛𝑟𝑚+𝜁+1𝑒
𝑖𝑚𝜑−

1

4𝑙𝐵
2𝑟2

 𝐹1 (−𝑛,𝑚 + 𝜁 + 1;
𝐸2 − 𝜏2𝑒2𝑉0

2

4𝑣𝑓
2ℏ2(𝑚 + 𝜁 + 1)

𝑟2)

𝑁𝑛𝑖𝑟𝑚+𝜁+2𝑒
𝑖(𝑚+1)𝜑−

1

4𝑙𝐵
2𝑟2

 𝐹1 (−𝑛,𝑚 + 𝜁 + 2;
𝐸2 − 𝜏2𝑒2𝑉0

2

4𝑣𝑓
2ℏ2(𝑚 + 𝜁 + 1)

𝑟2)
)

 
 

 

(260) 

Las expresiones anteriores de las funciones de onda de cada sistema permiten observar la 

dependencia que tiene con la energía y afirmar que en esencia las funciones de onda no son 

las mismas, y que al igual que los niveles de energía las funciones de onda se ven alteradas 

en presencia de un potencial eléctrico. En el caso que 𝑉0 = 0 se recupera la función de onda 

del spinor Ψ sin potencial eléctrico.  

 Niveles de energía de los modelos de punto cuántico de grafeno sin potencial y con un 

potencial 𝑽𝟎 con 𝒌𝟒−
: de los ejercidos desarrollados en el Capítulo 4 con el método fórmula 

se concluyó que era necesario considerar 𝑘4± como una raíz, aun así en el Capítulo 5 y 

Capítulo 6 los niveles de energía registrados corresponden solo a la raíz positiva de 𝑘4+. 

Para el caso de 𝑘4− se obtienen los siguientes niveles de energéticos  

𝜒𝐴:   𝐸𝑛 = ±
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√2(𝑛 + 1) ;  𝜒𝐵:   𝐸𝑛 = ±

𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√2𝑛   ↔ 𝑆𝑖𝑛 𝑝𝑜𝑡𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙  

𝜒𝐴:   𝐸𝑛 = ±
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√2(𝑛 + 1) + (

𝜏𝑒𝑉0𝑙𝐵
𝑣𝑓ℏ

 )

2

 ;   𝜒𝐵:   𝐸𝑛 = ±
𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√2𝑛 + (

𝜏𝑒𝑉0𝑙𝐵
𝑣𝑓ℏ

 )

2

↔ 𝑉0 

(261) 

Se observa que los niveles de energía para 𝑘4− no coinciden entre componentes spinoriales, 

un aspecto negativo pues se espera que las componentes del spinor Ψ coincidan al ser 
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componentes acopladas y que describen un mismo modelo físico; además al comparar los 

niveles de energía (262) con los niveles de energía (258) se tiene que los niveles de energía 

para la raíz negativa de 𝑘4− son un caso particular de las soluciones halladas en los capítulos 

5 y 6, debido a estas razones no se contempló la parte negativa de 𝑘4 y se descartó estas 

soluciones en el desarrollo de la tesis.  

 Niveles de energía: se observa que la relación de los nivele de energía determinados para 

los sistemas de estudio involucran una raíz cuadra, por lo que se obtienen soluciones 

positivas y negativas de la energía. De forma análoga a lo realizado por Paul Dirac, se 

concluye que la ecuación de Dirac-Weyl describen fermiones con spin 1/2 que poseen una 

orientación de su proyección de spin definida (𝑠𝑝𝑖𝑛 𝑢𝑝 𝑜 𝑠𝑝𝑖𝑛 𝑑𝑜𝑤𝑛), es decir, es un 

conjunto compuesto únicamente de partícula – antipartícula; en el caso de materia 

condensada es un conjunto de cuasi-partícula y anticuasi-partícula, razón por la cual la 

solución a la función de onda es un spinor de Weyl y no un bi-spinor como ocurre en la 

educación de Dirac, donde el sistema tiene una solución spinorial para la orientación 

𝑠𝑝𝑖𝑛 𝑢𝑝 y otra para la orientación 𝑠𝑝𝑖𝑛 𝑑𝑜𝑤𝑛, cada una para el conjunto partícula – 

antipartícula.  

 Niveles de Landau: al relacionar y comparar los niveles de Landau con los niveles de 

energía de los puntos cuánticos de grafeno en los diferentes escenarios planteados, se 

concluye que guardan similitud en su estructura matemática e incluso pueden considerarse 

niveles de Landau modificados por los factores físicos propios del modelo. La similitud se 

debe a la simetría cilíndrica y el tipo de confinamiento al que se someten los portadores de 

carga del punto cuántico, factores  que generan de forma natural el gauge de Landau dando 

origen a los niveles de Landau con algunas variaciones en su espectro energético.  

 Límite aproximado del potencial eléctrico: se determinó que el valor aproximada del 

potencial eléctrico que no elimina los efectos de cuantización propios del sistema planteado 

es   

𝑉0 ≈ ±0,03627√(𝑚 + 𝑛 + 𝜁 + 1)𝐵 (252) 

Los voltajes que se encuentran en este rango de valores cumplen con que el término del 

potencial eléctrico no supera los efectos cuánticos debidos a 2𝑣𝑓
2ℏ2(𝑚 + 𝑛 + 𝜁 + 1)/𝑙𝐵

2 , por 

lo que la discretización de la energía se mantiene y los niveles  de energía no tienden al 

continuo. Un ejemplo es Grafica 6 donde los 2𝑉 superan el rango mencionado en (252) y se 

obtiene un espectro energético continuo con valores de energía de 𝐸 = ±2 𝑒𝑉. 
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 Niveles de energía solucionados por el método formula: se da como aporte al método 

fórmula el considerar las constantes 𝑘4±
 y 𝑘5±

 como raíces positivas y negativas, con lo que 

se logra complementar los resultados obtenidos de los niveles de energía de un oscilador 

armónico unidimensional, un oscilador armónico esférico y la función de onda de una 

partícula en un pozo de potencial infinito; mientras que para los modelos de un punto 

cuántico de grafeno sin presencia de potencial y en presencia de un potencial constante 𝑉0  

considerar 𝑘4±
 como dos raíces no se hace necesario por lo que los valores para 𝑘4+ de 

ambos modelos corresponden a una solución general y los que se obtienen con 𝑘4− 

corresponden a na solución particular que se puede obtener dadas algunas condiciones de la 

solución general. Se concluye que es necesario darle un sentido físico a las soluciones que 

se obtienen para cada una de la raíces de las constantes 𝑘4± y 𝑘5±
 con el fin de expresar el 

espectro energético del modelo de forma completa.  

 Niveles de energía solucionados por el método WKB: al solucionar el sistema de 

ecuaciones de Weyl del Capítulo 5, se encuentra que los niveles de energía determinados 

por el método WKB presentan dependencia explicita con el tamaño del punto cuántico, radio 

𝑅, lo que confirma lo descrito en [39] [13] donde se menciona que las dimensiones del punto 

cuántico alteran las propiedades ópticas del sistema. Esta relación no se encuentra de forma 

explícita en los sistemas solucionados por el Método Formula, lo que puede ser una falencia 

del método, aunque se resalta que los valores de energía para cada componente del spinor 

𝜒𝐴 𝑦 𝜒𝐵 si coinciden por lo que se corrobora que los sistemas están acoplados, aspecto que 

no se ve en el método WKB. Si se considera un punto cuántico de grafeno de radio 1 𝑛𝑚, 

dimensiones realistas dado que es una nanoetructura, se tiene que los niveles de energía del 

sistema reemplazando las constantes que involucra el radio del punto cuántico solucionado 

por el método WKB son  

𝐸𝜒𝐴
=

𝑣𝑓ℏ

𝑙𝐵
√(1.8999 ∗ 10−4𝐵 + 𝑚 + 𝜁 + 1)   (262) 

El término 1.8999 ∗ 10−4𝐵 es “muy pequeño” comparado con 𝑚 + 𝜁 + 1, por lo que 

incluso podría aproximarse a cero. Dado este análisis,  se concluye que el aporte del tamaño 

explícito del punto cuántico no es significativo y que puede ser la variable 𝜁 que contiene el 

flujo Aharonov-Bohm la que realmente influya en las propiedades ópticas del punto, 

asociadas al espectro energético de emisión. 
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 Fase Aharonov-Bohm: la forma de la fase 𝜙𝐴𝐵 corresponde a la que se presenta en [23] [1] 

[40] [41] por lo que se corrobora que en materiales del tipo 2+1 dimensiones este tipo de 

fase topológica suele ser común.  

Se corroboro la fiabilidad y precisión del método fórmula por medio del desarrollo de los 

siguientes sistemas  

 Una partícula en un pozo de potencial infinito  

 Oscilador armónico unidimensional  

 Oscilador esférico  

 Partícula sometida a un potencial del tipo Hylleraas  

 Reproducción de resultados del análisis de la ecuación de Dirac-Weyl en el grafeno con 

estructura de punto cuántico  

 Interacción de una diferencia de potencial constante en un punto cuántico de grafeno 

Se da como aporte de la tesis el desarrollo de los modelos de: una partícula en un pozo de potencial 

infinito, oscilador armónico unidimensional, potencial de Hylleraas y el estudio de un punto cuántico 

de grafeno en presencia de una diferencia de potencia 𝑉0 empleando el método formula, cálculos que 

se analizan y contrastan con los reportados en la literatura para soluciones con métodos matemáticos 

convencionales.  

Se profundizo y amplio el conocimiento en la ecuación de Dirac-Weyl, su origen, características, 

cuasipartículas que se pueden modelar por medio de esta ecuación y su fuerte relación con la simetría 

de la teoría de grupos. Se destaca al grafeno como uno de los principales materiales que se describen 

por medio de la ecuación de Dirac-Weyl. 

Por último, se destaca la importancia de la topología en el estudio de los sistemas cuánticos que 

tienen relación con física de partículas, materia condensada, simetrías y leyes de conservación. Se 

considera que el estudio de esta rama de la matemática enfocada al campo de la física debe de seguir 

avanzando en busca de la comprensión de fenómenos que hasta el momento no han encontrado 

sustento físico, como es el caso de los potenciales. En base a lo que se consultó y reviso durante el 

desarrollo de los capítulos y de estos años de maestría se tiene la fuerte convicción en que la mecánica 

cuántica y la topología pueden ser los que den el salto a una definición formal y física de los 

potenciales, en donde muy probablemente el efecto Aharonov-Bohm, o efecto similares de 

dispersión cuántica, desempeñen un rol importante.   

7.1 Trabajos a futuro  

En la presente sección se dan a conocer los posibles aspectos a considerar en investigaciones futuras; 

lo que se describe a continuación está fundamentado en lo desarrollado durante la tesis y en la 

revisión de literatura realizada en torno al tema de investigación.  
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 Analizar la relevancia de potenciales de interacción del tipo par electrón hueco en el punto 

cuántico, y su viabilidad para el análisis teórico del grafeno por medio de la ecuación de 

Dirac—Weyl. 

 Profundizar en los análisis e investigaciones teóricas que permitan encontrar una definición 

física de los potenciales. 

 Analizar diferentes simetrías en relación a la ecuación de Dirac-Weyl y corroborar las leyes 

de conservación que se pueden ver atribuidas por el teorema de Noether. 

 Estudios del campo eléctrico que se genera en el sistema con diferencias de potenciales y su 

acople con el spin electrónico.  

 Continuar los estudios de los materiales semiconductores topológicos como el grafeno y sus 

posibles aplicaciones en la electrónica y la óptica. 

 Identificar de forma teórica las propiedades eléctricas, magnéticas y ópticas que pueden 

tener los puntos cuánticos de grafeno al estudiarlos desde la ecuación de Dirac-Weyl. 

 Continuar con el estudio de las cuasipartículas que se pueden originar en el grafeno dadas 

sus propiedades topológicas, e identificar qué tipo de cuasi partículas es más común y cuál 

puede ser más útil para aplicaciones. 

 Continuar con el estudio y aplicación del método fórmula para diferentes sistemas cuánticos. 

 Introducir un término de interacción tipo potencial periódico en el estudio del modelo, y 

analizar los efectos que producen la red de puntos cuánticos en los niveles de energía y la 

función de onda.  

 Ampliar las investigaciones en los sistemas 2 + 1 dimensiones, enfatizando los estudios de 

agujeros negros BTZ y sus analogías con la topología del grafeno.  

 



 

 

 

Anexo A: Función hipergeométrica, polinomios de 

Laguerre y ecuación de Laguerre.  

Función hipergeométrica confluente  

La función hipergeométrica confluente [42] se define como  

1𝐹1(𝑎, 𝑐; 𝑧) ≡ 1 +
𝑎𝑧

𝑐(1)!
+

𝑎(𝑎 + 1)𝑧2

𝑐(𝑐 + 1)2!
+

𝑎(𝑎 + 2)(𝑎 + 1)𝑧3

𝑐(𝑐 + 1)(𝑐 + 2)3!
+ ⋯ (263) 

Se usa la notación   

[𝑎, 𝑐, 𝑛] =
𝑎(𝑎 + 1)(𝑎 + 2)(𝑎 + 3)… (𝑎 + 𝑛)

𝑐(𝑐 + 1)(𝑐 + 2)(𝑐 + 3)… (𝑐 + 𝑛)
 (264) 

Cuando 𝑛 = −1 se tiene  

[𝑎, 𝑐, −1] ≡ 1 (265) 

Algunas propiedades de la función hipergeométrica [42] son  

i. 1𝐹1(𝑎, 𝑎; 𝑧) = 𝑒𝑧 

ii. 1𝐹1(𝑎, 𝑐; 𝑧) = 𝑒    1
𝑧 𝐹1(𝑐 − 𝑎, 𝑐; 𝑧) 

iii. (𝑐 − 𝑎)  1𝐹1(𝑎 − 1, 𝑐; 𝑧) + (2𝑎 − 𝑐 + 𝑧)  1𝐹1(𝑎, 𝑐;−𝑧) = 𝑎  1𝐹1(𝑎 + 1, 𝑐; 𝑧) 

iv. (𝑎 − 𝑐 + 1)  1𝐹1(𝑎, 𝑐; 𝑧) + (𝑐 − 1)  1𝐹1(𝑎, 𝑐 − 1;−𝑧) = 𝑎  1𝐹1(𝑎 + 1, 𝑐; 𝑧) 

v. 𝑠𝑖 𝑎 ∈ 𝑧−  𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠    1𝐹1(−𝑛, 𝑎; 𝑧) 𝑒𝑠 𝑢𝑛 𝑝𝑜𝑙𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛 𝑛 

(266) 

Las derivadas de la función hipergeométrica se pueden hacer de forma de series o empleando las 

relaciones mencionadas, de esta forma   

i. 
𝑑

𝑑𝑧
(1𝐹1(𝑎, 𝑎; 𝑧)) = ∑

𝑧𝑛−1

(𝑛−1)!
[𝑎, 𝑐, 𝑛 − 1]∞

𝑛=1 =
𝑎

𝑐 1𝐹1(𝑎 + 1, 𝑐 + 1; 𝑧) 

ii. 
𝑑2

𝑑𝑧2 (1𝐹1(𝑎, 𝑎; 𝑧)) = ∑
𝑧𝑛−2

(𝑛−2)!
[𝑎, 𝑐, 𝑛 − 1]∞

𝑛=1  

(267) 

Polinomios de Laguerre  

Los polinomios de Laguerre son polinomios de orden n que son ortogonales con respecto al producto 

interno [43]. Los polinomios surgen de la fórmula de Rodríguez y se definen como  
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𝐿𝑛
𝛼(𝑥) =

𝑥−𝛼𝑒𝑥

𝑛!

𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
(𝑥𝑛+𝛼𝑒−𝑥) (268) 

Se resalta que los polinomios de Laguerre son solución de la parte radial de la ecuación de 

Schrödinger para el átomo de hidrogeno [43]. 

La función hipergeométrica confluente y los polinomios de Laguerre se relacionan por medio de la 

siguiente ecuación  

𝐿𝑛
𝛼(𝑥) = (

𝑛 + 𝛼
𝑛

)𝑀(−𝑛, 𝛼 + 1, 𝑥) =
(𝛼 + 𝑛)𝑛

𝑛!
 𝐹1(−𝑛, 𝛼 + 1, 𝑥) (269) 

Ecuación de Laguerre  

La ecuación de Laguerre [43] se halla diferenciando dos veces la siguiente forma de los polinomios 

de Laguerre  

𝑒
−𝑡𝑥
1−𝑥 = (1 − 𝑥) ∑

𝐿𝑛(𝑡)

𝑛!
𝑥𝑛  

∞

𝑛=0

 

𝐿′′
𝑛+2(𝑡) + (𝑡 − 2𝑛 − 3)𝐿′′𝑛+1 + (𝑛 + 1)2𝐿′′

𝑛(𝑡) + 2𝐿′𝑛+1 = 0 

(270) 

Aplicando propiedades de los polinomios de Laguerre y organizando los términos es posible 

demostrar la ecuación resultante. Para el presente estudio solo se requiere presentar la forma de la 

ecuación final de Laguerre. 

𝑡𝐿′′
𝑛(𝑡) + (𝑡 − 1)𝐿𝑛

′ (𝑡) + 𝑛𝐿𝑛(𝑡) = 0 (271) 

La solución 𝐿𝑛(𝑡) es también solución de la ecuación diferencial  

𝑡𝑦′′ + (𝑡 − 1)𝑦′ + 𝜆𝑦 = 0 (272) 

Las soluciones son de la forma de series de potencia  

𝑦(𝑡) = ∑ 𝑎𝜈

∞

𝑛=0

𝑡𝜈 (273) 

La ecuación de recurrencia para la serie de potencia es de la forma  

𝑎𝜈+1 =
𝜈 − 𝜆

(𝜈 + 1)2
𝑎𝜈   ; 𝑐𝑜𝑛 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎 

𝑎𝜈+1

𝑎𝜈
=

1

𝜈
  (274) 
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