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Resumen y Abstract IX

El efecto Aharonov-Bohm en materiales semiconductores de caracter topoldgico analizado

desde la ecuacion de Dirac-Weyl

Resumen

El presente trabajo aborda dos topicos centrales: el primero es el estudio de los potenciales en la
fisica desde una perspectiva de revision de literatura con el fin de intentar encontrar una relacion
entre el efecto Aharonov-Bohm, la topologia del espacio y los potenciales fisicos. EI segundo es el
analisis tedrico del grafeno en una estructura semiconductora de punto cuantico, para su estudio se
realiza el analisis del hamiltoniano de Dirac-Weyl en coordenadas cilindricas; en primera instancia
se considera el sistema sin presencia de potencial reproduciendo y ampliando los resultados
obtenidos por los investigadores Serrano, Avalos y Cabrera en su articulo titulado “Enhancing the
energy spectrum of graphene quantum dot with external magnetic and Aharonov-Bohm flux fields”,
y posteriormente se propone el andlisis de los niveles de energia del sistema al someterlo a una
diferencia de potencial V,. La solucion de los niveles de energia y la ecuacion de onda se hallan
empleando el método férmula, un método de solucién de ecuaciones diferenciales de segundo orden
gue consiste en determinar coeficientes por medio de la comparacién con la ecuacion patrén; la
fiabilidad y precision se corrobora al solucionar la funcién de onda y los niveles de energia con el
método WKB y comparar los resultados. Por Gltimo, se observa que los niveles de energia en
presencia de un potencial V, aumentan y disminuyen la separacion entre cada nivel, ademas la

presencia del flujo Aharonov-Bohm en el sistema influye en la diferencia de cada nivel de energia.

Palabras clave: Ecuacion de Dirac-Weyl, Fermiones de Weyl, Método Férmula, Spinor de

Weyl, Gauges, Potenciales, Simetrias.
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The Aharonov-Bohm effect in topological semiconductor materials analyzed from the Dirac-

Weyl equation

Abstract

The present work addresses two central topics: the first is the study of potentials in physics from a
literature review perspective in order to try to find a relationship between the Aharonov-Bohm
effect, the topology of space and physical potentials. The second is the theoretical analysis of
graphene in a semiconductor quantum dot structure. For its study, the Dirac-Weyl Hamiltonian
analysis is carried out in cylindrical coordinates; In the first instance, the system without the presence
of potential is considered, reproducing and expanding the results obtained by researchers Serrano,
Avalos and Cabrera in their article entitled “Enhancing the energy spectrum of graphene quantum
dot with external magnetic and Aharonov-Bohm flux fields”, and later, the analysis of the energy
levels of the system is proposed by subjecting it to a potential difference V. The solution of the
energy levels and the wave function are found using the formula method, a method of solving
second-order differential equations that consists in determining coefficients by means of comparison
with the standard equation; Reliability and accuracy is confirmed by solving the wave function and
energy levels with the WKB method and comparing the results. Finally, it is observed that the energy
levels in the presence of a potential V increase and the separation between each one decreases, in
addition the presence of the Aharonov-Bohm flow in the system influences the difference of each

energy level.

Keywords: Dirac-Weyl equation, Weyl's fermions, Formula Method, Weyl's spinor, Gauges,

Potentials, Symmetries.
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1. Preliminares

1.1 Introduccion

En el presente trabajo se abordan dos ejes centrales para el desarrollo de la investigacién y de cada
uno de los resultados que se plasman en la tesis; el primero es el desarrollo de una revision de
literatura sobre los potenciales en la fisica, enfocado en su origen desde la electrodindmica clésica,
la teoria gauges, y el cdmo desde la mecanica cuantica la eleccién de un vector potencial magnético
0 un potencial eléctrico modifica las propiedades especificas del modelo que se estudia. Ademas se
enlazan las ideas descritas por Yakir Aharonov y David Bohm sobre el efecto Aharonov-Bohm con
los conceptos de topologia, causalidad y el como la fase ¢ 45 €S recurrente en materiales de baja
dimension y que presentan caracteristicas topoldgicas como el grafeno.

El segundo eje central de la tesis es la profundizacién, conceptualizacién y desarrollo de la ecuacion
de Dirac-Weyl en materiales semiconductores; para tal fin, se inicia la tesis brindando al lector unos
fundamentos tedricos basicos que dan sustento a lo que se desarrolla durante todo el documento.
Posteriormente se limita el estudio a un solo material topoldgico que cumpla con algunas
caracteristicas especificas: 1) que se pueda modelar por medio de la ecuacion de Dirac-Weyl, 2) que
sea un material de interés cientifico actual y 3) que sea un material de baja dimensionalidad. Un
material que cumple con las condiciones descritas es el grafeno en una nanoestructuras de punto
cuéntico.

Con la seleccion del material que se desea estudiar y el tipo de estructura semiconductora se plantea
dos preguntas para seguir la investigacion: 1) ;Qué método matematico emplear para la solucién del
sistema? ¢ Qué aporte se puede realizar al estudio del material?

El método que se plantea para el desarrollo tedrico de la ecuacion de Dirac-Weyl es el Método
Formula, un método de solucidn de ecuaciones tipo Schrédinger basado en una transformacion de
las variables espaciales W(r) — W(s), tal que, sea posible comparar con la ecuacién patrén propia
del método y de esta forma se determinan constantes que involucran las variables de interés; para el
analisis de los resultados se enfoca la tesis en hallar los niveles de energia y la funcién de onda del
sistema. Luego del método sigue el aporte que brinda el documento, para tal fin se sigue el estudio
realizado por [1] como punto de partida, con el fin de reproducir, ampliar y profundizar lo realizado
en el articulo; se propone el estudio del hamiltoniano al someter el sistema a una diferencia de
potencial constante V,,. En ambos casos se determina la funcion de onda y los niveles de energia, y
se hacen andlisis de las variables que alteran de forma global la energia.
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Por altimo, se expone las conclusiones de la tesis, se resaltan los aportes en calculos tedricos y en
revision de literatura realizado y se enuncian algunos trabajos y consideraciones que se pueden tomar
para futuros estudios.

1.2 Justificacion e importancia de la investigacion

La justificacion de la investigacion se centra en tres pilares fundamentales

e Interés y motivacion: el interés y la motivacion surge en ampliar los conocimientos de
fendmenos cuanticos que se manifiestan en la materia condensada, para ello se busca hallar
los niveles de energia y la funcidn de onda de los sistemas que se plantean y se brinda una
revision para investigadores que comienzan en este campo de la fisica.

¢ Novedad: la novedad se centra en: 1) el estudio del hamiltoniano de Dirac-Weyl en
presencia de una diferencia de potencial eléctrico V,, constante, 2) la revision de literatura
en torno a los potenciales en la fisica y el efecto Aharonov-Bohm, 3) la comparacion de los
niveles de energia de los modelos con los niveles reportados de Landau y 4) el desarrollo de
sistemas fisicos por medio del Método Férmula

e Utilidad: la investigacidon de topicos que incluyen materiales topolégicos es de interés
cientifico actual, al igual que su comprension, modelamiento y propiedades que se derivan
de sus caracteristicas propias. En este sentido, la tesis tiene como utilidad brindar un primer
paso a estos estudios en la sede, siendo una guia para los que apenas inician en tdpicos
similares y que desean adentrarse en su estudio. Ademas lo descrito de forma tedrica se
puede implementar en la practica en avances tecnoldgicos que se fundamenten en
propiedades dpticas y eléctricas.

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general

Analizar teéricamente el comportamiento de los materiales semiconductores, especificamente los
puntos cuanticos, por medio del desarrollo tedrico de un hamiltoniano y su estudio al solucionarlo
por el método férmula (FM), que originan el flujo tipo Aharonov-Bohm.

1.3.2 Objetivos especificos

e Comparar los niveles de energia obtenidos al solucionar el hamiltoniano de estudio
con los niveles de Landau.

e Revisar los resultados obtenidos al plantear un término de interaccion

e Comparar la fase tipo Aharonov-Bohm registrada en articulos de investigacion
recientes con los resultados tedricos que se obtengan.

e Realizar una revision en la literatura de los potenciales en la fisica y su relacion con
el efecto Aharonov-Bohm.



2. Fundamentos tedricos

En la presente seccion se hard una contextualizacion de los conceptos basicos que se requieren para
el desarrollo y comprension de los topicos que se abordaran en la tesis.

2.1 Momentum angular

La principal diferencia que surge entre el momento angular cuéntico y clasico radica en su definicion;
en mecanica cuantica se define como un operador vector L con componentes Ex,Ey y L, que no
conmutan entre ellas, es decir, no comparten funciones propias ni son medibles con precision al
mismo tiempo [2] [3].

L=7xp @
Ly=yp.—zpy; Ly=zpc—xp;; L, =xp,—ypx (2)
[Li, L] = ihejLy 3)
2.1.1 Valores propios de L,
Los valores propios del operador L, son
L,¥ = Am¥ ; m: nimero cuantico magnético 4)

En el presente trabajo se abordara la simetria cilindrica para el desarrollo de los problemas, por lo
que se define el operador L, en coordenadas cilindricas; cabe resaltar que para hallar la
transformacidn de coordenadas cartesianas a cilindricas se emplean las relaciones entre coordenadas
y la regla de la cadena para los diferenciales correspondientes a (7, ¢, z)

X =T1C0sQ; y=rSsenp;, Z=2z (5)

J 0 senpd 0 6+cos<p6. g 0 "
ax %% r 0¢’ ay_se"‘”ar r dp’' 0z 0z (©)

p = —iAV (7)
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Empleando la definicion de L, de la ecuacion (2), reemplazando las ecuaciones (5) (6) y (7) y
empleando la relacion pitagdrica cos? ¢ + sen?¢p = 1 se tiene

~

0
L,=—ih— 8
Al hacer actuar el operador L, , en este caso en coordenadas cilindricas, a la funcion de onda W se
halla la ecuacion de valores propios del operador L,

0

La ecuacién diferencial anterior es una ecuacion diferencial de primer orden cuyas soluciones son
del tipo onda plana y corresponden a la componente azimutal de la funcién de onda ¥

Y, =em (10)

Por lo que la funcién de onda W se escribe como el producto de la componente azimutal ¢ y la parte
espacial r, z

Y =emoy (11)

En el caso particular que la funcién de onda sea un spinor, se tiene que la componente azimutal para
sus componentes seré de la forma
ime

%‘P=im‘}’ - ‘l’%:e

(12)
0 ,
— W= — Li(m+)e
aqolp =im+1D¥Y » ¥,, =e
Como se puede observar se suma un paso a la segunda componente azimutal para garantizar que las
funciones de onda ¥, no se encuentren en el mismo estado cuantico magnetico. Esta representacion

es muy (til cuando se tienen fermiones que siguen el principio de exclusion de Pauli y que ya poseen
una proyeccion del spin definida spin up o spin down [4]

2.2 Grupos SU, y SO,

La teoria de grupos para SU2 y SO2 surge de forma natural al estudiar la teoria cuntica de spin no
relativista, considerando el hamiltoniano o lagrangiano del sistema como invariante ante varias
clases de transformadas de grupo. Para su estudio e ideas basicos se retomara el concepto del
operador momentum angular L en una nueva base generadora.

Es posible reescribir el operador momento angular L de un sistema de particulas con spin 1/2 como
una matriz de 2x2 que cumple con la propiedad de hermiticidad y de conmutacion [4]
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h hoo —i h
Lx=§((1) é); Ly:i((i) ol); LZ:E((l) —01) (13)

Las matrices que cumplen con las relaciones de conmutacion y hermiticidad son las matrices de
Pauli para particulas de spin 1/2

Oy = ((1) (1)): oy = (? _Oi): o, = ((1) _01) (14)

El grupo SU2 (espacio especial unitario de dimension 2) se define por la multiplicacion de
operadores con matrices generales unitarias de dimensién 2x2 . De esta forma es posible verificar
que las matrices de Pauli son un ejemplo del espacio SU2 [4] [5], dado que cumple con la condicion
de normalidad

O'l'z = 12x2 (15)

El grupo SO2 (espacio especial ortogonal de dimensidn 2) se define por la invarianza rotacional de
sus elementos. En dos dimensiones se tiene que es una matriz dimension 2x2 que corresponde al
operador rotacional R

5 _ ( cos@ sen(p)

—seng cos (16)

Es posible generar la matriz de rotacion asociada al grupo SO2 empleando las matrices de Pauli y la
relacién de Euler

io — P —
e'?? = Icosg + ioyseng =

_ (cosg 0 (0 —i __ (cosg 0 ) ( 0 semp)
- ( 0 cosqo) ti (i 0 )sengo - ( 0 cosp + —senp 0 17)
: cosgp  seng
oy —
err = (—sen(p COS(p)
De esta forma se observa que la matriz o,, es la matriz generador de la rotacion en el espacio SO2,
es decir, la matriz cumple con la invarianza rotacional.

Las propiedades de los grupos SU(n), SO(n), y en general toda la teoria de grupos, son una forma
matematica de describir la simetria de los sistemas fisicos; en el caso especificos de un sistema de
particulas de spin 1/2 se tiene que estas han de ser invariantes ante rotaciones (trasformada tipo
S02) y sus elementos deben de ser unitarios (SU2) [6]. Los espacios que cumplen la teoria de grupos
de dimension dos poseen su set completo de elementos generados por las matrices de Pauli para
fermiones de spin 1/2.

2.3 Ecuacion de Dirac-Weyl

Se puede deducir la ecuacién de Weyl partiendo de la ecuacion de Klein-Gordon [7] [8]
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n? 02
<C_2 W_ h2|72 +m262>‘1’ =0

. (18)
hz 9
(—C— —+ h2l72> Y = m?2c2y

El objetivo transformar la ecuacion (18) a una ecuacion diferencial de primer orden, para ello se
“factoriza” el operador diferencial del lado izquierdo de la siguiente forma

RE 9% | ey —('ha+ hv)('ha+ hV) 19
c? 0t2 N lcat « lcat B (19)

Donde a y B se consideran inicialmente como dos tri-vectores constantes e independientes de las
coordenadas, el campo vy las derivadas. Desarrollando el término de la derecha y reorganizando los
términos

hZ 62 hZ 2 2 d
ARy 4 U — 1+ R2 (¢ - . 20
S otV = ooti—(@+ ) Vo+ i (a V) V) (20)
Para que ambos lados coincidan se debe de cumplir que B = —a 'y (a-V)(B-V) = V2, lo que
implica que

a=io (21)
0,0; + 0j0; = {ai,aj} = 21,6

No existe un conjunto de tres nimeros reales o complejos que pueda cumplir la relacion de anti
conmutacion pero un conjunto especial de matrices si puede. Las matrices candnicas que satisfacen
la ecuacidn (21) son las matrices de Pauli. Ahora se puede reescribir la ecuacion (18) de la siguiente
forma

ho ho
(l——-l- io - h|7> (l——— io - hV)‘I’ = m?c?y (22)
cadt cat

Al aplicar el operador i%% + i - hV sobre ¥ se obtiene un sistemas de ecuacion [7]; dado que ¥

es un spinor de dos entradas (x4, xz), denominado un spinor de Weyl, se puede expresar el sistema
de ecuaciones de Weyl como sigue

ho .
(lza)XA =iog-hVy, + mcyg

(23)
ho .
(lza))(B = —io-hVyg + mcyy;

Las ecuaciones anteriores son las ecuaciones de Weyl acopladas por el término de la masa.
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Un caso particular se presenta cuando la particula que se describe posee una masa igual a cero, lo
que corresponde a fermiones no masivos o fermiones de Weyl [9] [10] [1] Cuando la masa de las
particulas es cero la ecuacion de Weyl (23) se desacopla, por lo que se tiene

((35)xa=-0
lcat Xa= —0°"PXa
(24)
ROy
(lza))(s—ﬂ PXs

. L . _— .. 0
Empleando el spinor de Weyl de dos entradas y la definicion de la energia en cuantica E = m& se
puede reescribir el sistema de dos ecuaciones en una forma méas compacta

EVY = co - p¥ (25)

En el caso que el modelo sea un medio material se requiere realizar el cambio en el valor de la
velocidad, debido a que las cuasiparticulas del sistema no pueden alcanzar velocidades cercanas o
iguales a la de la luz ¢, por lo tanto se emplea la velocidad de los portadores de carga v. El sistema
de ecuaciones se puede reescribir como [11]

E¥Y =vo - p¥ (26)

Ademas para materiales de estudio que son sometidos a un campo magnético, se reemplaza desde el
inicio el operador nabla V (V — d,) por el operador D,. Lo que genera un hamiltoniano con
momentum canodnico , el sistema de ecuacion es de la forma

EY =vo- (P +eAd)¥
(27)
H=vo-(p+eA)

El hamiltoniano de Dirac-Weyl ecuacion (27) describe el comportamiento del grafeno en puntos
especificos donde la topologia del material permite que se presente una masa efectiva igual a cero,
estos puntos reciben el nombre de puntos de silla o puntos de Dirac. Por lo que la principal utilidad
de la ecuacion de Dirac-Weyl es describir materiales semiconductores topoldgicos que presentan
como cualidad puntos donde la masa efectiva se hace cero. [9] [10] [1]

2.3.1 Laecuacién de Dirac-Weyl para un punto cuantico de grafeno

El grafeno es una forma alotropica del carbono dos dimensional (2D) con estructura hexagonal o en
forma de colmena, presenta una diversidad de propiedades Opticas, magnéticas y eléctricas [12] que
lo convierten en un materialmente altamente estudiado en la Gltima década, incluso por algunos
autores se le ha dado el calificado del sucesor del silicio en la nueva era [13] en virtud de sus
aplicaciones en transistores, transporte eléctrico y dispositivos electrdnicos.

El espectro energético del grafeno presenta como particulita un comportamiento lineal en cercania a
los puntos no equivalentes k y k' en la zona de Brillouin [14], mientras que en su estructura de
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bandas corresponden a superficies conicas con puntos de inflexion que reflejan cambios abruptos en
la concavidad.

llustracion 1. Estructura de bandas del grafeno en cercania a los puntos k y k'.

Una de las propiedades que se ve modificada en los puntos k y k' es la masa efectiva de los
electrones, dado por

1 1 0%E
m; T R2 Ok;0k;

(28)

En las regiones k y k' la masa efectiva de los electrones se hace cero, debido a los cambios abruptos
en la concavidad de las superficies conicas que se observan la llustracion 1, lo que da origen a
cuasiparticulas no masivas denominadas fermiones de Weyl y los puntos donde ocurre que la masa
efectiva se hace cero se denominan puntos de Dirac [12] [15].

La ecuacion de Dirac-Weyl en coordenadas cilindricas es usada para modelar y estudiar de forma
tedrica el grafeno dos dimensional en los puntos de Dirac y en una estructura de punto cuéntico [1]
[11] [16]

H=v;(p+eA) o,,+1V(r)a, (29)

A diferencia de la ecuacion (27) se tiene que la ecuacion de Dirac-Weyl para el grafeno en una
estructura de punto cuéntico presenta un acople entre la matriz o, y el potencial externo V(r) lo que
cambia significativamente las propiedades energéticas del grafeno. La presencia del acople o,V ()
induce un gap al sistema que ademas puede ser controlado via potencial externo suministrado al
punto cuantico. El origen del segundo término es debido a las condiciones propias del sistema y del
objetivo de confinar los portadores de carga en la superficie del grafeno evitando fendmenos de
tunelamiento por parte de las cuasiparticulas de Weyl, para tal fin se plantea un potencial infinito
por fuera del punto cuéntico, lo que favorece los estados electronicos superficiales [17]. El término
7 del acople o,V (r) es una caracteristica intrinseca del material, que permite diferenciar entre los
valles k y k' de la zona de Brillouin, es decir, diferencia entre los puntos de Dirac del grafeno. La
posicion en el espacio de momentum de los puntos k y k' es
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=<2_"2_")-k'=(2_”_2”>. a = 1,424
3a’3+/3a’ "’ 3a’ 3+v3a’/’ a:distancia carbono — carbono

El valor que toma 7 es —1 para el punto k' y de 1 para el punto k, por lo que T = —1 6 1 segun el
punto de Dirac que se estudia en el modelo.

(30)

El término v, corresponde a la velocidad de los portadores de carga que participan en la conduccion
del grafeno, valor que es independiente del momentum del sistema y que esta relacionado con la
energia de fermi. Su valor es 300 veces menor que la velocidad de la luz, por lo que vy = 106 m/s
aproximadamente y se denomina la velocidad de fermi para el grafeno [18].

Por ltimo, cabe destacar que el grafeno en los puntos de Dirac se comporta como un semiconductor
topoldgico, por lo que las propiedades de conduccidn se realizan solo en la superficie del material,
mientras que en su interior se comporta como un aislante topoldgico, caracteristicas que potencian
sus aplicaciones en el campo de la materia condensada enfocada a propiedades eléctricas y dpticas
[19].

2.3.2 Ecuacion de Dirac-Weyl y niveles de energia de Landau

Los sistemas cuanticos que presentan un momento candnico 7 y cuyo vector potencial magnético
cumple con el gauge de Coulomb y de Landau se caracterizan por una densidad de estados ng
proporcionales a la intensidad del campo magnético externo [20]. En el caso que se considera un
sistema con masa efectiva igual a cero, se tiene que el hamiltoniano que describe el comportamiento
de las particulas en un campo magnético es de la forma

H=c(p+eld) -5 (31)

El hamiltoniano corresponde a una de las posibles formas de expresar la ecuacién de Dirac-Weyl,
considerando que el vector potencial 4 cumple con el gauge de Landau. El desarrollo de los niveles
de energia asociados al hamiltoniano se realiza de forma detallada en [20]; la solucién a los niveles
de energia es

E, = *cV2neBh (32)

Definiendo la longitud magnética [z como

h
lo. = |— 33
B eB (33)

Multiplicando y dividiendo (32) por & dentro de la raiz y empleando la definicién de la longitud
magnética [z (33) se tiene que

hc
E,=1+—
lp

V2n (34)
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La forma de la cuantizacidn de los niveles de energia E,, es caracteristicos de sistemas que exhiben
el gauge de Landau y fueron descubiertos por primera vez de forma experimentalmente en el efecto
Hall cuantico entero [21]. Los niveles de energia E,, reciben el nombre de niveles de Landau.

2.4 El método WKB: solucion en serie de potencias para la
ecuacion diferencial del tipo ey" + ay’ + by = 0

El método WKB recibe su nombre en honor a los apellidos de sus promotores George Wentzel,

Hendrik Kramers y Leon Brillouin, quienes desarrollaron el método de forma independiente. La

aproximacion recibe otros nombres como el método cuasi-clasico o método integral de fase, debido
a sus soluciones del tipo exponencial elevadas a una fase S(x) integrable.

El método WKB es una técnica para hallar soluciones aproximadas a la ecuacion de Schroédinger
independiente del tiempo. Es potencialmente (til para determinar los estados bases de la energia y
la funcién de onda, ademas por sus cualidades de solucion tipo exponencial decreciente se ajusta
para problemas que involucran el fenémeno de tunelamiento cuantico [2].

Consideremos unas ecuaciones del tipo
ey +ax)y +b(x)y=0 (35)

Los coeficientes a(x)y b(x) son variables, distintas de cero y en general dependen de la variable
independiente del sistema, en este caso x.

La forma de la solucién empleando el método WKB es una expansion en series de potencias [22] .

£
52

2¢&
1)

&

12 1 I !
650 +550a + Sla + b . — O (36)

SE? + =S4+

Igualando los términos del mismo orden se tiene

S2+Sha=0
(37)
25051+ Sy +Sja+b=0

Por altimo, la solucién a la ecuacion diferencial del tipo (35) empleando el método WKB es [22]

y(x)~y; + ¥

_ xb(x:) x,
y1~Cie °alx) (38)

xb(x") . . 1 x N s

Yy —2 efo a(x')dx -z fo a(x)dx
a(x)

Las constantes C; y C, son constantes de normalizacién que se hallan por medio de las condiciones

de frontera de la ecuacion diferencial.
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Estas soluciones son aproximadas y estan en el marco del método WKB fuera de los puntos de
retorno o de puntos asintéticos, es por ello que para ciertos sistemas con singularidades la
aproximacién no es muy adecuada y no da un comportamiento real del sistema fisico.

2.5 El efecto Aharonov-Bohm

Los fisicos Yakir Aharonov y David Bohm en su articulo titulado “Significance of Electromagnetic
Potentials in the Quantum Theory” [23] publicado en 1959, describen por primera vez sus resultados
en relacion a un efecto cuéntico y electrodindmico que posteriormente recibiria el nombre de efecto
Aharonov-Bohm en honor a ellos. El efecto consiste en una fuente de haz de electrones localizada a
una distancia [ de una doble rendija; es de conocer que si la longitud de onda A de la fuente de
electrones es aproximadamente igual en magnitud a la distancia "a" entre las rendijas se ha de
generar un patrén de interferencia, ellos esperaban que al colocar un solenoide al otro lado de la
doble rendija los electrones seguirian su camino descrito por la funcién de onda de y. Pero las
mediciones de los patrones experimentales mostraban un desfase en la funcién de onda de los
electrones que viajaban por la doble rendija al estar presente el solenoide, por lo que la trayectoria
final no era la esperaba.

Pantalla detectora

Doble rendija
Solenoide
Y1
Fuente
~ ¢ Ax
-
||

Y,

4; 7
<« ¢ > ¢ ¢ Patrén desfasado
7/
7 Patrén original

Figura 1 Montaje experimental realizado por Yakir Aharonov y David Bohm

En las regiones fuera del solenoide es preciso afirmar que el campo magnético B es igual a cero,
pero si esto ocurre existe un potencial vector magnético 4 distinto de cero en dicha region, siendo
A responsable del desfase en el patron de interferencia de los electrones.

Para poder darle una explicacion al fendmeno desde la teoria es necesario recurrir al hamiltoniano
cuantico de una particula cargada sometida a un campo magnético [23] [24] [25] [26] [27]
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H=— (P — ed)’ (39)

Solucionando la ecuacion de Schrodinger y proponiendo dicha solucion como una superposicién de
dos funciones de onda, se tiene que

AY = E¥ (40)

Las soluciones ¥; y ¥, de las funciones de onda que describen los dos caminos posibles que toma
el haz de electrones son del tipo onda plana

P, = 0 kUL A

. (42)
L
Y, = Loneﬁ(fl A-dxz)
Reemplazando la ecuacion (42) en (41)

Y = Lp eh(f Adxl) + qJ eh(f(pzAdxz) (43)
Definiendo:

e (41 e P2
Sl:ﬁf(p A-dxq y52=ﬁf(p A-dx,
(44)

e

El AS representa el cambio de fase del haz de electrones; desde la mecanica cuantica es posible dar
una explicacion al cambio AS que aparece al restar las fases propias de cada una de las dos funciones
de onda W, la explicacion se fundamenta en la interferencia cuantica. Ademas es posible observar
que desde la mecanica clésica no existe un observable fisico que interaccione en la regién de estudio,
es decir, que altere la trayectoria de los electrones [28]; el analisis se hace al contemplar los términos
de interaccion clasicos del movimiento de particulas cargadas desde el lagrangiano o hamiltoniano
planteado en la regién donde ||B]|| = 0.



3. Los potenciales en la fisica

En el presente capitulo se aborda la revision de literatura realizada en torno a los potenciales en la
fisica. Se inicia con el estudio desde la electrodinamica clasica y los diversos tipos de gauges a los
que se pueden someter los potenciales, resaltando que clasicamente no existe una variacion en las
propiedades fisicas de los sistemas de estudio. Esta percepcion de invarianza al realizar
modificaciones en los potenciales se ve alterada al considerar sistemas cuanticos donde el anélisis
se puede realizar desde perspectivas geométricas, topologicas y de causalidad, determinando que la
variacién de los potenciales genera una variacion en la estructura geométrica del espacio del
fendmeno. Por Gltimo, se enlazan las ideas con el efecto Aharonov-Bohm.

3.1 Introduccidn a los potenciales en la electrodinamica

En la teoria clasica del electromagnetismo, y en general en la fisica, es posible expresar todo campo
conservativo en funcién de un potencial. Desde la mecanica se tienen que la fuerza es igual a menos
un gradiente de potencial de forma analoga ocurre con los campos eléctricos, de forma que

F=-VU; E=-VV (45)
Mientras que en la electrodinamica se ha de considerar la forma clasica de las ecuaciones de

Maxwell [29]

p 0B 0E
DV-E==; 3))VXE=——; 2)V-B=0; 4)VXB =]+ ligeg— (46)
& Jt Jt
Cuando se tiene un sistema que se estudia desde la electrodindmica se hace necesario realizar
correcciones al potencial eléctrico y se puede definir vector el potencial magnético relacionado con
el campo magnético. Para su definicion se realiza un analisis de la ley de gauss para campo
magnético, 2) de la ecuacién (46), por lo que se puede expresar matematicamente el cero como la
divergencia de un rotacional de la forma

V-(VxA)=0 (47)

De esta forma se define que el campo magnético B se puede expresar como el rotacional de un
potencial vector

B=VxA (48)
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En el caso del campo eléctrico se tiene que la tercera ecuacion de Maxwell (46) impide que se pueda
expresar el campo eléctrico como menos el gradiente de potencial, por lo que es necesario realizar
unas correcciones a la forma de expresar el campo eléctrico en funcién de los potenciales.
Empleando la tercera ecuacion de Maxwell (46) y la definicion del campo magnético (48) se tiene

VXE v x4 Vx(E+aA) 0 (49)
= ) =
ot ot

Para que se cumpla la expresion matematica se tiene que el termino dentro del paréntesis ha de ser
igual a menos el gradiente de potencial, por lo que se puede definir el campo eléctrico como

E+ oA VW - E (VV + 04 ) (50)
_— = - e d = — -
at at

Cabe resaltar que la influencia de los potenciales en el estudio de los sistemas fisicos no ha sido
relevante desde la mecanica clasica; lo anterior tiene sustento en que las definiciones surgen desde
la matematica y no desde la fisica, de esta forma la explicacion se relacionan mas con propiedades
del calculo vectorial que del sistema fisico.

3.1.1 Teoria gauge

Las definiciones de los campos eléctricos y magnéticos permiten que se realice un gauge libre de los
potenciales [29] [30], de forma que el campo no se vea afectado por la definicion de su potencial.
De esta forma es posible expresar, sin repercusiones en las cantidades de E y B, los potenciales como

A=A+a; V' =V+p (51)
Tal que
VXA =VXA+a)=VXA+VXxa=B+VXxa (52)
Para que se cumpla que la definicion de A no altera al campo magnético del sistema se tiene que
Vxa=0 (53)
De esta forma a ha de ser el gradiente de un escalar A
a=VJi (54)
Si se define & como en la ecuacion (54) se mantiene una invarianza de gauge
VXA =Vx(A+V1)=VxA+Vx(V) =B (55)
Mientras que para el campo eléctrico se tiene que

E'=_<vv’+%)=—V(V+,B’)+%(A+Vl)=—<VV+?3—?)—<VB+%) (56)
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Para el campo eléctrico sea invariante ante la nueva definicion de los potenciales se tiene que

vg+ 2 g \7( + a/1> 0 (57)
= d -— | =
B ot B ot
De lo que se obtiene
+ e 0 04 (58)
_—= - [
B ot B ot

De esta forma el campo eléctrico ante el nuevo potencial V” es

E'—(vv+a‘4> ( am+6‘7’1)—E 59
= o 5t T )T (59)

Como se puede observar la definicion de los potenciales Ay V generan una invarianza en las

propiedades fisicas de los sistemas al conservar sus campos asociados [29]. Las transformadas

oA
A=A+VAV =V+—— (60)

Reciben el nombre de transformadas de gauge libres debido que se puede definir A como cualquier
escalar y siempre se cumple que los campos E y B conservaran sus propiedades fisicas. En la
siguiente seccidn se estudiaran tres gauges especificos

3.1.2 Gauges de Coulomb y Landau

a) Gauge de Coulomb: consiste en definir la divergencia de A como cero [29]

V:-A=0— Gauge de Coulumb (61)

El gauge repercute en la forma de hallar V y A desde las ecuaciones de Maxwell. En general se puede
expresar las ecuaciones de Maxwell 1) y 4) ecuacion (46) en funcién de los potenciales, tal que

d p
VWV +—=(V-A) =——
* at( ) &
(62)
) 0°A av
V°A _“OSOW_V<V'A +H0€0§) = —Ho]
Para el gauge de Coulomb se simplifica hallar el potencial eléctrico
p
VA = - — (63)
€o

Que corresponde a una ecuacion diferencial tipo Poisson que dependen de las condiciones de frontera
de estudio del sistema, con las condiciones se puede determinar de forma completa el potencial
eléctrico.
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Mientras que el potencial vector magnético

2 v
V2A — figgg = —= —Ho] + HoEV 64
Ho 052 tol + o€ at (64)
La ecuacion diferencial para el potencial vector magnético es mas compleja de solucionar que la del
potencial eléctrico.

b) Gauge de Landau

El gauge de Landau es un gauge del tipo axial que organiza el vector potencial magnético en una
sola direccién del eje x o el eje y lo que produce un campo magnético en direccion z

VxA =Bk — Gauge de Landau
(65)
A =yBi 0 A = xBj

De esta forma el campo magnético B es invariante ante transformadas de traslacion (en el plano x —
v) y de rotacion; mientras que el vector potencial magnético rompe la simetria rotacional y la simetria
de traslacion se conserva solo en el eje que se orienta el potencial. En el caso que se seleccione un
gauge combinado tal que

1 1
A=E(xBj—yBi)=—§r><B (66)

Esta eleccion del vector potencial magnético rompe la simetria de traslacion en el plano x — y pero
conserva la simetria rotacional en el origen. Este tipo de gauge es Util en mecéanica cuantica para
demostrar que el momento angular es el nimero cuéntico idéneo para describir el sistema cuantico
[31].

Estos dos casos son dos opciones de seleccionar el gauge de Landau segun el tipo de sistema fisico
que se requiere modelar y el tipo de simetria que se requiere en el andlisis del problema.

3.2 Potenciales desde la geometria y la simetria

En el desarrollo de las secciones anteriores se ha dado a conocer los potenciales en la fisica como
una variable que no altera el estudio de las propiedades fisicas del sistema, al mantener las
propiedades de los campos asociados invariantes ante su modificacién y seleccion por medio de
gauge. Solo en el gauge de Landau es donde se contempla la importancia de la seleccion del tipo de
potencial al analizar que este si repercute en las propiedades topoldgicas del sistema, es decir, se
rompen o conservan simetrias de traslacion o rotacion segun cémo se elija el potencial y su
orientacion en el plano x —y . En la presente seccion se discutird sobre la relevancia de las
propiedades geométricas y del espacio en lo que concierne al estudio de los potenciales; para ello se
introducirdn nuevos conceptos de espacios, geometrias y mecéanicas. Los primeros conceptos que se
introduciran seran los de geometria de Weyl y la mecanica Bohmiana
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La geometria de Weyl propone una modificacion al espacio de Riemann asociado al estudio de la
geometria euclidiana del sistema, de esta forma puede ser comprendida la geometria de Riemann
como un caso especial de la geometria de Weyl [32]. Una de las caracteristicas particulares de la
geometria de Weyl es que la longitud de un objeto extendido cambia punto a punto, la cantidad del
cambio de la longitud esta medida de la forma

8l = If,dx® (67)

La mecénica Bohmiana es una teoria del movimiento de las particulas que se desarrolla en un
concepto completamente deterministico pero difiere con respecto al analisis newtoniano clasico. En
esta teoria se asume la funcién de onda como una guia del movimiento. Para el formalismo de toda
la mecénica cuantica esta teoria puede ser considerara menos rigurosa en su desarrollo de los
espacios, pero ha abordado la cuéntica desde otra perspectiva geométrica y causal provocando una
aproximacioén adecuada de los fendmenos cuanticos y del empirismo mismo [33]

Los trabajos realizados por David Bohm y Albahaca Hiley en 1984 fueron cruciales para establecer
la teoria cuantica basada en la geometria y el principio causal. Las ideas permiten hablar de una
informacidn cuéntica global no local del entorno en el que se desarrolla el experimento. Lo que
significa que la informacion de los potenciales cuénticos puede estar definidos como una
informacién geométrica del entramado del espacio tiempo [34].

Siguiendo estos lineamientos de las investigaciones se puede asumir los potenciales cuanticos como
un canal de informacién que contiene la variacion de las propiedades geométricas del espacio
cuantico de estudio. La geometria de Weyl trae caracteristicas interesantes para el analisis de los
sistemas fisicos segun la teoria de Bohm, lo que permite que esta teoria cuantica no solo desarrolle
sus bases en un espacio euclidiana sino que analice los procesos cuanticos desde una manifestacion
de estructuras no euclidianas y del principio geométrico variacional [34].

El desarrollo de las teorias matematicas que demuestran la importancia de la geometria en los
potenciales es especifico y riguroso, por lo que en la presente seccion solo se realizara una somera
aproximacion a las ideas planteadas por la teoria de potenciales cuantico de Bohm-Broglie segun lo
gue se describe en el libro “Quantum Potential: Physics, Geometry and Algebra.” Su desarrollo
servird de sustento para comprobar la importancia de los potenciales en los sistemas fisicos,
especialmente en la cuantica segun el espacio topoldgico que se tiene. Expresando el hamiltoniano
en un punto particular de materia en funcién de la accion se tiene

1
H=—VS-VS+V (68)
2m

La variacion del hamiltoniano con respeto a valores escalares Ay Q relacionados con las
caracteristicas geométricas del espacio de dimension tres en la curvatura de Ricci

,. 05 1

El término R es el tensor de curvatura del espacio de Ricci. Considerando las relaciones
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A2 8v2Q)
Y=Tem Y B9 (70)

Lo que convierte la variacion del hamiltoniano ecuacion (68) a la forma

—hz 8ViQ_ 05 + ! VS-VS+V 05 + 1 VS:-VS+V re —VZQ 0 (71)
- _ . —_ — - . _— =
16m Q ot 2m ot  2m 2m Q

La ecuacién (71) conserva similitudes con la ecuacion de Hamilton-Jacobi por lo que se puede
realizar una analogia con la amplitud de onda y el escalar Q , tal que, el potencial cuantico esta
relacionado con la curvatura de la caracterizacién de la estructura geométrica.

El contexto de estructuras geomeétricas establecido en la teoria de David Bohm se relaciona con la
geometria del espacio tiempo y la materia que emerge del marco de referencia unificando las facetas
de la relatividad y la cuantica en un estudio no local.

De esta forma se busca fomentar los estudios y las relaciones de la influencia de los potenciales en
los sistemas fisicos, dejando a un lado los sistemas clasicos en donde los potenciales no tienen una
relevancia notoria en las propiedades fisicas de los sistemas; en la cuantica estos si son relevantes y
determinan las propiedades topolégicas del fendmeno en las regiones de estudio segun el tipo de
potencial.

3.3 Potencial vector magnético desde el principio de causalidad

El efecto Aharonov-Bohm es un efecto cuantico experimental y tedrico de dispersion electrones que
comprueban que los potenciales, especificamente el vector potencial magnético A, modifica las
propiedades de los sistemas fisicos. Se tiene que los electrones y particulas que se encuentran
cercanas a una region donde no existe un campo magnético pero si un potencial magnético
experimentan una fase de dispersion en su funcién de onda. En los inicios de la teoria no se esperaba
que un fendmeno de tal magnitud se evidenciara en sistemas sencillos debido a que los sistemas
clasicos no experimentan ninguna variacion en sus observables al someterlos a potenciales, siempre
y cuando el campo asociado a este potencial se mantuviera constante. En la cuantica esto no ocurren
y las propiedades de la funcion de onda y los niveles de energia se ven influenciadas por la
interaccién geométrica y de materia con las particulas. [27] [35].

Los estudios y analisis realizados desde la geometria y topologia de los espacios en la seccion
anterior y los potenciales cuanticos guardan estrecha relacién con el efecto Aharonov-Bohm al
considerar el sistema de particulas que se estudié como una generalizacion de la teoria de Bohm en
el algebra de Weyl y su propia cuantica. Fue el estudio y desarrollo de este fenébmeno cuantico lo
que fomento la teoria geométrica basada en propiedades de los espacios no euclidianos por parte de
David Bohm.



4. El método formula (FM)

En la presente seccion se realiza una conceptualizacion y definicion del método formula; método
desarrollado en el 2015 y que permite la solucion de sistemas cuantico complejos por el tipo de
potencial al que se somete la particula. La fiabilidad y precision del método se comprueba por medio
del desarrollo y posterior analisis de cuatro problemas de la mecanica cuéntica cada uno con una
mayor complejidad. Los resultados y conclusiones mas relevantes de los ejercicios y del capitulo se
presentan al final.

4.1 Introduccion

El método FM que proviene de sus siglas en ingles “Formula Method” (Método férmula) es un
método matematico desarrollado en el 2015 por los fisicos Babatunde James Falaye, Sameer M.
Ikhdair y Majid Hamzavi [36]. EI método consiste en una transformacién de la ecuacion de
Schrodinger a una forma especifica y conocida, que permite hallar de forma “sencilla y simple” los
niveles de energia y la funcién de onda del sistema cuéntico, expresando su solucionen en términos
de la funcién hipergeométrica.

El método presente facilidades a la hora de hallar los niveles de energia y la funcién de onda de
sistemas altamente complejos, por lo que la transformada que se realiza a la ecuacion de Schrodinger
transforma el sistema a un problema algebraico y de facil solucion.

La fiabilidad y la precision del método para hallar los niveles de energia y la funcion de onda de los
estados base, se ira corroborando a lo largo del capitulo

4.2 Ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo

Considerando el operador hamiltoniano A

’ﬁZ

H =
2m

+ V() (72)

Con p el operador momentum lineal (7) y V (r) el operador energia potencial Al aplicar el operador
hamiltoniano a la funcién de onda W se obtienen los valores propios de la energia

AY = EY (40)
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L ¥ =EY n 2y (V E)¥ =0
<_%v +V(T)) =EW >~V 4+ (V) - E)¥ = (73)

La ecuacion (73) corresponde a la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, que permite
determinar los espectros energéticos y la funcion de onda del sistema segln sea el potencial de
interaccion ¥ (r).

4.2.1 Definicion del método férmula

Toda ecuacion de Schrodinger que posea una forma similar a la descrita en la ecuacion (73) y se
pueda expresar por medio de una transformada adecuada de la funcion de onda ¥ como

(ky — ky5) (As?> + Bs + ()

l'I"”(S) + 5(1——k35)qﬂ(s) + 52(1 — k3S)2 l‘p(S) =0 (74)

Con k4, k,, k3, A, B y C constantes, que segun sea el sistema de interés pueden contener informacion
de la energia, frecuencia de oscilacion, fase, el nimero cuéntico principal, numero cuéntico
magnético, numero cuantico angular; en general se puede afirmar que estas constantes contienen la
informacion especifica del sistema. Para aplicar el método es necesario conocer el cambio adecuado
de la variable r a una nueva variable s que cumpla

Y(r) =¥(s) »s=s() (75)

Siempre y cuando sea posible transformar la ecuacion de Schrddinger en la ecuacion (74), los valores
de la energia y la funcién de onda solucion [36] al sistema se hallan por medio de las siguientes
formulas

2

_ 2
[k42 —kg?— [%— = (k=g — ) — 4A)] ]
3 | ~ ks> =0 — Energia (76)

T—2n 1 _
k, F ion d
W(s) = Nypske(l — kys)*s R, <—n,n + 20k + k) 430 12k + kl,k3s) - funetonde - 77)
Ademas
(1—ky) + (1= k)2 — 4C
k4 =
2
(78)

k_1+k1 k2+ [1+k1 kz]z A+B+C
>7 2 2 2 2k

Cabe resultar que las formulas descritas anteriormente corresponden para valores de k5 + 0, en el
caso especifico que la constante k5 sea cero se tiene que
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k, ko \? (
__X 2\ _ 79)
ks 2t (2) 4
B — kyk, — nk,1? 5
k2= i 80

Funcion de

W(s) = Nyskee ™™5° F\(—n; 2k, + kq; (2ks + kp)s) — P

(81)

Con N,: una constante de normalizaciéon. La deduccion matemética que involucra métodos
asintoticos y soluciones que surgen de la funcion hipergeométrica se desarrollando de forma somera
en los apéndices del articulo “Formula Method for Bound State Problems” [36]

4.3 Algunos problemas de la mecénica cuantica solucionados
aplicando el método férmula

En la presente seccion se solucionan algunos problemas de la mecénica cuantica empleando el
Método Férmula

4.3.1 Particula en un pozo de potencial infinito unidimensional

Consideremos el hamiltoniano de una particula que se encuentra en un pozo de potencial infinito de
longitud L

P h? d?
AH=—+4+V=-—
2 + 2mdx?
(82)
I7={0pam 0<x<L
o otro caso
Hallando los valores propios del hamiltoniano para laregion 0 < x < L
Ay he A EY ke + szw 0 (83)
= —— = g =
2m dx? dx? h?

Comparando la ecuacion de Schrédinger con la ecuacion del método formula (74) Se tiene que

2mE
k1=k2=k3=B=C=0, _?,
(84)
1+1 2mE 1

Asi la funcién de onda solucion es
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_1 , V8mE
Y(x) = Nnxe+h 2msz1F1 <—n; 2;+ o ix) (85)
Los valores de la energia se hallan con la ecuacion (80)
0 1* /1 z
— | —(= | = = 86
[2+2n] (h\/ZmEl> 0-E=0 (86)

La solucion a los valores de la energia empleando la ecuacion (80) no corresponden a lo reportado
para el modelo, similar ocurre con la funcién de onda que difiere de la solucién tipo onda viajera
caracteristicas de la particula dentro de un pozo de potencial infinito.

Dado que las soluciones halladas por el método férmula para las funciones de onda y niveles de
energia al seguir paso a paso el método no coinciden con los reportados, se propone como aporte de
la tesis considerar k, como

(1—ky) /A —k)2-4C
ky, = > (87)

Al incluir el signo + antes de la raiz cuadra se amplian las posibles soluciones del modelo de interés
al aplicar el método férmula e incluso puede dar resultados mas cercanos a los que se reportan en la
literatura segun el problema. Con el fin de verificar la premisa anterior, se emplea la segunda raiz de
k, para determinar la funcién de onda del modelo

1-1

S 88
k. > 0 (88)

(89)

SN VBmE
Wiy = Npe B2 con Fy (0: 0;+— ix>=1

La funcion de onda paran = 0 coincide exactamente con la reportada para una particula en un pozo
de potencial infinito, mientras que los niveles de energia al aplicar Gnicamente el método formula
siguen siendo cero. Se puede complementar el estudio del sistema al aplicar condiciones de frontera
a la funcién de onda, similar a lo que se realiza por el método convencional, y de esta forma
reproducir los niveles de energia reportados en la literatura [3] [2]

4.3.2 Oscilador armonico unidimensional

Consideremos el hamiltoniano para un oscilador arménico unidimensional
H="rt— (90)

Hallando los valores propios para la energia
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_ p? k2 h2 92 kx? A2 029 [kx?
Ay = t— Y= (- +—|¥=E¥Y 5 ————+|(——E|¥ =0

2m = 2 2m dx? 2 2m 0x? 2
(91)
62W+1 m?w? 4+ZmE 2\ W o k
axz X2\ mz C TTpz X)TTEIOT
Empleando el cambio de variable
Y(s) =¥(x)
(92)
s = x?
Usando la regla de la cadena para hallar las derivadas de W(x), se tiene
0 0x 0 9] 9] 1 0 9] 4]
—_———= — _—— —_— = 2 B —
ds 0sdx 0s (Vs) Ox 2+/s0x ox \/Eas (93)
02 0 0 0 0 92 1 0 92
—=——=2/s—(2V/s5—) =4 —t—— | =45—+2—
0x? 0x0x \/Eas< \/Eas> \/§<\/§ ds? * 2+/s 65> %952 * ds (94)
Reemplazando en la ecuacién de Schrodinger (91) y dividendo entre 4s
°¥Y(s) 10¥(s) 1 [ mPw® , mE
— il — s |w(s) =
ds? 2s 0s s? an2 ° * 2n2° () =0 (95)
Comparando con la ecuacién del método férmula (74)
1 m?w? mE
kl:f;k2=k3=C=O;A=_W;B=W (96)

Hallando las constantes k, y ks para determinar la funcién de onda y los niveles de energia del
oscilador armoénico se tiene

(1-9)+J(-3) (-+1-3 2-1 1

k = = = =
4+ 2 2 2 2

(97)

e — m2w? 3 +mw

57 4h2 | T T 2h

La funcién de onda del oscilador arménico es
1 F@ 3 nmo

Y(s) = N,sze 2" iF1 (—n.i; i‘TS) (98)

Volviendo a la variable original
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TR, 3 nmo
Y(x) = N,xe Zh;{ F; (—n.z; isz> (99)
Las energias se hallan reemplazando en la ecuacion (80) del Método Formula y despejando de la
ecuacién el valor de la energia

2

mE

— 2 3 3

2h? _(@) =0 - E:hw(—+2n>—>En=2hw (n+—) (100)
Ty 1 2h 2 4

Considerando la segunda raiz de k,

ky, =2-2=0 (101)
La funcion de onda del oscilador arménico cuando k, = 0 es

+00 1 _mw
W(s) = Npe” 2" F, (—n.z; +Ts> (102)
Retomando la variable original

maw

2 1 _m
Y(x) = Nye 2R (—n.z; iwaZ) (103)
La energia se halla empleado la ecuacién (80)

mE 712 , .

K2 maw

2wz | (2 =0 - E=ho <2n + _) (104)
1 2h 2
? + 2n

La funcion de onda solucion es similar a la reportada en la literatura para el oscilador arménico
cuantico unidimensional, mientras que los niveles de energia se encuentran modificados en 2n.

4.3.3 Oscilador armoénico esférico

La ecuacion de Schrodinger para un potencial de simetria esférica [36] estado dado por

_h_zli<r2 6R(r)> .\ [hzl(l +1) 1

p gy~ > ma)zrz] R(r) = ER(r) (105)

Operando la ecuacion de Schrodinger

_h_2i< LR 6R(r)>+[h2l(l+1) 1
2mr? 2

_ 202 _
7 72 52 T +-mw‘r E]R(r) (106)
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02R(r) 20R(r) 1 [m?w?r* 2mE

P - =7z 2 >+ I+ 1D|R(r)=0

Realizando el cambio de variable

R(r) = R(s)

(107)

s=r?

Empleado las relaciones para primera y segunda derivada con cambios de variable del tipo (107)
descritas en la ecuacion (93) y (94) y reemplazando las derivadas parciales con respecto a s en (106)
se tiene que

SaZR(s) o OR(s) 2

+ 2o fRE _HmIetsT 0] re = 0
ds? s +[s 5 9s h? 5=
, , (108)
0°R(s) 3 0R(s)  1[,[ mfw? mE I(l+1) B
T T L G o Rl =) Ry e OB
Comparando con la ecuacion del método formula (74) se determinan las constantes
3 m?w? mE I(l+1)
k=35 ke =k =0; 4p2 "’ 2h2’ 4 (109)
3 3)2 1 1.5
. _(1—z)+\/(1—7) Hr ) (—g)+ g e+ (110)
e 2 B 2
Factorizando el término dentro de la raiz
1 —b +Vb?—4ac -1+v1Z2-1
P+l+--1l = = =—=
4 " F 2a 2(1) 2
(111)
12+l+1—(l+1)2
4 2
Retomando
(D rdrg) 1343
A 2 2 2
(112)
e = m2w?2 3 +mw
7] 4n2 T T 2n

La funcion de onda para el oscilador armdnico esférico es
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1 FIe 3 mw
Y(s) = N,sze 2" iFl (—n;l + E;TS> (113)
Volviendo a la variable original » usando el cambio de variable s = r2 se tiene
T, 3 nmo
Y(r) = Nprte th F (—n;l +5 iTTZ) (114)

Los valores de la energia se hallan con la ecuacion (80) del Método Foérmula despejando de la
ecuacion el valor de la energia

2

mE , ;
mw

23# —(ﬁ) =0 —>En,l=hw(2n+l+z) (115)

l+7+27’l

Los valores de energia determinados para k. coinciden con los reportados en [36] empleando el

método formula, pero al comparar con la solucion exacta se tiene como diferencia el término 2n,
aunque se resalta que la solucion por el método férmula reproduce de forma correcta el estado base
del oscilador armdnico esférico.

Considerando la segunda raiz de k, _

k, = = - _
*- 2 2 2
(116)
e — m?w? +ma)
> 4h2 T 2h
La funcion de onda del oscilador armonico esférico para la segunda raiz de k,_ es
_l+1 Fw, 1 mw
W(s)=Nps ze *" F (—n; —1+ > iTS) (117)
Volviendo a la variable original r usando el cambio de variable s = r?
FR0,2 1 mw
Y(r) = N,r-+e th F; (—n; -1+ > + TTZ) (118)

Los valores de la energia se hallan con la ecuacién (80) del Método Férmula despejando de la
ecuacion el valor de la energia

mE 5 1
2 mw
—l—1+5+2n

2
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Los valores de energia para la raiz k,_ difieren con los reportados en la literatura aunque reproduce
de forma correcta el primer estado excitado del oscilador armonico esférico.

4.3.4 Potencial de Hylleraas

Consideremos el hamiltoniano de una particula que esta sometida a un potencial de Hylleraas

. Vo a: un escalar con unidades
Ve =- cosh?(ax) ' deinversode longitud ’ Vo >0 (120)
A2 2 2
~ P ~ h- 0 Vs
g=r_ = —_ ___° 121
2m V@) 2madx? cosh?(ax) (121)
Hallando los valores propios del hamiltoniano
aw h? 0%y Vo W pw R Y N (ZmE N 2mV, ) 0
—_ — — —_— e - —_—
2m dx%2  cosh2(ax) 0x2 h?2  hZcosh? a(x)
(122)
92y N 1 (ZmE b2 (ax) + 2mV0) w0
0x?%  cosh?(ax)\ h? cosiriax h? a
Realizando el cambio de variable
Y(x) = ¥(s)
1 (123)
s = cosh?(ax) — x = Ecosh‘l(\/g)
Empleando regla de la cadena para hallar las derivadas
a d /1 d 1 d d a
—_ = = h_l )—:—— —_— =2 2 ¢ —
ds O0s (a cosh™ (Vs) 0x 2qvs2 —s0x - 0x wstTs ds (124)
02 a ad d a 02 02 d
R 2 e 2 e = 2(c2 _ S 2 — _
%7 " 3% O 2a4/s S3s (Za\/s 565> > 4a?%(s? —s) 552 +2a2(2s—1) s (125)
Reemplazando en la ecuacion de los valores propios del hamiltoniano (122)
92¥(s) 0¥(s) 1/.2mE 2mV,
2(c2 _ 2 — — =
4a4(s* —s) 952 +2a°(2s— 1) s +s(h2 s+ 2 )‘P(s) 0
(126)
0?¥(s) (2s—1) o¥(s) 1 2mE 2mV,
( s+ )‘P(s) =0
0s2 2s(s—1) 0s s2(s — 1) \4a%h? 4a2h?

Factorizando un menos en el numerador y el denominador de los coeficientes de la primera derivada,
multiplicando y dividiendo por (s — 1) en el término de W y agrupando se tiene
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0*W(s) (1/2—5) d¥(s) 1 ( mE (mV0 mE )

mV,
ds? s(1—s) 0s 52(1 —5)? \2a?h? s 2a2h? 2a202)° " th) ¥ =0 (127)

Comparando con la ecuacién del método férmula (74)

1 mE mV, mE mV
T N T PO U o R

Empleando la ecuacion (78) y (79) para hallar k, y k<

1 1 2mV,
k4+:<1_7)+\/(1_7) +%= iL\/8mV0+a2h2

1
* 2 4~ 4ah
(129)
= 1 1 1+ [1 1 1]2 [mE mE mV, mV, 1+1_1
5T 274 2 2 4 2 2h2  2h2 2h2  2K2] 474 2

La funcién de onda para la particula es

1,1 1 1 3 1
Y(s) = anf'mv"z”m""(l -s)? LR ( —n,n+-——+/ a?hZ+8mV, + =

1
22
o7 53 ¥ 50h h+8mV0+21) (130)

Volviendo a la variable original
Y(x) = Nncosh%ﬁ" RE+8mYo () (1 — coshz(ax))% 1 <7n,n + % + ﬁ‘/azhz + 8mV, + 1;% + 23(_h‘/a2h2 +8mV, + %,coshz(ax)) (131)

Los valores de la energia se hallan empleando la ecuacion (80) para cuando k5 # 0, y despejando la
energia

[(1, 1 2 1 [1—2n 1
(3 + gap V@R +8mn) -7 |~ 71 2a2h2
1-2n 1 mE
2 [ 2 2 (1 —4 (ZaZhZ))] (132)
[—n+iv—8mE]2—n+L\/—8m (ah+w/ 21’12+8mV)
4ah 4ah 16a2h? 0
Definiendo A = —n + 4%‘m\/—SmE, reemplazando y agrupando términos
1 21
2 _ 252 = 1
22+ A= =z (ah + Ja?h2 4 8mbp) + 4 (133)

—-b+Vb2%—-4ac

Aplicando la formula cuadratica 14 = para hallar las raices de A
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1+ [1-4 —L(ochh/cﬂhz+8mv)2+l
- 16a2h? 0 4
—>/1+=

2 xT

1 2
—1+5—(ah + /azh + 8mV,) 1
—8mE = 2ha (135)

1
4a’h m 2

1t o (ah+Ja?hE + 8y (134)
2

A’i:

Volviendo a la variable inicial

Los valores de la energia para una particula sometida a un potencial de Hylleraas son

2a?h? 1 1 e
En, =— ——|n3® _h(ah-h/ h +8mV0)
(136)
h2a? 1 2
= — — - 2HKH2
Eny =~ <2n 14— (an+ JaZn +8mV0)>

4.4 Analisis de resultados

Por medio del desarrollo de los cuatro ejemplos de la seccion anterior se dio a conocer algunos de
los escenarios en los que se puede ver involucrado el investigador, docente o estudiante que asuma
un ejercicio de la mecénica cuéntica por medio del Método Férmula (FM). Se hall6 la funcion de
onda y los valores de la energia para cada uno de los ejercicios; a continuacién se mencionan los
principales andlisis de los resultados de cada uno de los ejercicios

e En el caso de una particula en un pozo de potencial infinito unidimensional se tiene que la
funcién de onda del sistema coincide con la reportada en la literatura para cuando k, —
k, = 0, obteniendo una solucion del tipo onda plana tan caracteristica de este ejercicio. Los
niveles de energia por el método férmula no se pueden determinar, dado que la ecuacion
para las energias del método dan como solucién E = 0, lo que corrobora que para aplicar el
método se requiere llevar la ecuacion de Schrédinger a la forma candnica (74) y ademas que
los coeficientes de los términos sean distintos de cero. Se propone que para el estado base
n = 0, donde la funcion hipergeométrica confluente es 1, aplicar sobre la funcién de onda
condiciones de frontera para determinar la cuantizacion de la energia, con el fin de
complementar el método férmula y mejorar su exactitud.

e Enel caso de un oscilador arménico cuantica unidimensional los niveles de energia hallados
para cada valor de k,, difieren a los reportados en la literatura, aunque se complementan
mutuamente para obtener todo el espectro energético del sistema, es decir, es posible
expresar las ecuaciones (100) y (104) como

En, = ho ((Zn +1)+ %) y E, =hw ((Zn) + %) (137)
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Por lo que los valores de energia £y, , correspondientes a k,, , reproducen de forma excata
los niveles de energia impares del oscilador arménico cuantico mientras que E, ,
correspondientes a k,_, reproduce de forma exacta los niveles de energia pares del modelo.
Al analizar y emplear ambas ecuaciones es posible obtener todo el espectro energético del
oscilador armonico cuéntico unidimensional. La funcion de onda hallada por el método
férmula coincide con la reportada en la literatura empleando los polinomios de Hermit, por
lo que se concluye que el método es adecuado para este modelo.

e Enel caso del oscilador armdnico esférico se tiene que los niveles de energia por separados
difieren de los reportados en la literatura, aunque al analizarlos en conjunto se observa que
se puede reescribir (115) y (119) como

3 3
Eny, = ho ((Zn) yn E) Y Eny = ho ((Zn D4l E) (138)

De forma que Ey;,, correspondiente a k,,, reproduce los estados energeticos pares del
oscilador armonico esférico y E,,;_, correspondiente a k,_, los niveles impares menos el

n = 0 que no es un estado permitido. De esta forma se obtiene todo el espectro energético
del oscilador arménico esférico al contemplar las dos raices de k,, . La funcion de onda es
similar a la reportada en la literaria como una solucion en series de potencia.

e Enelcaso de una particula sometida a un potencial tipo Hylleras, se evidencia la versatilidad
del método férmula para solucionar problemas matematicos que involucran ecuaciones tipo
Schrédinger con potenciales complejos de solucionar empleando métodos matematicos
convencionales. Se encuentra la funcidn de onda de la particula y los niveles de energia; al
analizar los niveles de energia se observa una relacion entre los valores de la energia y el
momentum de la particula, lo que corrobora lo reportado por [37]. El caso V, = 0 se retoma
el modelo de una particula sin potencial y el método férmula no es aplicable dado que los
coeficiente de la primera derivada son cero, aspecto que se corrobora al hallar los niveles de
energia que dan cero, por lo que se impone la condicién V, > 0.

Al realizar el analisis de los ejercicios desarrollados por el método formulay el aporte que se propone
en la tesis al considerar k, como dos raices k, , se concluye que el método es una excelente

herramienta para el desarrollo de sistemas cuanticos que presentan complejidad en el tipo de
potencial de interés, es un método aritmético simple de aplicar, solo se requiere identificar de forma
idénea el cambio de variable a realizar en cada ejercicio, hallar los cambios de derivadas parciales
correspondientes y comparar con la ecuacion patron del Método Formula. Por ultimo, se emplean
las constantes para encontrar la funcién de onda solucion y los niveles de energia.



5. Analisis teorico de punto cuantico de grafeno en
una region sin potencial eléctrico.

5.1 Definicion de las variables del problema de estudio

En la presente seccion se realiza la reproduccion paso a paso del articulo “Enhancing the energy
spectrum of graphene quantum dot with external magnetic and Aharonov-Bohm flux fields.” [1] y
se complementara su estudio al considerar: 1) un vector potencial magnético sin presencia del flujo
Aharonov-Bohm y 2) comparando los niveles de energia hallados con el Método Férmula y el
método WKB. El procedimiento comienza con la ecuacién de Dirac-Weyl en coordenadas
cilindricas (29)

H=v;(p+eA) 0,,+1V(r)a, (29)
Se asume un potencial vector magnético A de la forma

Con 4, = %(’ﬁ ; A, ‘2—2’5@ y el término ¢, es el flujo tipo Aharonov-Bohm. Ademas 4 cumple

con
B = B2
~ . (140)
VXxA=B= Bz}
—~ Transformadas gauge
v.A=0 f gaug
De esta forma el operador 4 es de la forma
— Br  ¢up
A= (_ + _) P 141
2 2nr ¢ (141)
El operador momentum p que en coordenadas cilindricas transforma como
p= 'h(aA+1aA+aA) 142
p=-t arr raq)(p 6zz (142)

Las matrices de Pauli en coordenadas cilindricas descritas en el articulo de Serrano [1] tiene la
siguiente forma [38]
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_ (0 e7®, _. {0 —e7i®), _(1 0
UT_<ei¢ 0 ) U‘P_l(eiq) 0 ) JZ_(O —1)

6 =0,F+0,p+0,2

(143)

Por ultimo, el potencial ¥ (x, y) realiza un confinamiento de los portadores de carga del grafeno en
el plano x — y por lo que se asume un potencial tipo pozo cuéantico

0 parar <R
o parar =R

D) = {

R:radio del punto cuantico (144)

En el presente trabajo se modelan los fermiones de Weyl, cuasi particulas de spin 1/2 gque poseen
como caracteristica particular una masa efectiva igual a cero.

5.2 Desarrollo del hamiltoniano de Dirac-Weyl

Para el analisis tedrico se desarrolla el hamiltoniano (29) en laregion 0 < r < R donde la ecuacién
se reduce a

H= vf(’ﬁ + eﬁ) " Org

( _h(aA+1aA+aA>+ (Br+¢AB>A)( - A)
TG T T ® T 027 T\ T o) ®) LT T 00® (145)

= ( _ha +( ,h1a +eBr+e¢AB) )
SO\ TG0 ! rop 2 2mr ) %

Se procede a determinar los valores propios del operador A

( i +( il +eBr+e¢A3) )‘P—E‘P 146
AN ! rop 2 2nr )%9) T T (146)

Por separacion de variables se asume una solucién para la funcién de onda W de la forma

¥ = O(@)R() (147)

Ademas dado que las soluciones corresponden a la ecuacion de Dirac-Weyl, las soluciones para
Y son del tipo spinor de Weyl

Y=_W",¥) = (Cbl((p)XA(T):CDZ((p)XB (T)) (148)

Se conoce que la solucién azimutal esta ligada al nmero cuantico magnético m. Su forma sera la
de una onda plana

@.(g) = e
(149)
@3(g) = ielm+D?
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La componente @, () esta rotada en noventa grados con respecto a la de @ (@), esto se justifica
en la teoria de grupos SU2 y SO3 para conserva la invariancia ante rotaciones en las soluciones de
la funcion de onda. Lo anterior garantiza las leyes de conservacion asociadas a las propiedades
rotacionales del sistema, en este caso, el momento angular m y la conservacién del spin.

Por lo tanto funcidn de onda ¥ del sistema tiene la siguiente forma
W = (M, (r), ie Uy (1)) (150)

Dado que la funcion de onda W se operara con las matrices de Pauli es necesario transformarla de
un vector fila a un vector columna para ello se procede a

e xa(r) ) (151)

T
T _ ime o i(m+1)e —
¥ (e Xa(r), e AB (T)) < l'ei(m+1)(PXB (r)

Ahora el problema se reduce a hallar las componentes radiales solucién a la funcion de onda
xa(r) y xg(r). Para ello se resuelve las ecuaciones que surgen de los valores propios de H (146)

eBr 3¢AB) ) empar) \ _ [ em™xa(r)
2 2nr % B

9 10
Vr <_lhaa7‘ + (_lh;% t—-F ielm+Dey (1) iei(m+1)§0)(B(r)> (152)

Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacion

a i 10 eBr e i eimoy (r
Vg —ih—((_J e ltp)+i<—ih——+_+ ¢AB)(Q e “”) € Xa(r)
or \e'? 0 rde 2 2nr ) \el® 0 lez(m+1)(pXB r)

0 ( ie™yp(r 10 eBr e —jeime
vy _ih_( il(m+1))§(03() )+i<_ih__+_+ ¢AB>< i(l:l+1) XB(r))
ar \e Xa() rdg 2 2nr / \e P xa(r)

(153)

Igualando a la energia por la funcién de onda

Vr <—ifl 9 ( te™? 05 (r) >+ i (—ihli+eBl+ ed)AB) < —ie™® yp(r) >) — E< e xu(r) > (154)

or ettt ey, (r) rog 2 2mr ) \eltm Doy, () im0y ()

Asi se generan un sistema de dos ecuaciones

1) vy (—ih%(iem"’)@ () +i (—ih%% + egl + ejﬁ) (—ieim"’)(B(r))) =Ee™ y,(r)

(155)
2) vy (_L-hei(m+1)(p axl;qr(r) + jeim+Do (fl(mr+1) +93%+ %) XAOO) — iei(m+1)(pEXB(r)
Resolviendo el sistema de ecuaciones 1) (155)
_ dyg(r) . hm eBr e@up .
helme ime (_ _ ) = elmoE
vf< e - +e - + > + oy xs(1) e Xa(r) (156)

Factorizando e'™¢ y simplificando la expresion
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0 r Am eBr e
vf(h X ( )+( n bap

or 2

e < )x3<r))=ExA<r) (157)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 2) (155) factorizando el término ie!(™*1® para simplificar
la expresion y eliminar la dependencia azimutal se llega a:

o (—h dxa(r) 4 (fl(m +1) + €¢AB) (xa (r))> — Exg(r) (158)

or T 2 2nr

De esta forma se genera el sistema de dos ecuaciones de Weyl acopladas por las componentes
radiales del spinor y,(r) y x5(r)
dxp() | (h Br
T (7’”+e—+ Ta) x5(r) = 4 Xa )

2 2nr

(159)

2) aXA(T) + (fl(ff;‘*l) + & - e¢AB) (XA(r)) — EXB( )

5.2.1 Desarrollo del sistema de ecuaciones de Weyl acopladas por la
componente radial ¥

Para solucionar el sistema de ecuacion de dos incdgnitas se procede a despejar de la primera ecuacion
de Weyl y,(r) (159)

0 h B
g(ﬂg—fﬂ (e 4 ) )) = Xa() (160)

Se reemplaza y,(r) en la segunda ecuacion de Weyl (159). El objetivo es llegar a una ecuacién
diferencial tipo Schrodinger

0 [vef 0xs(r) eBr e¢
_h5<f<h ;r +( AB )(B(r)>>

(h(m: D, b, ) <Ef 6){3(r) B ) )>> e
(161)
%WT@W%m
(LD (0 2 ) )
Analizando los términos por serado
i) Primer término de la izquierda (161)

Se tiene la derivada de un producto, operando y agrupando términos
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0% yg(r) hm eBr edp\dxs(r) hm eB edup
2 —h(— ) —h (—— & ) 162
or? + 2 + 2nr or 25(r) r2 + 2 2nr? (162)
ii) Segundo término de la izquierda (161)
Realizando las operaciones y reorganizando los términos se tienen
hm eBr e dxg(r) h2oxg(r
h(—+ n ¢AB> XB()_l__ xe(r)
T 2 2nr ar r or
N h?m(m + 1) N h(m + 1)eB N A(m+ De¢,z eBhm N e?B?r?
r2 2 2nr? 2 5z (163)
e’Bop epuphm e*¢p pB 92¢31B
+ 2 2..2 XB (7")
4n 2nr 4r 4mer

Sumando ambos términos ecuacién (162) y (163), cancelando los términos de primera derivada
iguales y simplificando la expresion resultante

,02(r) R axs(r)
ar? r Oor

+(w h(m+ 1)e¢AB +e232r2 +ezB¢AB ezd)ﬁB) B( ) (164)

—h

+ hmeB +
T2 r? 4 21 47r2r2

Igualando a la energia por el spinor y(r) y dividiendo a ambos lados por —#2 se llega a

0%xp(r) 10xg() 1 (R?>m(m+2) A(m+ Degpus e?B?*r? e?Bp,p  e2¢2y
arz2  r or h? T2 + himeB + r? + 4 + 21 + 4722 x5(r)
£2 (165)
=———xs()
h2v}

Empleando la definicion de longitud magnética Iz = \/h/eB , definiendo: el fluxén como ¢, = %

. - E .
y una variable auxiliar como a = — . se tiene
f

0% xg(r) 10xz(r) (mm+2) m 2m+Dpu 12 Py P32
e (MR T i S ) = ) 169
Definiendo ¢ como la relacion entre el flujo magnético tipo Aharonov-Bohm y el fluxén

7= bap (167)
bo
s (1) 19x5(r) (m(m +2) m 2mAg 1P ¢ ¢

42 42> — _p2
ar? r or r2 lg, r2 + 41; + llz? + Tz)XB(T) a XB(T) (168)

Analizando los factores con el inverso del cuadro del radio

+2 2m+1 2 1 1

Reemplazando e igualando a cero
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%xp(r) 10xp() ((m+J+1)?*—-1 r* m+{
07”2 - ; ar - T2 + E + T — ){B(T’) =0 (170)

De forma anéloga se llega a la ecuacion para y 4 (r)

or? r Oor

92 9 -1 r?
0@ 1 xA(r)_<<m+r¢2> 1+Z?+%§+1_a2>“(r)=0 (171)
B B

5.2.2 Solucién de la componente radial de W por el método formula:
funciones y, y xg Y hiveles de energia

Antes de aplicar el método férmula es necesario transformar la ecuacién tipo Schrddinger de
xa(r) v xg(r) auna forma especifica por medio de un cambio adecuado del tipo r — s. En este caso
el cambio y5(r) = x5 (s) es el mismo descrito por la ecuacion (107) con s = r2 . Empleando las
relaciones para primera y segunda derivada con cambio de variable del tipo (107) descritas en (93)
y (94), reemplazando en la ecuacién tipo Schrodinger x5 (r) (170) y reorganizando los términos

,00() , 0*xp(s) 2V axB(s)_<(m+c+1)2—1 s m+(_a2> () = 0
ds 3s2 s 0s s YT A
(172)
xp(s) 1/, 1 a’> m+{\ (m+J+1)?-1 B
952 s_2<s <_ 16l;§> * S(T T4l > B 4 )XB(S) =0

De forma analoga se halla la ecuacion para y,(s) (171)

9%y 4(s) 1<2< 1>+S<a2 m+§+1>_(m+()2—1

9s2 s2\° \ 163 4 a4 4

)XA (s)=0 (173)

Comparando con la ecuacién del método férmula (74). Debido a que se busca que ambas ecuaciones
diferenciales sean iguales se ha de cumplir que sus coeficientes sean exactamente los mismos, de
esta forma se tiene para yz(s)

k1=0, k2:0, k3=0
1 e m+¢  (m+{+1D2-1 (174)

16l T 4 a2 T 4
Determinando las constantes k, y ks con la ecuacion (78) y (79)

e, = 2 ke = (175)
1
ks, = @%h:i@

La solucidn para yg(s) (172) es
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m+J+2 1%5

1
xg(s) =N,s 2 e 4lp F; <—n;m +{+2; iﬁS) (176)
B

Los valores de la energia se hallan con la ecuacion (80)

a? m+{ 2
R 1)2 _ 2.2 _ . _ E
—— YT _(E) =0-lza —2(m+(+1+n),cona—h—vf 177)

'Ufh
Eﬁn=i7—Jﬂm+(+1+m
B

De forma analoga se halla la funcién de onda y los niveles de energia para la ecuacion y,(s) (173),
comparando la ecuacién y4(s) (173) con la ecuacion del Método Férmula (74) se determinan las
constantes

k1=0, k2=0, k3=0

1 @ mAgHl . (m)P-1 (178)

=———: B= — . C=
1613 4 412 4

Determinando las constantes k, y ks con la ecuacion (78) y (79)

m+J+1
ky, =———
21 (179)
ks, =+—
St 42
Asi la solucion de y,(s) (173) es
m+i+1 3l 1
xa(s) =N,s 2 e *B F, (—n;m +{+1; iﬁs> (180)
B

Los valores de la energia se hallan con la ecuacion (80)

[a2_m+i+17

4 412 | 1 2_0
m+{+1+2n 412)
I ] (181)

Ufh
EmnziT—JMm+(+1+m
B

Como se puede corroborar con el procedimiento desarrollado, los valores para la energia de
xa(s) ¥ xg(s) son los mismos; este suceso tiene sustento en el acoplamiento de los componentes
del spinor de Weyl x,(s) y xg(s) que producen una descripcion completa y enlazada de las
propiedades fisicas del grafeno, en este caso, los valores de la energia.
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5.2.3 Funcién de onda solucién

Las soluciones para y4(s) v xg(s)

m+d+1 Fs 1
Xa(8)=Nps~ 2 e ¥ F|-m;m+{+ 1i;ﬁs (180)
B
m+{+2 1%5 1
xg(s) =N,s~ 2 e % F, —n;m+(+2;iﬁs (176)
B

Retomando la variable original r se tiene s = r2

_r?

T 1
e & F —-nm+{+1;+t-—r?

FmHg+1

Xa(r) = Npr
, (182)

= 1
Xa(r) = Nyr™+$+2¢ 4 F, (‘""" Foxa iﬁr2>
B

De esta forma la funcion de onda ¥ es

o _r?
imp¥—
N, rm+é+le g (—n; m+{+1; i—Z}Z rz)
W= " g (183)

i(m+1)eF
\Nnirm’f(”e 4 (—n;m+(+2;i%r2)/
B

Los valores tedricos de la energia para el grafeno en presencia de un flujo magnético tipo Aharonov-
Bohm son

Em,n:i'ih\/2(m+§+1+n);(=ql;;“Ee
B (o]

(184)

5.3 Punto cuantico sin presencia del flujo Aharonov-Bohm

Ahora consideremos un sistema similar al estudiado en la seccidn anterior pero sin la influencia del
flujo Aharonov-Bohm. EI hamiltoniano esta descrito por la ecuacion (29), se conserva el tipo de

potencial de confinamiento (144) pero se redefine el vector potencial magnético como 4 = %(7) :
Enlaregién 0 < r < R el hamiltoniano se reduce a

— 0 10 eBr
H =g (—thar + (—lh;% + T) U(p) (185)



Capitulo 5 55

Las soluciones son similares a las descritas en la seccidn anterior, se asume una solucion del tipo
exponencial para la componente azimutal y se busca determinar la componente radial del spinor. El
sistema de ecuaciones que se genera para los valores propios de H es

.0 .10 eBr em®y, (1) e xa(r)

vr (‘lhEUr * <_lh;% T +) 0‘”) < ielm+Dey (1)) 7 \ielm+Dey, (1) (186)
El sistema (186) se puede reducir a un sistema de ecuaciones acopladas por la componente radial de
la forma

dxg(r) N (m eBr

1) B (B4 20 1) = axa() o
187
d 1 B
2) X;fr)—<(m: )+§h2)xA<r)=—axB<r)

El procedimiento para solucionar el sistema de ecuaciones es similar al descrito anteriormente, por
lo que solo se muestran los pasos mas relevantes.

El sistema de ecuaciones tipo Schrédinger para y,(r) y xg(r) (187) es

0*xa(r) 1axa() m*-1) (m+1) r*2
2 oz 7 ar <_ rz 2 4l T )XA(r) =0 (188)
0%xg(r) 1oyxg(r) mm+2) m r? 5
2) oz 1 or T\ 12 _@_@-HI 25(r) =

Al solucionar por el método formula se hallan la funcién de onda para la componente radial y los
niveles de energia

r2

- _ 7,.2
xa(r) = N,rm+le 45 <—n;m + 1;—)

212
r? 2
212 r
XB (T') = Nnrm+26 41% F1 <—n, m + 2, ﬁ) (189)
B
Ufh
Epn=t—-—y2(m+n+1)
B

Se destaca que los niveles de energia para y,4(r) v xg(r) coinciden, por lo que se corrobora que el
sistema cuantico se encuentra acoplado, lo que produce una descripcion completa del sistema por
medio de los niveles de energia.

5.4 Solucidn de la parte radial de W por el método WKB:
funciones x4 y xp Y los valores de energia

En la presente seccion se empleara el método WKB para determinar la funcion de onda W para cada
una de las componentes del spinor de Weyl x,(r) y x5(r).y los niveles de energia correspondientes.
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5.4.1 Funcién de onday niveles de energia para la componente radial y,

Para aplicar el método es necesario calcular las fases de las funciones solucion, por lo cual se
comparan las ecuaciones (170) y (171) con la ecuacion del método WKB de la forma (35) con el fin
de identificar constantes.

_((m+{)2—1+£+m+5+1_ 2)
f b(x") e f r2 41% 12 o
a(x”) B 1
=
b(x") r# m+{+1 r?
dx’ = 2-1]1 —a? )+ 190
fa(x,) ¥ =[(m+9) ]n(r)+16lg+< )3 (190)
1 o 1 1
——fa(x )dx" = ——j——,dr = In(r)
£ 1 T
Asi las soluciones para el spinor y,4 es de la forma (38)
4 2 4 2
Cl _<1214+<m-:§+1_a2>r7> , ( r 4+<m+§+1_a2>r_>
_—— _ (m+0)?%+1 ,\161 l 2 191
XA(T) r(m+()2—1e B B Czr m e B B ( )

Las constantes C; y C, se hallan en la condicion limite » = R donde el spinor y,(r) se anula, por lo
que

C R* +(m+{+1_a2)R_2

R* [(m+{+1 R?
a(R)~ R(m+2)2—1 e \161% 12 2 ) _ CZR(m+{)2+1e(@+< _a2>

13 7) =0 (192)

Despejando para hallar las constantes

R* (m+i+1  ,\R? R* (m+l+1_ ,\R?
%e%mz{'( i “2> 2 ) _ CZR(m+()2+1e<16l4B+< Z “2> 2 ) (193)

Considerando que las fases se anulan en la condicién limite y expresando la constante C; en funcion
de C, se tiene que

C, = C,R2M+0)* (194)

Remplazando en y,(r) (192) y redefiniendo C, = N se tiene

2(m+0)? _<i <m+c+1_ 2>ﬁ> <r4 (m+(+1_ 2>ﬁ>
XA(T)"’N(RW‘_TQ g\ 1)z — Nym+0?+1, i\ Y )2 (195)
- -

Mientras que para los niveles de energia se tiene que las fases de los exponenciales tienen que
coincidir en la condicion limite » = R por lo que
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8l 12

R? [(m+{+1 veh |( R?
+<—_a2>=0—> EXA:Kj(@JFer(Jrl) (196)

Que corresponde a los niveles de energia que presenta el spinor y 4 (r)

5.4.2 Funcidn de onda y niveles de energia para la componente radial yp

El procedimiento para la componente del spinor yz () es similar al descrito anteriormente, primero
se procede a calcular las fases del método WKB

fb(x')dx,:f[(m+5+1)2—1+£+<m_+(_az>rf]dr'

a(x") r’ 4l 12
b(x) 5 r# m+¢ L \r?
fa(x’)dx =[(m+J+1) _1]ln(r)+16l§+<T_a 0} (197)

1fx(')d'— 1] Lar = In(r)
goax x'=—7 —dr’ =In(r

Asi las soluciones para el spinor yg

G () (st )
XB(T)~T11)216 6l \ I3 2) — crm+d+D?+ip\t6ig "\ 13 2 (198)
rim -

De forma anéloga se calculan las constantes C; y C, en la condicion limite » = R donde el spinor
xg (r) se anula, por lo que

4 2
Cy —( £ 4+<m:€—“2>R—
)(B(R)’VWQ 16lp lp 2

R* (m+l_ 2 \R?
_CZR(m+{+1)2+1e ez \ 1z ¢

2) =0 (199)
Despejando para hallar la constante C; en funcion de C, y considerando que las fases se anulan en
la condicién limite, se llega a que C; = CZRZ("‘*(“)Z. Por Gltimo, redefiniendo C, =N vy
reemplazando se tiene que

NR2(m+(+1)? _< r +(m_+<_az>ﬁ> i (L+<m_+<_az>ﬁ>
XB(r)“‘W 16lp \ I 2) _ Npm+g+D?+1,\1605 \ 13 p) (200)

Mientras que para los niveles de energia se tiene que las fases de los exponenciales deben de coincidir
en la condicion limite r = R, procedimiento andlogo al desarrollado para y4(r), por lo que

R* m+{¢  \R? veh |R?
> — =0>E, == |— 201
16z§+< 2 “)2 B =, [gptm e (201)

Al comprar las energias de componte del spinor y4 v x5 Se observa que en forma son similares y
ambas presentan dependencia del tamafio del punto cuantico (R), pero sus energias no coinciden
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exactamente. Las dificultades con la igualdad de las energias probablemente se deba a que el método
WKB es un método aproximado y que depende del tipo de ecuacion tipo Schrddinger que se modela.

5.5 Graficas de los valores de energia en funcion del namero
cuantico magnético m

5.5.1 Niveles de energia en funcion del campo magneético E,,, = f(B)

Para realizar el analisis del comportamiento de los niveles de energia se asumen dos valores
arbitrarios de la relacion de flujo Aharonov-Bohm y fluxén ¢ = 0.5 y ¢ = 2. Los resultados se
presentan a continuacion

Energia ws Campo Magnético Energia wvs Campo Magnetico
=05 £=2
150 . . . 200 . .
m=0 [ m=[0
m=1 m=1 [
10t m=z || 1507 m=2 M
100 |
50 F
alp
3 3
£ 0 £ G
L L
A0 ¢
-50
=100 ¢
-100 +
=180
_15|:| 1 1 1 _ZDD 1 1 1
a 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Campo Magnético [T] Campo Magnético [T]

Gréfica 1 Relacion de la energia en funcion del campo magnético B Para valores del numero
cuanticomentre 0 y 2 y unarelacionde flujo{ de{ = 0.5 y { = 2.

Al realizar el andlisis grafico se corrobora el tipo de relacion existente entre las variables E y B, que
es acorde al modelo matematico y a lo registrado en la literatura [1]. Se observa ademaés, que al
incrementar la relacion flujo Aharonov-Bohm y fluxén se obtiene un incremento leve en el valor de
los niveles de energia base y excitados, lo que corrobora que el termino ¢, relacionando con aspectos
topoldgicos del sistema, es significativo en el estudio de sistemas cuénticos de baja dimension.
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5.5.2 Niveles de energia en funcion de la relacion de flujo E,,, = f({)

Para realizar los analisis de las graficas se asume un valor arbitrario de campo magnético
B=1TyB =5T.Los resultados se presentan a continuacion

Energia vs € Energiaws €
B=05T B=2T
BI:I T T T 15':' T T T
m=[ | m=0 [
g0 L mj1 E mi1
/ = mD ,_/% =
40°F .
a0 1
20t .
3 2
£ 0 1 £ O 1
L L
a0t i
S0k i
_BD I I I _-]ED I I I
a 1 2 3 4 a 1 2 3 4
C C

Gréfica 2 Relacidon de la energia en funcién de {para valores del nimero cuantico m entre
0 y 2 y un campo magnético de B = 0.5T y B = 2T.

Al realizar el analisis de las gréaficas se observa como los niveles de energia del sistema se ven
alterados significativamente al someterlos a campos magnéticos “altos”, por lo que se concluye que
el estado base y los estados excitados al pasar de un campo magnético de 0.5T a 2T doblan su valor
energético, mientras la relacion funcional se mantiene.

5.5.3 Niveles de energia sin presencia de flujo tipo Aharonov-Bohm

En el caso particular que el sistema no presente un flujo tipo Aharonov-Bohm se tiene que el
comportamiento de los niveles de energia en funcioén del campo magnético es de la forma
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Energia vs Campo Magnético

£=0
15':' T T T T T T T

100

a0

-100

| |
0.5 1 1.5 2 258 3 3.4 4

=180 . L
o

Campo Magnetico [T]

Gréfica 3 Niveles de energia en funcion del campo magnético para cuando el sistema no
exhibe un flujo del tipo Aharonov-Bohm.

Se resalta que los niveles de energia del sistema sin presencia del flujo Aharonov-Bohm son
ligeramente inferiores a los que se presentan en la seccién anterior con { = 0.5y { = 2, por lo que
el termino es significativo en los valores del espectro energético del punto cuantico de grafeno y
altera tanto el estado base como los estados excitados.

5.6 Analisis de los resultados

A continuacion se presentan los andlisis de los resultados desarrollados en la reproduccion del
articulo “Enhancing the energy spectrum of graphene quantum dot with external magnetic and
Aharonov-Bohm flux fields” [1] y las variaciones que se plantean en cada seccion con el fin de
complementar el estudio

e Los niveles de energia determinados para las componentes del spinor y4 ¥ xg en la seccion
5.2.3 coinciden exactamente con los reportados en el articulo [1] cuandon =0y h =1

Ep =1l’—£\/2(m+z+1) (202)
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Cuando n es distinto de cero (n # 0) se tiene que los niveles de energia determinados
finalizando la seccion 5.2.3 incluyen la dependencia con el nimero cuéntico magnético my
el nimero cuantico principal n, que en este caso se asocia con el orden de la serie solucion
para la funcién de onda.

vrh
Epn :lf—B J2m+n+i+1) (184)

Al analizar la ecuacion (184) se observa una restriccion en el nimero cuéntico magnético m
dado que los términos dentro de la raiz no pueden ser negativos, de forma que

m+n+{+1>0 - m>-m+J{+1); conn>0y{>0 (203)

Por lo que m no puede tomar todos los nimeros enteros Z sino ciertos valores enteros que
cumplan la condicién (203). En el caso que n = 0 los valores permitidos del nimero
cuantico magnético dependen del valor de la relacién flujo Aharonov-Bohm — Fluxoén

Si se considera un sistema de punto cuantico en presencia de flujo Aharonov-Bohm Ej, -y
otro sin presencia de esta contribucion E,,, se encuentra que la relacion entre los niveles de
energia es

Emg _ Ty V2MHO+D
" veh
Em UL,/Z(m+1+n)

I

(204)

Simplificando la expresion y expresando la energia E;,; en funcion de Ey, se tiene que

Eme= [1+ mLHEm (205)
Lo que corrobora que lo niveles de energia de sistemas en presencia del flujo Aharonov-
Bohm son ligeramente mayores a los que no poseen esta contribucion, aspecto que se
evidencio de forma gréafica en la seccién anterior.

La variacion entre los niveles de energia que se genera al incluir el término de flujo
Aharonov-Bohm demuestra su importancia en materiales semiconductores al favorecer
espectros energéticos con un aumento global en su valor.

Los niveles de energia hallados en presencia del flujo Aharonov-Bohm vy sin considerar su
aporte en el vector potencial magnético, presentan similitudes y diferencias a los que se
reporta en la literatura como los niveles de energia de Landau, niveles que presentan la
siguiente forma

E, =+-—V2n (34)

= En el caso de un punto cuéntico de grafeno se tiene que las particulas en un
medio material no pueden adquirir velocidades cercanas o iguales a la de la
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luz, por lo que se encuentra la primera diferencia entre los niveles de Landau
reportados en la literatura y los determinados para el sistema de estudio. El
cambio que se realiza es la velocidad de la luz ¢ que se sustituye por la
velocidad de fermi v, del grafeno, que tiene un orden de 10%m/s [1] [39].

= Cuando el sistema se encuentra bajo la influencia del flujo Aharonov-
Bohm: se tiene que los niveles de energia comparados con los de Landau
estan alterados en un factor n' = (n+m+{+ 1) yenelcasoquen — 0
el factor se alteraenn’ = (m+ { + 1).

= Cuando el sistema no presenta el término de flujo Aharonov-Bohm, se tiene
que los niveles de energia comparados con los de Landau se encuentran
alterados en un factor n’ = (n+m+ 1) y en el caso que n — 0 en un
factorn’ = (m + 1).

= Los argumentos anteriores demuestran que los niveles de Landau y los
niveles de energia del punto cuantico de grafeno, en las diferentes variantes
estudiadas en el capitulo, presentan similitudes en su forma matematica y
fenomenoldgica, por lo que es posible considerar que los niveles de energia
hallados son una adecuacion de los niveles de Landau al sistema.

e Enel caso de la solucién aproximada por el método WKB se tiene como particularidad que
los niveles de energia dependen del tamafio del punto cuantico, relacién que no es evidente
en el desarrollo del sistema por el Método Formula. Los niveles de energia discrepan con
los reportados en el articulo [1] pero contrastan con la informacién reportada en la literatura
[39] [13], donde se recalca que las propiedades oOpticas del punto cuantico de grafeno
dependen de las dimensiones. Para fines académicos de la tesis, que los niveles de energia
dependen del tamafio del punto cuéntico es un punto a favor del método WKB, que permite
de forma matematica y explicita observar la dependencia en los espectros energéticos y su
tamafio.

e Al resolver el sistema por el método WKB se observa una diferencia entre los niveles de
energia para las componentes del spinor y4 v xg, este suceso se sustenta en que el método
es una aproximacion y se fundamenta en la mecanica clasicos, por tanto los fendmenos
cuanticos de acoplamientos de la componente radial no son tan fuertes, lo que ocasiona la
diferencia entre los niveles de energia.

e El método especifico del grafeno descrito por Jian Ru [13] no presente mayor exactitud en
comparacion con los dos métodos aplicados anteriormente; aun asi conserva similitud con
los niveles registrados por el método formula y por el método WKB. La discrepancia que se
genera en los niveles de energia al aplicar el método se pueden justificar en la falta de
estudios y analisis de las soluciones asint6ticas por métodos de la funcién de Green, aspecto
gue superan el alcance de la tesis, pero que para posteriores estudios puede ser un aporte
relevante.



6. Analisis teorico de un punto cuantico de grafeno
sometido a una diferencia de potencial V

En la presente seccion se realiza el analisis tedrico para un sistema de punto cuéntico de grafeno que
es sometido a una diferencia de potencial V,. Se emplea el método formula para determinar las
funciones de onda de las componentes radiales del spinor y el espectro energético propio del sistema.

6.1 Definicion de las variables

Considerando una barrera de potencial V() definida como

_ ., _(eVy para 0 <r <R
V) =Vv= {oo para otro caso (206)
La ecuacion de Dirac-Weyl para el grafeno en la region 0 < r < R es
A= vf(’ﬁ +eA)- 0,y + 1EV)0, (207)

El termino 7 define el punto de Dirac en el que se encuentra el sistema, tomando el valor de —1 para
el punto de Dirac k" y de 1 para el punto de Dirac k. El acople que se genera entre el potencial
constante V,, y la matriz de Pauli g, induce un gap en la estructura de bandas del grafeno, que puede
ser controlado via potencial externo suministrado; ademas se genera un campo eléctrico radial que
da origen a la linea equipotencial en la que se encuentra el punto cuantico a un valor V.

v, Y v
Singap ,Hq% Gap
i y i

Figura 2 Modelo del punto cuantico de grafeno. A) se presenta el modelo del punto cuéntico de grafeno
de radio R sin presencia de una diferencia de potencial externo constante, en la esquina inferior se observa
la estructura de bandas del grafeno sin gap. B) se presenta el modelo del punto cuéntico de grafeno al
someterlo a una diferencia de potencial constante V,, que origina un campo eléctrico radial, en la esquina
inferior se observa la estructura de bandas del grafeno con el gap inducido por la diferencia de potencial.
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En la region r > R se consigue el confinamiento de los portadores de carga en el plano x — y al
considerar V(r) como una barrera de potencial infinita por fuera del punto cuéntico de grafeno,
mientras que la velocidad de los portadores de carga que participan en la conduccion es la velocidad
de fermi [18] que es 300 menor a la de la luz v, = 10° m/s .

El objetivo es analizar el comportamiento de los niveles de energia al considerar la region donde
existe un potencial finito, por lo se requiere determinar si al considerar una diferencia de potencial

Br | $4B) 5

—+ an)q" paraello
se retoma la ecuacion (51) con V =0y B =V, y el escalar 1 del gauges se halla resolviendo la
ecuacién diferencial (58)

eléctrico constante V, se modifica el gauge para 4, que inicialmente es 4’ = (

Vo=—252=—Vot+C > A=-Vpt; t=0 > 2(0) =0 (208)
La condicidn inicial se extrae del problema al considerar que el punto cuantico no esta sometido a
una diferencia de potencial en un tiempo t = 0 .Para determinar el a se emplea la ecuacion (54)

9 19 9 .
a=Vl= a_T(_VOt)r + ;%(—Vot)QD + &(—Vot)z =0 (209)

Con las variables A y a que cumplen la teoria gauges se determinan el potencial eléctrico del sistema
y el vector potencial

4= (ﬁ n Pap (210)
2  2nr

Como se observa el gauge para A no se modifica si se suministra una diferencia de potencial V,

constante al sistema, por lo que se mantiene el vector potencial magnético descrita en el capitulo

anterior.

o v=v,

6.2 Desarrollo del hamiltoniano de Dirac-Weyl para un punto
cuantico sometido a una diferencia de potencial V

En laregion 0 < r < R el hamiltoniano de Dirac-Weyl es
H=vp(p + eA)- 0,, + V40, (211)

Reemplazando el operador momentum en coordenadas cilindricas, el operador vector potencial, el
operador vector de las matrices de Pauli y simplificando, se tiene

— 0 10 eBr egup
H = Ur <—lh50} + (_lh;%-l_T-l—W) U(p) +T€VOO'Z (212)

Aplicando la funcion de onda al hamiltoniano para hallar los valores propios de A
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ﬁl{!—( ( h +( i 0 | eBT . ehas
A\ ! rop 2 2nr

>a¢> + TeVOO'Z) Y =E¥ (213)

Operando las matrices de Pauli o, ¥ g, con la funcion de onda ¥, de forma analoga a lo descrito en
el capitulo anterior y agrupando se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

L 0 ( ., 10 eBr edup .
1) vy (—lha(wlm%@(r}) + l(—lh;@ + > + Sy ) (—Le”"q’)(B(r))>

+ TeVo(eim‘/’)(A(r)) = Eeim‘/’)(A(r)

(214)

a0, . ( .10 eBr epup

2) vy (—lha (el Dey, (1) +i (—lh;% et

2nr ) (ei(mﬂ)(pXA (r)))

— eV, (iei(m“)(p)(s (T)) = Eie! ™MDy, (1)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 1) (214): se operan las derivadas, se agrupan los términos y se
divide a ambos lados por el término e™¢

Oxg(r m eBr e
vf<h XB()+(h—+—+ bap

ro 2 2nr )XB(r)> = (E —teVo)xa(r) (215)

Resolviendo el sistema de ecuaciones 2) (214): se operan las derivadas, se agrupan los términos y se
divide a ambos lados por el término ie!(m+1)¢

o (_ha)(A(r) N (h (m+1) N eBr N edap

or T 2 ' 2mr )XA(r)) = (E +1eVo)xp(r) (216)

De esta forma el sistema de ecuaciones de Weyl acopladas por la componente radial son

a B
1) v (h L (R AT (r)) = (E — 1eVo) (1)

Oxa(r) (m+1) eBr edyp
2)17f<—h ar + h + > + T

(217)

)XA(@) = (E + teVp)xp(r)

6.2.1 Forma de las componentes radiales desacopladas

El problema de resolver la componente radial se reduce a desacoplar las ecuaciones de Weyl (217).
Despejando de la primera ecuacion (217) x4 se tiene

m eBr e
+ (h— £ BT s
r 2 2nr

v 0
Ji (h XB

E—eV,\' ar )XB (r)) = Xa(r) (218)

Reemplazando en la segunda ecuacion de Weyl acoplada (217), agrupando y simplificando se tiene
que
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—hi<h ) (h? 1By e‘pAB)XB(r))

ar ar 2 2nr (219)

(m+1) eBr edup dxp(r) m eBr edup (E? —t2e%V3)

+<h r +T+ 2nr><h ar +(h7+7+ Zm') B(r)>=TXB(r)
Analizando los términos por separado
i) El primer término de la izquierda (219): operando el factor _haa_r y agrupando
9%y (1) 0 m eBr egup
_p2 4BV oy 7 —_—
h or? h or (h r + 2 + 2nr )XB ) (220)

El segundo término se opera como la derivada de un producto

5 0% xg(7) _ (h_m N eBr 4 e¢AB> dxp (1) _ (_h_m + eB e¢AB>XB(r) (221)

—h —22
or? r 2 2nr or r2 2  2nr?
i) El segundo término de la izquierda (219): realizando el producto de los dos factores
y agrupando
(m+1) eBr edup\dxs() (m+1) eBr e@up m eBr edup
"‘(h ; +T+2m> ar +(h ; +T+2nr>(h7+7+2nr)xs“) (222)

Operando los factores y simplificando se llega a

h(h_m+€BT 9¢AB)3XB(T) h_za)(s(r)

r 2 2mr ar r Or
mPm(m+1) h@2m+1)eB hQm+ Degys e2B?r?  e?Bo,p  e2¢ip (223)
( + + + >)(B(r)

r?2 2 2112 4 21 4722

Retomando la ecuacién en conjunto, cancelando los términos de primera derivada que son
iguales, dividendo a ambos lados por —A? y agrupando los términos con yz(r)

0% xg(r) 10yxg(r) [(m@m+2) N meB N (m+ 1edup N e?B?r?  e?B¢up  e*p2y o
arz r or 72 n Thr? anz " 2mhz " amenzrz ) XBY
B (EZ _ TZEZVOZ)

h2v}

(224)
x(r)

Empleando las definiciones de longitud magnética l; = \/h/eB , de fluxén ¢, = e/h, relacion flujo
Aharonov-Bohm y fluxén como ¢ = ¢45/d, Y reemplazando, se tiene que

(E? — 12e?V@)

02XB(T)_10x3(r)_<m(m+2) m 2m+1¢ r* ¢

+—+—+—) x5 = - 2@ (225)

or? r or r2 20 2 T 4E 22 h2v?
Agrupando términos
%xp(r) 1axg(r) [(Mmm+2)+2m+1){+7*> m+{ 712 (E% —12e%V3)
. or 2 z Tz xe(r) = —vaz)ﬁa(ﬂ (226)
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Analizando el termino de 1/r?

m(m+2)+igm+1)(+5 =ri2(m(m+2)+2(m+1)5+52)zriz((m-'_{-'_l)z_l) (227)

Reemplazando y agrupando los términos con yg(r)

0?2 10 +7+1)?%-1 + 2 E? — 12212
gffr)—; X;’fr)—((m s mal e Vo) °>X3(r)=0 (228)

r2 12 4l h2v?

De forma analoga se halla la ecuacién para y 4 (r)

0%xs 10xa(r) <(m+{)2—1 m+{+1 r? (E? —12e%V})

or2  r or r2 Iz 41y vfh?

))(A(r) =0 (229)

Las ecuaciones anteriores corresponden a las ecuaciones tipo Schrddinger para las componentes
radiales y,(r) (229) y x5 (r) (228)

6.2.2 Solucion de la componente radial de ¥ empleando el método
formula: funcion de onda y niveles de energia.

Las ecuaciones tipo Schrddinger para la componente radia de ¥ son

N az){gm_3ax3(r>_<<m+c+1)2—1 mt¢ 2 (B -1V

ar? r or r2 2 4lr h2v}
0%y, 10x,() ((M+D?*—-1 m+7+1 1?2 (E? —1%e?V@)

oz r oar < r? s 4t h2v} )XA(r) =0
Para solucionar las ecuaciones de tipo Schrodinger de xz(r) y xa(r) se requiere identificar el
cambio de variable adecuado para transformar r — s. Factorizando de la primera ecuacion el factor
1/r2 en los términos que no tienen derivada, se tiene que

)XB(T”) =0
(230)

%xp(r) 10xs(r) 1 (r* _(m+{ (E*—1%e’Vy) 5 B

2 T or —73(@ < Z R20? >+(m+(+1) —1)xs()=0 (231)
Se considera el cambio yz(s) = yz(r) del tipo (107) con s =2, por lo que se emplean las
relaciones para primera y segunda derivada descritas en (93) y (94). Reemplazando el cambio de

variable, las nuevas derivadas con respecto a s y simplificando se tiene que

0% xg(s) 1<2< 1 )+S<(E2—T262V02) m+(>_(m+§+1)2—1

as2 2\ \_ 16l ah?v? 42 4 )XB(S)zO (232)

De forma analoga se halla la ecuacion trasformada para y (1)

6)(A(s)+l< 2( 1 )+S<(E —1%e VO)_m+§+1)_(m+{) -1

as2 " s2\° \ 162 4072 412 4 )XA(S)zO (233)
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e Casode yu(s)
Comparando la ecuacion (233) con la ecuacion del método formula (74), se tiene que

1 _BZ(EZ —TzeZVOZ)_m+{+1. z_(m+()2—1 (234)
1613’ 4v?h? 41z 4
Hallando las constantes k, y kscon la ecuacion (78) y (79)

k1=0;k2=0;k3=0;A=

m+ 7 —1
. _1+\/1_4<_%)_1+\/1+(m+()2—1_m+(+1
e 2 - 2 T2 (235)

ks, = )y, 2
5¢ 161%) ~ ~4l2

La funcién de onda para y,(s) es

mig+1 Fos 1
xa(8) =N,s~ 2 e B Fl(—n;m+(+1;+—s);s=r2

— 213
(236)

1 .,
F—r 1
Xa(r) = Nrm++ie Mg F <—n;m + 7+ 1; i—212 T2>
B

Los niveles de energia para y () se hallan con la ecuacion (80)

[ (E2 —12e2V3) m+{+ 1]2

422 412 1\* 202R2(m+(+1+n
TETESIWE "<—z)*Em,n=ij R S IAD) ey (237)
e | :

o Casode yp
Comparando la ecuacion (232) con la ecuacion del método formula (74), se tiene que
B _B:(EZ—TZeZVOZ)_m+(_ :_(m+(+1)2—1 (238)
1613’ 4h2v} 412’ 4
Hallando las constantes k, y ks la ecuacion (78) y (79)para cuando k3 = 0

k1:0;k2:0;k3:0;A:

+{+ D71
_1+\/1—4(—(m Z4) )_1+J1+(m+c+1)2—1_m+(+2_

k, = '
' ? 2 2 (239)
e = L\_, 1
= 1614) ~ T 42
La funcion de onda yp(s) es
m+{+2 T-Ls 1
x5(s)=Ny,s~ 2 e % F1<—n;m+C+2;iﬁS>;s=r2 (240)
B
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x5 (1) = Nyr™t<+Ze ag F1< mm+{+2to5r >
B

Los niveles de energia para yz () se hallan con la ecuacién (80)

4h?v} 412
m+{+2
2(F5) + 2n

[(E2 —12e?V3) - m+{ 2

1\? 2022(m+C{+1+n
_<_> = O _)Em,n = i\/ f ( { ) 2€2V02 (241)

412 12

6.3 Funcion de onda solucion para un punto cuantico sometido
a una diferencia de potencial V,
La funcion de onda solucion W para un punto cuantico de grafeno sometido a una diferencia de

potencial V,, tiene la forma descrita en (151) con los respectivos x4 (r) y xg(r) hallados
anteriormente.

mqo+—r2 1
N,rm+tie " 4lp F( mm+ {4+ Ltosr 2)
Y= ey B1 (242)
t(m+1 (p+—r
N, ir™*$+2e W F(—mym+{ +2;+ =512
Y los niveles de energia para el sistema de estudio son
2v2h2(m+{+1+n)
Epn = ij ! = + 720212 (243)
B

Los niveles de energia de y,(r) y xg(r) coinciden, lo que demuestra que el sistema se encuentra
acoplado por las componente radiales y que el sistema fisico se puede describir de forma completa
por los niveles de energia del punto cuantico en el grafeno.

6.4 Graficas y analisis de los niveles de energia en funcién del
ndmero cuantico magnético m

En la presente seccion del capitulo se realizan las graficas de los niveles de energia. Se considera la
dependencia solo del nimero cuantico magnético m, por lo que se hace n = 0.

6.4.1 Niveles de energia en funcion del campo magnético: E,,, = f(B)

Para la realizacion de la gréfica se considera: una relacion entre flujo tipo Aharonov-Bohm y fluxdn
de { = 0.5, un 7 =1 por lo que se encuentra en el puno de Dirac k y se varia el campo magnético
Bentre OT y 4T
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Energia wvs Campo Magnetico Energia wvs Campo Magnetico
C=05y%,=02mY C=05y"%,=45mYy
150 . . . 150
m=0 [ m=0
m=1 | | m=1 [
100 | m 100 m
a0t a0 .
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£ G £ 0 1
w L
A0+ A0 1
=100 ¢ 100 F
-140 : ' ' 150 ! ! !
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Campo Magneatico [T] Campo Magneético [T]

Gréfica 4 Relacion de la energia en funcion del campo magnético para valores del nimero
cuantico magnético m entre 0 y 2, una relacion de flujo Aharonov-Bohm y fluxén de { = 0.5
a una diferencia de potencial de V, = 0.2mV y Vy, = 45mV

Al realizar el andlisis de las graficas se observa que la contribucion de diferencias de potencial del
orden de 0.2 mV es casi nula para los niveles de energia del sistema, por lo que el termino T2V
aporta 4 * 1078 (meV)? que en comparacién con el aporte aproximado del primer termino
2vfh*(m+{ +1)eB/h de 1.9754+1073B, 3.2923 x 1073B y 4.6094 » 107*B para los
primeros tres estados y a un ¢ = 0.5. Esta diferencia entre los términos de los niveles de energia
produce que graficamente no sea apreciable la contribucion de diferencias de potencial “pequeios”
y que los resultados obtenidos sean similares a los desarrollados en la Grafica 1 del capitulo anterior.
Lo contrario ocurre cuando se suministra una diferencia de potencial de 45 mV, con lo que se alcanza
una contribucion del termino t2V§¢ de 2.025 = 103 (meV)?aporte que es significativo para los
niveles de energia y que se corrobora en su respetiva grafica, donde los estados del sistema a un
campo B = 0 se ven alterados energéticamente y alcanzan un valor inicial de 45 meV. Para campos
magnéticos mayores a cero, se observa una contribucion del potencial eléctrico suministrado pero
que se atenla debido a la influencia del campo. Se resalta que la presencia del potencial V; induce
un gap al sistema, que varia segun el potencial externo suministrado, aspecto que se corrobora
graficamente y que es méas notorio para el voltaje de 45 mV.
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6.4.2 Niveles de energia en funcion de la relacién de flujo: E,, = f({)

Para la realizacion de la grafica se considera: un campo magnético de B = 0.5T, un 7 = 1 por lo
gue se encuentra en el puno de Dirac k y se varia la relacion de flujo Aharonov-Bohm y fluxdn entre

0<{<4

Energia vs

B=05TyY,=02mY

Energiavs

B=05TyY, =45 my

alll - - - 100 . . .
m=0 | | m=0
m=1 ad m=1 [
B0 m=2 H Fﬂ_ﬁ_ﬂ__d_f_ m=2 [
% ED ﬁ .
401 -
a0t -
20 1 b i
= =
£ 0 1 E Of 1
L L
20F 4
A0 F 4
60 X
80 \\\
_BD 1 1 1 _-“:":I L L L
a 1 2 3 4 a 1 2 3 4
. C

Gréfica 5 Relacidn de la energia en funcion de ¢ para valores del nimero cuantico magnético
m entre 0 y 2, un campo magnético B = 0.5 T a una diferencia de potencial de V;, = 0.2 mV'y
VO = 45 mV

Al realizar el andlisis de la graficas se observa que la contribucion de la diferencia de potencial de
V, = 0.2 mV en los niveles de energia es de 4 * 108 (meV)?, correspondiente al segundo término
dentro de la raiz; en comparacion con el primer término para los primeros tres estados y a un campo
magnético de B =0.5T es poco apreciable por lo que se tienen valores aproximados de
6.5847(1+ ) *107*, 6.5847 (2+{) x10™*y 6.5847(3 + () * 10~* respectivamente. Lo
anterior se corrobora al observar que el comportamiento de la gréafica para V, = 0.2 mV es similar
al de la Grafica 2 del capitulo anterior. Mientras que al suministrar un potencial de V, = 45 mV la
contribucion a los niveles de energia es de 2.025 * 103 (meV)? valor que en orden de magnitud es
similar al aporte del primer término, por lo que se observa un incremento global en cada nivele de
energia, incluso el comportamiento es alin mas notorio para el estado base. Por ultimo, se observa
que suministrar una diferencia de potencial de V, = 45 mV no solo aumenta globalmente la energia
sino que disminuye la separacion entre cada nivele de energia, aspecto que se corrobora graficamente
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6.4.3 Niveles de energia cuando la diferencia de potencial al que se
somete el punto cuantico aumenta en el orden de voltios

En las siguientes graficas se considera una diferencia de potencial de V, = 2 V constante; se analiza
el comportamiento del sistema al variar el campo magnético manteniendo constante la relacion de
flujo magnético (grafica de la derecha) y variando la relacion de flujo magnético manteniendo
constante el campo magnético (grafica de la izquierda).

Energia va Campo Magnético Energia vs
C=05yWv, =2V B=05TyY, =2V
2500 . . . 2500
m=0 m=0
2000 m=1 H 2000 m=1
m=2 m=2
1500 ¢ . 1500 - .
1000 ¢ 1 1000 - .
_ 500 1 500 .
2 %
g O 1 £ Of 1
w L
500 ¢ . 500 F -
-1000 ¢ . -1000 - -
1800 ¢ . 1500 - -
-2000 -2000
-2400 : : ' 2500 ! . !
a 1 2 3 4 a 1 2 3 4
Campo Magnético [T] £

Gréfica 6 Comportamiento de las graficas E = f(B) y E = f({) para un voltaje constante de
VO = 2 V

El comportamiento de las gréficas E,, = f(B) y E,, = f({) es similar. Se observa que en los
niveles de energia desaparece la relacion con el numero cuantico magnético m, por lo que la
cuantizacion no es perceptible, y el sistema tiende a exhibir niveles de energia continuos, con solo
dos valores posibles de energia de —2 eV y 2 eV. La justificacion de por qué la cuantizacion no es
evidente en la grafica es debido a la relacion en ordenes de magnitud entre los términos de la raiz
del modelo fisico, donde la contribucion cuéantica del sistema se hace “muy pequefia” en
comparacion con el aporte del potencial eléctrico, de forma que

2vfh2(m+{+1+n)
<

> 12e?)¢ (244)
I
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Considerando n = 0 y reemplazando numéricamente las constantes se tiene que

1,3158*1073(m+ {+ 1)B < 4
(245)
0.0013158(m + { + 1)B K 4

De esta forma se corrobora que el término ZUth (m+{ +1+n)/l3 es“pequefio” en comparacion
con t2e2V¢E, por lo que los niveles de energia tiendan al valor con mayor peso dentro de la raiz que
en este caso es 4. La diferencia “tan grande” entre los dos términos no era tan evidente para
potenciales eléctricos del orden de milivoltios, por lo que aun exhibian cuantizacidn en sus niveles
de energia.

6.5 Analisis de resultados

A continuacion se presentan los analisis de los resultados obtenidos en el presente capitulo

e Los niveles de energia del sistema para las componentes y4 v xg del spinor W coinciden
exactamente, por lo que se corrobora que el sistema se encuentra acoplado y la informacion
gue se puede extraer de este observable no varia sin importar cual componente se desee
estudiar.

e Al analizar el espectro energético del grafeno en presencia de una diferencia de potencial V,
constante (243) se observa que el nimero cuantico magnético m solo puede tomar ciertos
valores, tales que

13

2vfh?

2vfh2(m+{+n+1) N

I3

2?2V >0 »> m>— ( >rze2V02 +{+n+1 (246)

Por lo que m no puede tomar todos los numero enteros Z sino ciertos valores que cumplan
con la condicion (246). En el caso que n = 0 la restriccién para el nimero cuantico magnético
depende solamente del potencial externo suministrado, el campo magnético y del valor de la
relacion flujo Aharonov-Bohm — fluxon.

e Sise considera que el potencial suministrado al punto cuantico es cero V, = 0

252
Emn = szfh (m ;( ti+n) +12e2VZ; siVy =0 Epy, = vth\/z (m+{+1+n) (184)
B B
Se recuperan los valores de energia reportados, y demostrados en la tesis, para un punto cuéantico de
grafeno que no esta sometido a ningun tipo de potencial.
e Al comparar los valores de energia hallados en este capitulo con los reportados en el
Capitulo 5, se tiene que la presencia de un potencial constantes en el hamiltoniano de Dirac-
Wey! genera un estado base mas energético, tal que

n=0ym =0 — Estado base (247)
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2v2R2(C + 1) veh r20212y2 (Punto cuantico
00 = \/fl—z + 12e2V§ = IL 20+ 1) + 2;2 0 ) sometido a un
B B v potencial V; (248)

veh Punto cuantico sin
Foo = 1—2G + D

lg presencia de potencial
El desfase entre los niveles de energia de ambos modelos esta dado por el término
2,212y/2
T e lBVO
— 249
v h? (249)
Por lo que se concluye que el nivel de energia base y en general los niveles excitados presentan un
aumento global en la energia, aspecto que es mas notorio en el estado base, al suministrar una
diferencia de potencial al sistema.

e Al comparar los niveles de energia del sistema sometido a una diferencia de potencial V,
con los niveles de energia de Landau (34), se tiene que

252
vfh

vfh TzezlgVOZ Uffl
Epno=1t—-—2m+{+ D) +——=+—-— |2
: I I v

1 [tlgel, 2
(m+(+1)+5< >] (250)

La primera diferencia, igual que en el Capitulo 5, es el término de la velocidad que en el caso del
punto cuantico de grafeno toma un valor del orden de 10° m/s. La segunda diferencia esta
relacionada con su estructura dentro de la raiz, donde se observa de forma evidente que existe un
corrimiento en cada nivele de energia, constituido por el aporte de la diferencia de potencial eléctrico
y la relacion flujo Aharonov- Bohm - fluxdn, es posible manipular algebraicamente los niveles de
TlgeVo
veh
en estructura. En general, el modelo exhibe niveles de energia de Landau con algunas adaptaciones
debido al aporte energético que proviene de la diferencia de potencial eléctrico y de la relacién de
flujo ¢, variables fisicas propias del problema que se deseaba estudiar y del grafeno.

2
energia del modelo de formaquen’' = (m+J+1) + % ( ) y asi ambas ecuaciones coincidan

e En el caso que se suministre una diferencia de potencial eléctrico de 2V se observa que la
energia del sistema cambia de valores discretos con dependencia del nimero cuantico
magnético m a valores continuos con E = —2 eV y E = 2eV, lo anterior tiene sustento en
que el porte del termino 2v}?h(m + { + 1)/13 es “muy pequefio” en comparaciéon con

72e2VZ. Un caso interesante de analisis es determinar el valor aproximado del voltaje
suministrado al punto cuéantico que no anula los efectos cuénticos, para ello se considera que
los términos dentro de la raiz de la energia deben de ser en orden de magnitud
aproximadamente iguales de tal forma que ninguno de los dos prime sobre el otro, por lo
que

2vfh2(m+n+{+1)

I3

~ t2e?V§ (251)
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Reemplazando los valores numéricos de las constantes y despejando Vj, se tiene que
Vo ~ £0,03627/(m+n+{ + 1)B (252)

Por medio de la expresion anterior se puede calcular el voltaje aproximado que se puede
suministrar al punto cuéntico y que no elimina los efectos de cuantizacion energética propios
del punto cuéntico; para un caso especifico de un campo magnéticode B=1T ,( =1y
n = 0 se tiene que

Vo = 36.27\/(m + 2) mV (253)

Valor que se encuentra en el rango de voltajes que se consideran en las Grafica 4 y Grafica
5, donde se observa que aln existe influencia del nimero cuantico magnético m en los
niveles de energia. En la Gréafica 6 se supera este valor limite y se observa como los niveles
de energia tiendan al continuo.

Por altimo, dado que se considera una diferencia de potencial constante, voltaje suministrado por
medio de una fuente externa, se tiene gque la teoria gauges vista en el Capitulo 3 permite establecer
que el campo eléctrico esta relacionado con los potenciales de la siguiente forma

E= (vv + Z—f) (50)

El gradiente para una diferencia de potencial constante es cero VV = 0 por lo que el término temporal
del vector potencial magnético es la Unica contribucién al campo eléctrico. Considerando que
@ = —sen@i + cosejy las variables ¢ = ¢(t) y r = cts = R se tiene que

6[(BR ¢AB>] _(BR Par

= )P > +2nR) (—sen@i + cospj)

BR ¢z do
_ _ L P ; 254
E (2 +2 R)( cos @i senqoj) ; 7= cos @l + sengj; — T =@ (254)

BR  ¢up\ .
E= (224 248) op
(2 +21rR)(pr

Con el fin de expresar el campo eléctrico en funcion de las variables propias del modelo, se define
la frecuencia ciclotronica del punto cuéntico de grafeno w, [12] como

v
w0 =1 (255)
B
De esta forma el campo eléctrico con ¢ = w, es
vf (BR ¢AB)
=1 + SR (256)

Por lo que se concluye que el campo eléctrico generado en el sistema es de caracter radial (sobre el
plano x — y), su origen es debido al gauges del vector potencial magnético y a la variacion temporal
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del 4ngulo azimutal ¢. Para el grafeno se encuentra reportado que la frecuencia ciclotrénica [12] es
(257) por lo que el campo eléctrico radial caracteristico del modelo tiene una forma definida y
depende de las variables propias del punto cuéantico. Se resalta que el acople entre el potencial
eléctrico y el vector potencial magnético cumple con lo establecido por la teoria y ademas mantiene
invariante el campo magnético B, por lo que la eleccion del gauges para A y V fue la adecuada.



7. Conclusiones

Durante el desarrollo de la tesis se verifico la fiabilidad del Método Férmula y se realizé un analisis
tedrico del hamiltoniano de Dirac-Weyl para un punto cuéntico de grafeno en diferentes escenarios,
con el objetivo de determinar las variables que alteran los niveles de energia en el modelo. A
continuacion se mencionan los resultados y variaciones mas relevantes en este estudio

Hamiltoniano sin flujo tipo Aharonov-Bohm ¢ 45: al estudiar el sistema sin la presencia
del flujo Aharonov-Bohm, se observo cémo los niveles de energia disminuyen en su valor y
de igual forma en la diferencia entre cada nivel de energia en comparacién con los resultados
obtenido con la presencia del flujo ¢ 45, de forma que

AE¢AB > AE (257)

Hamiltoniano con un término perturbativa V: al estudiar un sistema de punto cuéntico
sometido a una diferencia de potencial V,: constante se consigue un incremento global en
cada nivel de energia asociado al termino T2VZe?.

Hamiltoniano en presencia del flujo tipo Aharonov-Bohm y sin potencial: se logran
reproducir en su totalidad los calculos de [1]; se profundiza en los aspectos matematicos y
fisicos que produce las soluciones de los niveles de energia al realizar las variaciones de
lg y ¢, observando cémo estas variables alteran los espectros de energia y, ademas se
amplian algunos aspectos que en el articulo [1] se dan por comprendidos.

Funcion de onda del spinor W: Las funciones de onda del spinor W para los sistemas sin
potencial y con potencial V,, poseen a simple vista una estructura idéntica, descrita por las
ecuaciones (183) y (242); aunque un analisis detallado de las constantes ks propias de cada
sistema, permite expresar las funciones de onda del spinor W en funcion de la energia,
término que no se evidencia en las ecuaciones descritas en el Capitulo 5 y Capitulo 6.

Considerando el valor de la constante ke, los valores de energia y el sistema cuando n = 0,
se tiene que

k 1 k .
5 =755 Y Ksg = —~
2 412

iz (258)
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2v2R2(m+n+{+1)
Emn ilL\/z(m+n+(+1) Y Epp = J_rj ! - D | ey
B

Manipulando algebraicamente la expresion y despejando para obtener el término 1/41% de
cada sistemas se tiene que
1 E? 1 E? — 122§

@:ks :8vfzhz(m+n+(+1) y m:ks :8v)3h2(m+n+(+1) (259)
Remplazando en las funciones de onda del spinor ¥
+{+1 im(p_% E?
m —
N,r e BF1< n,m+{+1 zhz(m+(+1) )
¥= i(m+ 1T
+Do-
Nnirm+§+2e F< nm+d{+2; th(fl+(+1)
(260)

. 1, 2 2172
imp———>r E? — 12e?V
N, rm+i+le g FE-nm+7+ 1 \
" 1( ¢ 4v2h%(m + z + 1)

(m+1)(p——2r2 E? — 2V0
N, irm+{+2e g F|-nm+7+2; r?
n ! ¢ 4vfh2(m+(+1)

|
\

Las expresiones anteriores de las funciones de onda de cada sistema permiten observar la
dependencia que tiene con la energia y afirmar que en esencia las funciones de onda no son
las mismas, y que al igual que los niveles de energia las funciones de onda se ven alteradas
en presencia de un potencial eléctrico. En el caso que V,, = 0 se recupera la funcién de onda
del spinor W sin potencial eléctrico.

¢ Niveles de energia de los modelos de punto cuantico de grafeno sin potencial y con un

potencial V con k,4_: de los ejercidos desarrollados en el Capitulo 4 con el método formula
se concluyd que era necesario considerar k,, como una raiz, aun asi en el Capitulo 5y
Capitulo 6 los niveles de energia registrados corresponden solo a la raiz positiva de k., .

Para el caso de k,_ se obtienen los siguientes niveles de energéticos

veh veh
xa: En =ilf—w/2(n+1); xg: Ep=1— I V2n ¢ Sinpotencial

veh reVyly \* veh reVoly \*
Xa: En:iL 2n+ 1)+ i ; XB: En=iL 2n+ 05 A
B 'Ufh lB Ufh

Se observa que los niveles de energia para k,_ no coinciden entre componentes spinoriales,

(261)

un aspecto negativo pues se espera que las componentes del spinor W coincidan al ser
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componentes acopladas y que describen un mismo modelo fisico; ademas al comparar los
niveles de energia (262) con los niveles de energia (258) se tiene que los niveles de energia

para la raiz negativa de k,_ son un caso particular de las soluciones halladas en los capitulos

5y 6, debido a estas razones no se contempld la parte negativa de k, y se descarto estas
soluciones en el desarrollo de la tesis.

¢ Niveles de energia: se observa que la relacion de los nivele de energia determinados para
los sistemas de estudio involucran una raiz cuadra, por lo que se obtienen soluciones
positivas y negativas de la energia. De forma andloga a lo realizado por Paul Dirac, se
concluye que la ecuacion de Dirac-Weyl describen fermiones con spin 1/2 que poseen una
orientacion de su proyeccion de spin definida (spin up o spin down), es decir, €s un
conjunto compuesto Unicamente de particula — antiparticula; en el caso de materia
condensada es un conjunto de cuasi-particula y anticuasi-particula, razén por la cual la
solucidn a la funcién de onda es un spinor de Weyl y no un bi-spinor como ocurre en la
educacion de Dirac, donde el sistema tiene una solucién spinorial para la orientacion
spinup y otra para la orientacién spin down, cada una para el conjunto particula —
antiparticula.

e Niveles de Landau: al relacionar y comparar los niveles de Landau con los niveles de
energia de los puntos cuanticos de grafeno en los diferentes escenarios planteados, se
concluye que guardan similitud en su estructura matematica e incluso pueden considerarse
niveles de Landau modificados por los factores fisicos propios del modelo. La similitud se
debe a la simetria cilindrica y el tipo de confinamiento al que se someten los portadores de
carga del punto cuantico, factores que generan de forma natural el gauge de Landau dando
origen a los niveles de Landau con algunas variaciones en su espectro energeético.

e Limite aproximado del potencial eléctrico: se determin6 que el valor aproximada del
potencial eléctrico que no elimina los efectos de cuantizacion propios del sistema planteado

es

Vo = +£0,03627,/(m + n+{ + 1)B (252)

Los voltajes que se encuentran en este rango de valores cumplen con que el término del
potencial eléctrico no supera los efectos cuanticos debidos a va2 h?(m+n+J+1)/1%, por
lo que la discretizacién de la energia se mantiene y los niveles de energia no tienden al
continuo. Un ejemplo es Grafica 6 donde los 2V superan el rango mencionado en (252) y se

obtiene un espectro energético continuo con valores de energiade E = +2 eV.
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o Niveles de energia solucionados por el método formula: se da como aporte al método

formula el considerar las constantes k,, y ks, como raices positivas y negativas, con lo que

se logra complementar los resultados obtenidos de los niveles de energia de un oscilador
arménico unidimensional, un oscilador arménico esférico y la funcién de onda de una
particula en un pozo de potencial infinito; mientras que para los modelos de un punto
cuantico de grafeno sin presencia de potencial y en presencia de un potencial constante 1,
considerar k,, como dos raices no se hace necesario por lo que los valores para k4, de
ambos modelos corresponden a una solucidén general y los que se obtienen con k,_
corresponden a na solucidn particular que se puede obtener dadas algunas condiciones de la
solucion general. Se concluye que es necesario darle un sentido fisico a las soluciones que

se obtienen para cada una de la raices de las constantes k,  y ks con el fin de expresar el

espectro energético del modelo de forma completa.

e Niveles de energia solucionados por el método WKB: al solucionar el sistema de
ecuaciones de Weyl del Capitulo 5, se encuentra que los niveles de energia determinados
por el método WKB presentan dependencia explicita con el tamafio del punto cuantico, radio
R, lo que confirma lo descrito en [39] [13] donde se menciona que las dimensiones del punto
cuantico alteran las propiedades épticas del sistema. Esta relacion no se encuentra de forma
explicita en los sistemas solucionados por el Método Formula, lo que puede ser una falencia
del método, aunque se resalta que los valores de energia para cada componente del spinor
Xa Y xg Si coinciden por lo que se corrobora que los sistemas estan acoplados, aspecto que
no se ve en el método WKB. Si se considera un punto cuantico de grafeno de radio 1 nm,
dimensiones realistas dado que es una nanoetructura, se tiene que los niveles de energia del
sistema reemplazando las constantes que involucra el radio del punto cuantico solucionado
por el método WKB son

vfh =
E,, = K\/(1.8999 *10*B+m+{+1) (262)

El término 1.8999 x 10™*B es “muy pequefio” comparado con m + { + 1, por lo que
incluso podria aproximarse a cero. Dado este analisis, se concluye que el aporte del tamafio
explicito del punto cuéantico no es significativo y que puede ser la variable ¢ que contiene el
flujo Aharonov-Bohm la que realmente influya en las propiedades Opticas del punto,

asociadas al espectro energético de emision.
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e Fase Aharonov-Bohm: la forma de la fase ¢ 45 corresponde a la que se presenta en [23] [1]
[40] [41] por lo que se corrobora que en materiales del tipo 2+1 dimensiones este tipo de
fase topoldgica suele ser comin.

Se corroboro la fiabilidad y precision del método formula por medio del desarrollo de los
siguientes sistemas

e Una particula en un pozo de potencial infinito

e Oscilador armoénico unidimensional

e Oscilador esférico

e Particula sometida a un potencial del tipo Hylleraas

e Reproduccidn de resultados del anlisis de la ecuacion de Dirac-Weyl en el grafeno con
estructura de punto cuantico

¢ Interaccion de una diferencia de potencial constante en un punto cuantico de grafeno

Se da como aporte de la tesis el desarrollo de los modelos de: una particula en un pozo de potencial
infinito, oscilador armdnico unidimensional, potencial de Hylleraas y el estudio de un punto cuantico
de grafeno en presencia de una diferencia de potencia V/;, empleando el método formula, calculos que
se analizan y contrastan con los reportados en la literatura para soluciones con métodos matematicos
convencionales.

Se profundizo y amplio el conocimiento en la ecuacién de Dirac-Weyl, su origen, caracteristicas,
cuasiparticulas que se pueden modelar por medio de esta ecuacidn y su fuerte relacion con la simetria
de la teoria de grupos. Se destaca al grafeno como uno de los principales materiales que se describen
por medio de la ecuacién de Dirac-Weyl.

Por ultimo, se destaca la importancia de la topologia en el estudio de los sistemas cuanticos que
tienen relacion con fisica de particulas, materia condensada, simetrias y leyes de conservacion. Se
considera que el estudio de esta rama de la matematica enfocada al campo de la fisica debe de seguir
avanzando en busca de la comprension de fenémenos que hasta el momento no han encontrado
sustento fisico, como es el caso de los potenciales. En base a lo que se consulté y reviso durante el
desarrollo de los capitulos y de estos afios de maestria se tiene la fuerte conviccion en que la mecanica
cuantica y la topologia pueden ser los que den el salto a una definicion formal y fisica de los
potenciales, en donde muy probablemente el efecto Aharonov-Bohm, o efecto similares de
dispersién cuantica, desempefien un rol importante.

7.1 Trabajos a futuro

En la presente seccion se dan a conocer los posibles aspectos a considerar en investigaciones futuras;
lo que se describe a continuacion esta fundamentado en lo desarrollado durante la tesis y en la
revision de literatura realizada en torno al tema de investigacion.
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Analizar la relevancia de potenciales de interaccion del tipo par electron hueco en el punto
cuantico, y su viabilidad para el analisis teérico del grafeno por medio de la ecuacion de
Dirac—Weyl.

Profundizar en los andlisis e investigaciones tedricas que permitan encontrar una definicion
fisica de los potenciales.

Analizar diferentes simetrias en relacion a la ecuacion de Dirac-Weyl y corroborar las leyes
de conservacion que se pueden ver atribuidas por el teorema de Noether.

Estudios del campo eléctrico que se genera en el sistema con diferencias de potenciales y su
acople con el spin electroénico.

Continuar los estudios de los materiales semiconductores topoldgicos como el grafeno y sus
posibles aplicaciones en la electronica y la dptica.

Identificar de forma teorica las propiedades eléctricas, magnéticas y dpticas que pueden
tener los puntos cuanticos de grafeno al estudiarlos desde la ecuacion de Dirac-Weyl.
Continuar con el estudio de las cuasiparticulas que se pueden originar en el grafeno dadas
sus propiedades topoldgicas, e identificar qué tipo de cuasi particulas es mas comin y cual
puede ser mas Util para aplicaciones.

Continuar con el estudio y aplicacion del método formula para diferentes sistemas cuanticos.
Introducir un término de interaccion tipo potencial periodico en el estudio del modelo, y
analizar los efectos que producen la red de puntos cuanticos en los niveles de energia y la
funcién de onda.

Ampliar las investigaciones en los sistemas 2 + 1 dimensiones, enfatizando los estudios de
agujeros negros BTZ y sus analogias con la topologia del grafeno.



Anexo A: Funcion hipergeométrica, polinomios de
Laguerre y ecuacion de Laguerre.

Funcion hipergeométrica confluente

La funcién hipergeométrica confluente [42] se define como

az a(a+1z?> a(a+2)(a+1)z3

1Fla 6 2) S+ o e D T eer Dc + 231 (263)
Se usa la notacion
_ala+(@a+2)(a+3)..(a+n)
la, el = clc+1D(c+2)(c+3)..(c+n) (264)
Cuando n = —1 se tiene
[a,c,—1] =1 (265)

Algunas propiedades de la funcién hipergeométrica [42] son

i 1Fi(a,a;2) =e?
ii. 1Fi(a,c;z) = e?F,(c —a,c; 2)
iii. (c—a) Fia—1,c;2)+QRa—c+2z) F(ac;—2)=a,F(a+1,c;2) (266)
iv. (a—c+1)1F(a,c;z2)+(c—1) 1Fi(a,c—1;,—2z)=a F;(a+1,c;2)
V. sia € z~ entonces 1F,(—n,a; z) es un polinomio de ordenn

Las derivadas de la funcién hipergeométrica se pueden hacer de forma de series 0 empleando las
relaciones mencionadas, de esta forma

I %(11:1(‘1: a;z)) = Z?’fﬂ—(i_l), [a,c,n—1] = % 1Fila+1,c+1;2)
' (267)

. dz o n-2
ii. E(1F1(a: a;z)) = Zn=1ﬁ [a,c,n—1]
Polinomios de Laguerre

Los polinomios de Laguerre son polinomios de orden n que son ortogonales con respecto al producto
interno [43]. Los polinomios surgen de la formula de Rodriguez y se definen como
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—a,X n

n!  dx"

LE(x) = = (x+e) (268)

Se resalta que los polinomios de Laguerre son solucién de la parte radial de la ecuacion de

Schrodinger para el &tomo de hidrogeno [43].

La funcidn hipergeométrica confluente y los polinomios de Laguerre se relacionan por medio de la
siguiente ecuacién

(a+n),

n+t a) M(—n,a +1,x) = o Fi(—n,a+1,x) (269)

n

1500 = (

Ecuacién de Laguerre

La ecuacion de Laguerre [43] se halla diferenciando dos veces la siguiente forma de los polinomios
de Laguerre

—tx L (t
el-x = (1 —x) Z L|)Xn
=" (270)
L' () + (= 2n=3)L g + (n+ DAL () + 2L 41 = 0

Aplicando propiedades de los polinomios de Laguerre y organizando los términos es posible
demostrar la ecuacion resultante. Para el presente estudio solo se requiere presentar la forma de la
ecuacion final de Laguerre.

tl" () + (t — 1L, (t) + nL,(t) =0 (271)
La solucion L, (t) es también solucion de la ecuacion diferencial
ty"+ -1y ' +Ay=0 (272)

Las soluciones son de la forma de series de potencia

y(©) = at” (273)
n=0

La ecuacion de recurrencia para la serie de potencia es de la forma

V= A . dio d s
ayy1 = 73 4 ;conradio de convergencia =
v+1) a,

(274)

< |
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