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Summary in English :
Study of relative Rota-Baxter operators
on ternary algebras of Lie and Jordan

type

Introduction

The goal of this thesis is to explore relative Rota-Baxter operators in the context of ternary
algebras of both Lie and Jordan types. We mainly consider Lie triple systems, 3-Lie algebras
and ternary Jordan algebras. The study covers their structure, cohomology, deformations, and
their connection with the Yang-Baxter equations. The work is divided into three main parts.

The first part aims first to introduce and study a graded Lie algebra whose Maurer-Cartan
elements are Lie triple systems. It turns out to be the controlling algebra of Lie triple systems
deformations and fits with the adjoint cohomology theory of Lie triple systems introduced by
Yamaguti. A Lie triple system is a special case of a Nambu algebra or a 3-Leibniz algebra, and
the controlling algebra for Nambu algebras has already been described in [118]. This motivates
us to solve the problem by identifying a subalgebra of the graded Lie algebra presented in [118].
We further support this approach by demonstrating that the coboundary operator of a Lie
triple system with coefficients in itself can be characterized by this controlling algebra structure.
In addition, we introduce the notion of relative Rota-Baxter operators on Lie triple systems and
construct a Lie 3-algebra as a special case of L-algebras, where the Maurer-Cartan elements
correspond to relative Rota-Baxter operators. This enables us to define the Yamaguti cohomo-
logy of a relative Rota-Baxter operator. Furthermore, we explore the deformations of relative
Rota-Baxter operators from a cohomological perspective by determining the obstruction class
of an extensible deformation of order 7, as well as connections between the cohomology of
relative Rota-Baxter operators on Lie algebras and associated Lie triple systems.

In the second part, we introduce the concept of twisted relative Rota-Baxter operators on
3-Lie algebras and construct an L.-algebra, where the Maurer-Cartan elements are twisted
relative Rota-Baxter operators. This allows us to define the Chevalley-Eilenberg cohomology of
a twisted relative Rota-Baxter operator. We also consider the deformations of twisted relative
Rota-Baxter operators from a cohomological point of view. Additionally, we introduce the
Nijenhuis structure for 3-Lie algebras (or 3-NS-Lie algebras), which is closely related to the
twisted relative Rota-Baxter operator.

In the last part, we deal with a representation theory of ternary Jordan algebras. In par-
ticular, we introduce and discuss the concept of coherent ternary Jordan algebras. We then
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define relative Rota-Baxter operators for ternary Jordan algebras and discuss solutions of
the ternary Jordan Yang-Baxter equation involving relative Rota-Baxter operators. Moreover,
we investigate ternary pre-Jordan algebras as the underlying algebraic structure of relative
Rota-Baxter operators. Finally, the relationships between ternary Jordan algebras and ternary
pre-Jordan algebras are established and illustrated with examples.

Ternary algebras. The n-ary algebraic structures and, in particular ternary algebraic
structures appeared more or less naturally in various domains of theoretical and mathematical
physics and data processing. Indeed, theoretical physics progress of quantum mechanics
and the discovery of the Nambu mechanics (1973) [111], as well as a work of Okubo on
Yang-Baxter equation gave impulse to a significant development in n-ary algebras [115]. The
n-ary operations appeared first through cubic matrices which were introduced in the 19th
century by Cayley and considered again and generalized by Kapranov, Gelfand, Zelevinskii
and Sokolov. Another recent motivation to study n-ary operations comes from string theory and
M-branes involving naturally an algebra with ternary operation called Bagger-Lambert algebra
[25]. Hundreds of papers are dedicated to Bagger-Lambert algebra. For other applications in
physics, like in connection with quarks, see Refs. [1], [29,84,85] and [122].

The first conceptual generalization of binary algebras was the ternary algebras introduced
by Jacobson [76]. In connection with problems from Jordan theory and quantum mechanics,
he defined the Lie triple systems. A Lie triple system consists of a space of linear operators
on vector space L that is closed under the ternary bracket [x,y,z|r = [[x,y],z], where [x,y] =
xy — yx. Equivalently, a Lie triple system may be viewed as a subspace of the Lie algebra closed
with respect to the ternary product. A Lie triple system arose also in the study of symmetric
spaces [38]. From an algebraic point of view, a Lie triple system is a vector space L with a triple
product [-,-,-] : L® L® L — L satisfying forall x; € L,1 <i <5:

[x,y,z] = —[y,x,z],
[x,y,2] + [y,z,x] + [z,x,y] =0,
[X1,x2, [x3,x4,x5]] = [[xl,xz,xs],x4,x5] + [xs, [Xl,xz,x4],x5] + [x3,X4, [X1,X2,x5]]-

More generally, we distinguish two kinds of generalizations of binary Lie algebras. First, n-
ary Lie algebras in which the Jacobi identity is generalized by considering a cyclic summation
over Sy, instead of S3 [71,106], that is, the sum over Sy,_1(n > 2) of the nested square
brackets is zero :

Y. sgn(0)[Xe) e Xo(nat)s [Xo(n)r - 1 Xe@n—1)]] = 0.

0ESy 1

The second generalization are n-ary Nambu algebras in which the fundamental identity
generalizes the fact that the adjoint maps are derivations. The fundamental identity related to
Nambu mechanics [111] appeared in its algebraic formulation by Takhtajan [130]. An n-ary
generalization of Hamiltonian dynamics is given by means of the n-ary ‘Poisson bracket’ :

i ofod = (32) = P tf),

where P is an n-vector (i.e., a completely skew-symmetric contravariant tensor) field, appa-
rently he was looking for a simple model which explains the inseparability of quarks.

The abstract definition of n-ary Nambu algebras or n-Lie algebras (when the bracket is
skew-symmetric) was given by Filippov in 1985 [63]. He proposed a generalization of the
concept of a Lie algebra by replacing the binary operation by an n-ary one. He defined an
n-ary Lie algebra structure on a vector space g as an operation which associates to each n-tuple

Atef Hajjaji 7-
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(x1,-++,x,) of elements in g another element [x,- -, x,| which is n-linear, skew-symmetric,
and satisfies the n-Jacobi identity, also called Fundamental identity or Filippov-Jacobi identity :

n
[xlr s Xn—1, ylf : /]/n Z Yi,0 0 Yi-1, xl/ xnfllyi]/yi-l—l/' o /]/n]-
i=1
Apparently Filippov was motivated by the fact that with this definition one can develop
a meaningful structure theory, in accordance with the aim of Malcev’s school : To look for
algebraic structures that manifest good properties. In particular, For n = 3, a 3-Lie algebra is a
vector space g with a triple product [-,-,-];: g ® g ® g — g satisfying forall x; € g,1 <i <5:

(X0 (1), Xo(2), Xo(3)] = 8gn(0)[x1,%2,%3], Vo € S3

[x1, %2, [x3, X4, X5]] = [[x1, %2, X3], X4, X5] + [x3, [x1, X2, Xa], X5] + [X3, X4, [x1, X2, X5]].

The notion of L-algebras was introduced by Schlessinger and Stasheff [124,129], and has
been found many applications in mathematical physics, see also [92,93] for more details. The
notion of a Lie k-algebra was introduced in [71], see [52] for more applications. A Lie k-algebra
is a special case of L-algebra, in which only the k-ary bracket is nonzero. Even though both
3-Lie algebras and Lie 3-algebras are algebras with ternary bracket operations, they are not
same.

The concept of a Jordan algebra was introduced in 1934 as the underlying algebraic structure
for certain operators in quantum mechanics [77]. A Jordan algebra is defined as a commutative
algebra J over a field K (char (K) = 2) that satisfies the Jordan identity :

(x*oy)ox=x*0(yox), VYxyecJ.

Since then, the theory of Jordan algebras has been developed, not only in purely algebraic
aspects, but also intertwined with other subjects and applications. A related issue has been
the attempt to generalize the Jordan algebra structure to the case of algebras with n-ary
multiplication, with an emphasis on the ternary case. Mostly, these generalizations include
Jordan triple systems (as in [34] and [67]), but also other ternary versions (e.g, [35]). Recently,
As a generalization of Jordan algebras, Kaygorodov, Pozhidaev and Saraiva gave the definition
of n-ary Jordan algebras by following a different approach in [82] :

According to [116] and [127], a Lie triple algebra is a commutative, non-associative algebra
J over a field K (char (K) = 2) satisfying :

(x,y%z) =2y o (x,y,2),

where (-,-,-) stands for the associator : (x,y,z) = (xoy) oz — x o (y o z). This identity is
equivalent to :
Rixyz) = [Ry, [Rx, R:]], (1)

where [-,-] stands for the commutator [x,y] = x oy — y o x and R, is a right multiplication
operator, i.e : y — Ryy = y o x. It is simple to observe that every Jordan algebra is a Lie triple
algebra, although the opposite is not necessarily true. Furthermore, on a commutative algebra,
A, the identity (1) is equivalent to [Ry,R,| € Der(A), where Der(A) stands for the Lie algebra
of derivations of A. Writing D, , instead of [R,, R,], this means that :

Dx’y(a o b) — Dx,y(a) (@] b + ao Dx,y(b).

Let J be an n-ary algebra with a multilinear multiplication [[-,---,-]] : ®"J — J. They
proposed the following definition : 7 is said to be an n-ary Jordan algebra if

[Xo1) s Xom)ll = [[x1,- - xull, Vo €Sy,

Atef Hajjaji -8-
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[R(xz,u-,xn)rR(yzl...,yn)] € Der(J),

where

Der(J)={D € End(J) | D([x1,---,xa]]) = Y _l[x1,- -, xi-1, D(xi), Xig1, -, Xn]]
i=1

is the set of all derivatives on 7, [+, -] stands again for the commutator and Ry,
are the right multiplication operators, defined in the usual way :

) Ry, )

7 Xn

y= R(xz,"',xn)(y) = [[%xz,' e /xnﬂ-

Rota-Baxter operators and Yang-Baxter equations. The classical Yang—Baxter equation
(CYBE) first emerged in the study of inverse scattering theory [59,60]. It is also a special case of
the Schouten bracket in differential geometry, which was introduced in 1940 [125]. The CYBE
can be viewed as the "classical limit" of the quantum Yang-Baxter equation [30]. This equation
plays a fundamental role in various fields, including symplectic geometry, integrable systems,
quantum groups, and quantum field theory (see [43] and references therein). Since the 1980s,
the Yang—Baxter system has become a significant topic in both mathematics and mathematical
physics.

The standard form of the CYBE in a Lie algebra is given in the tensor expression as follows.
Let g be a Lie algebra and r € g ® g. Then r is called a solution of the CYBE in g if :

[r12,713) + [r12,723] + [r13,723] =0 in U(q), )
where U(g) is the universal enveloping algebra of g and for r =Y _;a; ® b;,

7’12:2(1{®b1‘®1, 1’13:Zai®1®bi, 1’23221®ai®bi,
i i -

ris also called a classical r-matrix due to the expression of r with respect to a basis of g. There
are a lot of results on the CYBE when g is semisimple (cf [31], etc). However, it is not easy
to study equation (2) directly in a general case. A natural idea is to replace the tensor form
by a linear operator. There are several approaches. In [126], Semonov-Tian-Shansky studied
the CYBE systematically. In particular, an operator form of the CYBE is given as a linear map
R :g— g satisfying :

[R(x),R(y)] = R([R(x),y] + [x,R(y)]), Vxy€Enq. )

It is equivalent to the tensor form (2) of the CYBE when the following two conditions are
satisfied : (a) there exists a nondegenerate symmetric invariant bilinear form on g and (b) r is
skew-symmetric. However, the relation between the operator form (3) and the tensor form (2)
in a general case is still not clear.

Later, Kupershmidt restudied the CYBE in [91]. When r is skew-symmetric, the tensor form
(2) of the CYBE is equivalent to a linear map r: g* — g satisfying :

[r(x),r(y)] =7 (ad"r(x)(y) — ad"r(y)(x)), Vx,y€qg"

where g* is the dual space of g and ad* is a coadjoint representation of the Lie algebra g.
Moreover, Kupershmidt generalized the above ad* to be an arbitrary representation p : g —
gl(V) of g, that is, a linear map T : V — g satisfying :

[T(u),T(v)]g =T(p(Tu)(v) — p(Tv)(u)), VuveV.

Atef Hajjaji -9-
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which was regarded as a natural generalization of the CYBE. Such an operator is called an
O-operator or a relative Rota-Baxter operator associated with p. Note that the operator form
(1.26) of the CYBE given by Semonov—Tian-Shansky is just an O-operator associated with the
adjoint representation of g. However, there is no direct relation between the O-operators and
the tensor form (2) of the CYBE, either. Furthermore, there is an algebraic structure behind
the above study. It is the left-symmetric algebra (or under other names like pre-Lie algebra,
quasi-associative algebra, Vinberg algebra and so on). A systematic study on the relations
between left-symmetric algebras and (CYBE) was given in [17].

In the case of Jordan algebras, the concept of a Jordan D-bialgebra was introduced by
Zhelyabin in [148] as an analogue of a Lie bialgebra (see also [150,151]). A particular class of
Jordan D-bialgebras, known as the coboundary cases, arises from solutions to an algebraic
equation within a Jordan algebra, which serves as an analogue to the classical Yang-Baxter
equation (CYBE) in Lie algebras ( [149,151]). For simplicity, this equation is referred to as the
Jordan Yang-Baxter equation (JYBE). Both the (CYBE) and (JYBE) were originally formulated
in tensor form, making it natural to also consider their operator forms, which are linear
transformations corresponding to elements in the tensor product spaces that satisfy these
equations.

In order to understand the operator forms of the (JYBE) and the (JYBE) itself well, the
authors in [54] introduced the notion of O-operator of a Jordan algebra and they show that it
plays a similar role of the O-operator of a Lie algebra. Then it is natural to ask what algebraic
structures behind the O-operators of Jordan algebras and the related (JYBE)? The answer is
pre-Jordan algebras!

Another kind of O-operators of Jordan algebras (associated to the regular modules) are Rota-
Baxter operators. Rota-Baxter operators (on associative algebras) were introduced by G. Baxter
[27] in 1960. The importance of these operators were realized by G.-C. Rota in Combinatorics
[120]. Since then, many applications of Rota-Baxter operators have been discovered in various
areas of mathematics and mathematical physics (see for instance [15,56]). Obviously they
are well-defined on any algebra. Recently, Rota-Baxter operators were found to provide an
approach of constructing certain type of algebras with richer structures from a known type of
algebras [57], such as a Rota-Baxter operator on an associative algebra is used to construct a
dendriform algebra [7], a Rota-Baxter operator on a dendriform algebra or a pair of commuting
Rota-Baxter operators on an associative algebra is used to construct a quadri-algebra [6]. As
an independent topic, with the above approach and idea, the algebraic structure from a Rota-
Baxter operator of a Jordan algebra is exactly a pre-Jordan algebra, although it is an immediate
consequence from the relationship between pre-Jordan algebras and Jordan algebras in terms
of O-operators of Jordan algebras.

Cohomology and deformations. (Co)homological algebra is a fundamental tool in
modern mathematics. Initially unpopular, its interest exploded with the work of Serre and
Grothendieck in algebraic geometry and it has now become an essential travelling companion
for anyone working in abstract algebra, geometry, topology, algebraic geometry, algebraic
topology, category theory, etc [119]. Its applications are innumerable and range from the study
of local rings, schemas and bundles (Grothendieck, Serre) to the classification of musical
style [37] and the detection of anomalies in the human body [121].

Given an algebraic or topological object X, we want to construct a sequence of groups
H"(X), n € Z, that are invariants for X, i.e. if X and Y are two isomorphic (or homeomorphic,
or diffeomorphic, or ...) objects, then we have group isomorphisms H"(X) = H"(Y), n € Z.
These groups make it possible to retrieve a certain amount of information about the object
under study. Depending on the context, there are several ways to define (co)homology groups,
via simplicial complexes and triangulations, CW-complexes, differential forms or via methods
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derived from the theory of abelian categories. All these methods are presented in the excellent
course [69] (for French speakers) or the classics [119,142]. Generally, given an object X, we
construct a sequence of objects of an abelian category related by morphisms 4" verifying
8"l o 6" =0 as follows :

s ox) Y o x) 2 o x) O ey 25

The cohomology groups can then be constructed by calculating :
H"(C®) := Ker(6")/Im(6" ).

The elements of C" are called the n-cochains, the elements of Z" := Ker(6") are called the n-
cocycles and the elements of B" := Im(5"!) are called the n-coboundaries. Since 6”1 0 §" =0,
we have Im (5"~ 1) C Ker(é"), that is, B" C Z".

In general, there is another approach to give a cohomology theory of an algebraic structure,
namely using the controlling algebra. A controlling algebra of an algebraic structure is a
graded Lie algebra (sometimes, L.-algebra) whose Maurer-Cartan elements are the given
algebraic structure. For example, the controlling algebra for Lie algebra structures on a vector
space g is given by the Nijenhuis-Richardson bracket [-,-]yr on the graded vector space

o Hom(A"g,g) [114], and the Chevalley-Eilenberg coboundary operator dcg of a Lie
algebra (g, [-,-]5) can be obtained by dce(f) = (—=1)¥[[, ]y, fInr, for all f € Hom(A"+g,g).

The various cohomologies of particular interest to us are the cohomologies associated
with Lie algebras and ternary algebras of Lie type. The Chevalley-Eilenberg cohomology
associated with a Lie K-algebra g, introduced in [40], is recalled in Subsection 1.2.2. The
cohomology of Lie triple systems was studied by Yamaguti and Harris in [72,144] and recalled
in Subsection 2.2.2, and that of 3-Lie algebras was studied by Takhtajan in [131] and presented
in Subsection 2.1.3. In the case of Lie algebras, If V is a Lie module for g, then in this case we
have C"(g) = Homg (A"g, V) and the maps 62 are given by an explicit formula (see Equation
(1.18)). We then talk about cohomology with coefficients in V. For example, if V = K, the
second cohomology group allows us to classify central extensions of g; if V = g, the first
cohomology group corresponds to the derivations of g and the second allows us to control
infinitesimal formal deformations of g. These properties can also be extended for ternary
algebras of Lie type. The interactions between algebraic objects and associated cohomology
are at the heart of this thesis work.

The theory of deformations of algebraic structures was initiated by Gerstenhaber in the
case of associative algebras [65], then extended to Lie algebras by Nijenhuis and Richardson
[112-114]. The principle is, given a non-associative algebra (A, i), to construct a new algebra
multiplication y; on the formal space A[[t]] by adding terms in powers of the formal parameter
t to u. The new multiplication y; will then be of the form :

pe=p+y it

i>1

where p; : A® A — A are bilinear maps. Depending on the structure we wish to have on
A[[t]], certain conditions are necessary on the maps ;. For example, if u is an associative
multiplication and if we want y; to be also associative, then it is necessary to choose 31 among
the 2-cocycles of the Hochschild cohomology with adjoint coefficients (see [65]). In this context,
it is natural to consider some graded algebras which will encode the properties of these
deformations. These are the Gerstenhaber algebra in the associative case and the Nijenhuis-
Richardson algebra for the case of Lie algebras. For the case of ternary algebras of Lie type,
Formal deformations of Lie triple systems were developed in 2004 by Kubo and Taniguchi [90]
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inspired by Gerstenhaber’s method and in connection with Yamaguti’s cohomology and
those of 3-Lie algebras were treated by Gautheron [64] in 1996 in connection with Takhtajan’s
cohomology.

Recently, deformations of certain operators, morphisms and relative Rota-Baxter operators
have been extensively studied, see [11,48,61,103,132,134,136]. A cohomology is needed to
control deformations and extension problems of a given algebraic structure. The cohomology
of Rota-Baxter operators and O-operators on Lie algebras and associative algebras has been
developed in [48,132] respectively.

The aim of this thesis is to explore relative Rota-Baxter operators on ternary algebras of
both Lie and Jordan types. The thesis consists of five chapters and is organized as follows :

Chapter 1. In the first chapter, we provide an overview of Lie algebras and Lie-admissible
algebras, accompanied by illustrative examples. We start by introducing Lie algebras and
their key properties, such as subalgebras, ideals, morphisms, derivations, representations,
and the semi-direct product. Additionally, we cover the Chevalley-Eilenberg cohomology
and deformation theory. Following this, we revisit the concept of Rota-Baxter operators and
highlight their significant role in transforming Lie algebras into other algebraic structures
through the process of dendrification.

Chapter 2. The second chapter focuses on reviewing the concept of ternary algebras of Lie
type, which generalize ordinary Lie algebras to the ternary case. We concentrate on two types of
ternary algebras of Lie type : 3-Lie algebras and Lie triple systems. In this context, we provide
definitions, general concepts, and key examples, along with discussions on representations,
cohomologies, and deformation theory. The chapter concludes by recalling the definition of an
L-algebra, with particular attention to the Lie 3-algebra, which will be instrumental in chapter
four for characterizing relative Rota-Baxter operators on Lie triple systems via Maurer-Cartan
elements. Finally, we introduce the Voronov construction through the theory of higher derived
brackets, which is a very useful way to construct L.-algebras.

Chapter 3. The aim of the third chapter is to introduce a controlling algebra of Lie triple
systems and apply it to Yamaguti’s existing cohomology theory. It has been observed that a Lie
triple system is a ternary Nambu algebra or a 3-Leibniz algebra, while the controlling algebra
of Nambu algebras has already been given in [118]. This motivates us to solve this problem
by identifying a subalgebra of the graded Lie algebra given in [118]. We justify it by showing
that the coboundary operator of the cohomology of a Lie triple system with coefficients in
itself can be characterized by this controlling algebra structure. Furthermore, we introduce the
notion of relative Rota-Baxter operator on Lie triple systems and construct a 3-Lie algebra as a
special case of L-algebras whose Maurer-Cartan elements are relative Rota-Baxter operators.
This allows us to define the Yamaguti cohomology of a relative Rota-Baxter operator. We then
proceed to study the deformations of relative Rota-Baxter operators from a cohomological
perspective, identifying the obstruction class of an extensible deformation of order n, and
examining the connections between the cohomology of relative Rota-Baxter operators on Lie
algebras and their associated Lie triple systems.

Chapter 4. In this chapter, we aim to introduce the concept of a twisted relative Rota-Baxter
operator on a 3-Lie algebra and to investigate 3-NS-Lie algebras as the underlying structure for
twisted relative Rota-Baxter operators. Furthermore, starting from a representation of a 3-Lie
algebra and based on Voronov’s approach, we construct an L.-algebra whose Maurer-Cartan
elements are twisted relative Rota-Baxter operators on a 3-Lie algebra. Next, we define the
cohomology of these operators on 3-Lie algebras to explore their deformations. It has been
proved that if two formal deformations of a twisted relative Rota-Baxter operator on a 3-Lie
algebra are equivalent, then their infinitesimals are in the same cohomology class in the first
cohomology group, as well as, the extension from a deformation of order # to a deformation of
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order n + 1 is provided by a cohomology class in the second cohomology group.

Chapter 5. The final chapter focuses on the concept of ternary Jordan algebras, which
generalize Jordan algebras to the ternary case. We study representations of ternary Jordan alge-
bras and introduce the notion of coherent ternary Jordan algebras. Then, we introduce relative
Rota-Baxter operators for ternary Jordan algebras and discuss solutions to the ternary Jordan
Yang-Baxter equation involving these operators. In addition, we study ternary pre-Jordan
algebras as the algebraic structure underlying relative Rota-Baxter operators. Furthermore,
we establish and illustrate the relationships between ternary Jordan algebras and ternary
pre-Jordan algebras with examples.

Conclusion and Main Results

Due to the importance of relative Rota-Baxter operators, ternary algebras of Lie type and
Jordan type, as well as cohomology and deformation theories, this thesis aims to study relative
Rota-Baxter operators within the context of these various structures. The main results of
this thesis are described below. However, before we present main ideas of this work, some
definitions are needed. We recall the notions of L.-algebras, Lie 3-algebra (an L.-algebra that
only contains the ternary bracket) and Voronov’s higher derived bracket, which is a very useful
way to construct L-algebras.

A permutation o € S, is called an (i,n —i)-shuffleif 0(1) < --- <co(i)and o(i+1) < --- <

o(n).If i =0 or i = n, we assume that o = Id. The set of (i,n — i)- shufﬂes is denoted by S(l n—i)-

Definition 0.0.1. An Le-algebra is a Z-graded vector space g = ®czg" equipped with a
collection (k > 1) of linear maps I; : ®*g — g of degree 1 with the property that, for all
homogeneous elements x1,---,x, € g, we have

(i) (graded symmetry) for every o € S,
Iy (xa(l)r' " /xa(nfl)/xo(n)) = S(O’)ln(xl,- e /xnfllxn)/
(ii) (generalized Jacobi Identity) for alln > 1,
Z Z Ly i+1(li(xa(1)/' o rxa(i))fxa(i+1)/ T /xa(n)) =0.
i=

lo ES(Z n—i)
The notion of a Lie k-algebra is a special case of L-algebra, in which only the k-ary bracket

is nonzero. Here we give the precise definition of a Lie 3-algebra.

Definition 0.0.2. A Lie 3-algebra is a Z-graded vector space g = @czg" equipped with a
trilinear bracket {-,-,- }4 : ®3g — g of degree 1, satisfying

(i) (graded symmetry) for all homogeneous elements x1,x7,x3 € g,
{x1,x2,x3}g = (=1)"{xg, x1,x3} g = (1) {x1,x3, 22 }g,

(ii) (generalized Jacobi Identity) for all homogeneous elements x; € g,1 <i <5,

Y e(@){{xo(1), Xo(2) Xo(3) bar Xo(a)r Xo(s) bg = 0.

0ESsy

Definition 0.0.3. 1. A Maurer-Cartan element of an Le-algebra (g = @®rczg", {1} %) is an
element a € g" satisfying the Maurer-Cartan equation
= l
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2. A Maurer-Cartan element of a Lie 3-algebra (g = @70, {-,-,-}4) is an element a € g°
satisfying the Maurer-Cartan equation

1
ﬁ{(x,zx,zx}g =0. ()

In [141], T. Voronov developed the theory of higher derived brackets, which is a useful tool
to construct explicit Le-algebras. Voronov’s work can be described as follows :
Definition 0.0.4. A V-data consists of a quadruple (g, F,P,A), where

e (g,[,-]) is a graded Lie algebra,

e Fisan abelian graded Lie subalgebra of (g, [-,]),

e P :g— gisa projection, thatis, P o P = P, whose image is F and kernel is a graded Lie
subalgebra of (g, [-,-]),

e Ais an element in ker(P)! such that [A,A] = 0.
Théoréme 0.0.5. Let (g,F,P,A) be a V-data. Then (F, {l;},-%}) is an Le.-algebra, where

Ik(ay,---,ax) =P[---[[Aa1],a2],--- ,ax], for homogeneousay,---,a; € F. (6)
k

We call {/;};*] the higher derived brackets of the V-data (g,F,P,A).

The first purpose of this thesis is devoted to study the controlling algebra of Lie triple
systems, and apply it to the existing cohomology theory. In particular, the cohomology of Lie
triple systems can be characterized by the controlling algebra.

Let L be a vector space. Consider the graded vector space C*(L,L) = @,>0C"(L,L), where
C"(L,L) is the set of linear maps P € Hom((®°L) ® --- ® (®2L) ®L,L). The degree of elements

n>0
in €"(L,L) is defined to be n. Define
[P,Q]rts = (—1)Mip(Q) —ig(P), VPeCF(LL),QeC!L,L), (7)
where ip(Q) € CP19(L, L) is defined by
p+1
ir(Q) =) (-1 3 e(0)PofQ
k=1 oeSh(k—1,q)

where 0 is a permutation in (k — 1,4)-shuffle and P of Q is defined for k = p + 1 by

(P OZJrl Q) (le' o /XP-H]/Z) = P(Xa(l)f' o /Xa(p)/ Q(Xa(p+1)/’ o /XU(erq)/z))/
andfor1 <k<pby:
(Pog Q)(X1,+ , Xp+q,2)
=P(X, 1), Xo(k-1), QEo(k)*  Xo(ktrg—1) Xk tg) © Ykrgr kg1 Xp+q,2)
+ P(Xa(l)/ T rxa(kfl)/ Xk+q & Q(Xa(k)/ T ,Xg(k+q71),yk+q), Xk+q+lr Tt /XP-H]/Z)/
where X, = x; ® y; € ®?L,i=1,2,---,p+gand z € L.
Motivated by the fact that Lie triple systems are a subclass of 3-Leibniz algebras, then we

need to choose a graded Lie subalgebra of (C*(L,L),[-,-]r), defined in [118], whose Maurer-
Cartan elements are Lie triple systems. To do this, we consider the graded subspace C;,,(L,L) =
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®n>0C]} (L, L) of C*(L, L), where the space C7,,(L,L) is the vector space of linear maps that
satisfies the following conditions :

P(XLXZ/ te /Xn—lrx/xry) - 0/
P(XLXZ/' o /xnfllx/ylz) + P(XllXZI' o /anlfylzfx) + P(XLXZ/' o Ixnfllzlx/y) = 0’
for¥; e ®?L,1<i<n-—1.

Théoreme 0.0.6. With the above notations, (C,,(L,L),[-,-]r) is a graded Lie subalgebra of the graded
Lie algebra (C*(L,L),[-,-]r). Moreover, its Maurer-Cartan elements are Lie triple systems on the vector
space L.

Also we’ve shown that the cohomology theory for Lie triple systems introduced by Ya-
maguti can be recovered from the controlling algebra given above. We assume that (L, [, -,])
is a Lie triple system and fix 7r(x,y,z) = [x,y,z], for all x,y,z € L. Consider the Yamaguti
coboundary operator 62"~ : C7%-1(L, V) — C#%-"1(L, V) given by the equation (2.9) associated
with the adjoint representation, then we have

Théoreme 0.0.7. Forall f € C# (L, L) = ¢ (L, L), we have
SN = (-1)" m fl, Vn=12

Definition 0.0.8. Let (L, [-,-,-]) be a Lie triple system with a representation (V,0). A linear map
T :V — Lis called an relative Rota-Baxter operator of L with respect to 6 if it satisfies

[Tu, Tv, Tw] = T(D(Tu, To)w + 6(To, Tw)u — 6(Tu, Tw)v), Yu,o,weV.

Let (V,0) be a representation of a Lie triple system (L, [-,-,-]). For convenience, we use
7: A’L ® L — L to indicate the Lie triple system structure [-,,-]. Then 7t + 6 corresponds to
the semi-direct product Lie triple system structure on L & V given by

[x+u,y+vz+w|ey =[xyz]+60(y,z)u—0(x,z)v+ D(x,y)w,
forall x,y,z € L and u,v,w € V. Therefore, we have

Consider the graded vector space C*(V,L) = &,>0C"(V,L), where C"(V, L) is the set of linear
maps f € Hom((®*V) ® --- @ (®*V)®V, L), satisfying

n>0

f(ul/UZI' o /un—llulu/v) - 0/
FQU U, Wy, u,0,w) + F(UL U, W1, 0,w,u) + (U, U, -+, U1, w,u,0) =0

forall ; € ®*V, 1 <i < n — 1. The degree of elements in C"(V, L) is defined to be n. Define
the ternary bracket

I3:CP(V,L) x C1(V,L) x ¢"(V,L) — ¢" " r+i(y, L),
Zg,(]P,Q,]R) = [[[7T+ G,P]R,Q]R,]R]R.

Given a representation of a Lie triple system, we construct a Lie 3-algebra whose Maurer-
Cartan elements are relative Rota-Baxter operators on Lie triple systems. Then we obtain the
Lie 3-algebra that controls deformations of relative Rota-Baxter operators on Lie triple systems.
This fact can be viewed as certain justification of relative Rota-Baxter operators on Lie triple
systems being interesting structures.
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Théoreme 0.0.9. Let (L,[-,,-]) be a Lie triple system with a representation (V,6). Then the
graded vector space (C*(V,L),l3) is a Lie 3-algebra. Moreover, its Maurer-Cartan elements are
precisely relative Rota-Baxter operators on the Lie triple system (L, [-,-,-]) with respect to the
representation (V,6).

The above characterization of a relative Rota-Baxter operator T allows us to define a
cohomology associated to T. More precisely, define the differential operator d?- : €7, .} (V,L) —
1.(V,L) forn > 1by

n 1 n
() = () = 3h(TT,f), et (VL)
The corresponding cohomology group is

(v, 1) - ZHV.L) € QL (VLI =0}

By(V.L)  {ai(g)lg €€} (V,L)}

In the sequel, we define a cohomology of a relative Rota-Baxter operator T on a Lie triple
system L as the Yamaguti cohomology of a certain Lie triple system with coefficients in a
suitable representation on L. This cohomology will be used further, to study deformations of T.
Let (L,[-,-,-]) be a Lie triple system with a representation (V,0), there is a L.t.s structure on V
given as follows.

Proposition 0.0.10. Let T : V — L be a relative Rota-Baxter operator on a Lie triple system (L,]-,-,])
with a representation (V,0). Then (V,]-,-,-]1) is a L.t.s, where

[u,v,w]|r := D(Tu, To)w + 0(To, Tw)u — 0(Tu, Tw)v, Yu,v,w € V. (8)
Moreover, T is a homomorphism of Lie triple systems, that is T ([u,v,w|r) = [Tu, Tv, Tw].
Furthermore, there is a representation of the above Lie triple system (V,[-,-,-]7) on L.

Proposition 0.0.11. Let T be a relative Rota-Baxter operator on a Lie triple system (L,[-,-,-]) witha
representation (V,0). Define 01 : @*V — gl(L) by

Or(u,v)x = [x,Tu, Tv| + T(Q(x, Tv)u — D(x, Tu)v), VxelL, VuveV. )

Then (L,0r) is a representation of the Lie triple system (V,[-,-,-]t) on L.

Consider the Lie triple system (V,[-,-,-|7) with the representation (L,0r). For eachn > 1,
we denote by C*'*1(V,L) the vector space of (21 + 1)-cochains of V with coefficients in
L. Consider 62"~ : C>*~1(V,L) — C?"*1(V,L) (n > 1) to be the corresponding coboundary
operator on the Lie triple system (V,[-,-,-]7) with coefficients in the representation (L,67).
More precisely, 62! : C2*~1(V,L) — C*"+1(V,L) is given by :

62 (01,02, , O s1)

=[f (01,02, ,02u-1), Tv2n, TO2n41] + TO(f (01,02, -, V2u-1), TV21+1)V2n
— TD(f(v1,v2,- - ,02n-1), T020) V2041 — [f (01,02, - -, V2u—2,021), TU20—1, TV2441]
—TO(f(v1,v2,-+ ,020-2,020), TO241)V2n—1 + TD(f (01,02, -, V20-2,V20), TU21—1)V2n41

n
+ Z(_l)k+n ([Tv2k—1,Tvzsz(?’1/02/' “+ Ook—1, 02k, , V2n41)]
k=1

— TO(Toy, f(v1,++ , Dok—1, 02k, * * V20 41) ) V2k—1
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+ TG(TUZkfllf(vll T /621(71/6210 T 102n+1))7}2k>

n  2n+1

+Z Z (_1)n+k+l(f(01/772/"'/6\2k7116\2k1"‘,D(TUZkferUZk)Ujr”‘/02n+1)
k=1j=2k+1

+ f(UlIUZI' c /6\2](71/6\21(/' t IO(TUZkI T’U]‘)UZkfl/ e 102n+1)
— f(o1,02,+ -+, Ook—1,00, - -+, O(TOpp—1, TV} ) U, - - - ,02n+1)), (10)

forall f € C*~1(V,L), n > 1, where ¥ means that element v is omitted.
With this coboundary operator the Yamaguti cochains form a complex

ol 53
cY(V,L) - C3(V,L) =5 C¥(V,L) — -~ -,

and 67" 0621 =0 forn=1,2,---.
Now, we provide a comparison between the coboundary operators 62'~! and 4% defined
by (4.20) using the Maurer-Cartan element T of the Lie 3-algebra (C*(V,L),I3).

Théoréme 0.0.12. Let T be an O-operator ona L.t.s (L,[-,-,-]) with respect to a representation
(V,0). Then we have
P= (=1 (1)

Next, we focus in the case of 3-Lie algebras and we introduce the concept of twisted relative
Rota-Baxter operator as an operator analogue of twisted r-matrices.

Let (g,[,-,-]y) be a 3-Lie algebra, (V,p) be a representation and H € €3;,,(3;V) be a 2-
cocycle in the cohomology complex of a 3-Lie algebra g with coefficients in V.

Definition 0.0.13. A linear map T : V — g is said to be a H-twisted relative Rota-Baxter
operator if T satisfies

[Tu, To, Tw|y = T (p(Tu, To)w + p(To, Tw)u + p(Tw, Tu)v + H(Tu, Tv, Tw)), (12)
forall u,v,w e V.

In the sequel, we recall the controlling algebra of 3-Lie algebras which is studied in [118].
Specifically, let g be a vector space and let us consider the graded vector space

C*(9,9) = ®n=0C"(9,9) = BuzoHom(A\’g® - - ® A*g Ag,g).
-

n

The degree of elements in C"(g,g) is defined to be n. Then the graded vector space C*(g,g)
equipped with the graded commutator bracket

[P, QlsLie = PoQ — (=1)"QoP, VP e CP(g,0),Q € C(g,9), (13)
is a graded Lie algebra, with PoQ € CP"(g,g) defined by
(POQ) (X1,~ o rXerl]/x)

P
= Z(_l)(kil)q Z (_I)UP(XU(‘I)/"' Ixa'(kfl)lQ(XU'(k)/"' rXa(kJrqfl)/karq) /\yk+q/3{k+q+1r"'/3{p+q/x)

p
+ Y (DEYT N () TPy Xty Xkrg A Qo)+ B (hrg—1) Yikrq) Bicrg1 e Epig X)

k=1 ceS(k—1,q)
+ Z (71)pq(71)(7p(x(7(1)/”'/Xa(p)/Q(Xa(erl)/"'/XU(erqfl)/XU(pqu)/x))/
veS(pg)

where ¥; = x; Ay; € A%g,i=1,2,---,p+qgand x € g.

Atef Hajjaji 17-



Summary in English

Proposition 0.0.14. Let g be a vector space. Then 7w € C'(g,q) = Hom(A3g, g) defines a 3-Lie algebra
structure on g if and only if 7t is a Maurer-Cartan element of the graded Lie algebra (C*(g,9), [+, |3Lic),
i.e. it satisfies the Maurer-Cartan equation |71, 7t|31; = 0. Moreover, (C*(g,9), [, |3Lie,dx) is a diffe-
rential graded Lie algebra, where d is defined by

dr:= (7T, |3Lic- (14)

In this thesis, we construct an L.-algebra whose Maurer-Cartan elements are H-twisted
relative Rota-Baxter operators on 3-Lie algebras. Such characterization of H-twisted relative
Rota-Baxter operator T allows us to introduce a cohomology of T. Next, we show that the
cohomology of T is equivalently described by the Chevalley-Eilenberg cohomology of V with
coefficients in a suitable representation on g.

Let (V,p) be a representation of a 3-Lie algebra (g,[-,,-]4) and let 7 be a 2-cocycle in the
cohomology of g with coefficients in V. For convenience, we use 7 : A®g — g to indicate
the 3-Lie bracket on g. Then 7 + p + H corresponds to the semi-direct product 3-Lie algebra
structure on g @ V given by

x+u,y+v,z4+wly=[xyzl+ e y)w+p(z,x)v+ p(y,z)u+ H(x,y,z). (15)

Therefore, we have
[T+p+H, 7+ p+ H|se =0.

Consider the graded vector space

C*(V,g) = ®u>0C"(V,g) = ®p>oHom(A2V @ --- @ A2V AV, g).

n>0
Define
I3:C"(V,g) x C"(V,q) x CP(V,g) — C" PV g),
I4:C"(V,g) x C*(V,g) x CP(V,q) x C1(V,g) — C"HHratl(y g)
by

I3(P,Q,R) =[[[7t + p, PlsLie, QlsLies Rl3Lics
14(P,Q,R,S) =[[[[H, Plarie, Ql3Lies Rl3Lie, S]3Lic-

Théoreme 0.0.15. Let (V,p) be a representation of a 3-Lie algebra (g,[-,,]5) and H be a 2-
cocycle in the cohomology of g with coefficients in V. Then the graded vector space C*(V,g) is
an L-algebra with

h=05L=0, B(,), L) (16)
and higher brackets are trivial. A linear map T : V — gis a H-twisted relative Rota-Baxter opera-
tor if and only if T is a solution of the Maurer-Cartan equation of the Lo-algebra (C*(V,g),13,14),
ie.

1 1
5 B(TT.T) + la(T,T,7,T) = 0.

The above characterization of a H-twisted relative Rota-Baxter operator T allows us to
define a cohomology associated to T. More precisely, we define
Ci(V,g) = Hom(A*V ® --- ® A2V AV,q), for n > 0 and the differential operator dr : C2(V,g) —

n>0

CitY(V,g) by

dr(f) = 3BT, T.0) + (T TT,f), fECHV,0) 17)
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The corresponding cohomology groups are

Zy(V,9) _ {f € CHV.0)ldr(f) =0}
Br(V.a)  {dr(g)lg € Cr 7' (V,0)}
Now, we introduce a new algebraic structure called a 3-NS-Lie algebra which can be

considered as the sub-adjacent algebraic structure of a H-twisted relative Rota-Baxter on the
3-Lie algebra g.

H(V,g) =

Definition 0.0.16. A 3-NS-Lie algebra is a vector space A together with trilinear operations
{410 : @A — A satisfying the following identities

{x1,x2, %3} = —{x2,x1,%3}, (18)
[[xa(l)rxa(Z)/xv(S)ﬂ = €((T) [[xlf X2, X3H, Vo € S5, 19)
{x1,x2,{x3,x4,x5}} — {{xl,xz,x3}c,x4,x5} = {[[x1,x2,x3]], x4, x5} + {x3,{x1,x2,x4}c,x5}

+ {x3, [[x1,x2,x4]], x5} + {x3,x4,{x1,%2,x5}}, (20)

{{x1, %0, 23}, x4, x5} + {[[x1,%2, %3], x4, x5} = {1, %2, {x3, %4, X5} } + {x2, %3, {x1, %4, %5} }
+ {x3,x1,{x2,%4,x5} }, (21)

([x1, %2, [x3, x4, x5 ]| + {x1, 22, [[x3, %4, x5} = [[[x1, 22, X3], x4, x5]] + [[x3, [x1, X2, Xa]+, X5]]
+{[x3, x4, [x1, %2, 5] ]| + {24, x5, [x1, %2, %3]} + {x5, %3, [[x1, %2, xa]| } + {23, x4, [x1, %2, x5]|},  (22)

forallx; € A, 1<i<5.
Here {x1,x5,x3}C = {x1,%2, %3} + c.p.(x1,%2,%3) and [x1,x2, %3]« = {x1,%2,x3}C + [[x1, 22, x3].

Remark 0.0.17. If the trilinear operation {-,-,-} in the above definition is trivial, one gets that
(A,[[,-,-]]) is a 3-Lie algebra. On the other hand, if [[-,-,-]] is trivial then (A, {-,-,-}) becomes
a 3-pre-Lie algebra. Thus, 3-NS-Lie algebras are a generalization of both 3-Lie algebras and
3-pre-Lie algebras (For more details about 3-pre-Lie algebras, see [20]).

Théoreme 0.0.18. Let (g,[-,-,]q) be a 3-Lie algebra, (V,p) be a representation and H €
C3;,.(g;V) be a 2-cocycle. Let T : V — g be a H-twisted relative Rota-Baxter operator. Then
there is a 3-NS-Lie algebra structure on V given by

{u,v,w} =p(Tu, To)w, [u,v,w] =H(Tu, Tv,Tw), Yu,v,w € V. (23)

The last part of this thesis is devoted to the study of ternary Jordan algebras. We introduce
a notion of Relative Rota-Baxter operators of a ternary Jordan algebra. An analogue of the
Jordan Yang-Baxter equation (JYBE) in a ternary Jordan algebra and some bilinear forms on
ternary Jordan algebras satisfying certain conditions are given as follows.

Letr=Y,x,®y; € J ®J and (J,][,-,]]) be a ternary Jordan algebra. Set

1’12:in®yi®1®1€j®4/ 713:in®1®yi®1€j®4, 714=in®1®1®yiej®4,
i : -

=) 1oxey®le ™, m=)loneloyed™, m=)10lexnay el
i : -

where 1 is a unit element if (7, [[-,-,-]]) is unital or a symbol playing a similar role of the unit
for the nonunital cases. The operation between three 7;; is in an obvious way. For example

([r12,713,114]] = Z[[xi/sz ] @y @ Yi © Yk,
ijk

(712,723, 724]] sz yl,x],xk ]® Yi @Yk,
i,jk
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([13,723,734]] sz ® X @ yzry]/xk]] @ Y
i,jk

([r1a,r24,734]) = Y% ® % @ % @ [[yi, 7, v ])- (24)
ik

Note that Eq.(24) is independent of the existence of the unit.
In addition, we define an exchanging operator o1, : J ® J — J ® J by

m(x®y)=y®x, Vxr,ye J. (25)

Atensorr € J ® J is called symmetric (skew-symmetric respectively) if r = 012(r) (r = —o2(7)
respectively).

Definition 0.0.19. Let 7 be a ternary Jordan algebra and r € J ® J. The equation

[r12,713,714]] — [[112,723,724]) 4 [[113,723,734]] — [[r14,724,734]] = O (26)
is called the standard form of the ternary Jordan Yang-Baxter equation (JYBE).

Let J be a vector space, any r € J ® J can be identified as a linear map from the dual
space J* to J in the following way :

(Cnr)=(E@n) xi®y) =) (5x)ny)
= r(n), VemeT", (27)

where (-, ) : J* x J — K is the ordinary canonical pairing between the vector space J and
the dual space J*, which allows us to identify J with J* by the pairing

¢(x) =(¢x)=(x8),Vee T xeJ.

The tensor r € J ® J is called non-degenerate if the above induced linear map given by Eq.
(27) is invertible. Moreover, any invertible linear map T : J* — J induces a nondegenerate
bilinear form B on J by

B(xy) = (T (x)y), Vxy € J. (28)

Furthermore, T is called symmetric (resp. skew-symmetric) if the induced bilinear form B is
symmetric (resp. skew-symmetric). Since T can be also regarded as an element in J ® J by
Eq.(27), both the symmetries or skew-symmetries of T coincide obviously.

Now, Eq. (26) gives the tensor form of ternary (JYBE), what we will do next is to replace
the tensor form by a linear operator satisfying some conditions.

Théoréme 0.0.20. Let (7,[,-,-]]) be a coherent ternary Jordan algebra and r € J ® J be
skew-symmetric. Then r is a solution of the ternary (JYBE) if and only if 7 satisfies

[ (&), r (), (V)] = V(ﬂdf(g),r(q)(ﬂ +ady) ) () + ﬂdf(y),r(g)(ﬂ))/ Ve yeJdr  (29)

Now, we introduce the notion of a relative Rota-Baxter operator on a ternary Jordan algebra.

Definition 0.0.21. Let (J,[[-,-,-]]) be a ternary Jordan algebra and (V,p) a representation. A
linear operator T : V — 7 is called a relative Rota-Baxter operator associated to (V,p) if it
satisfies

[Tu, Tv, Tw]] = T(p(Tu, To)w + p(Tv, Tw)u + p(Tu, Tw)v), Yu,o,we V. (30)
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We further give the following interpretation of the invertible skew-symmetric solutions of
the ternary (JYBE).

Théoréme 0.0.22. Let (7, [, -,-]]) be a coherent ternary Jordan algebra. Let (V,p) be a repre-
sentation of J and (V*,p*) its dual representation. Then T is a relative Rota-Baxter operator of
J associated to (V,p) if and only if

r=T— 0’12(T)

is a skew-symmetric solution of the ternary (JYBE) in the coherent semi-direct product ternary
Jordan algebra [J »<,- V*.
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L’objectif de cette these est d’étudier les opérateurs de Rota-Baxter relatifs dans le cadre
des algébres ternaires de type Lie et de type Jordan, en se concentrant sur trois structures
principales : les algebres 3-Lie, les systémes triples de Lie, et les algebres de Jordan ternaires.
L’étude porte sur leurs structure, cohomologie, déformations, ainsi que sur leur lien avec les
équations de Yang-Baxter.

Algebres ternaires. Les structures algébriques n-aires, et en particulier les structures
algébriques ternaires, sont apparues naturellement dans divers domaines de la physique
théorique, des mathématiques et du traitement des données. En effet, les progres en physique
théorique, notamment en mécanique quantique, et la découverte de la mécanique de Nambu
[111], ainsi que les travaux d’Okubo sur ’équation de Yang-Baxter, ont donné une impulsion
significative au développement des algebres n-aires [115]. Les opérations n-aires ont d’abord
fait leur apparition a travers les matrices cubiques introduites au XIXe siecle par Cayley,
puis réétudiées et généralisées par Kapranov, Gelfand, Zelevinsky et Sokolov. Une autre
motivation récente pour 1'étude des opérations n-aires provient de la théorie des cordes et
des M-branes, impliquant naturellement une algebre a opération ternaire appelée algebre de
Bagger-Lambert [25]. Des centaines d’articles sont consacrés a l'algébre de Bagger-Lambert.
Pour d’autres applications physiques, voir les Références [1,29, 84, 85] et [122].

Les systémes triples de Lie sont issus de la recherche sur les espaces symétriques [38] et
sont considérés comme la premiere généralisation conceptuelle des algebres binaires. Jacobson
a été le premier a étudier ce systeme de maniere algébrique et I’a nommé systeme triple de
Lie [76]. Lister a construit une théorie de structure des systemes triples de Lie dans [98]. La
théorie des représentations des systemes triples de Lie a été donnée dans [74]. Les systémes
triples de Lie sont des structures algébriques trés importantes et ont des liens étroits avec de
nombreuses autres structures algébriques, telles que les algebres de Nambu [47], les algebres
de Leibniz, les algebres de Jordan [32] et les algebres de Lie [128]. D"une part, un systeme triple
de Lie est une algebre de Nambu spéciale. D’autre part, il existe une structure d’algébre de
Leibniz sur 'espace des objets fondamentaux. Les systemes triples de Lie jouent également un
role important dans 1’analyse numérique des équations différentielles [107]. Voir [147] pour
I’étude des sous-systemes des systémes triples de Lie nilpotents et résolubles.

La notion d’algebre de Jordan est apparue en 1934 comme la structure algébrique sous-
jacente pour certains opérateurs en mécanique quantique [77]. Depuis lors, la théorie des
algebres de Jordan a été développée, non seulement dans des aspects purement algébriques,
mais aussi en lien avec d’autres sujets et applications. Une question connexe a été la tentative
de généraliser la structure des algebres de Jordan au cas des algebres a multiplication n-aire,
avec un accent particulier sur le cas ternaire. Principalement, ces généralisations incluent les
systémes triples de Jordan (comme dans [34] et [67]), mais aussi d’autres versions ternaires (par
exemple, [35]). Récemment, en tant que généralisation des algebres de Jordan, Kaygorodov,
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Pozhidaev et Saraiva ont donné la définition des algebres de Jordan n-aires en suivant une
approche différente dans [82].

Opérateurs de Rota-Baxter et équations de Yang-Baxter. L'équation classique de
Yang-Baxter (CYBE) est apparue pour la premiére fois dans I'étude de la théorie de la diffusion
inverse [59, 60]. Elle est également un cas particulier du crochet de Schouten en géométrie
différentielle, introduit en 1940 [125]. Elle peut étre considérée comme une "limite classique"
de I’équation quantique de Yang-Baxter [30]. Elle joue un role crucial dans de nombreux
domaines tels que la géométrie symplectique, les systemes intégrables, les groupes quantiques,
la théorie quantique des champs, etc. (voir [43] et les références qui y sont citées). Le systeme
de Yang-Baxter est devenu un sujet important en mathématiques et en physique mathématique
depuis les années 1980.

Les opérateurs de Rota-Baxter sur les algebres de Lie ont été découverts indépendamment
comme la forme opérateur de I’équation classique de Yang-Baxter (CYBE), nommée d’aprés les
physiciens. La (CYBE) est issue de 1’étude de la théorie de la diffusion inverse dans les années
1980 et a été reconnue comme la "limite semi-classique” de I’équation quantique de Yang-
Baxter [28,143]. L’étude de la (CYBE) est également liée aux systémes intégrables classiques et
aux groupes quantiques [43].

Une approche importante dans 1’étude de la (CYBE) a été I'interprétation de sa forme tenso-
rielle originale sous diverses formes opératoires qui, avec la méthode bien connue de Belavin
et Drinfeld [31], s’est avérée efficace pour fournir des solutions de la (CYBE). Semonov-Tian-
Shansky [126] a montré pour la premiere fois que, s’il existe une forme bilinéaire symétrique
invariante non dégénérée sur une algebre de Lie g, alors une solution antisymétrique r de la
CYBE peut, de maniere équivalente, étre exprimée comme un opérateur linéaire R : g — g
satisfaisant 'identité :

[R(x),R(y)]g = R([R(x),ylg + [x,R(y)]y), Vxy€<q,

qui est ensuite considérée comme une forme opératoire de la (CYBE). Cette approche a été
élargie de maniére plus générale par Kupershmidt [91] en généralisant la notion d’opérateurs
de Rota-Baxter aux O-opérateurs, plus tard également appelés opérateurs de Rota-Baxter
relatifs et opérateurs de Rota-Baxter généralisés [117,138].

Afin d’étudier les solutions de 1’équation classique de Yang-Baxter des algebres 3-Lie, la
notion d’un opérateur de Rota-Baxter relatif (également appelé O-opérateur) sur une algebre
3-Lie par rapport a une représentation a été introduite dans [20]. Un opérateur de Rota-Baxter
relatif sur une algebre 3-Lie par rapport a la représentation adjointe est exactement I'opérateur
de Rota-Baxter sur une algebre 3-Lie introduit dans [19]. Veuillez consulter [24] ainsi que le
livre [70] pour plus de détails et d’applications sur les opérateurs de Rota-Baxter.

Cohomologie et déformations. L'étude des déformations d’une structure algébrique a
commencé avec les travaux de Gerstenhaber [65] pour les algebres associatives. Nijenhuis et
Richardson ont étendu cette étude aux algebres de Lie [112]. Les déformations des algebres
3-Lie mentionnées précédemment ont été étudiées dans [62], et celles des systemes triples de
Lie ont été développées en 2004 par Kubo et Taniguchi [90]. Récemment, les déformations de
certains opérateurs, des morphismes et des opérateurs de Rota-Baxter (O-opérateurs) ont été
profondément étudiées [10,48,61,103,132,145].

La cohomologie est un outil utile pour associer des invariants a une structure mathématique.
En particulier, la cohomologie contrdle les problémes de déformations et d’extensions des
structures algébriques correspondantes. La cohomologie de diverses structures algébriques,
telles que les algebres associatives, les algebres de Lie, les algebres de Leibniz, les algébres
pre-Lie, les algebres n-Lie, sont bien connues. Récemment, la cohomologies des opérateurs de
Rota-Baxter (O-opérateurs) sur une algebres de Lie et une algebre associative a été développée
dans [48,132] respectivement.

Atef Hajjaji 23-



Introduction

Organisation de la thése. Dans ce travail de these qui est divisé en cing chapitres, on
distingue deux grandes classes d’algebres ternaires, les algebres ternaires de type Lie (algébres
3-Lie et systemes triples de Lie, ...) et les algebres ternaires de type Jordan.

Dans ce premier chapitre, on présente des généralités sur les algebres de Lie et les algebres
Lie-admissibles illustrées par des exemples. On débute par une introduction aux algebres
de Lie, en abordant leurs principales propriétés telles que les sous-algebres, les idéaux, les
morphismes, les dérivations, les représentations et le produit semi-direct. La cohomologie de
Chevalley-Eilenberg ainsi que la théorie des déformations y sont également traitées. Enfin, on
aborde la notion d’opérateurs de Rota-Baxter et leur role important dans la dendrification des
algebres de Lie en d’autres structures algébriques.

Le deuxiéme chapitre est dédié a 1'introduction des algebres ternaires de type Lie, qui
sont une généralisation des algebres de Lie ordinaires au cadre ternaire. Il se concentre princi-
palement sur deux types d’algebres ternaires de type Lie : les algebres 3-Lie et les systemes
triples de Lie. On y présente des notions générales, accompagnées de quelques exemples fon-
damentaux, ainsi que la cohomologie de Takhtajan pour les algebres 3-Lie, la cohomologie de
Yamaguti pour les systemes triples de Lie, et la théorie des déformations. Ensuite, on rappelle
la définition des L-algebres, en particulier celle des 3-algebres de Lie, qui sera utile dans le
quatrieme chapitre pour caractériser, a I'aide des éléments de Maurer-Cartan, les opérateurs de
Rota-Baxter relatifs aux systemes triples de Lie. Enfin, on aborde la construction de Voronov a
travers la théorie des crochets dérivés supérieurs, qui est un outil précieux pour construire des
L.-algebres.

Le troisieme chapitre a pour objectif d'introduire une algebre de controle pour les systémes
triples de Lie et de 'appliquer a la théorie de la cohomologie existante de Yamaguti. Il est
observé qu'un systeme triple de Lie peut étre considéré comme une algebre de Nambu ternaire
ou une algebre 3-Leibniz, tandis que 'algebre de controle des algebres de Nambu a déja été
établie dans [118]. Cela nous a motivé a résoudre ce probléme en identifiant une sous-algéebre
de I’algebre de Lie graduée décrite dans [118]. On valide cette approche en démontrant que
'opérateur cobord de la cohomologie d"un systeme triple de Lie avec coefficients en lui-méme
peut étre décrit a travers cette structure d’algebre de controdle. Par ailleurs, on introduit la
notion d’opérateur de Rota-Baxter relatif sur les systémes triples de Lie et on construit une
3-algebre de Lie, qui constitue un cas particulier des L-algebres, dans lequel les éléments de
Maurer-Cartan sont des opérateurs de Rota-Baxter relatifs. Cette construction nous permet de
définir la cohomologie de Yamaguti pour un opérateur de Rota-Baxter relatif. Ensuite, on étudie
les déformations des opérateurs de Rota-Baxter relatifs d'un point de vue cohomologique,
en déterminant la classe d’obstruction a une déformation extensible d’ordre , ainsi que les
liens entre la cohomologie des opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur les algebres de Lie et les
systémes triples de Lie associés.

Dans le quatrieme chapitre, on introduit la notion d’opérateur de Rota-Baxter relatif twisté
sur les algebres 3-Lie et on construit une L-algebre, dont les éléments de Maurer-Cartan sont
des opérateurs de Rota-Baxter relatifs twistés. Cela nous permet de définir la cohomologie de
Chevalley-Eilenberg d"un opérateur de Rota-Baxter relatif. Ensuite, on étudie les déformations
des opérateurs de Rota-Baxter relatifs twistés en termes de cohomologie. Le chapitre se conclut
par l'introduction de la structure de Nijenhuis dans les algébres 3-Lie (également appelées
algebres 3-NS-Lie), qui constitue la structure sous-jacente des opérateurs de Rota-Baxter relatifs
twistés.

Dans le dernier chapitre, on porte notre interét sur le concept des algébres ternaires de
Jordan, qui représentent une généralisation des algebres de Jordan au cadre ternaire. On
étudie la représentation des algebres de Jordan ternaires, ce qui nous permet d’introduire la
notion d’algebres de Jordan ternaires cohérentes. Puis, les opérateurs de Rota-Baxter relatifs
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des algébres de Jordan ternaires sont introduits et les solutions de 1’équation de Yang-Baxter
de Jordan ternaire sont discutées en impliquant des opérateurs de Rota-Baxter relatifs. Par
ailleurs, les algebres pre-Jordan ternaires sont étudiées comme la structure algébrique derriere
les opérateurs de Rota-Baxter relatifs. Enfin, les relations entre les algébres de Jordan ternaires
et les algebres de pre-Jordan ternaires sont établies et illustrées par des exemples.
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Chapitre

Généralités sur les algebres
non-associatives

Dans ce premier chapitre, on présente les définitions et les résultats principaux concer-
nant les algeébres de Lie ainsi que les structures non-associatives qui leur sont associées. On
commence par définir une algebre de Lie, en illustrant cette définition par des exemples
fondamentaux et des constructions classiques (telles que les sous-algebres, les idéaux, les mor-
phismes, les dérivations, les représentations et le produit semi-direct). On aborde ensuite la
classification des algebres Lie-admissibles ainsi que les concepts essentiels relatifs aux espaces
et aux algebres gradués. Par la suite, on rappelle la cohomologie de Chevalley-Eilenberg et la
théorie des déformations formelles des algébres de Lie, en établissant le lien entre ces deux
notions. On termine ce chapitre par un rappel des opérateurs de Rota-Baxter, en exposant cer-
taines de leurs propriétés et leurs applications, notamment dans la dendrification des algébres
de Lie en d’autres structures algébriques.

Dans toute cette these, on designe par K un corps commutatif de caractéristique zéro.

1.1 Algebres de Lie : Généralités et notions de base

Dans cette premiere section, on présente des généralités sur les algebres de Lie ainsi que
sur les structures algébriques non associatives qui leur sont associées, en fournissant des
exemples fondamentaux et une description des algebres Lie-admissibles. On aborde ensuite
les algebres graduées, qui seront essentielles tout au long de cette thése. Pour des informations
plus détaillées, on se référe aux ouvrages classiques sur la théorie des algébres de Lie et les
structures associées [73,79].

1.1.1 Définitions et quelques exemples

Définition 1.1.1. Une algebre non-associative est un couple (A, y) constitué d’un espace
vectoriel A et d’une application bilinéaire y: A ® A — A.

On dit que (A, i) est une algebre associative si :

u(p(x,y),z) = pulx,u(y,z)), VxyzeA. (1.1)

Définition 1.1.2. Une algebre de Lie est un couple (g, [-,-]5) constitué d’un espace vectoriel g et
d’une application bilin¢aire antisymétrique [+, ], : A’g — g satisfaisant :

(%, [y, zlglg + [V, [2,X]qlg + [z, [%,¥]g)g =0, Vx,y,z € g (identité de Jacobi). (1.2)
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Remarque 1.1.3. On dit que (g, [-,-]y) est une algebre de Lie de dimension # si g est un espace
vectoriel de dimension finie 7, sinon on dira que 1’algebre de Lie g est de dimension infinie.

Exemples 1.1.4. 1. Toute algebre associative (A, i) induit une algebre de Lie avec le com-
mutateur :

[yl = u(xy) = ply,x), Yx,y € A.
2. Soit g un espace vectoriel. Si [+, -]y = 0, alors le couple (g,0) est une algebre de Lie appelée
algebre de Lie abélienne.

3. L'espace vectoriel R® orienté par sa structure euclidienne canonique, et muni du crochet
[x,y] = x Ay pour x,y € R3, ot1 x A y est le produit vectoriel, est une algebre de Lie.

4. Soit g une espace vectoriel de dimension 2. Alors, pour toute application bilinéaire anti-
symétrique [, -]4 sur g a valeurs dans g, le couple (g, [-,-]) est une algebre de Lie. En effet
la condition de Jacobi est toujours, dans ce cas, satisfaite.

5. Soit sl (C) l'espace vectoriel des matrices d’ordre 2 de trace nulle. Le produit
[A,B] = AB— BA

est bien défini sur sly(C) car tr(AB — BA) = 0 dés que A, B € slp(C). Comme cette
multiplication vérifie 'identité de Jacobi, sl(C) est une algebre de Lie complexe de
dimension 3.

6. On considere l'algebre de Lie (g, [-,-]y) de dimension 3 dont les crochets non nuls relati-
vement a la base {ey,e;,e3,e4} sont donnés comme suit :

le1,e2]lg =2, [e3,e4]g = ea.

Définition 1.1.5. Une algebre de Leibniz (gauche) est un couple (g, [-,-]4) constitué d’un espace
vectoriel g et d’'une application bilinéaire [-, ] : ®%g — g satisfaisant :

[[x,y]g zlg =[x, [v,2lg)q + [[*,2]g,¥]g =0, Vx,y,z € g (identité de Leibniz). (1.3)
Remarque 1.1.6. Une algebre de Lie est une algebre de Leibniz.

Définition 1.1.7. Une algebre de Jordan est un couple (7,0) constitué d'un espace vectoriel J
et d’une application bilineaire o : ®27 — J satisfaisant :

Xxoy=yox, (1.4)
(x¥*oy)ox=x*0(yox), VxyeJ. (1.5)

Remarque 1.1.8. Les algebres associatives, les algebres de Jordan et les algebres de Lie sont
étroitement liées. En effet, toute algebre associative (A, ) munie du commutateur [x,y] =
u(x,y) — u(y,x) constitue une algebre de Lie. En outre, si 'on munit A de l’anti-commutateur
xoy=3(u(x,y) + u(y,x)), alors (A,o) devient une algebre de Jordan. D’autre part, selon les
travaux de I. Kantor, M. Koecher et J. Tits, il est possible de construire une algebre de Lie a
partir de toute algébre de Jordan grace a la construction KKT [80,87,137].

1.1.2 Sous-algebres de Lie, morphismes et dérivations

Définition 1.1.9. 1. Une sous-algeébre de Lie d'une algebre de Lie g est un sous-espace
vectoriel i de g qui est stable par le crochet [+, -], ¢’est & dire, si pour tout x,y € i, on a
[, 11]g C h. Bien évidemment, une sous-algebre de Lie est une algebre de Lie.
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2. Unidéal de g est un sous-espace vectoriel I de g tel que :
Vxeg Vyeh, [xylgeh.
En particulier, les idéaux sont des sous-algébres de Lie.

Exemple 1.1.10. Muni du crochet défini par le commutateur [A,B] = AB — BA, 'espace
M,,(C) des matrices est une algebre de Lie, notée gl,,(C). En effet, le crochet est bien bilinéaire,
antisymétrique et vérifie I'identité de Jacobi. Alors I'espace sl,(C) := {A € M, (C) | trA =0}
est un idéal de gl(n,C). En effet, la trace d'un commutateur est nulle.

Définition 1.1.11. Soient (g,[-,-|4) et (I1, [-,-]5) deux algebres de Lie. Une applicatin lineaire
f : g — hest dite morphisme d’algebre de Lie si elle vérifie :

f(xyle) = f(x). f(W)], Vryen (1.6)
Si de plus f est bijective, on dira que c’est un isomorphisme d’algebres de Lie.
Dans la suite, on donne un exemple de morphisme.

Exemple 1.1.12. Soit (g,[-,-];) une algebre de Lie. On note gl(g) ’ensemble des endomor-
phismes de g (noté End(g)) qu’on munit d"une structure d’algebre de Lie par le crochet défini
par la relation :

[f/8logy =fog—gof, Vfgecal(g)
L'application adjointe ad : g — gl(g), x — ad, qui est définie par :

adx(y) =[xyl Vy€u. (1.7)
est un morphisme d’algébres de Lie. En effet, elle est linéaire. Il reste a montrer qu’elle préserve
les crochets, c’est-a-dire que,

adjyy), = [adx,adyly ), VX,y € 9.

Pour tout x,y,z € g, I'identité de Jacobi et le caractere d’antisymétrie donnent

ad[x,y]g(z) = [[x,ylg,2]g
= —[ly,z]g, x|y — [[z/x]g, ¥]s
[x,2]

= [x,[y,2zlols — v, [x,2]s]s
= ady(ady(z)) — ad,(ad.(z))

- (adx oad, —ad, o ﬂdx) (2)

= [adx,ady]g[(g) (2).

Remarque 1.1.13. L'identité de Jacobi (1.3) peut étre écrite a 1’aide de I’application adjointe
comme suit :
ady[y,z]q = [adxy,z]g + [y,adz],.

Définition 1.1.14. Soit (g, [,-]5) une algebre de Lie. Une dérivation de g est un élément D €
End(g) vérifiant :
D([xyls) = [D(x),yls + [, D(y)ls, Vxy €.

Remarque 1.1.15. L'ensemble Der(g) des dérivations de g est un sous-espace vectoriel de
End(g). La composée D o D’ de deux dérivations D,D’ n’est pas une dérivation en géné-
ral (autrement dit, Der(g) n’est pas une sous-algebre de ’algebre associative End(g)), mais
[D,D']y(q) = Do D' — D' o D est encore une dérivation de g. Ainsi, Der(g) est une sous-algebre
de Lie de l’algebre de Lie gl(g).

Exemple 1.1.16. Par la Remarque 1.1.13, I'application adjointe ad, : g — g, y — ad,(y) est une
dérivation de l’algebre de Lie g.
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1.1.3 Algébres Lie-admissibles

Les algébres Lie-admissibles ont été introduites par A. A. Albert en 1948 [8]. Depuis,
les physiciens ont tenté d’adopter cette structure en remplacement des algebres de Lie. Par
exemple, 'importance des algeébres Lie-admissibles dans le cadre des particules libres est
bien établie, tout comme leur rdle en mécanique quantique classique (voir [109,110]). Pour
davantage de détails sur les algebres G-associatives, se référer a [68].

Définition 1.1.17. Une algebre Lie-admissible est une algebre (non-associative) (A, i) dont le
produit défini par :
Loyl =nloy) —plyx), VxyeA, (1.8)

est un produit d’algebre de Lie. Ceci est équivalent a dire que [+, -] vérifie le caractere d’antisy-
métrie et I'identité de Jacobi. Les algebres associatives et de Lie sont Lie-admissibles.

Dans ce qui suit, on explore d’autres algebres Lie-Admissibles. Tout d’abord, on fixe la
notation suivante : Soit 4, une application 3-linéaire sur A associée a u définie par :

au(x,y,z) = u(x,u(y,z) —u(p(x,y),z), VxyzecA.

On appelle a, I'associateur de .. Ensuite, on définit

S(x,y,z) :==a,(x,y,2) + a,(y,z,%) +a,(z,x,y).
Alors
S(x,y,2) = [u(xy), 2] + [y, 2),x] + [pu(z,x),y].

Proposition 1.1.18. Une algeébre non-associative (A, ) est Lie-admissible si et seulement si
S(x,y,z) =S(x,z,y), Vx,yz€A. (1.9)

Soit G un sous-groupe du groupe des permutations S3, une algebre binaire (A, u) est
appelée G-associative si :

Y (D) Dy, 1 (X2 Xo3)) — B (Xo(1), Xo(2)) s Xo3)) =0, (1.10)

ceG

oit x; € A et (—1)¢(%) est la signature du permutation ¢. La condition (1.10) peut étre écrite
comme suit :

Y (-1)*a, 00 =0, (1.11)

ceG

ol 0 (x1,X2,%3) = (X5(1),Xs(2),Xo(3))- Si ¢ est la multiplication d’une algebre Lie-admissible,
alors La condition (1.10) est équivalente au fait que le crochet défini par :

[yl = pu(xy) — puly,x) (1.12)

satisfait la condition de Jacobi qui est équivalente a

Y (=D D u(xoy, 1(xo2) Xo3)) — H(H(Xo(1), X(2)), Xo3) = 0.

TES;

Proposition 1.1.19. Soit G un sous-groupe du groupe des permutations Sz. Alors toute algebre
G-associative est une algebre Lie-admissible.
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Les sous-groupes de Sz sont G| = {Id}, Gy = {Id, 12}, Gs = {Id, 73}, Gs = {Id, 113},
Gs = {A3} et Gg = {S3}, oi1 A est le groupe alternatif et 7;; est la transposition entre i et j.
Alors, on obtient les types suivants d’algebres Lie-admissibles :

1. Les algebres Gq-associatives sont les algebres associatives.

2. Les algebres Gp-associatives sont les algebres symétriques gauche, c’est a dire vérifiant la
condition suivante :

n(u(xy),z) — pu(x u(y,z) = u(u(y,x),z) — uy, u(x,z)), Vxy,z€A. (1.13)

Les algebres symétriques gauche sont des exemples intéressants, pour diverses rai-
sons, d’algebres Lie-admissibles. Elles sont étudiées par exemple, dans la recherche des
connexions affines invariantes a gauche sur un groupe de Lie sans courbure ni torsion.
En effet, si un groupe de Lie H admet une telle connexion, son algebre de Lie g provient
d’une algebre symétrique gauche.

3. Les algebres Gs-associatives sont les algebres symétriques droite, encore appelées al-
gebres pre-Lie, c’est a dire vérifiant la condition suivante :

uu(x,y),z) — u(xp(y,z) = u(p(x,z),y) — plxu(zy)), Vyyze A (1.14)
Ces types d’algebres jouent un role important dans 1’étude des algebres de Gerstenhaber,
de la cohomologie de Hochschild ou méme dans I'étude des algebres de Rota-Baxter.

4. Les algebres Gy-associatives sont les algebres vérifiant la condition suivante :

w(p(x,y),z) — u(x,u(y,z) = u(u(zy),x) — u(z,uly,x)), Vx,y,z € A. (1.15)

5. Les algebres Gs-associatives sont les algebres vérifiant la condition suivante :

w(u(x,y),z) + u(u(y,z),x) + p(p(z,x),y)
=pu(x,u(y,2)) +uly, u(zx)) + u(z,u(xy)), xyzeA. (1.16)

Si la multiplication u est antisymétrique, alors la condition précédente est exactement
I'identité de Jacobi.

6. Les algébres Gg-associatives sont les algébres Lie-admissibles.

Exemple 1.1.20. On considere 1’algebre symétrique gauche (A, o) de dimension 3 dont les
crochets non nuls relativement a la base {ey,¢e;,e3} sont donnés comme suit :

€30¢€p =€, €30¢€3 = —¢€3.

Alors l'algebre de Lie induite par le crochet commutateur est définie relativement a la base
(e1,€2,€3) par :
[62,63] = —en.

1.1.4 Espaces et algebres gradués

Une graduation sur un espace permet d’exposer de maniére concise des propriétés valides
en chaque degré. Les calculs sont aussi facilités en travaillant avec des éléments homogenes
sur chaque composante. On considere la catégorie des espaces vectoriels Z-gradués : les objets
sont les K-espaces vectoriels Z-gradués V = @,c V', somme directe de sous-espaces V. Un
élément x de V appartenant a I'un des V' est dit homogene, et 1'on notera par i := |x| € Z son
degré.
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Pour deux espaces vectoriels gradués V et W, une application linéaire ¢ : V — W est dite
homogene de degré j si pour tout entier i, on a ¢(V?) C Wit/. Dans le cas gradué, on écrira
Hom(V,W)/ pour l’espace vectoriel de toute les applications linéaires homogenes de degré j,
et Hom(V,W) pour la somme directe de tous les Hom(V,W)/. Ainsi, Hom(V,W) est un espace
vectoriel gradué.

De la méme maniére, le produit tensoriel V@ W est gradué en posant : (VQW)' =
DBrez VFQ Wik, voir [102]. Le produit tensoriel de deux morphismes ¢ : V — W et ¢ :
V' — W' est défini a I’aide de la regle des signes de Koszul : pour tous éléments homogenes
xeVetyeV

(poy)(x®y) = (—1)"Fox) 2 p(y),

avec | de degré |¢|. On définit encore la transposition graduée. On définit encore la transposi-
tion graduée 7: VO W — W ® V par:

T(x®y) = (-1 (yex).

Définition 1.1.21. Une algebre (associative) graduée (A, u) est un espace vectoriel gradué
A muni d’'un morphisme d’espaces gradués y : A® A — A de degré zéro, i.e. vérifiant
ATAT C AT

Définition 1.1.22. Une algebre (g, [-,-]) est une algebre de Lie Z-graduée si :

— g est une algebre graduée, c’est a dire, est une somme directe des sous-espaces vectoriels,
g = Dpez 9y telle que [gy,9] C gp+g,
— le crochet [+, -] dans g est antisymétrique graduée, c’est a dire,

oyl =—(=)"y,x], Vxegp yegy
— l'identité de Jacobi graduée est vérifiée :

([ yl2l =[x [y, 2] = (=1)"y, [x,2]], Vxegpyecg, zen.

1.2 Algebres de Lie : Cohomologie et déformations

Historiquement, la cohomologie de Chevalley-Eilenberg a été introduite des 1929 dans les
travaux de Cartan, qui portaient sur la topologie des groupes de Lie et des espaces homogenes,
s'inspirant des méthodes de Rham [39]. Chevalley et Eilenberg ont ensuite généralisé ce concept
a la cohomologie a valeurs dans un module quelconque [40]. En 1964, Gerstenhaber a introduit
les déformations formelles d’anneaux et d’algebres [65], fournissant un outil pour déformer
les structures algébriques, basé sur les séries formelles. Les déformations d’algebres de Lie,
quant a elles, trouvent leurs origines dans les travaux de Nijenhuis et Richardson [113,114],
qui démontrent que les résultats obtenus par Gerstenhaber pour les algebres associatives ont
des analogues pour les algebres de Lie, en utilisant la cohomologie de Chevalley-Eilenberg.
L’'intérét pour les déformations a augmenté avec le développement des groupes quantiques,
liés a la mécanique quantique [26]. Des exemples de groupes quantiques peuvent étre obtenus
par déformation de l’algebre enveloppante d"une algébre de Lie.

1.2.1 Représentations et Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Cette partie offre un rappel concis de la notion de représentation, ainsi que la théorie de la
cohomologie de Chevalley-Eilenberg pour les algebres de Lie (voir [40,73]).

Atef Hajjaji -33-



Chapitre 1. Généralités sur les algebres non-associatives

Définition 1.2.1. Une représentation d’une algebre de Lie (g, [-,+]4) est un couple (V,p), ou V
est un IKK-espace vectoriel et une application linéaire p : g — gl(V) telle que :

p([xylg) =p(x)p(y) —p(y)p(x), Vxy€Eug.

Autrement dit, p est un morphisme d’algebres de Lie. Dans ce cas, on dit aussi que V est un
g-module.

Remarques 1.2.2. 1. SiKer(p) =0, on dit que p est fidele.

2. Sidim(E) < oo, on dit que p est de dimension finie.

3. La représentation triviale de (g, [-,+]5) dans un espace vectoriel V est la représentation p
définie par p(x) =0, Vx € g.

4. La représentation adjointe d’une algebre de Lie (g,[-,-]5) est la représentation (g,ad)
définie par:ad: g — gl(g); x — ady tel que Vx € g, ad, 1y € g — [x,y]y € 9.

Proposition 1.2.3. Soit (g,[,-]4) une algebre de Lie. Alors (V,p) est une représentation de g si et
seulement si (g® V, [, -]qev ) est une algebre de Lie, oi le crochet binaire |-,-]gev : N> (gD V) = gV
est donné par :

[x +u,y+v)gev =[xylg +o(x)v—p(y)u, Vxycg uveV. (1.17)

Définition 1.2.4. Un morphisme entre deux représentations (V,p) et (V’,p’) d’'une méme
algebre de Lie (g,[-,-]4) est la donnée d'une application linéaire ¢ : V — V' qui vérifie :

pop(x)=p'(x)og, Vxeu.

Lorsque ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels, on dit que les deux représentations sont
isomorphes.

Soient (g, [-,-]) une algebre de Lie et (V, p) une représentation. La cohomologie de Chevalley-
Eilenberg de g a coefficients dans V' est donnée par la cohomologie du complexe de cochaines
({Cl.. (9, V) }n>0,0"), otr C},,(9,V) = Hom(A"g, V), pour n > 0 et I'opérateur différentiel
6" :Cr(g,V) — CJt1(g, V) défini par :

n+1

(O2ef) (31 dnn) = ) (1) p(x) f (e, Ty X1

i=1
+ Z (—1)i+jf([xi,xj]g,x1,...,J?Z-,...,J?j,...,an), (118)

1<i<j<n+1
ot le chapeau (™) indique que 1’on omet le terme.
Proposition 1.2.5. Cet opérateur différentiel vérifie 5%t o 6%, = 0, pour n > 0.

Ainsi, grace a la proposition précédente, on obtient le n-ieme groupe de cohomologie de
Chevalley-Eilenberg a valeurs dans V :

Lie(8, V) = 21,,(9,V)/Bl;,(3,V), n >0,

avec 21 (g, V) :== {f € CI..(3,V), 8l:(f) = 0} = Ker(6z) est 'espace des n-cocycles et
Bj,(a,V) = {f € C,,(a,V), 3¢ € C};, (9, V), 65" (g) = f} = Im(6%;") est I'espace des n-
cobords.

En particulier :
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— ¢ € CL.(g,V) est un 1-cocycle par rapport a la cohomologie de Chevalley-Eilenberg
de l'algebre de Lie (g, [-,-]4) a coefficients dans V, cela signifie que ¢ : g — V est une
application linéaire satisfaisant :

p(x)p(y) —p(y)p(x) — ¢([x,yly) =0, Vxyeaq. (1.19)

— ¢ € C2,(g,V) est un 2-cocycle par rapport a la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de
l’algebre de Lie (g,[-,-]q) a coefficients dans V, cela signifie que ¢ : g A g — V est une
application bilinéaire satisfaisant :

0(x)p(y,2) + p(W)¢(z %) +0(2)¢(x,y) + @(x, [y, 2lg) + ¢y, [2.x]g) + ¢(2 [x,y]y) =0,  (1.20)

pour tout x,y,z € g.

Remarque 1.2.6. Si (g, [-,-]) est une algebre de Lie et (g,ad) est la repésentation adjointe, alors
le crochet [+, ]; est un élément de C?,,(g,g), I'algebre de Lie g étant vue comme un module sur
elle-méme et dans ce cas la cohomologie obtenue est appelée la cohomolgie adjointe.

Une autre approche pour introduire 1'opérateur différentiel repose sur 1'utilisation du
crochet de Nijenhuis-Richardson [114], ce point de vue permet d’avoir des formules plus
condensées et s’avere fécond en pratique. Soient ¢ € Hom(A"g,g) et € Hom(A™g,g), on
définit ¢ o y € Hom (A"t~ 1g,q) par:

$po 1[J(x1, T /xn+m71) = Z (P(lp(xo(l)/ T /xtf(m))/xa(erl)/ T Ixa(n+m71))/
Sh(n,m)

avec
Sh(n,m)={c € Spym-1,0(1) <---<o(m)etoc(m+1)<---<on+m—1)}.

On peut alors définir le crochet de Nijenhuis-Richardson par :

[ ¥lnr =¢op— (-1)" V" oy, (1.21)
Avec ce dernier, (Hom(A"g,g)),>0 devient une algebre de Lie graduée.

Proposition 1.2.7. Soit (g, |-, -]q) une algeébre de Lie. Avec les notations ci-dessus, on a
0te® = [[/-]a, PInr-

1.2.2 Déformations formelles des algébres de Lie

Soit g un K-espace vectoriel. Soit K[[t]] I’anneau des séries formelles en une variable ¢
a coefficients dans K et g[[t]] 'espace formel en t & coefficients dans g, (g[[t]] est obtenu en
étendant le domaine des coefficients de g de K a K|[[t]]). Alors g[[t]] est un K][[t]]-module.
Lorsque g est de dimension finie, on a g[[t]] = g ®k K[[t]]. De plus g est un sous-module
de g[[t]]. Etant donné une application K-bilinéaire f : g x g — g, elle admet naturellement
une extension a une application K|[[t]]-bilinéaire f : g[[t]] x g[[t]] — g][[t]], c’est & dire que si

X =Ysoait ety =Y sobit!, alors f(x,y) = Lisg >0t f(ai,b)).

Définition 1.2.8. Soit (g, [-,-]5) une algebre de Lie. Une déformation formelle de g est donnée
par 'application K{[[t]]-bilinéaire [-,-]; : g[[t]] x g[[t]] — g[[t]] de la forme

o)=Y #11s

i>0
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ou chaque [-,-]; est une application bilinéaire [-,-]; : g X g — g (étendue pour étre K][t]]-
bilinéaire), [-,-]q = [-,-]o et satisfaisant aux conditions suivantes :
[x,y] = —[y,x]s, (antisymétrie) (1.22)
Oy, X [y,2]t]t =0, (identité de Jacobi). (1.23)

La déformation est dite d’ordre ksi [,-]s = Yoo [, ]

Remarque 1.2.9. L'antisymétrie de [, -]; est équivalente a I’antisymétrie de tous les [-,-];, pour
i>0.

Equation de déformation. I’équation (1.23) est appelée équation de déformation de 1'al-
gebre de Lie et est équivalente a :

Ux,y,z E tl+] [x/ [ylz]l]] = 0/
i>0,j>0

c’est a dire,

L # Oxyz ) o[y, 2lls-i =0,

s>0 i>0

ce qui est équivalent au systeme infini suivant obtenu en identifiant les coefficients de ¢

Oy Y [0 [y,2)ils-i =0, pours=0,1,2,--- (1.24)

i>0
En particulier, pour s = 0, on a Oy [x,[y,z]o]o = 0, qui est I'identité de Jacobi de g.

Théoreme 1.2.10. Soit [-,-]; une déformation formelle d'une algebre de Lie (g, [-,-]). Alors, I'élément
infinitésimal de la déformation [-, -]y est un 2-cocycle de la cohomologie de déformation.

Pour s > 2, I'équation (1.24) est équivalente a :

565([ ])X]/, - Z Qxyz Y,z ] ]

n—+m=s

_ 2 () Jn [ JmINr (%, y,2),  Vx,y,z€q,

n+m=s,n>0,m>0

ot [-,-]Nr est défini par I’équation (1.21).

Déformations équivalentes et triviales. Soient [-,]; et [, 1 deux déformations formelles
d’une algebre de Lie (g, [+, o), ot [, ]t = iz #'[ - Ji et [-,-]; = Lino [, Jyavec [ g = [ Jo =
[,]o-

Définition 1.2.11. On dit que [-,-]; et [-,-]; sont équivalentes sil existe un automorphisme formel
@i de g[[t]], s’écrivant ¢; = id + Y ;51 t'¢;, avec ¢; : g — g des applications K[[t]]-linéaires, tel
que

oo vyl = [oi(x), o:(W)]i, Yx,y,z €.

Une déformation [-,-]; est dite triviale si elle est équivalente a la déformation [-,-]? =

Lisot'[- ]}, avec [-,-]§ = [, Jget [, -]} =0 pouri > 1.

Définition 1.2.12. Soit (g, [-,]y) une algebre de Lie et [-,-]; un élément de Z7,,(g,9), le 2-cocycle
[-,-]1 est dit intégrable s’il existe une famille ([, -];)¢>0 telle que [-,-]; = Y50 t'[-, -]; définit une
déformation formelle de g.
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Définition 1.2.13. Une algebre de Lie est dite rigide si toute déformation est équivalente a la
déformation triviale.

Théoreme 1.2.14. Toute déformation non-triviale de [-,-|4 est équivalente a une déformation dont
I'élément infinitésimal n’est pas un cobord.

Dot si H7,,(g,9) = 0 alors toute déformation est équivalente a la déformation triviale.

Obstructions. Soit [-,-]; une déformation de [-,-], d’ordre k, c’est a dire, [-,-]; = Y5 o ], -]i-
L’objectif est d’étendre cette déformation d’ordre k en une déformation d’ordre k + 1, c’est a
dire de trouver [-,-Jy+1:9 X g — g tel que [-,-]; = [-,-]s + **1[-,-]s11 soit une déformation de

[+Ja-

Définition 1.2.15. Pour x,y,z € g, on pose :

Ob®(x,y,z) = ) Ouy,z [% [V, 2)m]n- (1.25)

n+m=k,n,m>0

Il est clair que Ob® € C3, (g,9). L'application Ob® est appelée cochaine d’obstruction a l’exten-
sion de la déformation [+, ];.

En utilisant le crochet de Nijenhuis-Richardson, I’équation (1.25) est équivalente a :

Ob3(['/']1/"'/['/']k)(x/yrz):% Y., (ol dmne(yz), Vryzeq.

n+m=k,n,m>0
1l est clair que ’application Ob® est un 3-cocycle.

Théoreme 1.2.16. Soit [-,-]; une déformation d’ordre k de [-,-|4. Alors, [-,-]; s’étend en une déformation
d’ordre k + 1 si et seulement si Ob> est un 3-cobord.

Corollaire 1.2.17. Si ’H%ie(g,g) = 0, toute déformation d’ordre k s’étend en une déformation d’ordre
k+1.

1.3 Algebres de Lie : Opérateurs de Rota-Baxter et structures asso-
ciées

Les opérateurs de Rota-Baxter sur les algebres de Lie ont été introduits pour la premiere
fois dans un article de B. A. Kupershmidt [91], ou1 ils sont présentés comme des opérateurs
analogues aux r-matrices classiques et aux structures de Poisson. Cependant, ces opérateurs
avaient également été mentionnés dans les travaux de G.-C. Rota [120] et de G. Baxter [27] dans
le contexte de la théorie des fluctuations des probabilités et de la combinatoire. Ils jouent un role
important dans les aspects algébriques de la renormalisation en théorie quantique des champs
[42]. De plus, les opérateurs de Rota-Baxter sur les algebres de Lie (ou les algébres associatives)
sont également liés a la séparation ou a la dendrification des structures algébriques, notamment
dans le cas des algebres symétriques gauche (ou des algébres dendriformes) [17,58]

1.3.1 Généralités sur les opérateurs de Rota-Baxter

Dans cette partie, on présente la définition d'un opérateur de Rota-Baxter de poids A
sur une algebre non-associative quelconque, tout en fournissant des exemples classiques
issus de l'algebre des fonctions continues sur IR, qui est associative mais pas nécessairement
commutative.
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Définition 1.3.1. Soit (A, ) une algebre non-associative et A € K. Une application linéaire
R: A — A est appelée opérateur de Rota-Baxter de poids A si elle vérifie :

u(R(x),R(y)) = R(u(R(x),y) + pu(x,R(y)) + Ap(x,y)), Vx,y € A (1.26)

L'identité (1.26) est appelée identité de Rota-Baxter et (4, -,R) désigne une algebre de Rota-
Baxter.

Définition 1.3.2. Soit (A,-) une algebre non-associative et A € K. Une application linéaire
D : A — A est appelée dérivation de poids A sur A si elle vérifie :

D(u(x,y)) = u(D(x),y) + u(x,D(y)) + Au(D(x),D(y)), Vx,y€ A. (1.27)

Remarques 1.3.3. — On suupose que A € K est un scalaire non nul et (A, u) une algebre
non-associative. Alors R est un opérateur de Rota-Baxter de poids A si et seulement si
A7IR est un opérateur de Rota-Baxter de poids 1.

— Soient (A, ) une algeébre non-associative, R : A — A une application linéaire inversible
et A € K. Alors R est un opérateur de Rota-Baxter de poids A sur A si et seulement si
R~! est une dérivation de poids A.

— Le cas ou A = 0, on appelle R opérateur de Rota-Baxter de poids zéro ou simplement
opérateur de Rota-Baxter.

Exemples classiques :

1. Intégration par parties : L'un des premiers résultats que ’'on aborde lors de I’enseigne-
ment ou de l’apprentissage du calcul différentiel et intégral est la formule de dérivation de
Leibniz, accompagnée de ses différentes variantes. En paralléle, on rencontre également
la formule d’intégration par parties au niveau intégral :

/Otf(x)dx/otg(x)dx = /Ot (/Oyf(x)dxg(y) + f(y) /Oyg(x)dx)dy. (1.28)

On définit I'opérateur d’intégration suivant: R : C(R) — C(R), f +— R(f)(t) = fotf(x)dx,
la formule précédente se réécrit :

R(fR(Z) = R(R(f)g+ fR(2))- (1.29)

Ainsi, en vertu de cette identité, I'opérateur intégral peut étre considéré comme un
opérateur de Rota-Baxter de poids zéro. Par conséquent, ’algebre des fonctions continues
sur R ( qui est associative mais pas nécessairement commutative ) constitue également
une algebre de Rota-Baxter, toujours de poids zéro.

2. Sommation de Riemann : On onsidére maintenant les sommes de Riemann associées a

un parametre A :
[x/A]—-1

Ri(f)x) = ¥ Af(nh). (130)
n=0
L'opérateur R, vérifie la relation :

RA(IRA(R) = R (Ra(£)g + FRA(R) +Af3), (131)

analogue de la formule d’intégration par partie (1.29) sur ’algebre associative des fonc-
tions continues de R, avec toutefois un terme correctif AR, (fg) qui correspond aux
termes diagonaux (f(nA) - g(nA)) du produit Ry (f)R,(g) et disparait, au moins lors-
qu’on travaille avec des fonctions suffisamment régulieres, dans la limite A — 0. Dans ce
cas, on dit que R est de Rota-Baxter de poids A.
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1.3.2 Dendrification des algebres de Lie

Cette section est dédiée a la dendrification des algebres de Lie en diverses structures
algébriques, telles que les algebres symétriques gauche, les algebres post-Lie et les algebres
NS-Lie, en recourant a différents types d’opérateurs de Rota-Baxter sur les algebres de Lie.
Parmi les références classiques concernant la théorie de la dendrification des algebres de Lie,
on trouve les ouvrages de Kupershmidt [91], Bai [17], Sheng [133] et Das [49].

Dans [91], Kupershmidt a introduit le concept d’opérateur de Rota-Baxter relatif associé a
une représentation quelconque (V,p). Il s’agit d’une application linéaire T : V — g vérifiant :

[T(u),T(v)]g=T(p(Tu)(v) — p(To)(u)), VuveV. (1.32)

En particulier , un opérateur de Rota-Baxter relatif sur g associé a la représentation adjointe
(g,ad) est un opérateur de Rota-Baxter de poids zéro sur g.

De plus, Bai [17] a proposé une construction d’algebre symétrique gauche sur V, considérée
comme la structure algébrique sous-jacente d'un opérateur de Rota-Baxter relatif sur I’algebre
de Lie g. Cette construction repose sur la multiplication bilinéaire suivante :

uov=p(Tu)(v), Yu,veV. (1.33)
Par conséquent, il existe une structure d’algébre de Lie sur V donnée par :
[u,0]r = p(Tu)v — p(To)u, Yu,veV. (1.34)

Définition 1.3.4. Soient (g,[-,-]4) et (Iy,[-,-]y) deux algebres de Lie et p : g — gl(Ir) une applica-
tion linéaire. On dit que p est une action de g sur i si (I1, p) est une représentation de (g, [-,-]4)
telle que :

p(x)[u,v]y = [p(x)u,v]y + [u,p(x)v]y, Vxe€g, u,velb. (1.35)
En particulier : si (g,ad) est la représentation adjointe de (g, [-,-]4), alors ad est une action de g

sur lui-méme.

Récemment, la notion d’opérateur de Rota-Baxter relatif de poids A € K associé a une
action p a été introduite dans [133] comme une généralisation de l'opérateur de Rota-Baxter
relatif classique présenté par Kupershmidt. Cet opérateur est défini comme une application
linéaire T : V — g vérifiant :

[Tu, To]g = T(p(Tu)v — p(To)u + Alu,v]y), Vu,v€ b (1.36)

Exemple 1.3.5. Un opérateur de Rota-Baxter realatif de poids A € K associé a I'action adjointe
ad est juste un opérateur de Rota-Baxter sur g de méme poids.

Définition 1.3.6. Une algebre post-Lie est un triplet (A, [-,-],>) constitué d’une algebre de Lie
(A,[-,+]) et d"une application bilinéaire > : ®*A — A satisfaisant :
x> y,z] = [x>yz] + [y, x>z, (1.37)
[x,y]>z=as.(x,y,z) —ass(y,x,2), (1.38)

ouasy(x,y,z) =x> (y>z) — (x>y) >z, pour tout x,y,z € A.

Remarque 1.3.7. Il est clair qu'une algebre post-Lie avec une structure d’algébre de Lie
abélienne se réduit a une algebre symétrique gauche. Si on définit L, : A — gl(A) par
L.(x)(y) = x>y, alors d’apres 1’équation (1.37), L, (x) est une dérivation sur (4, [-,-]).
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Proposition 1.3.8. Soit (A, [-,-],>) une algebre post-Lie. Alors le crochet
[xy] =x>y—y>x+[xy] (1.39)
définit une structure d’algebre de Lie sur A.

Soit (g,[,-]q) une algebre de Lie, p une action de g sur j, et T : i — g un opérateur de
Rota-Baxter relatif de poids A € K. Dans ce contexte, I’algebre post-Lie sur Iy est considérée
comme la structure algébrique sous-jacente d'un opérateur de Rota-Baxter relatif de poids
A € K sur l'algebre de Lie g, défini par les deux opérations bilinéaires suivantes :

[u,0] = Au,v]y, uvov=p(Tu)v, Vu,veElk. (1.40)
Par conséquent, une structure d’algebre de Lie sur Iy est définie par :
[u,0]7 = p(Tu)v — p(To)u + Alu,v]y, VYu,v€b. (1.41)

Soit (g, [-,-]4) une algebre de Lie, (V,p) une représentation, et H € Z?2, (g, V) un 2-cocycle
dans la cohomologie de Chevalley-Eilenberg. Dans [49], Das a introduit la notion d’opérateur
de Rota-Baxter relatif H-twisté, défini comme une application linéaire T : V — g qui satisfait a
la condition suivante :

[T(u),T(v)]g=T(o(Tu)v — p(To)u + H(Tu,Tv)), Vu,veV. (1.42)

Dans ce qui suit, on rappelle la définition d"une algebre NS-Lie, qui peut étre considérée
comme la structure algébrique sous-jacente d'un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté sur
l’algebre de Lie g.

Définition 1.3.9. Une algebre NS-Lie est un espace vectoriel g muni de deux multiplications
bilinéaires {-,-},[[,-]] : g X g — g, telle que [[-,-]] est antisymétrique, et satisfaisant les deux
identités suivantes :

H{oyhzt = {x vz} - Hyab 2k +{y {xzh + {[xyl) 2 =0, (1.43)

[ [y 2l + [y, [z, 2] + [z [0yl + {x [y 203 + {y) [z, 2003 + {2 [[x y]]} =0, (1.44)
ou [x,y]« = {x,y} — {y,x} + [[x,y]], pour tout x,y,z € g.

Remarque 1.3.10. Si la multiplication bilinéaire {-,-} définie précédemment est triviale, alors
(g,[[-,-]]) devient une algebre de Lie. Inversement, si [[-,-]] est trivial, alors (g,{-,-}) se trans-
forme en une algebre symétrique gauche. Par conséquent, les algébres de NS-Lie constituent
une généralisation des algebres de Lie ainsi que des algebres symétriques gauche. De plus, si
(g,{-,-},[[-,-]]) est une algebre NS-Lie, alors une structure d’algébre de Lie est donnée par le
crochet [+, ].

Proposition 1.3.11. [49] Soit H € C?(g,V) un 2-cocycle dans la cohomologie de Chevalley-Eilenberg
de (g,[-,-]q) a coefficients dans (V,p). Si T : V — g est un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté,
alors les opérations bilinéaires :

{u,0} =p(Tu)v et [u,v]) = H(Tu,Tv), Yu,v €V, (1.45)

permettent de définir une algébre NS-Lie sur V.
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Chapitre

Algebres non-associatives ternaires de
type Lie

Les algébres n-aires de type Lie, en particulier les algebres ternaires de type Lie, représentent
une généralisation des algébres de Lie au cadre n-aire. Deux interprétations de 'identité de
Jacobi donnent lieu aux deux principales généralisations :

— Les algebres n-Lie ot I'identité de Jacobi généralisée est vue comme le fait que les applications
adjointes (multiplications a gauche) soient des dérivations :

n
[xll e, Xn—1, [_1/1,' o /yn” = Z[]/lz‘ o /yi—ll [xll' ot /xl’lfl/yi]/yi—l—l/ te /yn]~
i=1

Il existe également d’autres types d’algebres n-aires associées aux algebres de Lie , suivant
le méme principe de généralisation, notamment les algebres n-Leibniz, qui représentent la
version non antisymétrique des algébres n-Lie, ainsi que les systémes triples de Lie, qui sont
partiellement antisymétriques.

— Les algebres de Lie généralisées, ot1 'identité de Jacobi est vue comme le fait que la somme
sur Sy,_1 des crochets imbriqués soit nulle :

Y. sgn(0)[Xe) e Xo(no1)s [Xo(m)r - s Xo@n1)]] = 0.
0€5, 1

Dans ce chapitre, on présente des notions générales et certaines propriétés fondamentales
de ces algebres. Dans la premiere section, on se concentre sur les systémes triples de Lie, en
abordant la théorie des représentations, le produit semi-direct, la cohomologie de Yamaguti et
les déformations formelles. Dans la deuxiéme section, on débute par introduire les algebres
3-Lie, en exposant leurs propriétés, leurs représentations et la cohomologie de Takhtajan, qui
sont des outils essentiels pour 'étude de ces algebres. Par la suite, on présente les constructions
principales en relation avec les algebres de Lie en utilisant la fonction trace. On conclue ce
chapitre en introduisant les L-algébres, en mettant particulierement I’accent sur les 3-algébres
de Lie et leurs éléments de Maurer-Cartan. Enfin, on rappelle I'approche de Voronov pour la
construction de ce type d’algebres.

2.1 Systemes triples de Lie : Définitions et cohomologie de Yamaguti
Dans cette section, on rappelle les définitions essentielles et les concepts fondamentaux liés

aux systémes triples de Lie, en présentant quelques résultats intéressants concernant leur lien
avec les algebres de Lie, voir [75,98,99, 144, 146].
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2.1.1 Définitions et notations

Définition 2.1.1. Un systeme triple de Lie est un couple (L,[-,-,-]) constitué d'un espace
vectoriel L et d’une application 3-lingaire |-, -, -] : (A2L) ® L — L satisfaisant :

[x,y.2) + [y,z,x] + [z,x,y] =0, (2.1)
[x1, X2, [x3, X4, X5]] = [[x1,%2, %3], X4, X5] + [x3, [x1, %2, X4], X5] + [x3, %4, [x1, %2, X5]], (2.2)
pour tout x; € L,1 <i < 4. On définit la multiplication & gauche £(x1,x3) € gl(L) par:

L(x1,%2)x = [x1,%2,X], (2.3)

pour tout x1,xp,x € L. Alors la derniére identité (2.2) peut étre écrite a ’aide de la multiplication
a gauche comme suit :

L(x1,x2)[x3,x4,%5] = [L(x1,X2) X3, X4, Xa] + [x3, L(x1,X2)Xa,X5] + [x3,%1, L(x1,%2)X5].

Un morphisme ¢ : (L,[-,-,-]) = (L, [-,-,-]) de systemes triples de Lie est une application
linéaire satisfaisant :

¢([xy,2) = [9().¢(1) ¢(2)] VxyzeL
Un isomorphisme est un morphisme bijective.

Remarque 2.1.2. Les systémes triples de Lie partagent I'identité fondamentale de Filippov avec
les algebres 3-Lie, mais leurs structures et leurs propriétés sont profondément différentes. Ils ne
satisfaitent pas la condition d’antisymétrie mais une sommation cyclique (2.1). Par conséquent,
les catégories des algebres 3-Lie et les systemes triples de Lie sont différents.

Exemple 2.1.3. Si L est1’espace K, des vecteurs colonnes sur KK, alors en considérant le produit
triple sur L défini par :
[x,y,z] =y'xz — x'yz, Vx,y€ L.

Alors (L,[,-,-]) est un systeme triple de Lie.

Exemple 2.1.4. On considere le systemes triple de Lie (L,[-,-,-]) de dimension 2 dont les
crochets non nuls relativement a la base {ej,e;} sont donnés comme suit :

[61,62,62] =e1.

Exemple 2.1.5. On considere les systémes triples de Lie (L,[,-,-]) de dimension 4 dont les
crochets non nuls relativement a la base {ey, ¢z, e3,e4} sont donnés comme suit :

[61,62,61] = é4.

Lemme 2.1.6. Soit (g,[-,-]) une algebre de Lie. On définit le crochet ternaire [-,-,-] : (A\*g) ® g — g
par :
[x,y.2] =[xyl 2]o, (24)

pour tout x,y,z € g. Alors (g, [-,-,-]) est un systeme triple de Lie

Lemme 2.1.7. Soient L un systeme triple de Lie et U un sous-espace vectoriel de L. Alors, U est un
idéal de L, si et seulement si, [U,L,L] C U.
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Remarque 2.1.8. Un systeme triple de Lie peut-étre considéré comme une version infinitésimale
d’un espace symétrique [99]. D’aprés le troisieme théoréme de Lie, a tout systéme triple de Lie
correspond un espace symétrique polyndmial, plus généralement, tout morphisme de systemes
triples de Lie provient d'un morphisme des espaces symétriques polyndmiaux associés.

Dans [98], Lister a approfondi 1’étude des systémes triples de Lie en dimension finie.
Beaucoup de résultats ont été transmis aux systeémes triples de Lie a travers les algebres
de Lie, notamment en ce qui concerne les systémes triples de Lie résolubles, nilpotents et
semi-simples [75,98].

Lemme 2.1.9. Soit L un systeme triple de Lie. On pose U le sous-espace vectoriel de End(L) engendré
par l'ensemble { L(x,y), x,y € L}. Alors, U est un idéal de Der(L).

Théoreme 2.1.10. (Construction d’une algebre de Lie a partir d'un systéme triple de Lie)
Soit L un systeme triple de Lie. g une sous algebre de Der (L) qui contient U = {L(x,y), x,y € L} et
Z(g,L) =gPL. Alors

— ZL(g,L) est une algebre de Lie oi1 le crochet de Lie est donné par :

(X, Y]=[f, 8]+ L(xy) ® fx—gy,

pourtout X =f+x,Y=g¢g+y, f,g€g9,x,y€L.
— w: f @ x— fH —x est une involution sur £ (g, L) appelée I'involution principale de £ (g,L).
— Z(U,L) =U@L est un idéal de £ (g,L). De plus l'algebre de Lie & (U, L) est dite le plonge-
ment standard de L.
— Vx,y,z€eL, [xyz|=][xy]z
— L={XeZ(g,L), aX=-X}

Remarque 2.1.11. Le théoréme précédent montre que tout systéme triple de Lie L peut se
voir comme le sous espace propre d’une involution a« d’une algebre de Lie involutive (g, [, -])
stable par le produit [[-,-],-]. Il est bien connu que ces algebres de Lie peuvent étre munies
d’'une Z,- graduation. Ce qui leur donne une grande importance dans I'étude des espaces
symétriques [46].

Exemple 2.1.12. Si L est 1’espace KK, des vecteurs colones sur K, alors en considérant le produit
triple sur L défini par [x,y,z] = y'xz — x'yz, on peut identifier la multiplication a gauche £(x,y)
avec la matrice anti-symétrique y'xz — x'yz de taille n x n. Par conséquent, le plongement
standard £ (U, L) de L est isomorphe a 'algebre de Lie des matrices anti-symétriques de taille

(n+1) x (n+1) sur K par 'application f @ x — (—jix g)

En général, si L = M, ;) (K) et le produit triple sur L est défini par :
[A,B,C] = B'AC — A'BC + C'AB,
pour tous A, B,C € L, alors le plongement standard de L est isomorphe a 'algebre de Lie des
matrices anti-symeétriques de taille (p +¢q) x (p +¢) sur K.
2.1.2 Représentations et cohomologie de Yamaguti

Dans [144], Yamaguti a introduit la notion de représentation ainsi que la théorie de la
cohomologie des systemes triples de Lie. Par la suite, les auteurs dans [72,74,90] ont étudié la
théorie de la cohomologie de systéme triple de Lie de point de vue différent. Le point de vue
de Yamaguti est présenté comme suit :
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Notations 2.1.13. Soient (L, [-,-,-]) un systeme triple de Lie et (x,y) € L ® L, on définit sur L
deux applications linéaires R (x,y) et D(x,y) par R(x,y)z = [z,x,y] et D(x,y)z = [x,y,z]. Alors
les identités (2.1) et (2.2) peut étre récrites respectivement sous les formes suivantes :

D(x,y) = R(y,x) = R(xy),
D(x,y)[z1,22,23] = [D(x,y)z1,22,23] + [z1,D(x,y) 22, 23] + [21,22, D(x,y)z35].
Cette derniére signifie que D(x,y) est une dérivation.

Définition 2.1.14. Une représentation dun systeme triple de Lie L sur un espace vectoriel V
est une application bilinéaire 6 : ®2L — End(V) qui satisfait les conditions suivantes;

0(z,t)0(x,y) —0(y,t)0(x,z) —0(x,[y,z,t]) + D(y,2)0(x,t) =0, (2.5)
0(z,t)D(x,y) — D(x,y)0(z,t) + 0([x,y,z],t) + 0(z,[x,y,t]) =0, Vx,y,zteL, (2.6)

ot D(x,y) =0(y,x) — 6(x,y). On note alors une telle représentation par (V,0).

Remarques 2.1.15.
— On peut conclure de (2.6) que

D(z,t)D(x,y) — D(x,y)D(z,t) + D([x,y,z],t) + D(z,[x,y,t]) = 0. (2.7)

— SiV = L alors R est une représentation de L sur lui-méme, qui s’appelle la représentation
adjointe.

Proposition 2.1.16. Soit (L,[-,-,-]) un systeme triple de Lie. Alors (V,0) est une représentation de
L si et seulement si (L@ V,[-,-, ] ey est un systeme triple de Lie, oil le crochet ternaire [-,-,- | av
N(LOV)R(L®V)— LDV est donné par :

[x+u,y+v,z+wiev=[xyz2]+0(y,2)u—0(xz)v+ D(x,y)w, (2.8)

pour tout x,y,z € L et u,v,w € V. Ce systéeme triple de Lie est appelé produit semi-direct et noté par
Ly V.

Soient (L, [-,-,-]) un systeme triple de Lie et (V,6) une représentation. Pour chaque n > 1, on
note 7.1 (L, V) I'ensemble de (21 — 1)-cochaines de L a coefficients dans V : ¢ € CZ.1 (L, V)
est une application multilinéaire ¢ : x>"~1L — V vérifiant :

ll)(xll'XZI e, Xon—-2,X, x/y) - 01

lp(x1/x2/' o /xzn—fo/y/Z) + 1P(x1/x2/ toe /x2n—2/ylzrx) + lp(xll-xZ/' ce /x2n—2/Z/x/y) =0.
L'opérateur cobord de Yamaguti 6**~1: C#." (L, V) — C#HY(L, V) est défini par :

52nillp(x11x2/ e ;x2n+1)

=0(X2n, X2n4+1)P (X1, %2, -+, X2n—1) — O(X2n—1, X2n+1)P(X1,X2, - -+, X2n—2, X2n)

n
+ Y (=)D (xgk—1, x2) Y (x1, %2, -, Fok—1, Fak,++  Xons1)
k=1

n  2n+1

+ Z 2 (_1)n+k+1lp(xlr X, Ika—lljc\Zk/ Tty [x2k—l/x2k/xj]r e /x2n+l)/ (29)
k=1j=2k+1
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ot ~ signifie une omission. On a §2"*1 0 §2"~1 = 0, alors I'espace des cochaines forme un
complexe avec cet opérateur cobord comme suit :

1 &' 3 &, A5
CLts(L/ V) — CLts(LI V) — CLts(L/ V) —
Par conséquent, on obtient le groupe de cohomologie de Yamaguti
Hzts (L/ V) = Zzts (L/ V) /ths (L/ V)/

avec Z},,(L, V) est’espace des cocycles et B},,(L, V) est I'espace des cobords. Voir [144,146]
pour plus de détails.

Remarque 2.1.17. En termes d’objets fondamentaux, 1’opérateur cobord de Yamaguti peut étre
considéré comme l'opérateur 6" : €"~1(L,V) — €"(L,V), ot C"(L,V) = CZL (L, V) et

O (f) (%1, %n,2)
=0(yn,z)f (X1, -+, Xn—1,%n) — O(xn,2) f (X1, -+, Xn—1,Yn)

Y (1) D) (B X 2)
i=1

N
|
[

_|_

Il
—

(_1)71+i+1f(x1/. o /fi/' o /Xk/ [Xi/xk-‘rl]/yk-Fl/Xk-l—Z/ Tt /anz)

T

_ =

+

Il
—_

(_1)n+i+1f(xl/' o /fi/' o rxk/xk—‘rl/ [Xi/yk-l-l]rxk-l-Z/ T /anz)

1

(_1)n+i+1f(x_1, ... fz X [X,2]),

T
(X

M-

Il
—_

_|_

1
pourtoutX;, =x;®y; € L&QL,pouri=1,...,netz € L.

Définition 2.1.18. Une 1-cochaine ¢ € C}, (L, M) est un 1-cocycle si elle vérifie :
D(x1,%2)p(x3) — 0(x1,x3) @ (x2) + 0(x2,%3) @(x1) — @([x1,%x2,%3]) = 0. (2.10)

Une 3-cochaine w € C3, (L, M) est un 3-cobord s'il exist ¢ € C},.(L, M) tel que w = 6'¢. Un
3-cobord est un 3-cocycle si elle vérifie pour tout xy,x2,x3,y1,Y2,y3 € L :

w(x1,x1,%2) =0, (2.11)

w(x1,x2,%3) + w(x,x3,x1) + w(x3,x7,%2) =0, (2.12)

w(x1,%2, [y1,Y2,¥3]) + D(x1,x2)w(y1,y2,y3) — w([x1,%2,¥1],y2,y3) — w(y1, [x1,%2,¥2],y3)
=w(y1,y2,[x1,%2,¥3]) + 0(y2,y3)w(x1,%2,41) — 0(y1,¥3)w(x1,x2,y2) + D(y1,y2)w(x1,x2,y3).  (2.13)

2.2 Algebres 3-Lie : Définitions et propriétés de base

Dans cette section, on rappelle la définition des algebres 3-Lie introduites par Filippov
(voir [63]) en fournissant des exemples fondamentaux. On explore ensuite la théorie des
représentations associées aux algébres 3-Lie, ainsi que la généralisation de la cohomologie
de Chevalley-Eilenberg pour ces algébres, proposée par Takhtajan [131]. Enfin, on présente
plusieurs constructions basées sur 1'utilisation de la fonction trace. Pour plus de détails,
voir [12].
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2.2.1 Définitions et exemples

Définition 2.2.1. Une algebre 3-Lie est un couple (g, [, -, -]4) constitué d'un espace vectoriel g et
d’une application 3-lineaire antisymétrique [-,-,-]4 : A3g — g satisfaisant l'identité de Filippov
(parfois est appelée identité de Nambu ternaire) suivante :

[x1, X2, [x3, %4, X5]g]g = [[21, %2, X3]g, X4, X5]q + [X3, [X1, X2, Xa]g, X5]q + [X3, X4, [¥1,X2,X5)4]g, (2.14)

pour tout x1,x2,x3,%4,X5 € g. On définit 'application adjointe ad : A%g — gl(g), (x1,x2) —

ad(xl,xz) S g[(g) par:
ad(x1,x2)x = [X]_,XQ,X]g, (215)

pour tout xq,x2,x € g. Alors I'identité de Filippov (2.14) peut étre écrite a I'aide de I'application
adjointe comme suit :

ad(xl,XZ)[xg,x4,x5]g = [ad(xllx2)x3,x4,x4]g + [x3,ad(xl,x2)x4,x5]g + [x3,x4,ad(x1,x2)x5]g.

Les éléments de A?g sont appelés objets fondamentaux de 'algebre 3-Lie (g,[-,-,]4). Il
existe une opération bilinéaire [-,-|r sur A2g, qui est donnée par :

(X, D]r=[x1,x2,y1lg Ay +y1 A[x1,x2,12]g, VE=x1Ax2, D=y1 Ay,

Il est bien connu que (A2g, [-,]F) est une algebre de Leibniz, qui joue un role important dans la
théorie des algebres 3-Lie.

Définition 2.2.2. Un morphisme f: (g,[-,-,-]q) = (I,[-,-,-]y) d’algebres 3-Lie est une applica-
tion linéaire satisfaisant :

fxyzle) =), fy) f2)ls Yxyzen
Un isomorphisme est un morphisme bijective.

Définition 2.2.3. Soit (g,[-,-,-]5) une algebre 3-Lie. Une application linéaire D : g — g est
appelée dérivation sur g si elle satisfaite :

D(lx,y,2ly) = [D(x),y,2]q + [x,D(y),2lg + [x,y,D(2)ls, Vx,y,z€ 0. (2.16)

Exemples fondamentaux :

— Soit A un espace vectoriel de dimension 4 sur K, avec une base {ey,- - ,e4}. Le produit

suivant :

{ell e /a/ : 64} ( ) €, (2‘17)
pour i = 1,2,3,4, définit une structure d’algébre 3-Lie sur A. Cet exemple a été donné par
Filippov.

— Soit A = C*(IR%), l'algebre des fonctions différentiables a trois variables. On considere
sur A le crochet ternaire défini par le Jacobien fonctionnel J(f) = (af H),ou f = (f,f2 f3)
sont des fonctions différentiables de IR?

9fi 9fi 9N
5 BB
i fo fsl = T(fi fo f3) = det | 52 52 52
s fs 9fs

ox;  0x,  0x3

Ce crochet ternaire est une généralisation du déterminant jacobien, reliant les fonctions
différentiables a leurs dérivées partielles. Il définit une structure d’algebre 3-Lie sur A.
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— Soit A=R*,un espace euclidien orienté de dimension 4, et le crochet de trois vecteurs
X,7,Z égal au déterminant suivant :

X1 Y1 Z1 €
2L 20 2 X2 Y2 Zp €

[x,y,z] =X x| xZ= Y ,
X3 Y3 Z3 €3

X4 Y4 Zg €4
ol {e1,ez,e3,e4} est la base orthonormale de R* et ¥ = 2?:1 Xie;, j = Z;‘L:l yi€; et Z =
Y+ 1z Alors (A,[,-,-]) est une algebre 3-Lie.
Dans la suite, on rappelle la construction d"une algebre 3-Lie a partir d"une algebre de Lie
et d'une forme bilinéaire satisfaisant une propriété spécifique, appelée fonction trace (voir [13]).

Cette construction repose sur l'interaction entre ’algébre de Lie et la forme bilinéaire, qui doit
vérifier certaines conditions pour garantir la cohérence de la structure d’algebre 3-Lie obtenue.

Définition 2.2.4. Soit (g, [-,]5) une algebre de Lie. Une forme linéaire 7 : g — K est appelée
une fonction trace si 7([x,y]y) =0, pour tout x,y € g.

Lemme 2.2.5. Soient (g,[-,-|y) une algeébre de Lie et T : g — K une application trace sur g. On définit
le crochet ternaire |-,-,+|z : N3g — g par :

[x1,x2,x3]T = T(x1)[x2,x3]g + T(XZ)[Xg,,xl]g + T(X3)[X1,XQ]9, (218)

pour tout xq,x2,x3 € g. Alors gr := (g, [+, -, -] ) est une algebre de 3-Lie, qui est appelée algebre 3-Lie
induite par 'algebre de Lie (g,[-,]g).

Exemple 2.2.6. Soit (g, [-,-]4) une algebre de Lie de dimension 4 donnée par I'exemple 6. On
définit une fonction trace sur la base (eq,¢ep,e3,64) comme suit :

T(e1) =a, T(e)=0, 7t(e3)=0b, 7T(eg) =0,

pour tout a,b € K. Alors, selon le Lemme 2.2.5, on obtient une algebre 3-Lie de dimension 4
dont les crochets non nuls relativement a la base {ey,¢3,e3,¢4} sont donnés comme suit :

le1,62,€3]c = bea, [e1,e3,64]r = aes.

Inversement, si on part d’une algebre 3-Lie (g, [-,-,-]4) et en fixant un élément 2 dans g, on
peut construire une algebre de Lie par le crochet binaire suivant :

(e =1a, 1o

2.2.2 Représentations et cohomologie de Takhtajan

Dans cette partie, on étudie dans le cas général, la théorie des représentations des algebres
3-Lie et leur caractérisation en utilisant le produit semi-direct (voir [81]). Ensuite, on présente
'essentiel des résultats liés a la généralisation du complexe de Chevalley-Eilenberg dans le cas
des algebres 3-Lie traitée par Takhtajan [131] en 1995.

Définition 2.2.7. Soit (g, [-,,-],) une algeébre de 3-Lie, V un espace vectoriel et p : A%g — gl (V)
une application linéaire. Le couple (V,p) est appelé une représentation de g (ou V est un
g-module) si p satisfait, pour tout x,y,z € g

p(x1,x2)p(x3,x4) = p([x1,%2,X3)q,%4) + p(x3, [x1,X2,%4]g) + p(x3,x4)0(x1,%2), (2.19)
p([x1,x2,x3]g,%2) = p(x1,X2)p(x3,%4) + p(x2,x3)p(x1,%4) + p(x3,x1)p(x2, X4). (2.20)
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Proposition 2.2.8. Soit (g,][-,-,-]q) une algebre 3-Lie. Alors (V,p) est une représentation de g si et
seulement si (g ® V,[-,-,"]qev) est une algebre 3-Lie, oit le crochet ternaire [-,-,-]gev : A3(g ® V) —
g @ V est donné par :

[x+uy + 0,2+ wlgov = [x,y,2)8 + p(y,2)u + p(z,x)v + p(x,y)w, (2.21)
pour tout x,y,z € get u,v,w V.

Exemple 2.2.9. Soit (g, [-,-,-]4) une algebre 3-Lie. L’application linéaire ad : A\%g — gl(g) définit
une représentation de (g, [, -, -]g) sur lui-méme, appelée représentation adjointe et notée (g,ad).

Définition 2.2.10. Un morphisme entre deux représentations (V,p) et (V/,p’) d’'une méme
algebre 3-Lie (g,[,-,]4) est la donnée d"une application linéaire ¢ : V — V' qui vérifie :

pop(x,y)=p(x,y)op, Vxycuq.

Lorsque ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels, on dit que les deux représentations sont
isomorphes.

Proposition 2.2.11. Soient (V,p) une représentation d’une algebre de Lie (g, [-,-]) et T une fonction
trace sur g. Alors (V,p+) est une représentation de I'algebre 3-Lie induite (g,[-,-,"]<), oit pr : g N g —
gl(V) est définie par :

pe(xy) = t(x)p(y) — t(y)e(x), Yry € g. (2.22)

Lemme 2.2.12. Soient (V,p) une représentation d'une algebre 3-Lie (g, [-,-,-|4) et a un élément fixe
dans g. Alors (V,p,) est une représentation de l'algebre de Lie g,, ot p, : g — gl(V) est définie par
pa(x) = p(a,x), pour tout x € g.

Remarque 2.2.13. Dans I'article [97], Liu, Makhlouf et Sheng ont proposé une nouvelle ap-
proche de la théorie des représentations des algebres 3-Lie afin d’étudier I’extension abélienne
scindée de ces dernieres. IIs ont défini des représentations généralisées d’une algebre 3-Lie
g sur un espace vectoriel V via des structures canoniques dans 1’algebre de Lie différentielle
graduée associée a g @ V. Une représentation généralisée conduit également a une nouvelle
algebre 3-Lie, qu’on appelle un produit semi-direct généralisé. Ils ont également développé la
théorie de la cohomologie correspondante. Dans cette these, on se consacre aux représentations
non généralisées introduites par Kasymov.

Soient (g, [-,-,]5) une algebre 3-Lie et (V,p) une représentation. On note par €%, ,,(g; V) =
Hom(A%g® --- ® A’gAg, V), (n > 1) 'espace des n-cochaines tel que 1'opérateur différentiel
-~

n—1
0:C%,. (5 V) — @gz;(g, V) est défini par :

(af) (¥q,-- /xnranrl)
- Z (_1>jf(xll".lfjl'.'/Xk—ll[leyjlxk]g /\]/k+xk/\ [xj/]/j,]/k]g/}:k+1/"'/Xn;xn-H)

1<j<k<n

+ Z ]f Xl/ /x]/ o /lel/ [leyj/ xn+1 + Z ]+1 x]/yj)f(xll /i\ XI’l/xi’l-‘,-l)

+ <—1>"“ (P 5w ) F 8+ B 1,00) + p(xm,xn)f(xl,- 1)), (223)

pour tout X, = x; A y; € N2g,i=1,2,---,netx, € gtelle quedod =0, pourn>1.
Ainsi (@2C4;,.(g;V),9) est un complexe de cochaines qui est appelé complexe de cochaines
de Chevalley-Ellenberg des algebres 3-Lie. L'espace quotient

Hip,(0;V) = Z31,.(3; V). B3 (g, V) (n > 1),
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ou Z%, .. (g;V) = {f € €4,,,(5; V)| of = 0} est 'espace des n-coycles et B}, (q;V) = {f =
9g| g € €4 (g; V) } est l'espace des n-cobords, est appelé le nieme groupe de cohomologie de
'algebre 3-Lie g a coefficients dans V.

En particulier :

— H € C;,,(g;V) est un 1-cocycle par rapport a la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de
l’algebre 3-Lie (g, [-,-,-]q) & coefficients dans V signifie que H : g — V est une application
linéaire satisfaisant, pour tout x1,x,x3 € g,

p(x1,x2)H(x3) + p(x2,x3)H(x1) + p(x3,x1)H(x2) — H([x1,x2,%3]4) = 0. (2.24)

— H € €%,,(g;V) est un 2-cocycle par rapport a la cohomologie de Chevalley-Eilenberg
de l'algebre 3-Lie (g,[,-,]5) a coefficients dans V signifie que H : A’g — V est une
application 3-linéaire satisfaisant, pour tout x1,x2,y1,¥2,¥3 € g,

H(x1, %2, [y1,Y2,Y3)g) + 0(x1,22) H(y1,y2,y3) — H([x1,%2,y1]g,¥2,¥3)
—H(y1, [x1,%2,Y2]9,¥3) — H(y1,y2, [x1,%2,y3]g) — p(y2,y3) H(x1,X2,41)
—p(y3,y1)H(x1,x2,¥2) — p(y1,¥2) H(x1,%2,y3) = 0. (2.25)

Lemme 2.2.14. Soient (V,p) une représentation d'une algebre 3-Lie (g, [-,-,-]q) et a un élément fixe
dans g. Alors (V,p,) est une représentation de 1'algebre de Lie g,, oit p, : g — gl(V) est définie par
pa(x) = p(a,x), pour tout x € g.

2.3 Déformations formelles des algebres ternaires de type Lie

Cette section est consacrée a 1’étude des déformations formelles des algebres ternaires de
type Lie, telles que les déformations des systemes triples et celles des algebres 3-Lie. Flato et
son équipe ont lancé un programme de quantification par déformations en 1978, marquant
ainsi I'importance de la théorie des déformations en physique théorique. En se basant sur
cette théorie, la mécanique quantique est vue comme une déformation de la mécanique
classique, tandis que la mécanique relativiste est vue comme une déformation de la mécanique
newtonienne. L'étude des déformations des algébres ternaires se ramene a 'étude de la
cohomologie de ces algebres a valeurs dans 1’algebre ternaire lui méme. On définit la notion de
déformations équivalentes et de déformations triviales ainsi que le concept d’obstruction pour
ces algébres ternaires. Ensuite, on étudie les propriétés liées a la rigidité de ces algebres. On
peut constater que les résultats obtenus sont similaires a ceux du cas bilinéaire.

Notaions. Soit E un K-espace vectoriel. Soit K[[¢]] ’anneau des séries formelles en une
variable t a coefficients dans K et E[[t]] 'espace formel en t & coefficients dans E, ( E[[t]]
est obtenu en étendant le domaine des coefficients de E de K a K[[t]] ). Alors E[[t]] est un
K[[t]]-module. Lorsque E est de dimension finie, on a E[[t]] = E ®k K][t]]. De plus E est
un sous-module de E[[t]]. Etant donné une application K-trilinéaire f : E x E x E — E, elle
admet naturellement une extension a une application K[[¢]]-trilinéaire f : E[[t]] x E[[t]] X
E[[t]] = E[[t]], c'est-a-dire, si x = Lisqait', y = Lsobit) et z = Yo ctk, alors f(x,y,z) =

Yis0s0xs0t T f (ai, by, ck).
j j

2.3.1 Déformations des systéemes triples de Lie

Les déformations formelles des systémes triples de Lie ont été developpées en 2004 par
Kubo et Taniguchi [90] en s’inspirant de la méthode de Gerstenhaber et en liaison avec la
cohomologie de Yamaguti.
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Définition 2.3.1. Soit (L, [-,-,-]) un systeme triple de Lie. Une déformation formelle de L est
donnée par 'application K|[[t]]-trilinéaire [-,-,-]; : L[[t]] x L[[t]] x L[[t]] — L[[t]] de la forme

L le= Y6 i

i>0

ou chaque [-,-,-]; est une application trilinéaire [-,-,-]; : L x L x L — L (étendue pour étre
K[[t]]-trilinéaire), [-,-,] = [-,,-]o et satisfaisant aux conditions suivantes :

[x,v,z]i = —[y,x,2], antisymétrie aux deux premiers entrés (2.26)
[x,v,z]t + [y,z,x]t + [z,x,y]: =0, sommation cyclique (2.27)
[x1,%2, (X3, X4, X5]¢ ]t = [[X1, X2, X3]1, X4, X5]¢ + [X3, [X1, X2, Xa]1, X5]

+ [x3,x4,[x1,%2,%5]¢];, 1identité de Filippov. (2.28)

La déformation est dite d’ordre k'si [-,-, -] = Zi'{zo tl-, -, i

Remarque 2.3.2. L'antisymétrie aux deux premiers entrés et la sommation cyclique nulle de
[-,-,-]¢ est équivalente a I’antisymétrie aux deux premiers entrés et la sommation cyclique nulle
de tous les [-,-,-];, pour i > 0.

Equation de déformation. I'équation (2.31) est appelée équation de déformation du sys-
teme triple de Lie et est équivalente a :

Hr (Hxlrx2/x3]i/x4rx5]j + [x3, [x1, %2, x4]i, x5 + [x3, %4, [¥1,%2, X5);]; — [x1, %2, [x3rx4rx5]i]j) =0,
i>0,>0

c’est-a-dire,

Y ey (Hxlrx2/x3]i/x4/x5}sfi + [x3, [x1, %2, X4, %55
s>0 >0

+[x3rx4/ [xll X2, x5]i]5—i - [xl’xz' [X3,X4, x5]i]s_i> =0,

ce qui est équivalente au systeme infini suivant obtenu en identifiant les coefficients de ¢

2 ([[xerZrXS]irxAl/xS]s—i + [x3, [x1, %2, x4, X5]5—i
i>0

+ [x3/x4/ [xlleIxS]i]Sfi - [X1,x2, [X3,X4, x5]i]sfl') = 0/ POMV s = 0/ 1/2/ e (229)
En particulier, pour s =0, on a

[[x1,x2,x3]0, X4, X5]0 + [x3, [x1, X2, X4]0, X5)0 + [X3, %4, [X1, %2, X5]0]0 — [¥1,X2, [¥3,X4,x5]0]0 =0,

qui est I'identité de Filippov de L. De plus, pour s =1, on a

[[x1,%2,x3]0, X4, X5]1 + [x3, [x1,%2, X4]0, X5]1 + [x3, X4, [xX1,%2,X5]0]1 — [X1,%2, [¥3, X4, X5]0]1
+ [[x1,x2,x3]1, %4, X5]0 + [x3, [x1, %2, X4]1, x50 + [X3, %4, [x1, %2, X5)1]0 — [X1, X2, [x3,%4,X5]1]0 = O.

Théoréme 2.3.3. Soit [-,-,|; une déformation formelle du systeme triple de Lie (L,][-,-,-]). Alors, I'élément
infinitésimal de la déformation [-,-,-]1 est un 3-cocycle de la cohomologie de déformation de Yamaguti.

Déformations équivalentes et triviales. Soient [-,-,]; et [, -, ]lt deux déformations formelles d’un
systéme triple de Lie (L, [-,,]), ott [, -, = Lo '+, -, ]i et [,}; =Yi>0 ti[-,-,-]; avec [-,,-|=1[, o=

!

s Jo-
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Définition 2.3.4. On dit que [,-,-]s et [,-, ]/t sont équivalentes s'il existe un automorphisme formel ¢;
de L[[t]], s’écrivant @ = id + } ;1 t'@;, avec ¢; : L — L des applications K[[f]]-linéaires, tel que

¢t o [x,y, 2l = [pe(x), 9t (y) e (2)]e, Vxy,z €L
Une déformation [+, -, ]+ est dite triviale si elle est équivalente a la déformation [+, -,|? = Y50 [+, -, -]%,
avec [~,~,~]8 =[,,]et],, ]? = 0 pour i > 1. Par un calcul direct, on obtient que

[.,.,.]’1 =[]+

Théoréme 2.3.5. Soient [-,-,-]s et [-,-, ]/t deux déformations équivalentes d'un systeme triple de Lie (L,[-,-,-]),
alors leurs infinitesimals appartiennent a la méme classe de cohomologie dans le troisieme groupe de cohomologie
de Yamaguti H3, (L, L).

Définition 2.3.6. Soit (L, [-,-,-]) un systéme triple de Lie et [,-,-]; un élément de Z}, (L, L), le 3-cocycle
[,+,-]1 est dit intégrable s'il existe une famille ([-,-,"])i>o telle que [-,-,-]s = Y=o [, -, -]; définit une
déformation formelle de L.

Définition 2.3.7. Un systeme triple de Lie est dite rigide si toute déformation est équivalente a la
déformation triviale.

Théoreme 2.3.8. Toute déformation non-triviale de [-,-,-] est équivalente a une déformation dont I'élément
infinitésimal n’est pas un cobord.

D’ou, si H%ts (L,L) = 0 alors toute déformation est équivalente a la déformation triviale.

Obstructions. Soit [, -,-]; une déformation de [-,-,-] d’ordre k, c’est-a-dire, [, -, ]; = Zi‘;o i ERR P
L’objectif est d’étendre cette déformation d’ordre k en une déformation d’ordre k 4 1, c’est-a-dire de
trouver [-,-, 41 : L x L x L = Ltel que [-,-,-]; = [-,-,-J¢ + #**1[-, -, Jx11 soit une déformation de [-,-,-].

Définition 2.3.9. Pour x,y,z € L, on pose :

Ob5(x1/x2/x3/x4/x5) = Z Hxl/xZ/x?)}m/xﬁlle]n + [X3, [xlrx2/x4]m/x5]n
n+m=k,n,m>0
+ [x3/x4/ [xlrx21x5]m}n - [xlleI [x3/x4rx5}m]n- (230)

Il est clair que Ob° € C3,(L,L). L'application Ob° est appelée cochaine d’obstruction a I'extension de la
déformation [, -, ]

Par un calcul direct, I'application Ob® est un 3-cocycle.

Théoreme 2.3.10. Soit [-,-,-|; une déformation d’ordre k de [-,-,-]. Alors, [-,-,-]+ s'étend en une déformation
d’ordre k + 1 si et seulement si Ob® est un 5-cobord.

Corollaire 2.3.11. Si H3,.(L,L) = 0, toute déformation d’ordre k s'étend en une déformation d’ordre k + 1.

2.3.2 Déformations des algébres 3-Lie

Ce paragraphe est dédié aux déformations formelles des algebres 3-Lie traitées par Gautheron [64]
en 1996.

Définition 2.3.12. Soit (g,[-,,+]q) une algebre 3-Lie. Une déformation formelle de g est donnée par
'application K[[t]]-trilinéaire antisymétrique [-,-, -] : L[[#]] x L[[t]] x L[[t]] = L[[t]] de la forme

Lo de =Y T i

i>0

ou chaque [-,-,]; est une application trilinéaire antisymétrique [-,-,-]; : L x L x L — L (étendue pour
étre K[[t]]-trilinéaire), [-,-,-]g = [-,-,-]o et satisfaisant aux conditions suivantes :

[x1/x2! [Xa,x4,x5]t]t = [[Xllxz,xg]t,x4,x5]t + [x3, [X1,X2,x4]t,x5]t
+ [x3,x4,[x1,X2,X5]¢]t, identité de Filippov (2.31)

La déformation est dite d’ordre k si [+, -,-]; = Zi'czo ti[~, i
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Equation de déformation. L'équation (2.31) est appelée équation de déformation d’une algebre
3-Lie et est équivalente a :

Y. ti+j([[xlfx21x3]i1x4rx5]j + [x3, [x1, %2, x4]i, x5 + [x3, x4, [¥1, %2, X5);]; — [x1,%2, [x3,x4,x5]i]j) =0,
i>0,>0

c’est-a-dire,

Z ts Z ([[x1/x2/ x3]i/ x4/x5}sfi + [x3/ [x]./le x4]i/ x5]sfl'
s>0 >0

+[x3, x4, [x1, %2, X5)i]s—i — [x1,%2, [x3’x4’x5]i]s_i) =0,

ce qui est équivalente au systéme infini suivant obtenu en identifiant les coefficients de ¢

Z ([[x1/x2/x3]i/x4/x5]s—i + [x?)/ [x1/x2/x4}i/x5]s—i
i>0

+ [xa, 4, [0, 32,355 — [xv1, %0, [, 34,3515 ) =0, pours =0,1,2,-- (232)
En particulier, pour s =0, on a
[[x1,%2, %3]0, %4, X5]0 + [x3, [x1, %2, X4]0, X5]0 + [x3, x4, [x1, %2, X5]0]0 — [x1,%2, [x3, %4, X5]0]0 = 0,
qui est I'identité de Filippov de L. De plus, pours =1, on a

[[x1,X2,x3]0, X, x5]1 + [x3, [x1, X2, X4]0, X5)1 + [x3, X4, (X1, X2, X5]0]1 — [x1, X2, [x3,X4,X5]0]1
+ [[x1/x2/x3]1/x4/x5}0 + [x3/ {xlle/xﬁl]l/xS]O + [x3,X4, [X1,x2,X5]1]0 - [xlleI {X3,X4,X5]1}0 =0

Théoreme 2.3.13. Soit [-,-,-]; une déformation formelle d’une algebre 3-Lie (g, [-,-,-]4). Alors, I'élément infinité-
simal de la déformation [-,-,-|1 est un 2-cocycle de la cohomologie de déformation de Chevalley-Eilenberg.

Déformations équivalentes et triviales. Soient [-,-,-|; et [-, -, ]/t deux déformations formelles d’"une
!/

algebre 3-Lie (g,[-,-,]g), ott [-,,-]s = Liso [+, -Ji et [, ]y = Tiso ti[-, -] avec [+, -] = [+ Jo = [ ]o-
Définition 2.3.14. On dit que [-,-,-]; et [-,-, ]; sont équivalentes s'il existe un automorphisme formel ¢
de g[[t]], s"écrivant ¢ = id + } ;1 t'¢;, avec @; : g — g des applications K[[t]]-linéaires, tel que
pro[xyzls = [pr(x), 9e(y), 91 (2)]t, Vx,y,z€q.
Une déformation [+, -, -]; est dite triviale si elle est équivalente a la déformation [+, -, }? =Yi>0 t [ -]?,
avec [-,‘,-]8 =[,,]get [',-,-}? = 0 pour i > 1. Par un calcul direct, on obtient que
=i+ 2

Théoréme 2.3.15. Soient [-,-,-]; et [-,-,-|; deux déformations équivalentes d'une algebre 3-Lie (g, [-,-,-]y), alors
leurs infinitesimals appartiennent a la méme classe de cohomologie dans le deuxiéme groupe de cohomologie de
Chevalley-Eilenberg H3,,,(9,9).

Définition 2.3.16. Soit (g, [-,-,-]y) une algebre 3-Lie et [-,-,-]; un élément de Z3;,,(L,L), le 2-cocycle
[,-,-]1 est dit intégrable s'il existe une famille ([-,-,]¢)¢>0 telle que [-,-,]; = Y=o t'[-,-,-]; définit une
déformation formelle de g.

Définition 2.3.17. Une algebre 3-Lie est dite rigide si toute déformation est équivalente a la déformation
triviale.

Théoréme 2.3.18. Toute déformation non-triviale de |-, -, -] est équivalente i une déformation dont I'élément
infinitésimal n’est pas un cobord.

D’ou, si ng .(9,9) = 0 alors toute déformation est équivalente a la déformation triviale.
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24 L-algebres et éléments de Maurer-Cartan

Dans cette section, on rappelle la définition d"une Le-algébre qui a été introduite par Schlessinger
et Stasheff (voir [124]) et en particulier on présente celle d'une 3-algébre de Lie qui sera utile dans le
troisiéme chapitre pour donner une caractérisation par les éléments de Maurer-Cartan des opérateurs de
Rota-Baxter relatifs sur les systémes triples de Lie. Ensuite, on rappelle la construction de Voronov par
la théorie des crochets dérivés supérieurs, qui est un moyen tres utile pour construire des L.-algebres.

Une permutation o € S, est appelée (i,n —i)-shufflesic(1) <--- <o(i)eto(i+1) <--- <o(n).Si
i=0oui=n,onsuppose que o = Id. L'ensemble des (i,n — i)-shuffles sera noté 5; ,, ;).

Définition 2.4.1. Une L-algébre est un espace vectoriel Z-gradué (g = ©¢czg") muni d’une famille
des applications linéaires de degré 1; I : @ g — g (k > 1) qui satisfont pour tout élément homogene
X1,/ Xn eg

(i) La symétrie graduée :
In(Xo (1) X (n—1)r Xo(n)) = €(O)n(x1,7 -+, Xn-1,%n) V0 ESy.

(ii) L'identité de Jacobi généralisée :

n
Yo el (ko) Xo(i)) Xo(is1)r - 1 Xo(m) =0 Y >1.
i=1 Ues(i,nfi)

La notion de k-algebre de Lie a été introduite dans [71], voir [52] pour plus d’applications. Il s’avere
qu'une k-algebre de Lie est une L..-algebre spéciale, dans laquelle seule le crochet k-aire est non nul. On
donne ici la définition précise d"une 3-algebre de Lie.

Définition 2.4.2. Une 3-algébre de Lie est un espace vectoriel gradué g = @y¢ 20" muni d’une application
3-linéaire {-,-,- }4: ®3g — g de degré 1, satisfaisant

(i) La symétrie graduée :
{xl,xz,x3}g = (—1)x1x2{X2,X1,X3}g = (—1)x2x3{x1,x3,x2}g, Vxl,xz,xg S H(g), (2.33)
(ii) identité de Jacobi généralisée :

Y- &) {{xo1) ¥o(2)): Xo(3) s ¥o(4), Xo(s5) Jo = 0, Vx; € H(g),1 <i <5. (2.34)

0€Ss

Remarque 2.4.3. Les 3-algebres de Lie et les algebres 3-Lie sont des généralisations naturelles des
algebres de Lie. Mais elles ne sont pas identiques. Dans une algebre de Lie (g, [+, ]4), 'identité de Jacobi
se lit comme suit :

[[x1,%2]g, x3]g + [[x2,x3]g, ¥1]g + [[x3,1]g, X2]g = 0. (2.35)
Une maniere de comprendre l'identité de Jacobi est de dire que ad(x ) est une dérivation. En généralisant

ainsi, on obtient une algébre 3-Lie, ou plus généralement une algebre n-Lie [63]. On peut aussi reformuler
I'identité de Jacobi comme suit :

Z (_1)0[[9((7(1)fo(Z)]grxa(;"))]g =0. (2.36)
reS(2,1)

En généralisant de ce point de vue, on obtient une 3-algebre de Lie, ou plus généralement une k-algebre
de Lie. Dans le chapitre 3, Il est trés surprenant de constater que c’est une 3-algebre de Lie qui caractérise
les opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur un systéme triple de Lie en tant qu’éléments de Maurer-Cartan.

Définition 2.4.4. Un élément de Maurer-Cartan d"une Loo-algébre (g = @ezg", {1;}%) est un élément
7 € g¥ qui vérifie 'équation de Maurer-Cartan suivante :

Jio—ln(n,~--,7t) =0. (2.37)
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Soit 7t un élément de Maurer-Cartan d’'une Le-algebre (g, {/;}/%). On définit une série d’applica-
tions linéaires I : ®kg — g de degré 1 par :

+001
I (xq, - ,x;) = T, 70X, Xk b, Vxy,--,xpEgetk>1. 2.38
r (%1 %) n;)” Ligid 1 K} 1 n€getk> (2.38)

n

Définition 2.4.5. Un élément de Maurer-Cartan d’une 3-algebre de Lie (g = @czgf, {-,-,-}4) est un
élément 7 € g° qui vérifie I'équation de Maurer-Cartan suivante :

1
a{n, 7,7}y =0. (2.39)

Soit 7t un élément de Maurer-Cartan d’une 3-algebre de Lie (g = @rezgt, {*,-,-}4). On définit une
série d’applications linéaires []" : ®kg — g de degré 1 par :

(xl) = {7T, nrxl}g/ (240)

13 (x1,%2) = {n,xl,xz}g, (2.41)
I3 (x1,%2,%3) = {x1,%2, %3 }4, (2.42)
IF=0k>4. (2.43)

Théoréme 2.4.6. [66] Avec les notations ci-dessus, (g, {! ”} ™) est une L —algébre qui est obtenue en twistant
avec un élément de Maurer-Cartan 7 de Loo-algebre (9,{1;}:°%). En outre, 7t 4 7' un élément de Maurer-Cartan
de (g,{1;} %) si et seulement si 7t’ est un élément de Maurer—Cartan de Loo-algebre twistée (g, {17} ).

Dans [141], Th. Voronov a développé la théorie des crochets dérivés supérieurs, qui est un outil
utile pour construire des Le.-algebres explicites.

Définition 2.4.7. Une Vor-data consiste en un quadruple (g, F,P,A), ou

e (g,[,]) est une algebre de Lie graduée, F est une sous-algebre de Lie graduée abélienne de
(g, [', ] )/

e P :g — g est une projection, c’est a dire, P o P = P, dont I'image est F et le noyau est une
sous-algebre de Lie graduée de (g, [-,*]),

e A estun élément de ker(P)! tel que [A,A] = 0.
Théoréme 2.4.8. Soit (g,F,P,A) une Vor-data. Alors (F,{l;},/%}) est une Lo-algebre, oil

I(ay, - ,a) =P[---[[Aa1),a2],- - ,ar], pour ay,---,a € F. (2.44)
k

Nous appelons {1;};"% les crochets dérivés supérieurs de Vor-data (g,F, P,A).
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Chapitre

Equation de Maurer-Cartan,
cohomologies et déformations des
opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur
les systemes triples de Lie

Le but de ce chapitre est d’étudier la notion d’opérateur de Rota-Baxter relatif sur un systeme triple
de Lie muni d’une représentation, et d’introduire une algebre de Lie graduée dont les éléments de
Maurer-Cartan correspondent a des systémes triples de Lie. En parallele, on construit une Lo.-algebre
dont les éléments de Maurer-Cartan sont des opérateurs de Rota-Baxter relatifs. Cela permet de définir
la cohomologie d'un opérateur de Rota-Baxter relatif. De plus, cette cohomologie peut étre vue comme
celle de Yamaguti pour un certain systéme triple de Lie, avec des coefficients dans une représentation
spécifique. Par ailleurs, on étudie les déformations des opérateurs de Rota-Baxter relatifs du point de
vue cohomologique en déterminant la classe d’obstruction liée a I’extension d'une déformation d’ordre
n. Enfin, des liens entre la cohomologie des opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur les algebres de Lie et
sur les systémes triples de Lie associés sont établis.

3.1 Opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur les systemes triples de Lie

Dans cette section, on introduit la notion d’opérateur de Rota-Baxter relatif sur un systeme triple
de Lie. Ensuite, on présente quelques exemples et une caractérisation de cet opérateur a I'aide de son
graphe.

Définition 3.1.1. Un opérateur de Rota-Baxter de poids zéro sur un systeéme triple de Lie (L, [-,-,-]) est
une application linéaire R : L — L qui vérifie :

[R(x),R(y),R(2)] = R([R(X),R(y),Z] + [R(x),y,R(2)] + [X/R(J/)/R(Z)])/ vx,y,z € L.

Définition 3.1.2. Soient (L,[-,-,-]) un systeme triple de Lie et (V,0) une représentation. Une application
linéaire T : V — L est appelée un opérateur de Rota-Baxter relatif si elle vérifie :

[Tu, Tv, Tw) = T(D(Tu, To)w + 6(To, Tw)u — 6(Tu,Tw)v>, Yu,v,weV. (3.1)
Si V =L, alors T est un opérateur de Rota-Baxter de poids zéro sur L associé a la représentation

adjointe.Ainsi, les opérateurs de Rota-Baxter relatifs constituent une généralisation des opérateurs de
Rota-Baxter de poids zéro.

Dans la suite, on caractérise les opérateurs de Rota-Baxter relatifs en termes de graphes.
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Proposition 3.1.3. Soient (L,[-,-,-]) un systeme triple de Lie et (V,0) une représentation. Une application
linéaire T : V — L est un opérateur de Rota-Baxter relatif si et seulement si son graphe Gr(T) = {(Tu,u)| € V}
est une sous-algebre du produit semi-direct L<g V.

Preuve 3.1.4. Soit T : V — L une application linéaire. Pour tout #,v,w € V,ona:
[Tu+u,To+v,Tw+w|LdV
= ([Tu, Tv, Tw], D(Tu, Tv)w + 6(Tv, Tw)u — 9(Tu,Tw)v).

Cela implique que le graphe Gr(T) est un sous algebre du produit semi-direct L =g V si et seulement si
T satisfait :

[Tu, Tv, Tw] = T(D(Tu,Tv)w +0(To, Tw)u — 6(Tu, Tw)v).

Cela signifie que T est un opérateur de Rota-Baxter relatif.

Etant donné que V et Gr(T) sont isomorphes en tant qu’espaces vectoriels, on obtient le corollaire
suivant.

Corollaire 3.1.5. Soit T : V — L un opérateur de Rota-Baxter relatif. Alors, il existe une structure de systeme
triple de Lie sur V définie par :

[u,0,w]r = D(Tu, Tv)w + 6(Tv, Tw)u — 6(Tu, Tw)v Y u,v,w e V. (3.2)
De plus, T est un morphisme de systémes triples de Lie.

Dans la proposition suivante, on montre qu'un opérateur de Rota-Baxter relatif peut étre transformé
en un opérateur de Rota-Baxter de poids zéro.

Proposition 3.1.6. Soient (L,[-,-,-]) un systeme triple de Lie, (V,0) une représentation et T : V — L un
opérateur de Rota-Baxter relatif. On définit T € End(L & V) par T(x,u) = (T(u),0). Alors T est un opérateur
de Rota-Baxter relatif si et seulement T est un opérateur de Rota-Baxter de poids zéro sur L & V.

Preuve 3.1.7. Pour tout x,y,z€ Letu,v,w € V,ona

[T(x,u),T(y,0), T(z,0)]ev
*T([T xfu)rf 0), (zw)]Lev + [T(xu), (1,0), T(z,0)Lav + [(x,1), T(y,0), T(z,w)] ey

JLev
z,w)|rev + [(Tw,0), (y,v), (Tw,0)]Lev + [(x,u),(T0,0), (Tw,0)]Lev

([Tu To, Tw], ) ( D(Tu,Tv)w + 6(Tv, Tw)u —G(Tu,Tw)v),O)

w,0)
(

Tu,0),(Tv,0),

= ([Tu,Tv, Tw] — T(D(Tu, To)w + 6(To, Tw)u — G(Tu,Tw)v),O).

Alors T est un opérateur de Rota-Baxter relatif si et seulement T est un opérateur de Rota-Baxter de
poids zérosur L& V.

Exemple 3.1.8. On considere le systéme triple de Lie L donné par I'exemple 2.1.4. Alors L'opérateur
défini par: T = (8 b> est un opérateur de Rota-Baxter de poids zéro sur L.

Exemple 3.1.9. On considere le systéme triple de Lie L donné par I'exemple 2.1.5. Alors L'opérateur
défini par :

NS e N
oo o O
oo
0 0O

est un opérateur de Rota-Baxter de poids zéro sur
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Une autre caractérisation d’opérateurs de Rota-Baxter relatifs peut étre formulée en termes d’opéra-
teurs de Nijenhuis sur les systemes triples de Lie. Tout d’abord, on présente la définition suivante d'un
opérateur de Nijenhuis sur un systeme triple de Lie.

Définition 3.1.10. Soit (L,[,-,-]) un systeme triple de Lie Une application linéaire T : L — L est appelée
un opérateur de Nijenhuis si elle vérifie :

[N, Ny, Nz] =N ([Nx,Ny,z] + [x,Ny,Nz] + [Nx,y,Nz]
- N([Nx,y,z] + [x,Ny,z] + [x,y,Nz] — N[x,y,z])). (3.3)

Lemme 3.1.11. Soit (L,[-,-,-]) un systéme triple de Lie et N un opérateur de Nijenhuis sur L. On définit le
crochet :

[x,y,z]n =[Nx,Ny,z] + [x,Ny,Nz] 4+ [Nx,y, Nz]
- N([Nx,y,z] + [x,Ny,z] + [x,y,Nz] — N[x,y,z}). (3.4)
Alors (L, [-,-,]N) est un systeme triple de Lie et N est un morphisme de (L,[-,-,-|n) vers (L,[-,-,]).

Proposition 3.1.12. Soient (L,[-,-,-]) un systeme triple de Lie et (V,0) une représentation. L'opérateur T :
V — L est un opérateur de Rota-Baxter relatif si et seulement si

= 0 T
T<0 O) LV =LV

est un opérateur de Nijenhuis sur le produit semi-direct L® V.
Preuve 3.1.13. Pour tout x,y,z € Letu,v,w € V,ona
[T(x+u), T(y+0),T(z+w)|Lev = [Tu, To, Tw).

Puisque T = 0, on obtient

T([T(x+u), T(y +0),2 + wlray + [T(x+ ),y + 0, + w)ev
+[x+u,T(y+0),T(z+ w)]L@V> _T ([T(x +u),y+v,z+w ey + [x+u,T(y+9),z+ W Lay
+ [ty +o,TE+©)ey) + T ([x+uy+0,2+wley)

- T(D(Tu,Tv)w +0(To, Tw)u — 6(Tu, Tw)v),

cela implique que T est un opérateur de Nijenhuis sur le produit semi-direct L & V si et seulement si
I’équation (3.1) est satisfaite.

Définition 3.1.14. Soit T un opérateur de Rota-Baxter relatif sur un systeéme triples de Lie (L, [-,-,-])
avec une représentation (V,6). On suppose que (L', [-,-,-]') soit un autre systeme triple de Lie avec une
représentation (V/,G,) et que T :V' — L' soitun opérateur de Rota-Baxter relatif sur L. Un morphisme
d’opérateurs de Rota-Baxter relatifs T et T' consiste en une paire (¢,¢) d’'un morphisme de systeme
triplede Lie ¢ : L — L' et d’une application linéaire ¢ : V — V' satisfaisant :

poT=T oy, (35)
Po(x,y) =0(p(x),¢(y))p, Vx,y€L. (3.6)

En particulier, si ¢ et ¢ sont tous deux bijectifs, alors (¢, ) est appelé un isomorphisme.
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Proposition 3.1.15. Soient (L,[-,-,-]) et (L',[-,-,-]') deux systemes triples de Lie avec deux représentations
(V,0) et (V',0") respectivement. Soit T et T deux opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur L et L' respectivement.
Une paire d’applications linéaires (¢ : L — L/,IIJ V= V) est un morphisme d’opérateurs de Rota-Baxter
relatifs T et T siet seulement si

Gr((9,9)) = { ((xu), (9(x),p(w)) |xeLueV}cLoV)a (L aV), (37)

est une sous-algebre, oit L& V et L' @ V' sont munis de structures de produits semi-directs de systeme triple de
Lieet (L& V)@ (L' @® V') est muni du crochet suivant :

vl evyewevy = Lroleav + 1ol gy

3.2 Algebre de Lie graduée associée aux systemes triples de Lie

Dans cette section, on introduit une algébre de controle des systémes triples de Lie, autrement dit,
c’est une algebre de Lie graduée dont les éléments de Maurer-Cartan correspondent a des systemes
triples de Lie. De plus, on montre que la théorie de la cohomologie pour les systémes triples de Lie,
introduite par Yamaguti, peut étre récupérée a partir de cette algebre de controle.

Définition 3.2.1. [47] Une algebre 3-Leibniz est un couple (L, [-,-,-]) constitué d’un espace vectoriel L
et d’une application 3-lineaire [-,-,-] : ®3L — L satisfaisant suivante :

[xl/x2/ [X3,X4,X5H = [[X1,x2,X3},X4,X5] + [X:J,, [x1,x2,x4},XS] + [x3/x4/ [X1,x2,x5H, (38)
pour tout x1,x2,x3,%4,x5 € L.

Une permutation o € S, est appelée (i,n —i)-shufflesio(1) <--- <c(i)eto(i+1) <--- <o(n).
Sii=0oui=n,onsuppose que ¢ = Id. L'ensemble des (i,n — i)-shuffles sera noté S; ,_;). Soit L
un espace vectoriel. On considere 1’espace vectoriel gradué €*(L,L) = &,,>0C"(L,L), ou C"(L,L) est
I'ensemble des applications linéaires P € Hom((®?L) -+ ® (®%L) ®L,L). Le degré d’un élément dans

n>0
C*(L, L) est défini comme étant n. On définit
Ouip(Q) € CP™(L,L) est donné par :
p+1
ip(Q =Y (DY Y e@PfQ
k=1 oeSh(k—1,q)

ol ¢ est une permutation dans (k — 1,9)-shuffle et P of Q est défini pour k = p + 1 par:
(P OZ+1 Q)X+ Xp4q,2) = P(Xa(l)r e lxa(p)r Q(Xa(p-!—l)r' T rxa(p-&-q)rz))r
etpourl1 <k <ppar:
(P OZ Q)(%q,--- /Xp+qxz)
:P(Xa(l)/ o 'Xa(k—l)r Q(Xo'(k)r' . 'Xa(k+q—1)/xk+q) ® ]/k+q/xk+q+1/ T rXp+qu)
T PXo1y X k—1) Xkrg © QXok)r Xkt g—1) Yitq) Ergrr Xprg,2),
ou¥ =xQy €®L,i=12,---,p+qgetz€L.

Théoreme 3.2.2. [118] L'espace vectoriel gradué C*(L,L) muni du crochet gradué défini par (3.9) est une
algébre de Lie graduée et ses éléments de Maurer-Cartan sont les structures de I'algebre 3-Leibniz sur I'espace
vectoriel L.

Atef Hajjaji -58-



Chapitre 3. Equation de Maurer-Cartan, cohomologies et déformations des opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur
les systemes triples de Lie

Voir ( [47,64,118]) pour plus de détails sur la relation entre les algebres de Leibniz et les algebres
3-Leibniz, ainsi que leurs applications. Motivés par le fait que les systemes triples de Lie constituent
une sous-classe des algebres de 3-Leibniz, il convient de choisir une sous-algebre de Lie graduée de
(C*(L,L),[-,-]r), définie précédemment, dont les éléments de Maurer-Cartan correspondent a des
systémes triples de Lie. Pour cela, on considere le sous-espace gradué C€j, (L,L) = ®,>0C},(L,L)
de C*(L,L), ot €}, (L, L) est 'espace vectoriel des applications linéaires qui satisfont les conditions
suivantes :

P(X1/12/ e /Xn—]/x/x/y) = 0/ (310)
P(X1/X2/ ot /anlrx/y/z) + P(Xllle. o /anllylzlx) + P(X1/X2/ ot /anlrzlx/y) == 0/ (311)

pour¥; € ®?L,1<i<n-—1,xy,z€L.

Théoréme 3.2.3. Avec les notations ci-dessus, (C},4(L,L),[-,-|r) est une sous-algebre de Lie graduée de I'algebre
de Lie graduée (C*(L,L),[-,-|r). De plus, ses éléments de Maurer-Cartan correspondent aux systémes triples de
Lie sur l'espace vectoriel L.

Preuve 3.2.4. Pour la premiere partie, il suffit de prouver les conditions (3.10) et (3.11). Soit P € C7, S(L,L)
etQe ¢!, (L, L).Onaalors

iP(Q)(Xlr' o ,Xp+q,1,x,x,z)
p+1

zkzl(—n“*l)q Sh(zk 1 )e(a)pog QX1+, Xpig-1,%,%,2)
= e —14q

Y DED Y e

k=1 oeSh(k—1,q)

(P(xv(l)r 0 X k-1) QXo (k) Ko (krg—1)r Xktq) Yergr Xk g1 Xpig-1,%,%,2)

T P(Xo(1) X (k1) X490 Qo (k) X (kg—1) Y q)r Birgr1s /Xp+q—1/x/x,2)>

p+1
= L (D¢ T (o)
k=1k=p ceSh(k—1,9)

P(Xa(l)r X (k1) Q(Xa(k)/' o rXa(k+q71)rxk+q)ryk+q/xk+q+lr T ,Xerq,l,x,X,Z)
+ Py, Xo(k—1) Xk QUEo (k) X (k1) Yirq)r K g 1, ,Xp+q—1,x,x,2)>

+ Z (71)(1’7_1)%6((7) <P(XU(1)/“'rxg(pfl)/Q(x(T(p)/"’/X(T(erqfl)/x)rxrz)
ceSh(p—1,4)

+PXo1) X (p1), % Qg (), ,x(,(w_l),x),Z))

o1y

D’autre part, on a

Oxy,zip(Q)(¥y, - ,X,Hq,l,x,y,z)
p+1

= Qx,y,z Z(_l)(k_l)q Z G(U)P Oz Q(xlr"'/xlbkqflrx/ylz)
k=1 sesh(k—1,q)

=Oxyz Y (-1)EDT Y (o) x

k=1 oeSh(k—1,9)

(P(Xm)r‘ X (k-1 QEr (k) Xo(kqg—1) Xktq) Vit g Xkt g1 Xpg—1,%,1,2)
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+ P(Xa(l)f T rxa(kfl)rxkﬂ]r Q(xo(k)/' o rxa(k+q71)ryk+q)rxk+q+1r T ,Xp+q71,x,ylz)>

p—1
= Oxy,z Z(_l)(k_l)q Z e(o)x
k=1 resh(k—1,9)

(P(Xa(l)/' e /Xa(k—l)/Q(XU(k)/' e /Xcr(k+q—1)rxk+q)ryk+q/ Xk+q+1,' - /Xerqflrxr]//Z)
+ Py, Xo (k1) Xkrq: Qo (k) s X (kg —1) Yorq)s Xrag1 - /Xerqfl/x/y/Z))

+ Oxyz Y, (_1)(p_1)q€(0)(P(Xa(l)/""Xtr(p—l)/Q(XU(p)/"'thT(p-‘rq—l)fx)fylz)
oeSh(p—1,49)

+P(Xo(1)  Xo(p-1) ¥, QEo(p), ']/fxa(pﬂqfl)/x)rz))

PO (_1)pq€(g)(P(Xﬂl)"”'th(p)'Q(XcT(pH)""/XU(PH)’Z)))
oeSh(p.g)

= Oxy,z Z (71)(?*1)516(0) (P(Xa(l)/' o /Xﬂ'(pfl)' Q(xv(p)" o /xv(prqfl)/x)/ylz)
ceSh(p—1,4)

+P(Eo(a) X (p-1) % QEo (), ,xa(,,ﬁ,l),y),z))

F Oy Y <—1>We(a>(Pmm,-~,xa(p>,Q<xa(pH>,-~-,x,y,z»)
oeSh(p—1,49)

+ OX,y,Z Z (_1)!7'1(_1)46(0-) (P(Xo*<1)/ng'(p)/x/yIQ(X(T(pJ,-l)//Xg'(p+q_1)lz)))
ceSh(p—1,q)

610,

On en déduit donc que ip(Q) € €7 7(L,L). Par conséquent, l'espace vectoriel gradué ¢%, (L, L) est
stable sous le crochet [-,-]g c’est-a-dire que [P,Q]r € Cj,(L,L) pour tout P,Q € Cj,,(L,L). Ainsi,
(€} (L,L),[-,-]r) est une sous-algebre de Lie graduée de (C*(L,L),[-,-|r)-

Pour la seconde partie, pour 7 € (Ebs(L,L) etx,y,z€L,ona

n(x,x,y) =0, n(x,yz)+n(yzx)+rn(z,xy)=0.
De plus, pour ¥;,%; € ®2L etz € L, on obtient
[7-[/ n]R(Xl,Xl,Z) = _Zin(n)(xlrxllz)
= _2( - n(n(xl/y1/x2)1y212> - n(-xz’n(xl/yl/yZ)/Z))
—2(m(x1, 31, 71(x2,Y2,2)) — 7(x2, 2, 70 (x1,Y1,2))),

cela signifie que 7t définit une structure de systeme triple de Lie sur I'espace vectoriel L si et seulement
si [, t]g = 0.

A la fin de cette section, on démontre que la théorie de la cohomologie pour les systémes triples
de Lie, introduite par Yamaguti, peut étre récupérée a partir de 1’algebre de contrdle donnée ci-dessus.
Supposons que (L, [-,-,-]) est un systeme triple de Lie et on fixons 7t(x,y,z) = [x,y,z] pour tout x,y,z € L.
On considere 'opérateur cobord de Yamaguti 62" ~1 : C#."1(L, V) — C#11(L, V), donné par I'équation
(2.9), associé a la représentation adjointe, alors on a

Théoreme 3.2.5. Pour tout f € C2 (L, L) = ¢} (L L), ona
YA = (-1)" Y, flr, Vn=12,- (3.12)
Preuve 3.2.6. Pour tout X; = x; ® y; € ®2L,i=1,2,---,netz€L,ona

[ IR (e Xmz) = (F1)" o f = form) (¥, Xn,2)
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:(_1)7[71 (ﬂ(f(xl,- o /anlzxn)/]/nxz) + n(xn/f(xlr' o ,an,yn),Z))

+ (_1)71—1 i(_l)n_l(_1)i_1n(xi/f(xlr' o /fir' o rxl’lrz))
i=1

|
By
|
-
hgle

Il
—_

(1) F ey, X X 7T (%, Xp1) Vi1 Bk % 2)

= =
[
=

(7]‘)i+1f(xll T rfi/' o /Xk/xk-‘rl/ N(Xi/yk+l)rxk+2/' o /anz)

?
=
Il

_

\
-

(_1)1+1f(x1, e /fi/ to /Xn/ n(lez))

|
™=

Il
—
|
_
-
= =

(R f e T, %) = R(on,2) f (ot Vi)

(=) =D R (i xi) — R(xi,y:)) f (R, %o %, 2))

+
-

n—1 k ) =N
— YY) X X [ X1 @ Yk + Xeg © D6 Vi) e %, 2)
k=1i=1

=

= L (D) K [Xi2)))

i=1
=(=1)"I () (R X 2),

ce qui implique le résultat.

3.3 Cohomologies des opérateurs de Rota-Baxter relatifs

Dans cette partie, on construit une Le-algebre dont les éléments de Maurer-Cartan correspondent
aux opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur les systémes triples de Lie. Cette caractérisation nous permet
de définir la cohomologie des opérateurs de Rota-Baxter relatifs. Par la suite, nous interprétons cette
cohomologie comme étant celle de Yamaguti pour le systeme triple de Lie induit, avec des coefficients
dans une représentation appropriée.

3.3.1 Caractérisation de Maurer-Cartan et cohomologie

Soient (L,[,-,-]) un systéme triple de Lie et (V,0) une représentation de L. On note simplement
7: A’2L ® L — L pour désigner la structure du systéme triple de Lie [-,-,-]. Ainsi, 7 + 6 représente le
produit semi-direct du systeme triple de Lie sur L & V, défini pour tout x,y,z € Letu,v,w € V par:

X+uwy+v,z+wiey = ([x,y,z], 0(y,z)u —6(x,z)v+ D(x,y)w). (3.13)
On a donc la relation suivante :

[T+6, m+6]gr =0.
On considere ensuite 1'espace vectoriel gradué C*(V,L) = &,,>0C"(V,L), ot C"(V,L) est I'ensemble
des applications linéaires f € Hom((®*V) ® --- ® (®*V)®V, L) satisfaisant :
n>0
FQUy Uy, Wy, u,u,0) =0, (3.14)
FQUy, - Wy, u,0,w) + fF(QUy, -+ WUy, 0,w,u) + F(Uyg, -, Uyoq,w,u,0) =0, (3.15)

pour Ul; € ®2V,1<i<n-—1.Le degré d’un élément dans C"(V, L) est défini comme étant n. Ensuite,
on définit le crochet ternaire

I3:CP(V,L) x ¢1(V,L) x " (V,L) — CPTIH (v L)

par:
13(]13’Q'IR) = [[[n—'—gr]lj}R/Q]Rr]R]R- (316)
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On présente maintenant la caractérisation de Maurer-Cartan pour les opérateurs de Rota-Baxter relatifs
sur les systemes triples de Lie, en s’appuyant sur la construction de Voronov exposée dans le deuxieme
chapitre.

Proposition 3.3.1. Avec les notations ci-dessus, (C*(V,L),l3) est une 3-algebre de Lie.

Preuve 3.3.2. Soit (V,0) une représentation du systeme triple de Lie (L, 7). Alors le quadruple suivant
forme une Vor-donnée de Voronov :

— l’algebre de Lie graduée (g, [-,-]) est donnée par ((Ezts(L oV,LeV),[, ]R> ;
— la sous-algebre de Lie abélienne graduée ki est donnée par :

h=C*(V,L) = @&psoHom((2?*V) @ --- @ (22V)®V, L);

n>0

— P:g— gestla projection sur le sous-espace Iy;
— A=m+0.

En appliquant le théoréme 2.4.8, (I, {I; };%) est une Lo-algebre, ot1 [y est donné par I'équation (2.44).
On note que

[t + 6,P|g € Ker(P),
[t + 6,P]g,Q]r € Ker(P),
[[[7‘[ + B/P]RIQ]R/]R}R €h,

pour tour P € C7(V,L),Q e C9(V,L) et R € C"(V,L). Ainsi, on déduit que [y = 0 pour toutk > 1, k=3
etl3 = [[[r+ 6,P]g, Q|r,R]r. Alors (C*(V,L),I3) est une 3-algebre de Lie.

Théoreme 3.3.3. Une application linéaire T : V — L est un opérateur de Rota-Baxter relatif si et seulement T
est un élément de Maurer-Cartan dans la 3-algebre de Lie (C*(V,L),l3). En d’autres termes, cela signifie que T
doit satisfaire I"équation de Maurer-Cartan suivante :

1
5 B(T.T,T) =0.

Preuve 3.3.4. On a pour tout T € ¢°(V,L) = Hom(V,L)

I3(T, T, T)(u,v,w)
=[[[r +0,T|r, T|r, T|r (0, v,w)
=[[m+06,T|r, T|r(Tu,v,w) + [[r + 6, T|g, T|r (1, Tv,w)
+ [T +0,T|r, T|r (4,0, Tw) — T[[7t + 6, T|r, T|r (4,0, w)
=[n+0,T|r(Tu, Tv,w) + [ + 6, T|r(Tu,v, Tw) — T[4+ 6, T|r(Tu,v,w)
+ [t + 6, T|r(Tu, To,w) + [t + 6, T|r (1, Tv, Tw) — Tt + 6, T|r (1, Tv, w)
+ [t + 6, T|r(Tu,v, Tw) + [t + 6, T|r (4, Tv, Tw) — Tt + 6, T|r (u,v, Tw)
—T[n+06,T|r(Tu,v,w) — T[4+ 6, T|r(u, To,w) — T[t + 6, T|r (1,0, Tw)

:6([Tu,TU, Tw] — T(D(Tu, To)w + 6(To, Tw)u — 6(Tu,Tw)v)>.

Par conséquent, T € CY(V,L) est un opérateur de Rota-Baxter relatif si et seulement si T est un élément
de Maurer-Cartan dans la 3-algebre de Lie (C*(V,L),I3).

Proposition 3.3.5. Soit (V,0) une représentation d'un systeme triple de (L, [-,-,-]). Alors on a une structure de
Loo-algebre twistée sur C*(V,L) donnée par :

l{(]P> = %13(T/ T,P), (3.17)
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11(P,QR) =13(P,QR), (3.19)
F=0, k>4, (3.20)
ot P € C(V,L),Q € C1(V,L) et R € C"(V,L). De plus, pour toute application linéaire T' : V — L, la

somme T + T’ est un opérateur de Rota-Baxter relatif si et seulement si T' est un élément de Maurer-Cartan de
Loo-algebre twistée (C*(V,L),IT,11,11), c’est a dire que, T’ satisfait

IN(T) + %IZT(T’, T + %l;(T’,T’,T/) =0.

Preuve 3.3.6. Pour la premiere partie, étant donné que T est un élément de Maurer-Cartan dans la
3-algebre de Lie (C*(V,L),I3), par le Théoreme 2.4.6, on obtient une structure de Lo-algebre twistée
sur C*(V,L). Pour la seconde partie, T + T’ est un opérateur de Rota-Baxter relatif si et seulement si

%lg(T+T’,T+ T,T+T)=0. (3.21)

En appliquant élg,(T, T,T), la condition ci-dessus est équivalente a

1

3 (313(T, T,T') +315(T, T, T') + lg(T’,T’,T’)) —o.

cela donne que , IT(T") + L13(T',T") + 13 (T',T',T") = 0, cela implique que T’ est un élément de
Maurer-Cartan de Lo-algebre twistée (C*(V, L),llT , lzT , l3T ).

La caractérisation d’un opérateur de Rota-Baxter relatif T présentée ci-dessus nous permet de
définir une cohomologie associée a T. Plus précisément, on définit 1’espace des n-cochaines C’(V,L) =

Hom((2?V)® -+ ® (®*V)®V, L), pour nn > 0, ot les cochaines doivent satisfaire aux conditions (3.14)

n>0
et (3.15). De plus, on définit 'opérateur différentiel dr : (L‘gﬂ_l(V,L) — CH(V,L) (n>1) par:

dr(f) = SH(TT.f), fet (V,D),n>1. 6.22)

Les groupes cohomologiques correspondants sont définis comme suit :

vy ) ZHV,L) _ {(FECHV,LI() =0}
HV D=5 D) = rggeciv,n) "

3.3.2 Cohomologie de Yamaguti

Dans cette sous-section, on construit une représentation du systeme triple de Lie (V, [-, -, -] 1) présenté
dans le Corollaire 3.1.5 sur I'espace vectoriel L, en utilisant un opérateur de Rota-Baxter relatif T : V — L.
On définit ensuite la cohomologie de Yamaguti des opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur les systémes
triples de Lie. Cette cohomologie sera un outil précieux pour étudier les déformations formelles de T.

Proposition 3.3.7. Soient (L,|-,-,-]) un systeme triple de Lie, (V,0) une représentation de Let T: V — L un
opérateur de Rota-Baxter relatif. On définit une application linéaire 01 : @2V — gl(L) par :

Or(u,v)x =[x, Tu, Tv] + T(G(x, Tv)u — D(x, Tu)v), VxelL, YuveV. (3.23)

Alors (L,07) est une représentation du systeme triple de Lie (V,[-,-,]T) sur L.

Preuve 3.3.8. On peut démontrer le résultat par un calcul direct. Cependant, on adopte ici une approche
différente en utilisant les opérateurs de Nijenhuis sur les systémes triples de Lie. Soit T un opérateur de
Rota-Baxter relatif. On définit T: LV — L@ V par:

T(x4+u)=T(u), VxeL uecV.
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Alors T est un opérateur de Nijenhuis sur le produit semi-direct Ly V etona T o T = 0. D’apres
I'équation (3.4), il existe une structure de systéme triple de Lie [+, -, |7 sur I'espace vectoriel L & V définie

par:

x+uy+v,z4+0]p
=[T(x+u),T(y +0),z+w|iey + [T(x +u),y +0,T(z+w)| ey + [x + 1, T(y +0), T(z + w)|Lev

~T([T(x+u)y+0,2+wlioy + [+ 1w Ty +0),z + wlioy + [k + 1,y +0,TE+©)lov)
=[Tu, Tv,z + w] ey + [Tu,y + v, Tw| ey + [x + u, To, Tw| sy
— T([Tu,y +v,z4+wley + [x+u,To,z+w| ey + [x +u,y + v,Tw]L@V)
=[Tu, Tv,z] + D(Tu, Tv)w + [Tu,y, Tw] — 6(Tu, Tw)v + [x, Tv, Tw] + 6(Tv, Tw)u
— T([Tu,y,z] — 0(Tu,z)v + D(Tu,y)w + [x,Tv,z] + 6(Tv,z)u + D(x, To)w
+ [x,y, Tw] + 6(y, Tw)u — 6(x, Tw)v)
=[Tu,Tv,z] + D(Tu, Tv)w + [Tu,y, Tw] — 0(Tu, Tw)v + [x, Tv, Tw] + 6(Tv, Tw)u
— T( —60(Tu,z)v+ D(Tu,y)w + 6(Tv,z)u + D(x, Tv)w + 6(y, Tw)u — G(x,Tw)v).
De plus, d’apres I'équation (2.1), on a
[Tu,Tv,z] = —[Tv,z,Tu] — [z,Tu, Tv] = [z, Tv, Tu] — [z, Tu, Tv).
Alors on obtient que
Dy(u,v)z = 07(v,u)z — 07 (u,v)z
= [z, Tv, Tu] +T(92Tu v—D(z,To)u )
[z, Tu, Tv] — T(G z,Tv)u — D(z, Tu)v)
= [Tu,To,z +T(9 z,Tu)v — (6(Tv,z)u —G(Z,Tv)u))
— T(G(Z, To)u — (0(Tu,z)v — 60(z, Tu)v))
= [Tu,Tv,z] — T( —0(Tu,z)v + 9(Tv,z)u).
Finalement, on a
[x +u,y+v,z4 0|7 = [u,0,w|r + 07 (v,w)x — 07 (u,w)y + Dr(u,v)z.

Puisqu’un produit semi-direct d"un systéeme triple de Lie est équivalent a dire qu’on a une représentation
du ce dernier, on en déduit que (L,67) est une représentation du systeme triple de Lie (V,[-,-,-]7).

On est maintenant en mesure de considérer la cohomologie de Yamaguti pour le systeme triple de
Lie (V,[-,-,-]T) a coefficients dans la représentation (L,607). Plus précisément, pour chaque n > 0, on
désigne par Cﬂ‘sﬂ (V,L) I'ensemble des (21 4 1)-cochaines de Yamaguti de V a coefficients dans L. Une
(21 + 1)-cochaine y € C2-™(V, L) est une application multilinéaire de V dans L qui satisfait :

IP(ULUZ/’ o /UZH—ZIZ)/U/“) - 0/
IP(UI/UZ/' o IUZI’lfzru/vrw) + #)(’01!’021 e /027172/017/0/1/[) + lp(vl/UZr e /UZn—zlw/”/U) =0.

L'opérateur différentiel correspondant 67"~ : C2-1(V,L) — C#.F(V, L) est défini comme suit :

5%"_14’(01,02, o, Ung1)
=07 (V2n, V20+1) P (01,02, ,V2n—1) — 07 (V2n—1,V2041) ¥ (01,02, -+, V2n—2,V2n)
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k ~ ~

+ Z +"DT (v2k—1,02%)¥ (01,02, + , Vok—1, 02k, , V20 41)
n  2n+1 i1

+ ): 2 ) (v1,02,+, Ook—1,02k, "+ /[UZk—l/UZk/U]’]T/' "+, 025 41)
k=1j=2k+1

=[¢(v1,v2,- - ,02n-1), TV2n, TO2 1) + TO(P(v1,02,- -+ ,V2n—1), TV2441) V21
- TD(IP(ULUZN e ernfl)/TUZVl)vvaLl - [¢(01102/"' ,Uzn—zfvzn),TvznthUan]
— TO(p(v1,v2,- -, ¥20—2,020), TV 41) V201 + TD(P(01,02,- -+, 020—2,020), TV2—1)V2n41

+ 2 k+n( Tvak—1, Tok, Y(01,02, -, V2—1,02ks*** » V2n41))]

- T9(T02k/¢(01/' e O0k—1,02k** »V2n4+1) ) V2k—1

+ TO(Toge_1, (01, -+, Vok—1, D2k, - /UZn+1))UZk)

n  2n+1

+ 21 ; 1 1)kt (lP(ULUZ,' “+, Ok 1,00, , D(Tvog 1, Topk)vj, -+, Vany1)
j=2k+

+ (01,02, , Ogk—1, 00k, -, 0(TOok, TO})Vpk—1, "+, V2 41)

— (01,02, , Vg1, 00k, -, 0(TOpp 1, TV} ) Vop, -+ ,vzn+1)>/ (3.24)

pour tout ¢ € 21 (V,L),n > 1, ot ¥ signifie que I'élément v est ommité. Avec cet opérateur, les

cochaines de Yamaguti forment un complexe

ot 53
C%ts(vf[‘) i> C%ts(vll‘) 4T> Cgts(VlL) —

tel que 631 0 5211

si

= 0, pour tout n > 1. En particulier, une 1-cochaine y € C},,(V, L) est un 1-cocycle

Dr(v1,02)(v3) — 07 (01,03) f(02) + 07 (v2,03) 9 (v1) — P([01,02,03]7)
=[Tv1, Tz, 9(v3)] + [To1,9(v2), Tos] + [¢(v1), Tvz, Tos]

- T( — D(y(v2), To1)vs + D((01), Toa)vs + 0(To, (v3) )01 + 0(1(v2), Toz)vr
—0(Tv,¢¥(v3))vn — 9(1/)(01),T03)02) - 1/J<D(T01,T02)03 +60(Tvy, Tvz)vy — G(Tvl,Tvg)vz). (3.25)
Dans la suite, on considére une aplication linéaire o7 (X) : V — L définie par :
or(X¥)v=TD(X)v — [%,Tv],

pour tout X € LA L and v € V, et on cherche & prouver que 6% 0 d7(X) = 0, c’est-a-dire que I'on a un
complexe :

sl 5
LAL 2 el (v,L) s c3, (v,L) L¢3, (V,L) — -,

qui vérifie 6% 0 97 (X) = 0 and (5‘%”“ o 5‘%”_1 =0, pour tout nn > 1. Ce complexe sera utile pour définir la
cohomologie de Yamaguti des opérateurs de Rota-Baxter relatifs.

Proposition 3.3.9. Soient (L,[-,-,-]) un systeme triple de Lie, (V,0) une représentation de Let T : V — L un
opérateur de Rota-Baxter relatif. Alors o1 (X) est un 1-cocycle dans la cohomologie de Yamaguti de (V,]-,-,-|1) a
coefficients dans (L,0r).

Preuve 3.3.10. Pour tout uq,uy,u3 € M,ona:
(5%" o aT (X)) (01/ 02, 03)

=[Tvy, Tvy, TD(X)vs — [X, Tvs]] + [Ty, TD(X)va — [X, Tva], Tus]
+ [TD(X)ZJl — [X,Tvl],Tvz,Tvg] - TD(X)(D(TU],TUQ)U:; + 9(TUQ,TU3)U]
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— 0(Tvy, To3)va) + [X, T(D(Tvy, Toa)vs + 0(Tvp, Toz)vy — 0(Toy, Toz)vy)]
— T(D(TD(¥)v1 — [¥, To], Toz )03 — D(TD(X)0; — [¥, Toa], Tor)os )
- T(G(TDZ,TD(J{)Ug — [%, Tvs])o1 + 6(TD(X)v; — [J{,TU2],T03)01)
- T( — 0(To1, TD(X)vs — [X, Tos])vs — 8(TD(X)vy — [X, Tvl],Tvg)vz)
@D 1%, Toy], Toa, Tvs] — [Toy, [X, To2], Tvs] — [Toy, Toa, [¥, Tos]]
+ [TD(%)vy, Tvy, Tos] 4 [Ty, TD(X)vy, Tvs) + [Ty, Tvp, TD(X) 03]
— TD(X)(D(TZ)L T‘Uz)vg + Q(T’Oz, T"Ug)’(’]l — 9(T’01,T"03)’07_) + [X, [TUl,TU?_, T’Og”

- T(D(TD(X)vl — [X, Tv1], Tva)vs — D(TD(X)vs — [X, Tvz],Tvl)v3)
- T(G(TUZ,TD(X)Ug — [%, Tvs])v1 + 0(TD(X)vs — [X,Tvz],Tvg)m)
— T( = 6(To1, TD(X)0s — [%, Tos] o2 — O(TD(X)o1 — [X, To1], Tos)o2)

@D ITD(¥)v1, T, Tos] + [Toy, TD(X)v2, Tos] + [Tor, Tos, TD(X) 053]

—TD(X )( (TU1,TUz)U3 + 0(Tvy, Tvs)vy — 0(Tvq, Ts)vs)
D(TD(¥)v1,Tva)vs — D([X, Tv1], Tv1)vs — D(TD(X)va, Tv1)vs + D([X, TUzLTvl)Ua)

-7(D(
T(e (Tvs, TD(X)03)01 — 0(T02, [X, Tvs])v1 + 0(TD(X)0vs, Tvs)vy — 6([X,Tvz],Tv3)vl)
T( 0(To1, TD(X)03)vs + 0(To1, [X, Tos))vs — O(TD(X)v1, Tos)os + 9([X,T01],Tvg)vg)
(D(Tvl,Tvg) (X)v3 + 6(Toa, TD(X)03)v1 — H(Tvl,TD(X)v3)Uz)
n T(D (TD(X)v1, Tvs)vs + 8(Tvs, Tvs)D(X)v; — 9(TD(3€)01,T7)3)02)

T(D(Tor, TD(X)02)v3 + 8(TD(X)vs, Tvs)0;y — G(Tvl,Tv3)D(X)vz)
TD(J{)(D(Tvl,Tvz)vg, + 60(Tvy, Tvz)vy — 0(Tvy, Tvsz)vy)
D(TD(X)vy, Tva)vs — D([X, Tv1], Tv1)vs — D(TD(X)vy, Ty )vs + D([X, Tva], TUl)Ug,)

—T( —6(Tv1, TD(X)v3)vp + 0(Tvq, [X, Tvs])va — 8(TD(X)v1, Tvs)va + 0([X, Tvl],Tvg,)vz)

TEG (Tvy, TD(X)v3)v1 — 0(Tvy, [X, Tus))vy + 0(TD(X)vy, Tos)vy — 0([X, Tvg], Tvz)v;
(-
(D(Tvl,Tvz) (X)v3 + 6(Tos, Tos) D(X) 0y —Q(Tvl,Tvg)D(X)vz) — TD(X)(D(Tv1, Tvs)v3
+0(Toy, Tvs)o1 — 0(Toy, Toz)v;) — T(D([X,Tvz],Tvl)vg, - D([X,Tvl],Tvz)vg)
+ T(G(Tvz, X, Tos))or + ([, Tvz},m)vl) - T(G(Tvl, X, Tos])va + O([¥, Tv1],Tv3)vz)
:T(G(Tvz,Tvl)D(X)v3 — 0(Tv1, Tvy) D(X)03 + 0(T0y, To3) D(X)v; — G(Tvl,Tv3)D(X)vz)
— TD(X)0(Tvy, Tv1)vs + TD(X)0(Tvq, Tvp)vs — TD(X)0(Tvy, Tvs)vy + TD(X)0(Tvq, Tz ) v
- T(G(Tvl, X, Tva] )03 — O([X, Toa), To1)vs — 0(Toy, [¥, Toq])vs + 0([X, Tvl],TUQ)v3)
+T( (T, [¥, Tos))o1 + 0([X, To], Tos)o ) ( (To1, [%, Tos))os + 0([¥, To1], Tos)o )
@)

= (9([){ Tv1], Tvy)vs + 6(Tvq, [%, Tog] 03) T( ([X, Tvy], Tvy)vs + 0(Tvy, [X, Tvl])vg,)

(9([1 Tv,), Tvs)vy + 0(Toa, X, Tv3])v1) i ( ([, To1], Tvs)vs + 6(Tor, [X, Tos] o )
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- T(G(Tvl, [¥, Tva] )03 — O([X, Toa], To1)vs — 8(Toa, [¥, Toq])vs + 0([X, Tvl],Tvz)ZJg)
+ T(G(Tvz, X, Tos))or + ([, Tvz},m)vl) - T(Q(Tvl, X, Tos])va + O([¥, Tvl],Tv3)vz)
=0.
Cela implique que d7(X) est un 1-cocycle.

On désigne l'espace des (2n — 1)-cochaines par :

2n—1 >
a1y, = { Guis (VL) mz1, (3.26)
LAL, n=20,
et 'opérateur différentiel A : C2"~1(V,L) — C#""1(V, L) est défini par :
o=l p>1
Ap=< T 7 =7 3.27
g {BT, n=0. ( )

Cela nous permet donc de définir un complexe de cochaines et, par conséquent, la cohomologie de
Yamaguti, qu’on utilisera dans le paragraphe suivant pour controler les déformations formelles des
opérateurs de Rota-Baxter relatifs.

Définition 3.3.11. Soient (L, [-,-,-]) un systeme triple de Lie, (V,6) une représentationde Let T: V — L
un opérateur de Rota-Baxter relatif. On note I’espace des cocycles par Z3(V, L) et 'espace des cobords
par B3(V,L). Les groupes de cohomologie sont alors définis par :

Hy(V,L)=Z3(V,L)/B3(V,L).
Ces groupes de cohomologie correspondent 4 I'opérateur de Rota-Baxter relatif T.

Dans la suite, on établit une comparaison entre I'opérateur différentiel At et 1’opérateur différen-
tiel dr défini par 1’équation (4.20), en utilisant 'élément de Maurer-Cartan T de la 3-algébre de Lie
(C*(V,L),I3). On a constaté que les deux opérateurs coincident & un signe pres.

Théoreme 3.3.12. Soit T un opérateur de Rota-Baxter relatif sur L. Alors
di(f) = (=1)" '), Ve N(V,L),n>1. (3.28)
Preuve 3.3.13. Pour tout x,y,z € Letu,v,w € V,ona

[[t+6,TIr, TIr(x + u,y + 0,2+ w)
=[t+0,TIr(T(x+u),y+vz4+w)+[m+6,TIr(x+u,T(y+v),z+w)
+[t+0,TIr(x+u,y+o,T(z+w)) —Tn+6,TIr(x+u,y+0v,z+w)
=(m+0)(T(x+u),T(y+0),z+w)+ (1 +0)(T(x +u),y +0,T(z+w))
—T(m+0)(T(x+u),y+v,z+w)+(m+0)(T(x+u), T(y+v),z+w)
+(m+0)(x+u,T(y+0),T(z+w)) = T(m+0)(x+u,T(y +0),z+w)
+(m+0)(T(x+u),y+0,T(z+w)) + (m+0)(x+u,T(y+0), T(z+w))
—T(r+0)(x+uy+oT(z+w)) —T(m+60)(T(x+u),y+ov,z+w)
—T(n+0)(x+u,T(y+v),z+w) —T(r+0)(x+uy+0,T(z+w))

:2([Tu, Tv,z] + D(Tu, Tv)w + [Tu,y, Tw] — 6(Tu, Tw)v + [x, Tv, Tw]
+0(To, Tw)u) - ZT(D(Tu,y)w —0(Tu,z)v+ D(x, Tv)w + 6(Tv,z)u

+0(y, Tw)u — 0(x, Tw)v).
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Donc, on obtient

[[r+6,TIg, T|r(u,0,w) =2[u,v,w|r,

[[m+0,T)g, T]r(x,v,w) =207(v,w)x, (3.29)
[[t+6,T]r, T]r(u,y,w ) = =207 (u,w)y, .
[[t+06,T|r, T|r(4,v,2) =2D7(u,v)z.

De plus, pour tout f € C%”_l(V,L), Vi=u; @0, € ®2V,i=1,2,--- ,net Uy €V ,ona

d?(f)(ul/"' runlunJrl) = %ZS(TIT/f) (ulr' o /unrun+1)
=[[[r+6,TIr, T|r, fIR (U1, - Un, i 41)
(=" [+ 6, TR Tl (F (U, 1100, 0,1 )

(="l 40, T, Tl (s f (U, U, 00), g )

)Y ) ) 0, T The (W f Q- T Wt
=1

f(ul T rﬁi/" . /uk/ [[71' + 9/T]R'T]R(uiruk+l)/vk+1ruk+2/' e ,Hn,unH)

n—1 k

_ Z Z(fl)ﬁlx

k=1i=1
f(ul e rl/l\ir T /uk/uk+1r [[7'[ + 91 T]RrT]R(ui/vk+l)ruk+2/' o run/un—i-l)

(T U 4 0Tl T (Ui t0))
i=1
B3,

D’ot1 les deux opérateurs différentiels coincident a un signe moins pres.

La théorie de la cohomologie pour les opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur les systémes triples de
Lie présente une certaine propriété fonctorielle. Cette propriété permet de préserver les structures de
cohomologie lorsqu’on considére des morphismes de systemes triples de Lie et des transformations de
représentations, facilitant ainsi I'étude des relations entre différentes structures algébriques.

Proposition 3.3.14. Soient T et T' dewx opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur (L,[-,-,-]) et (¢, ) un morphisme
entre T et T'. Alors

— 1 est un morphisme de systemes triples de Lie entre (V,[-,-,-]1) et (V,[-,,] ).

— Le diagramme suivant commute pour tout u,v € V,
L L
GT(u,v)J/ J,OT, (p(u)y(v))
L L

ot (L,07) et (L,01) sont les représentations induites de systemes triples de Lie (V,[-,-,-]1) et (V,[-,-,"]7)
respectivement.

¢
—

—
¢

Preuve 3.3.15. En utlisant les équations (3.5) et (3.6), on a

9([n,0,0]7) = ¢ (D(T(w), T(2))w — O(T(), T(w))o + O(T(0), T(w))u)
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D($T(u),$T(0))p(w) — O($T (1), T (w))p(v) + O($T(0), $T(w))p(u)
D(T (u), T (o)) p(w) — (T (1), T p(w))p(v) + 0(T p(v), T (w)) ()
[ (1), p(0), p(w)] .

Maintenant, d’apres (3.5), (3.6) et (3.23), pour tout u,v € V, x € L,ona

P(Or(1,0)x) = p([x, T(w), T(0)]) + (T(6(x,T(2))u)) — p(T(D(x, T(w))2))
= [(x) p(T()),9(T()] + T (9(6(x, T(@))u)) — T (p(D(x, T(w))0))
= [0, T (@), T (9(0))] + T (8(p(0), T (9(0))) () — D(p(x), T (p()))p(0)
= 0 (P(0), 9(0))p(x).

D’ou le résultat.

Soient T et T' deux opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur (L,[-,-,-]), et (¢,§) un morphisme entre T

et T tel que ¢ soit bijective. On note par C2'~1(V,L) I'espace des (211 — 1)-cochaines du systeme triple
de Lie (V,[,,-]) a coefficients dans la représentation (L,67). On définit alors

v NV, L) — C%’f*l(VT/,L), n>1,
Y:LAL—=LAL, n=0.

par:
V() (ur, - upn—1) = p(fF (@~ ), 9 Hugp—1))), Yus €V, n>1,
Y(X) = ¢(X) = (¢(x1),9(x2)), VX = (x1,x2) ELAL, n=0.

Théoréme 3.3.16. Avec les notations ci-dessus, <y est une cochaine du complexe (C3.(V,L), Ar) au complexe
(C;, (V,L),Ap ). Par conséquent, elle induit un morphisme 7y de groupes de cohomologie du H3(V,L) au
12, (V,L).

Preuve 3.3.17. Pour n =0, soient X € L A L et (¢,¢) un morphisme entre T et T tel que ¢ soit bijective.
Alorsona:

(3 7(8)(0) = T (D(y(%))0) — [7(X), T0]
=T (D(@(0)p oy (0) — [$(E), T'p oy (v)]
CILEO T 4 (D)1 (0) — [p(X), 9(Ty " (0))]
D oT(DX)Y 1 (v) - 91X, Ty (0)])
= p(3r(X)) (¢ (v))
— 7(3r(%)(v)).

Pour n > 1, soit f € C2"~!(V,L) et en utilisant la proposition 3.3.14 on a :

Oy (f)) (ur,uz, -+ Uz s1)
=0 (uan, 1)y (f) (ur,u2, -+ ugp—1) — GT/(MZn—1/M2n+1)’Y(f)(M1/uz,' “+ Ugp2,U2p)

+ 2 1) D (g, u )y (f) (a1, -+ Woge—1, g+ o 41)
n  2n+1 il
Y Y (O () (uy g, Tk, ok [Uok—1, Uk Uil Uan 1)
k=1j=2k+1

=0 (Mznfuzn+1)4’f( “Hur), 9 (ug), rll’_l(uzn—ﬂ)
— O (a2 ))OF (7 () 9 (2), - (t202), 9" 102 )
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n

+ Z n+kD u2k711u2k)¢f (lpil (Lll),’,bil(uZ)/ e ,11[]_1@71)/ w_T@k), . ,wfl(MZnﬁLl))
k=1
n o 2n+1 7 a1/,
+), ) ( Hk“‘l’f( Yun), " (u2), - M (uge—), (),
k=1j=2k+1

c [ (ugin), 9 (), 9 ()] /lP_l(“an))
=0 (p o™ (uzn), Y o g™ (uans1))pf (4’71(“1)/1!’71 (u2),--- ,llfl(uznq))
— 0 (o (uan—1), Y 0 (up41))pf (ll’_l (u1), 9~ (uz), - ,lP_l(uznfz)/#’_l(uzn))

+ k)":< ™ Dy (o~ 1), 9 0 ()9 f (97 (1), 97 (2), - aize1), 9 (020),
-1
n  2n+1 _— —
o u2n+1)+z Yo ( n+k+l¢f( Yun), p (u2), - W), 1 (ui),
k=1 j=2k+1

Ty ) 9 (020 97 ) (20))
= (0r(p " (u20), " (w2a ) (¥ (02), 9 (2), - 9 (120-1))
= Or (¥ (21, 9 (i) (971 00,97 102), - 9 1202), 9 (1020))

—

+ Z 1) kD (g 1(uzk_l),l/)_l(qu))f<1/)_1(u1),1p_1(u2),~--,1p*1(u2k_1),1/)*1(u2k),

n  2n+1 o — —
0 Yugn i ) + Z Yo« n+k+1f<¢_1(”1)/¢_1(”2)/‘"rlzb_l(”Zkfl)r#J_l(”Zk)/
k=1j=2k+1

9 ) ) ()l (20) ))
=¢(5T(f)(¢_1(“1)w a /#’_1(uzn+1))) =007 (f))(ur, -+ u2ns1).

Ainsi 7 est une cochaine du complexe @3, C3"~!(V,L),Ar) vers le complexe B C%’fﬁl (V,L),Ap).
Par conséquent, elle induit un morphisme 7 de groupes de cohomologie H7.(V, L) vers 2, (V,L), pour
toutn > 0.

3.4 Déformations des opérateurs de Rota-Baxter relatifs

Dans cette section, on étudie les déformations formelles ainsi que I'extensibilité des déformations
d’ordre n aux déformations d’ordre n + 1, en utilisant la théorie de la cohomologie établie dans la
section précédente.

3.4.1 Déformations formelles

Soit K[[t]] I’anneau des séries formelles & une variable et & coefficients dans K. Pour tout espace
vectoriel L, on note par L[[t]] 'espace vectoriel des séries formelles a une variable f et a coefficients dans
L. De plus, s'il existe une structure de systeéme triple de Lie (L, [-,-,]) sur K, alors on peut étendre cette
structure sur I'anneau K[[t]] dans L[[t]]. Cette extension est donnée par la regle suivante :

{Zt X, Z t]y], Zt zk} = Z Z xl,y],zk Vxi,yj 2 € L. (3.30)

s=0i+j+k=s

Pour toute représentation (V,0) de (L,[-,-,-]), il existe une représentation naturelle du systeme
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triple de Lie L[[t]] sur le K[[t]]-module V[[¢]], définie par :

+00 +00
(Zt X, Zt]y]) ( Z tkmk> Z Z 0(x;,yj)mi Vx;,y; € L, v € M. (3.31)
k=0

s=0i+j+k=s

On considére maintenant la série formelle suivante :

+oo
=Y T, T,eCy(V,L), (3.32)
i=0
il s’agit d’une application linéaire T; € Homy (V;L)[[t]] = Homg (V;L[[t]]). Cette série formelle peut
étre étendue pour agir comme un K[[t]]-module de V[[t]] sur L[[t]] et on continuera a noter cette
application par T;.

Définition 3.4.1. Soient (L,[-,-,-]) un systéme triple de Lie, (V, 9) une représentationde Let T: V — L

un opérateur de Rota-Baxter relatif. Si la série formelle T; = Z T;t' ot Ty = T satisfait I’équation
i=0
suivante :

[Tru, Tyo, Trw] = Ty (D(Ttu, Tio)w + 0(To, Trw)u — 0(Tru, Ttw)v>.

On dit que T; est une déformation formelle de ’opérateur de Rota-Baxter relatif T.

Remarque 3.4.2. Si T; = T + tT; est un opérateur de Rota-Baxter relatif. On dit que T} engendre une
déformation infinitésimale de T.

On rappelle qu'une déformation formelle d'un systéme triple de Lie (L, [-,-,-]) est une série formelle

—+o00
= Z wktk ot wy € Hom((A%L) ® L, L), tel que wy(x,y,z) = [x,y,z] pour tout x,y,z € L. De plus, w;
k=0
doit définir une structure de systéme triple de Lie sur I’anneau K[[¢]] dans L[[¢]].

oo

Proposition 3.4.3. Soit T; = Z t'T; une déformation formelle d’un opérateur de Rota-Baxter relatif T. Alors
i=0

(-, -, -] 1, défini pour tout u,v,w € V, par :

[u,0,w|T, ZE) Zktk( Tu,T]-v)w—i—G(Tiv,Tjw)u—G(Tiu,Tjw)v),
i+j

est une déformation formelle du systeme triple de Lie (V,[-,-,-]1) donné dans le Corollaire 3.1.5.

En appliquant les équations (4.33)-(4.35) pour développer I'équation (4.36) et en collectant les
coefficients de t°, on obtient que I'équation (4.36) est équivalente au systeme d’équations suivant :

Y [Ti(w), T(0), Te(w))]

i+j+k=s
i,j,k>0

= ¥ T(D(Tj(), Telo))w + 0(T; (0), Te(w))u — 6(Tj(w), Te(w))o), (3:33)
,»,f’,Z';é'

pour tout u,v,w € Vets > 0.

oo

Proposition 3.4.4. Soit T; = Y _ T;t' une déformation formelle de T. Alors Ty est un 1-cocycle dans la cohomolo-
i=0

gie de I'opérateur de Rota-Baxter relatif T, c’est a dire, $+(Ty) = 0.
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Preuve 3.4.5. L'équation (4.37) est valable pour s = 0 car Ty = T est l'opérateur de Rota-Baxter relatif.
Pour s =1, on obtient :

[Tu, Tv, Ty (w)] 4 [Tu, T1(v), Tw] + [T1 (1), Tv, Tw]
= T(D(Tu,Tl (v))w+ D(Ty(u), Tv)w + 6(To, Ty (w) )u + 6(Ty (v), Tw)u

—0(Tu, Ty (w))v — 9(T1(u),Tw)U) +T (D(Tu, To)w + 6(Tv, Tw)u — 9(Tu,Tw)v),

pour tout u,v,w € V, ce qui implique que 6+(Ty) (1,v,w) = 0. Par conséquent, 'opérateur linéaire T; est
un 1-cocycle dans la cohomologie de T.

+oo -
Définition 3.4.6. Soient T; = Z tTietT, = 2 t'T'; deux déformations formelles d’un opérateur de
i=0 i=0
Rota-Baxter relatif. On dit qu’elles sont équivalentes s'il existe un élément X € L AL, ¢; € gl(L) et
P; € gl(V) (i > 2) tel que le couple

+oo +oo
(gbt =Idp+t[X,—]+ Y _t'¢;, ¢r=1Idy +tD(X)(—)+ ) tlybi) (3.34)
i=2 =2

soit un morphisme des opérateurs de Rota-Baxter relatifs T; et T;. En particulier, une déformation T; est
dite triviale s’il existe un élément X € LA L, ¢; € gl(L) et ¢p; € gl(V) (i > 2) de sorte que (¢, ;) défini
par I’équation (4.38) donne une équivalence entre T; et T.

Théoreme 3.4.7. Si deux déformations formelles d"un opérateur de Rota-Baxter relatif sont équivalentes, alors
leurs déformations infinitésimaux sont dans la méme classe de cohomologie HA.(V,L).

Preuve 3.4.8. Soit (¢r,1;) les deux applications définies par 1’équation (4.38) qui donnent une équiva-

foo oo

lence entre les deux déformations T; = Z Tit' et T, = Z T';t' d'un opérateur de Rota-Baxter relatif T.
i=0 i=0

Par (¢ o Ti) (u) = (T o 1) (u), on a

Ty (u) = Ty (u) + TD(X)u — [¥, Tu]
=Ty (u) + 97 (¥X) (u), Vu € V,

cela implique que T et Ti sont dans la méme classe de cohomologie.

3.4.2 Déformations d’ordre 7 et classe d’obstruction

Dans ce paragraphe, on introduit une classe de cohomologie spéciale associée a une déformation
d’ordre n. On démontre qu’une déformation d’ordre n est extensible si et seulement si cette classe de
cohomologie dans le troisieme groupe de cohomologie est triviale. Ainsi, on appelle cette classe de
cohomologie comme la classe d’obstruction d"une déformation d’ordre nn étant extensible.

n

Définition 3.4.9. Soit T un opérateur de Rota-Baxter relatif. Si T; = ) #T; définit un K[[t]]/ (¢"1)-
i=0
module de V[[#]]/(¢"*1) sur le systéme triple de Lie L[[t]]/(¢"*!) satisfaisant :

[Tiu, Tyo, Trw] = Ty (D(Ttu, Tyo)w + 0(To, Trw)u — 0(Tru, Ttw)v).
On dit que T; est une déformation d’ordre n de I'opérateur de Rota-Bxater relatif T.

n .
Définition 3.4.10. Soit T; = ) _ #'T; une déformation d’ordre n d'un opérateur de Rota-Baxter relatif
i=0
T. S'il existe une 1-cochaine T, 11 € C3(V,L) tel que T; = T; + 1T, 1 soit une déformation d’ordre
(n+1) de T, alors on dit que T; est extensible.
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n .
soit T) = Z/\lTi une déformation d’ordre n d’un opérateur de Rota-Baxter relatif T. On définit
i=0
ObsT € C3(V,L) par:

Obs"(u,v,w)= Y. [T, Tjv, Tiw] — T;(D(Tju, Teo)w + 0(Tjo, Tew)u — 0(Tju, Trw)v).  (3.35)
it jrk=n+1
0<i,jk<n

En utilsant la structure de la 3-algebre de Lie donnée dans la Proposition 3.3.1, on peut démontrer que
ObsT est un 3-cocycle dans la cohomlogie de T.

Proposition 3.4.11. La 3-cochaine Obs™ € C3(V,L) est un 3-cocyle, c'est a dire que 6% (ObsT) = 0.

Preuve 3.4.12. Pour tout T;, T, Ty € (EO(V,L) = Hom(V,L), et en se basant le crochet ternaire défini par
I'équation (3.16), on obtient :
I3(T;, Tj, Tye) (u,0,w)
=[[[7 + 6, Ti]r, Tj]r, Tx)r (1,0, w)
=[[m + 0, Ti|r, Tj]r (Tew,v,w) + [[7 + 0, Ti]r, Tj]r (1, Tiv, w)
+ [[7r + 6, Ti]r, Tjlr (1,0, Tyw) — Ti[[7r + 6, Ti]r, Tj]r (u,0,w)
=[m + 6, Ti|r (Txu, Tjv,w) + [t + 6, iR (Tiu, v, Tjw) — T;[r + 6, Ti|r (Tyu, v, w)
+ [t + 6, Ti]r (Tju, Tyo,w) + [t + 0, Ti]r (4, Tyv, Tiw) — T + 6, Tj|r (1, Tyo,w)
+ [+ 0, Ti|r(Tju, v, Trw) + [t + 6, Tj]r (u, Tjv, Trw) — Ti[t + 6, Ti|r (4,0, Trw)
— Ty[t + 6, T} (Tju,v,w) — Tyt + 6, Tj]r (u, Tjo,w) — Tt + 6, Ti|r (4,0, Tjw)
=[Txu, Tjv, Tiw] — T;D(Txu, Tijv)w + [Tru, To, Tiw] + T;0(Tiu, Tiw)o — T;D(Tiu, Tio)w
+ T;0(Tyu, Tw)v + [Tiu, Tyo, Tiw] — T;D(Tju, Tyo)w + [Tu, Tyv, Tiw] — T;6(Tio, Tjw)u
— TjD(Tiu,Tkv)w — TjG(Tkv, Tw)u + [T]-u,TiU, Tyw] + TiG(Tju, Tyw)v + [Tu, Tiv, Tyw]
— T;0(Tjv, Trw)u — T;0(T;v, Trw)u + T;0(Tu, Trw)o — TeD(Tiu, Tiv)w + Ti0(Tiu, Tyw)v
— TyD(Tiu, To)w — Ti(Tjv, Tiw)u — Ty0(Tio, Tjw)u + T (Tiu, Tjw)v.

Ainsi, on déduit que

1 1 1
ObST = = Z l3(Ti, T]‘; Tk) = 6 Z l3(Ti/ T]/ Tk) + E Z 13(T/ Tir T]) (336)
i+j+k=n+1 i+j+k=n+1 i+j=n+1
0<i,jk<n 1<i,jk<n 1<i,j<n

Puisque T; est une déformation d’ordre n de 1’'opérateur de Rota-Baxter relatif T, alors pour tout
0<s<n,uv,weV,ona

Y [T, Tjv, Tiw] — T;(D(Tju, Tyo)w + 6(Tjo, Tew)u — 6(Tju, Taw)v) =0,
i+j+k=s
0<i jk<s

ce qui est équivalent a

1 1
BT TT) =2 ), B(TTT (3.37)
i+j+k=s
0<i,jk<s—1
1 1
=z L BT+ ) BTTT) 0<s<n
i+j+k=s i+j=s
1<i,jk<s—1 1<i,j<s—1

D’apres le Théoreme 3.3.12 et (3.18), on a

53(0bsT) = —%h(T,T,ObsT)
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(336) 1 1
= Y (T, T (T Tj, i) — 4 Y. B(T,T,(5(T,T,T)))

12 i+j+k=n+1 i+j=n+1
1<ijk<n 1<ij<n
33 1 1
=% ; L3((T, T, T), T,T) = 7 :Z L((5(T, T, T), T, T)
i+j+k=n+1 i+j=n+1
1<ijk<n 1<ij<n
(2.34) 1
= - X <l3(l3(Ti/ T;,T), Ty, T) + 13(3(T;, Ty, T), T;, T) + ls(ls(Eka/T)/TifT))
i
1
== ¥ (BOs(T, T ), T, Te) + 1(5(T;, T, T), Ty, Te) + 5 (15(Ti T, T), T, Ty) )
i+j+k=n+1
1<ijk<n
1
+7 ¥ (b0(TTT),T,T) + (s(T,T,T), T, T))
1S
1 1 1
= E Z 13(13(Ti/ T]/ T)/ Tk/ T) + Z Z 13(13(Ti/ T/ T)/ Tj/ Tk) + E Z 13(13(T/ T/ Ti)/Tj/ T)
i+j+k=n+1 i+j+k=n+1 i+j=n+1
1<ijk<n 1<ijk<n 1<ij<n
337) 1 1
=2 Z lg(lg(Ti,T]‘,T),Tk,T) BET l3(l3(Ti/,Tiu,Tim),T]-,Tk)
i+j+k=n+1 i il i+ j+k=n+1
1<i,jk<n 1<il il i jk<n
1 1
—= Y B((TT,Tw), T, Ti) — c ) I3(I3(Tyr, Tyr, Ty ), T;, T)
4 +jrk=n-+1 i il i +j=n+1
1<i’ il jk<n 1<l il il j<n
1
-> Y. B((T,T,Ty),T,T)
il il +j=n+1
1<i,i" j<n
1 1
= _E Z l3(l3(Ti/,Tl‘//,Tl‘/H),T]‘,Tk) - — 2 l3(l3(T,Ti/,Ti//),7},Tk)
i il il jk=n+1 il il +j+k=n+1
1<il i i jk<n 1<l i jk<n

1
—z ) I3(I3(Ty, Tyr, Ty ), T;, T)
il il i 4 j=n+1
1§i’,i”,i’”,j§n

234) 1 1

@34 1 y l3(l3(T,Ti/,Tl-u),T]«,Tk)—6 ) I3(I3(Ty, Ty, Tyw), T;, T)
il +i" +j+k=n+1 i il i 4 j=n+1
1<i,i" jk<n 1<l i j<n

33 1
= - Z l3(l3(T,Ti/,Ti//),’I}',Tk> + l3(l3(Ti/,T,Ti//>,T]',Tk) + l3(l3(Ti/,Ti//,T),’1—}‘,Tk))

2 i i’ 4 j+k=n+1
1<i,i" jk<n

1
— ﬁ Z <l3(l3(Ti/,Ti//,Ti’//)rI}/ T) + 13(13(Ti’/Ti”/Ti”’)rTrT'))
i i il j=n+1
1<il i i j<n

o,

On obtient ainsi que la 3-cochaine Obs” est un 3-cocycle.

n .

Définition 3.4.13. Soit Ty = ) _ #'T; une déformation d’ordre n de T. Alors la classe de cohomologie
i=0

[ObsT] € H3.(V,L) est appelée la classe d’obstruction de T; étant extensible.

n
Théoréme 3.4.14. Soit T; = Z t'T; une déformation d’ordre n de T. Alors Ty est extensible si et seulement si la
i=0
classe d’obstruction [Obs] est triviale.

Atef Hajjaji 74-



Chapitre 3. Equation de Maurer-Cartan, cohomologies et déformations des opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur
les systemes triples de Lie

Preuve 3.4.15. Supposons qu'une déformation d’ordre n T; de 'opérateur de Rota-Baxter relatif T
s’étende a une déformation d’ordre n + 1. Alors I'équation (3.37) est valable pour s =1 4 1 et on a donc
ObsT = —61(T,11), ce qui implique que la classe d’obstruction [Obs?] est triviale.

Inversement, si la classe d’obstruction [Obs] est triviale, supposons que Obs! = —4%.(T,,11) pour
une 1-cochaine T, .1 € Hom(V,L). Fixons T, =T + Tui1t" 1. Alors T; satisfait I'équation (3.37) pour
0 < s <n+ 1. Donc T; est une déformation d’ordre 1 + 1, ce qui signifie que T; est extensible.

Corollaire 3.4.16. Si H3.(V,L) =0, alors tout 1-cocycle dans Z}(V,L) est l'infinitésimal d"une déformation
formelle de T.

3.5 Cohomologie des opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur les al-
gebres de Lie et cohomologie des systemes triples de Lie associés

Inspiré par la construction d’un systéme triple de Lie & partir d'une algebre de Lie, ce paragraphe
explore les connexions entre la cohomologie des opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur les algebres de
Lie et celle sur les systémes triples de Lie associés.

Soinet (L, [-,-]) une algebre de Lie, (V,p) une représentation et T : V — L un opérateur de Rota-
Baxter relatif. Alors il y a une structure d’algébre de Lie sur (V,[-,-]1), oti le crochet [-,-]7 : A2V — V est
donné par :

[,v]r = p(Tu)v — p(Tv)u, Yu,v € V. (3.38)

Il existe une représentation de 1’algebre de Lie (V, [, ]1), pr : V — gl(L), définie par :
pr(u)x = [Tu,x] + Tp(x)u, Yu € V,x € L.

Ensuite, on considére ’ensemble des p-cochaines C}(V,L) = Hom(APV,L). Soit dr : CL(V,L) —
C?H (V,L)(p > 0) l'opérateur cobord correspondant de 1’algebre de Lie (V,[-,]7) a coefficients dans la
représentation (L,pr), définie pour tout f € CL(V,L) etuy, -+ ,up41 € V par:

&VT(f)(ulr' o /”p+1)

= Y (=0 f(o(Tug)uj — p(Tuj)uzuy, - iy, 0, 1hpy1)
1<i<j<p+1

p+1

+ Z 1+1( Tui/f(M1,~ N T ,up+1)] + Tp(f(ull. R 7T /”p+1))(ui))-

Le complexe de cochaines (C/.(V,L),dr) est alors appelé complexe de cochaines de 'opérateur de
Rota-Baxter relatif T et on désigne par H}(V,L) = ZF(V,L)/BL(V, L), le p"™ groupe de cohomologie
deT.

Proposition 3.5.1. Soient (L, |[-,-]) une algebre de Lie et (V,p) sa représentation. Alors (V, 9P) est une repré-
sentation du systeme triple de Lie (L,[-,-,-] = [-,-] o ([-,-] ® Idr)) donné par le Lemme 2.1.6, oi :

Op(x,y) = p(y)p(x), Vx,y € L. (3.39)
Preuve 3.5.2. Soient (L, [-,-]) une algebre de Lie et (V,p) sa représentation. D’apres ce qui précéde, on
a une structure d’un systeéme triple de Lie sur L par le crochet [-,-,-] = [[-,-], -]. Maintenant, pour tout
x,y,z€ Letu,v,wecV,ona
X +uy+0|gv,z+wLey
yl+po(x) (@) —p(y)(u),z + wLey

ylz2] +p([ey)(w) = p(2)p(x)(0) +p(2)p(y (u)

Yozl + (p(x)p() — p(y)e(x)) (w) — p(2)p(x)(0) + p(2)p(y (u)
Y2+ (0p(y,%) = 0p(x,y)) (w) = 0p(x,2) (v) + 6, (y,2) (1)
W2+ Do(x,y) (w) = 6p(x,2) (v) + 6, (y,2) (u)-
Alors d’apres I'équation (2.8), (V,6,) est une représentation de (L, [-,-,-] = [-,-] o ([-,-] ® Idp)).

[x+uwy+v,z+wley =]
[
[

[x,
[x,

=
=
=
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Théoréme 3.5.3. Soinet (L,][-,-]) une algebre de Lie, (V,p) une représentation et T : V — L un opérateur de
Rota-Baxter relatif. Alors T est aussi un opérateur de Rota-Baxter relatif sur le systeme triple de Lie (L,[-,-,-] =
[-,-] o ([-,-] ® IdL)) associé a la représentation (V,6,).

Preuve 3.5.4. Pour tout u,v,w € V,on a

[Tu, Tv, Tw)] = [[Tu, Tv], Tw]

= [T(o(Tu)v — p(Tv)u), Tw]

= [Tp(Tu)o, Tw] [To(Tov)u, Tw]
T(p(Tp(Tu)v)w — p(Tw)p(Tu)o) — T (p(Tp(To)u)w — p(Tw)p(To)u)
T (o([Tu, To])w — p(Tw)p(Tu)v + p(Tw)p(Tv)u)
T

Dy(Tu, To)w + 6,(Tv, Tw)u — 6,(Tu, Tw)v).

D’ot le résultat.

I s’avere qu’il existe deux méthodes pour construire une structure du systéme triple de Lie sur V &
partir d’une algebre de Lie (L, [-,-]) et une représentation (V,p). D'une part, on considere la structure
du systéme triple de Lie (V,[-,,]7) fournie par 'opérateur de Rota-Baxter relatif T sur le systeme triple
de Lie correspondant (L,[-,-,-] = [-,-] o ([-,-] ® Id})) et associé a la représentation (V,6,), olx

[u,v,w]T = Dp(Tu, To)w + 0,(Tv, Tw)u — 6, (Tu, Tw)v. (3.40)

D’autre part, on construit d’abord l'algebre de Lie (V,[-,]7) fournie par 'opérateur de Rota-Baxter

relatif T sur 1’algebre de Lie (L, [-,-]) et associé a la représentation (V,p), puis on considere la structure

du systeme triple de Lie associé a I'algebre de Lie (V,[-,]7) par le crochet ternaire [-,-,-|7 = [-,-]7 o

([,-]r ® Idy). Ces deux constructions donnent la méme structure du systeéme triple de Lie sur V.
Comme dans le cas de la Proposition 3.5.1, on constate que

Or(u,v) = pr(v)pr(u), Yu,veV, (341)
est une représentation du systéme triple de Lie associé (V,[-,-,-]1).

Théoréme 3.5.5. Soit (V,[-,-|r) une algebre de Lie et (L, pr) sa représentation. Tout 1-cocycle pour la cohomolo-
gie de I'algebre de Lie (V,[-,-|1) a coefficients dans la représentation (L, pr) est un 1-cocycle pour la cohomologie
du systeme triple de Lie associé (V,[-,-,-|t = [-,-]r o ([,-]T ® Idy)) a coefficients dans la représentation (L,07).

Preuve 3.5.6. Soit ¢ un 1-cocycle pour la cohomologie de 1’algebre de Lie (V,[-,-]7) a coefficients dans
la représentation (L,pr). Alors, pour tout u,v € V, on a

dr(9)(u,0) = pr(1)p(v) — pr(v) (1) — ¢([u,0]7) =0.

D’autre part, pour tout u,v,w € V, on a

61(¢)(u,0,w) =Dr(u,0)
=pr([u,0]r)p(w) — pr(w)or(u)p(v) + pr(w)eT(0)P(U) — @
=pr([u,0]1)p(w) — pr(w)or (1) P( (w)or(v)p(u)
+ pr(w)e([u, 07 )
=pr([u,0]r)p(w) — pr(w)or(u)(v) + pr(w)er(v)@(1) — p1([11,9]T) P(W)
+ pr(w)pr(u)@(v) — )
:0,

ce qui signifie que ¢ est un 1-cocycle pour la cohomologie du systeme triple de Lie associé (V,[-,-,:]7 =
[-,-]T o ([-,-]r ® Idy) a coefficients dans la représentation (L,0r).

Théoréme 3.5.7. Soit ¢ € Z2(V,L) un 2-cocycle pour la cohomologie de (V,[-,-]1) a coefficients dans la
représentation (L,pt). Alors l'application w(u,v,w) = ¢([u,v]r,w) — pr(w)¢e(u,v) est un 3-cocycle pour
la cohomologie du systeme triple de Lie associé (V,[-,-,-|t = [,-]r o ([-,-]r ® Idy)) a coefficients dans la

représentation (L,0T).
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Preuve 3.5.8. Soit ¢ € Z%(V,L). Pour tout u,v,w € V,on a

w(u,v,w) = ¢([u,0]r,w) — pr(w)e(u,0)
= —(¢([o,u],w) — pr(w)p(v,w))
= —w(v,u,w),

et

w(u,v,w)+ w(v,w,u) + w(w,u,v)
=¢([u,v]r,w) — pr(w)p(u,v) + ¢([v,w]r,u) — pr(u)p(v,w) + ¢([w,u],v) — pr(v)p(w,u)
=dr(p)(u,v,w) =0,

ce qui implique que w est une 3-cochaine selon la Définition 2.1.18. Pour tout u,v,w,t,e € V, on a aussi

(5%(w)(u,v,w, te)
=w(u,v,[w,t,e]r) + Dr(u,v)w(w,t,e) — w([u,o,w|r,te) —w(w,uv,t|r,e)
—w(w,t,[u,v,e)r) — 07(te)w(u,v,w) + 07(w,e)w(u,v,t) — Dr(w, t)w(u,v,e)

=¢([w,v]r, [[w,t]T,elT) — pr([[w,t]1,elr) p(u,0) + pr([w,vlT)@([w,t]1,8) — pr([w,0]T)p(e) P(wW, 1)
— o([[[u, o], w1, tI1,€) + () P([[11, 0], W]T,t) — P([W, [0, |1, t]T]T,0) + PT(E) P(W, [[10,0]T, t]T)
— o([w,t]r, [[u,0]r,e]1) + pr([[w,v]1,e]T)P(w,t) — pr(e)pT(t)9([u,0]1,w) + pr(e)oT (W) P([11,V]T, 1)

+pr(e)or([t,w]r)e(u,v) — pr([w, tT)([u,v]r,€) + pr([w,t]1)pT(€) P(11,0)

=¢([u,v]r, [[w,t],e]7) — @([w,t]r,[[u,0]r,e]7) + @([[w,v]1, [t, w]r]T,€) + o1 ([11,0]7) P([w, t] T, )
—pr([w,t]r)e([u,0]7 €)+PT( Jo([[w,vlT,wlr,t) + pr(e)p(w,[[u,0]1,t]T) — pr(e)pr(t) @([u,v]r, w)
+ pr(e)pr(w)e([u,v]1,t) — pr(e)or([u,v]r)p(w,t)

=¢([u,9]1,[[w,t]T,e]T) — <P([ tlr, [[u,0]r,e]r) + @([[u,v]r, [t w]r]T,e) + o1 ([, 0] T) @([w, t] T, €)
—pr([w,t]r)e([u,vl1,e) +p ()?([M,U}T,[w/fh)

=dr(¢)([u,0]r, [w,t]1,e) =

ce qui donne que w est un 3-cocycle pour la cohomologie du systeme triple de Lie associé (V,[-,-, -]t =
[-,-]r o ([,-]r ® Idy)) & coefficients dans la représentation (L,67).

Lemme 3.5.9. Soit a € CL(V,L). Alors

5 () (1,0,w) = dp () ([u,0)7,w) — pr (w)dr (a) (1,0). (3.42)

Preuve 3.5.10. Pour tout u,v,w € V,on a

o1 () (u,0,w)
=Dr(u,v)a(w) — 0r(u,w)a(v) + 07 (v, w)a(u) — a([u,v,w]7)
=pr([u,olr)a(w) — pr(w)o(u)a(v) + pr(w)or(v)a(u) — a({[u,v]r,w]r)
=por([u,v]r)a(w) — pr(w)a((u,olr) — a([[u,v]r,w]r)

- PT(w (or(w)a(v) — pr(v)a(u) — a(u,v]7))

D’ot1 le résultat.
Proposition 3.5.11. Soient g1, ¢y € Z2(V,L). Si @1, pa sont dans la méme classe de cohomologie, alors w1, wa
définis par :

wi(u,v,w) = ¢;([u,v]r,w) — pr(w)e;(1,v), i=1,2 (3.43)

sont dans la méme classe de cohomologie du systeme triple de Lie associé (V,[-,-,-|r = [-,-]r o ([-,-]r ® Idy)).
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Preuve 3.5.12. Soient ¢1,¢2 € Z%(V,L) sont deux cocycles dans la méme classe de cohomologie,
C’est-a-dire, N
@2 — @1 =dr(a), a € Cr(V,L).

D’apres le Lemme 3.5.9, on a
wz(u,0,w) — wi(u,0,w) = (92 — ¢1)([u,0]7,w) — pr(w) (P2 — ¢1)(1,0)

= dr () ([u,0]r,w) — pr(w)dr (u,0)
= 0%(a) (u,0,w), « € CH(V,L),

ce qui signifie que w1 et wy sont dans la méme classe de cohomologie.
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Chapitre

Cohomolgies et déformations des
opérateurs de Rota-Baxter relatifs
twistés sur les algebres 3-Lie

Notre objectif dans ce chapitre est d’introduire la notion d’opérateur de Rota-Baxter relatif twisté sur
une algebre 3-Lie et d’étudier les algebres 3-NS-Lie en tant que structures sous-jacentes a ce type d’opé-
rateurs. De plus, en partant d"une représentation d’'une algebre 3-Lie et en s’appuyant sur 'approche de
Voronov, on construit une Le-algeébre dont les éléments de Maurer-Cartan sont des opérateurs de Rota-
Baxter relatifs twistés sur une algebre 3-Lie. On définit ensuite la cohomologie de ces opérateurs sur les
algebres 3-Lie afin d’explorer leurs déformations. On démontre que si deux déformations formelles d"un
opérateur de Rota-Baxter relatif sur une algebre 3-Lie sont équivalentes, alors leurs infinitésimaux sont
dans la méme classe cohomologique dans le premier groupe de cohomologie. Par ailleurs, 1’extension
d’une déformation d’ordre n a une déformation d’ordre n + 1 est donnée par une classe de cohomologie
dans le second groupe de cohomologie.

4.1 Opérateurs de Rota-Baxter relatifs twistés sur les algebres 3-Lie

Dans cette section, on introduit le concept d’opérateurs de Rota-Baxter relatifs twistés sur les
algebres 3-Lie, qui constituent une généralisation au cas ternaire des opérateurs de Rota-Baxter relatifs
twistés sur les algebres de Lie étudiés par A. Das dans [49]. De plus, on présente quelques propriétés
ainsi que des résultats de caractérisation. Par la suite, on va considérer que tous les opérateurs de
Rota-Baxter sont de poids A = 0.

Soient (g, [+, -,+]5) une algebre 3-Lie et (V,p) une représentation. Pour tout 2-cocycle H € €3, (g; V),
on a une structure d’algebre 3-Lie sur la somme direct g ® V donnée par :

(o), (1,0, o)l = (ow Zlaple)o +p( 00+ ply 2+ H(xy,2)), @D

que l'on appelle le produit semi-direct H-twisté et noté par g ><Z)" V. Désormais, H désignera toujours
un 2-cocycle.

Définition 4.1.1. Soient (g,[-,-,-]5) une algebre 3-Lie et (V,p) une représentation. Une application
linéaire T : V — g est un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté si elle vérifie :

[Tu, Tv, Tw]g = T (p(Tu, To)w + p(To, Tw)u + p(Tw, Tu)v + H(Tu, Tv, Tw)), Yu,v,weV. (42)

Exemple 4.1.2. Tout opérateur de Rota-Baxter de poids zéro sur une algébre 3-Lie est un opérateur
de Rota-Baxter relatif #-twisté ol1 la représentation est la représentation adjointe et le 2-cocycle H est
trivial.
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Exemple 4.1.3. Soit g une algebre 3-Lie et V un g-module. On Suppose que ¢ : g — V soit une 1-cochaine
inversible dans le complexe de Chevalley-Eilenberg des cochaines de g a coefficients dans V. Alors
T =¢~!: V — gest un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté avec H = —d¢. La preuve découle du
fait que

H(Tu, Tv, Tw) = —(9¢) (Tu, Ty, Tw)
= —p(Tu, Tv)¢p(Tw) — p(Tv, Tw)P(Tu) — p(Tw, Tu)Pp(Tv) + ¢([Tu, Tv, Tw]y).  (4.3)

En appliquant T aux deux cotés de (4.3), on obtient I'identité (4.2).

Exemple 4.1.4. Soit N : g — g un opérateur de Nijenhuis sur une algebre 3-Lie g, c’est a dire, que N
satisfait 'identité :

[N, Ny, Nzlg = N ([Nx, Ny, 2] + [Nx,y,Nz]g + [x, Ny, Nzl
_N([leylz]g+ [x/Ny/Z]g“‘ [xry,NZ]g)+N2[x/y/Z]g)r Vx/y/ZEQ' (44)

Dans ce cas, il y a une nouvelle structure d’algebre 3-Lie sur g notée par gy et donnée par le crochet
suivant :

[x,y,z]N =[Nx,Ny,z]g + [Nx,y,Nz|g + [x, Ny, Nz]; — N([Nx,y,z]q
Ny, 2y + [, N2lg — NIy, 2lo).

De plus, I’algebre 3-Lie gy posséde une représentation sur g donnée par p(x,y)z = [Nx, Ny, z|y, pour
tout x,y,z € g. Avec cette représentation, 'application H : A3gy — g définie par :

H(x,y,2) = =N([Nx,y,z]y + [x,Ny,z]g + [x,y,Nz]y — N[x,y,2]y)

est un 2-cocycle dans la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de gy a coefficients dans g. Il est alors facile
d’observer que l'application d’identité Id : g — gy est un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté. Cet
exemple sera reconsidéré dans un contexte plus général dans la section suivante oti nous introduirons
les algebres 3-NS-Lie et un foncteur de la catégorie des algebres 3-NS-Lie a la catégorie des opérateurs
de Rota-Baxter relatifs H-twistés.

En utilisant le produit semi-direct H-twisté, on peut caractériser les opérateurs de Rota-Baxter
relatifs H-twistés par leurs graphes.

Proposition 4.1.5. Une application linéaire T : V — g est un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté si et
seulement si son graphe Gr(T) = {(Tu,u)|u € V'} est une sous-algebre du produit semi-direct H-twisté g x;rl V.

Preuve 4.1.6. Soient (Tu,u), (Tv,v) et (Tw,w) € Gr(T). Pour tout u,v,w € V,ona:
[(Tu,u),(Tv,v),(Tw,w)]y
= ([Tu,Tv, Twlg,0(Tu, Tv)w + p(Tw, Tu)v + p(Tv, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw))

On Suppose que Gr(T) est une sous-algebre du produit semi-direct H-twisté g xz{ V. Alors, on a
[Tu, Tv, Tw|y = T(p(Tu,Tv)w + o(Tw, Tu)v + p(Tv, Tw)u + H(Tu, To, Tw))

D’autre part, si T est un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté, alors
[(Tu,u),(Tv,v),(Tw,w)]
= (T(p(Tu,Tv)w + o(Tw, Tu)v + p(To, Tw)u + H(Tu, Tv, Tw)),

o(Tu, Tv)w + p(Tw, Tu)v + p(Tv, Tw)u + H(Tu, T, Tw)) € Gr(T).

Ce qui implique que le graphe Gr(T) est un sous algebre du produit semi-direct H-twisté L xZ‘l V.
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Puisque I'ensemble Gr(T) est isomorphe a V en tant qu’espace vectoriel par l'identification (Tu, u) =
u, on obtient alors le corollaire suivant.

Corollaire 4.1.7. Soit T : V. — g un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté. Alors il y a une structure
d’algeébre 3-Lie sur V, oit le crochet ternaire est donné par :

[,v,w]r = p(Tu, To)w + p(Tv, Tw)u + p(Tw, Tu)v + H(Tu, To, Tw). 4.5)
De plus, T est un morphisme de I'algebre 3-Lie, c’est a dire, T([u,v,w|r) = [Tu, Tv, Tw,.

Définition 4.1.8. Soient T : V — g un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté et T" : V/ — g/ un
opérateur de Rota-Baxter relatif H'-twisté. Un morphisme d’opérateurs de Rota-Baxter relatifs de T a
T’ consiste en une paire (i,7) d’un morphisme d’algebre 3-Lie ¢ : g — g’ et d’une application linéaire
v :V — V' satisfaisant :

Y(e(x,y)u) =o' (P(x), p(y))r(u), Vx,yeg, uecV, (4.6)
yoH=Ho(p2ypoy), 47)
1poT:T’o'y. (4.8)

Etant donné un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté T et une 1-cochaine ¢, on peut construire
un opérateur de Rota-Baxter relatif 7 + d¢)-twisté sous certaines conditions. Tout d’abord, on donne
I'observation suivante.

Proposition 4.1.9. Soit g une algébre 3-Lie et V un g-module. Pour tout 2-cocycle H & (E%Lie(g;V) et une
1-cochaine ¢ € €, (g; V), on a un isomorphisme d’algebre 3-Lie

H+o
gxz;lV%’gxp ¢V.

Preuve 4.1.10. On définitxy : g x;{ Vg xz,{Jra‘P V par kg (x,u) = (x,u — ¢(x)), pour tout (x,u) € gd V.

ko([(6,1), (5,0), (2. 0)]30) = ([ 3,2y () + p(z, )0 + p(y,2)u + H(x,y,2) — ([5,9,2]0))
= (ly 2l p(xy)w+p(z,x)0 + ply,2)u + H(x,,2)

— p(xy)9(2) =P X)p(y) — P, 2)p(x) + (99) (x,v,2) )
=[x, = (), (1,0 = ¢(1)), (2,0 = §(2) ]9,

pour tout (x,u), (y,v),(z,w) € g& V. Ce qui prouve le résultat.

Proposition 4.1.11. Soit T : V — g un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté. Pour toute une 1-cochaine
¢ € €L, (a;V), si application lineaire (Idy — ¢p o T) : V — V est inversible, alors I'application linéaire
To(Idy —¢oT)"':V — gest un opérateur de Rota-Baxter relatif (H + 0¢)-twisté.

Preuve 4.1.12. On consideére la sous-algebre Gr(T) C g [><;3"5 V. Ainsi, par la proposition 4.1.9, on obtient
que
kp(Gr(T) = {(Tuu — (poT)(w)|u eV} Camy 'V

est une sous-algebre. Puisque I'application (Idy — ¢ o T) : V — V est inversible, alors x4 (Gr(T)) est le

graphe de l'application linéaire T o (Idy — ¢ o T) L. Dans ce cas, il découle de la Proposition 4.1.5 que
To (Idy — ¢ o T)~! est un opérateur de Rota-Baxter relatif (H + d¢)-twisté.

Ensuite, on donne une construction d"un nouvel opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté a partir
d’un ancien et d"un 1-cocycle approprié.

Définition 4.1.13. Soit T : V — g un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté. L'application ¢ ¢

7}, ..(3;V) est dite T-admissible si I’endomorphisme (Id + ¢ o T) : V — V est bijectif.
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Proposition 4.1.14. Soit ¢ € €1, (9; V) un T-admissible 1-cocycle. Alors T o (Idy + ¢ o T)~1: V — gest
un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté.

Preuve 4.1.15. On considere le sous-espace déformé
Tp(Gr(T)) = {(Tu,u + (¢po T)(u))|uc V} Cg xz;‘ V.

Puisque ¢ est un 1-cocycle, 74(Gr(T)) C gy V s’avere étre une sous-algebre. De plus, puisque I'appli-
cation (Idy + ¢ o T) est inversible, alors 7,(Gr(T)) est le graphe de l'application T o (Idy + ¢ o T) L.
Le résultat découle donc de la Proposition 4.1.5.

L'opérateur de Rota-Baxter relatif #-twisté dans la proposition précédente est appelé la transforma-
tion de jauge de T associée a ¢. On note cet opérateur simplement par Ty.

Proposition 4.1.16. Soit T un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté et ¢ un T-admissible 1-cocycle. Alors
les structures d’algebre 3-Lie sur V induites par les opérateurs T et Ty sont isomorphes.

Preuve 4.1.17. On consideére I'isomorphisme lineaire (Idy + ¢ o T) : V — V. Pour tout u,v,w € V, on a

[(1dy + ¢ T)(u), (Idy + ¢ o T)(0), (Idy + ¢ T) ()],
=p(Tov, Tw)(Idy + ¢ o T)(u) + p(Tw, Tu)(Idy + ¢ o T)(v)

+o(Tu, To)(Idy + ¢ o T) + H(Tu, T, Tw)
= p(Tv, Tw)u + p(Tw, Tu)v + p(Tu, Tv)w + H(Tu, Tv, Tw)

+p(To, Tw)(¢p o T)(u) + p(Tw, Tu) (¢ o T)(v) + p(Tu, To) (¢ o T)(w)
= [u,v,w]T + ¢([Tu, Tv, Tw|y)
= [u,v,w]r + ¢ o T([u,v,w]r) = (Idy + ¢ o T)([u,v,w|T).

Ceci montre que (Idy +¢oT): (V,[-,-,-]r) = (V,[-,+,]1,) est un isomorphisme d’algebre 3-Lie.

4.2 Cohomologies des opérateurs de Rota-Baxter relatifs twistés

Dans cette section, on construit une Lo.-algeébre dont les éléments de Maurer-Cartan sont des
opérateurs de Rota-Baxter relatifs twistés sur les algebres 3-Lie. Cette caractérisation nous permet d’in-
troduire une cohomologie associée a T. Ensuite, on démontre que la cohomologie de T peut également
étre décrite par la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de V a coefficients dans une représentation
spécifiquement déterminée sur g. De plus, on établit que les deux opérateurs différentiels de chaque
cohomologie coincident & un signe pres.

4.2.1 Caractérisation de Maurer-Cartan et cohomologie

Une permutation o € S, est appelée (i,n —i)-shufflesic(1) < --- <o(i)eto(i+1) <--- <o(n).Si
i=0oui=n,onsuppose que ¢ = Id. L'ensemble des (i,n — i)-shuffles sera noté S; ,, ;.
Soit g un espace vectoriel. On considére I'espace vectoriel gradué

C*(g,9) = ©u>0C"(g,9) = Bp>oHom(A%g @ - - @ A’g Ag, g).
| —
n

Le degré d’un élément dans C" (g, g) est défini comme étant n. Alors 'espace vectoriel gradué C*(g,g)
muni du crochet de Rotkiewicz gradué

[PIQ]R = PoQ — (—1)quOP, VPe Cp(g,g),Q € Cq(g,g), (4‘9)
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est une algebre de Lie graduée, avec PoQ € CP(g,g) définie par :
(POQ)(XL' - /Xp+q/x)

p
=Y ()% N () Py X1y Qo) Xk 1) Xhg) AN Yig Bkgatse e Eprg,X)
k=1 res{k—14)

p
+ Y (=D)EDT Y (D) PRy E (1) g A Qo) Xkt g 1) Yikrg) Bkrg i1 Xpg X)
k=1 reS(k—1,)

L GO PRy () Qo (1) Folprg-1) Eo(prg) X))

o€S(p.q)

oﬁ,Xi:xl-Ayi6/\29,1':1,2,~--,p+qetx€g.
On peut utiliser la structure de 'algebre de Lie graduée (C*(g,g),[-,-]r) pour décrire les structures
de l'algebre 3-Lie ainsi que les opérateurs cobords. Pour plus de détails, voir [118].

Lemme 4.2.1. [118] L'application 7t : N3g — g définit un crochet 3-Lie si et seulement si [7t,7t|g = 0,
c’est-a-dire que 7T est une structure canonique.

Soient g une algebre 3-Lie et (g,ad) est la représentation adjointe de g sur lui-méme. L'opérateur
cobord associé a cette représentation est noté par d,;.

Lemme 4.2.2. [118]Sim: N3g—g définit un crochet 3-Lie, alors on a

(70, flr = 0aa(f), Vf€C"(g,9), n>0.

Soit (V,p) une représentation d’une algebre 3-Lie (g, [-,-,-]5) et que H soit un 2-cocycle dans la
cohomologie de g a coefficients dans V. On choisit 7 : N3g — g pour indiquer le crochet 3-Lie sur g.
Alors 71 + p + H correspond au produit semi-direct de la structure de 1’algébre 3-Lie g ® V donné par

w40z + ol =[xy + (o +plzx)o + oy )u + Hixy,z).  (410)

Par conséquent, on a
[m+p+H,m+p+H]g=0.

On considere 1'espace vectoriel gradué

C*(V,9) = ©u>0C"(V,g) = @psoHom(A2V @ --- @ A2V AV, q).
|

n>0
On définit
I3:C"™(V,g) x C"(V,g) x CP(V,g) — C" P (v g),
ly:C"(V,g) x C"(V,g) x CP(V,g) x CU(V,g) — C" Pt (v, g)
par:

I3(IP,Q R) =[[[ + p,P]r, Q]r, R]r,
l4(]P,Q,]R,S) :HH,H']P]RIQ]RI]R]RIS}R-

De plus, en utilisant la méthode de Voronov, le crochet I3 et le crochet I4 sont compatibles au sens de
Leo-algebre, puisque H est un 2-cocycle. En résumé, on a le résultat suivant.

Proposition 4.2.3. Soit (V,p) une représentation d’une algebre 3-Lie (g,|-,-,-|y) et H un 2-cocycle. Alors
I'espace vectoriel gradué C*(V,g) est une Loo-algebre avec

ll :l2 :0/ 13('/'/')/ 14('/'/'/')/ (411)
et les crochets supérieurs sont trivials.

On est maintenant capable de donner le résultat principal de cette section, qui caractérise les
opérateurs de Rota-Baxter relatifs twistés sur les algebres 3-Lie a travers les éléments de Maurer-Cartan.
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Théoreme 4.2.4. Une application linéaire T : V — g est un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté si et
seulement si T est une solution de I'équation de Maurer-Cartan de Loo-algebre (C*(V,g),13,14), cest a dire,

1 1
5 B(TT.T) + 5la(T,T,T,T) =0.

Preuve 4.2.5. Pour tout T € Hom(V,g), on a
1,(T, T, T, T)(u,v,w) = —24T(H(Tu, Tv, Tw)). (4.12)

Ensuite, d’aprés la preuve du [134, Théoreme 3.4], on a

I5(T, T, T)(u,0,w) = 6([Tu, Tv, Tw]g — T (o(Tu, To)w + p(Tv, Tw)u + p(Tw, Tu)v)). (4.13)
Alors d’apres les Egs. (4.12) et (4.13), on obtient

1 1
(55T T 1) + (T T.TT)) (,0,w)
=[Tu, Tv, Tw]g — T(o(Tu, To)w + p(Tv, Tw)u + p(Tw, Tu)v) — T(H(Tu, To, Tw)).

Ainsi, une application linéaire T € Hom(V,g) est un opérateur de Rota-Baxter relatif #-twisté d'une
algebre 3-Lie g si et seulement si T est un élément de Maurer-Cartan de Le-algebre (C*(V,g),13,14).

Proposition 4.2.6. Soit (V,p) une représentation d'une algebre 3-Lie (g,[-,-,-]q) et H un 2-cocycle. Alors on a
une structure de Loo-algebre twistée sur C*(V,g) donnée par :

1T (P) = %zg(T, T,P) + %L;(T,T, T,P), (4.14)
1

1 (P,Q) = I5(T,IP,Q) + 5 (T, T,IP,Q), (4.15)

1 (P,Q,R) = I3(P,Q R) + I4(T,P,Q,R), (4.16)

I{(P,QRS) =14(P,QR,S), (4.17)

IF=0, k>5, (4.18)

o lP € CP(V,g),Q e C?(V,g),Re C"(V,g) et S € C5(V,qg). De plus, pour toute application linéaire T' : V —
g, la somme T + T’ est un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté si et seulement si T' est un élément de
Maurer-Cartan de Leo-algebre twistée (C* (V,g),llT ,ZZT ,13T , Z4T), c’est a dire que T’ satisfait

1 1 1
(T + EZZT(T’,T’) + §I3T(T’,T/,T’) + IZ4T(T’,:r’, T/,T') =0.
Preuve 4.2.7. Pour la premiere partie, puisque T est un élément de Maurer-Cartan de Le-algebre

(C*(V,qg),13,14), par le Théoreme 2.4.6, alors on a une structure de L-algebre twistée sur C*(V,g). Pour
la seconde partie, T + T’ est un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté si et seulement si

1 1
513(T+ T, T+T, T+T)+ 514(T +T,T+T,T+T, T+T)=0. (4.19)

En appliquant 4/5(T,T,T) + 414(T, T, T,T) = 0, la condition ci-dessus est équivalente a

1

5 (3BT T T) 4 35(T,T,T') + (T, T,T))

1
+ 4l <4l4(T,T,T, T’) + 6[4(T,T,T/, T’) +4l4(T,T/, T,, T/) + l4(T/,T/, T,, T,)) —0

ce qui donne que, llT(T’) + %lzT(T’,T’) + %ZE(T’,T’,T’) + %ZE(T’,T’,T’,T’) =0, ce qui implique que

T’ est un élément de Maurer-Cartan de Le-algebre twistée (C*(V,g),11,11,11,1T).
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La caractérisation ci-dessus d’un opérateur de Rota-Baxter relatif twisté T nous permet de définir
une cohomologie associée a T. Plus précisément, on définit C%*(V,g) = Hom(A\?*V @ --- @ A2V AV, q),
~— —
n>0

pour n > 0 et I'opérateur différentiel dr : Cf(V,g) — Cgﬂ“ (V,g) par:

1 1
dr(f) = Jh(T.T.0) + W(TT,Tf), feChV,0) 4.20)
Les groupes cohomologiques correspondants sont :

Zr(V,9) _ {f € C(V,9)ldr(f) =0}

HHVO) = Bav,0) = (ar()lg e Cr (v}

4.2.2 Cohomologie de Chevalley-Eilenberg

Dans cette section, on introduit la cohomologie d’un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté
comme étant la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de 'algebre 3-Lie (V, [+, -, -] ), définie par I’équation
(4.5), a coefficients dans une représentation spécifiquement déterminée sur g. Cette cohomologie sera
utilisée dans la section suivante pour étudier les déformations de T.

Proposition 4.2.8. Soient T un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté et (V,p) une représentation. On
définit I'application linéaire p3; : N>V — gl(g) par :

oy (u,0)x = [Tu, Tv,x]g — T(o(Tv,x)u+ p(x,Tu)v + H(x,Tu,Tv)), Vu,v € V,x € g. (4.21)
Alors (g, ) est une représentation de I'algebre (V,[-,-,-|1) a coefficients dans g.

Preuve 4.2.9. Par un calcul direct et en utilisant la définition de p;, on obtient

o3 (1, u2) P9 (U3, us) X — o3¢ (U1, 12, u3]T, Us) X
— P (us, [un, uz, us] 1) x — 3 (13, 18) p3 (11, u2) x
= [Tuy,Tuy, [Tus, Tug, x)glg + [Tu1, Tup, To(Tusz, x)us]g — [Tuq, Tup, To(Tug, x) U3y
— [Tuy, Tup, TH(x, Tus, Tua)]q + Tp(Tuy, [Tus, Tus, x|g)uz + Tp(Tuy, Tp(Tus, x)us)uz
— Tp(Tuy, Tp(Tug, x)uz)up — Tp(Tuy, TH(x, Tuz, Tug) )ups — To(Tuz, [Tuz, Tug, x]g)uq
— To(Tuy, Tp(Tuz, x)ug)uy + Tp(Tug, To(Tug, x)uz)uy + Tp(Tug, TH(x, Tuz, Tus))uq
— TH(Tp(Tus, x)ug, Tuy, Tuy) + TH(Tp(Tug, x)us, Tuq, Tuy)
+ TH(TH(x,Tuz, Ty), Tuq, Tup) — TH([Tus, Tug, x)g, Tuy, Tuy)
— [[Tuy, Tup, Tuzlg, Tus, x]g — T(p([Tuy, Tup, Tus|g, x) s + Tp(Tug, x)o(Tus, Tu)uz
+ Tp(Tug, x)p(Tuz, Tuz )uy + Tp(Tug, x)p(Tus, Tuy )uz + Tp(Tug, x)H(Tur, Tua, Tuz)
+ TO(x, [Tuq, Tup, Tus)g, Tus) — [Tus,[Tuq, Tua, Tua)g, x]g — Tp(Tus, x)p(Tu1, Tuz)uy
— Tp(Tuz,x)p(Tup, Tug)u; — To(Tuz,x)p(Tug, Tug)up — Tp(Tuz, x)H(Tuy, Tuy, Tuy)
+ T(o([Tuy, Tup, Tug)g, x)uz + TH(x, Tuz, [Tu1, Tup, Tua)g)
— [Tus, Tua, [Tus, Tuz, x)g)g — [Tus, Tus, Tp(Tu, x)uz)g + [Tuz, Tus, Tp(Tuz, x)u1]g
+ [Tus, Tug, TH(x, Tuy, Tuz)|g — Tp(Tus, [Tuq, Tup, x]q)us — Tp(Tuz, To(Tug, x)uz)uy
+ To(Tuz, To(Tup, x)uy)ug + Tp(Tuz, TH(x, Tuy, Tup))ug + Tp(Tug, [Tuy, Tua, x|g)uz
+ To(Tug, To(Tur, x)uz)uz — Tp(Tug, Tp(Tuz, x)u)us — Tp(Tus, TH(x, Tur, Tuz ) )us
+ TH(Tp(Tuq,x)up, Tuz, Tug) — TH(Tp(Tuy, x)uq, Tuz, Tuy)
— TH(TH(x, Tuy, Tuz), Tus, Tug) + TH([Tuy, Tup, x]g, Tuz, Tuy)
(219+219)+(42) —T (H(Tuy, Tuy, [Tus, Tug, x]g) + p(Tuq, Tuz) H(Tus, Tuy, x)

— 0(Tug, x)H(Tuy, Tup, Tuz) — H([Tu, Tua, Tuzlg, Tug, x)

— o(x, Tuz)H(Tuq, Tup, Tug) — H(Tus, [Tuy, Tuz, Tuglg, x)

— p(Tuz, Tug) H(Tuq, Tuz, x) — H(Tuz, Tug, [Tuy, Tuz, xg))
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@25 = —T((9H)(Tuy, Tup, Tug, Tug,x)) = 0.
De la méme maniére, on a
o3 ([u1,u2,uz]T, 1g)x — 3 (U1, u2) 3 (U3, ug)x
— Pt (2, u3) 3 (U, ug)x — p3(us, ur)pg (U2, ug)x =0,

d’ou le résultat.

Soit 93, : €4, (V;g) — C41(V;qg), (n > 1) V'opérateur cobord correspondant de l'algebre 3-Lie
(V,[-,-,-]T) a coefficients dans la représentation (g, p% ). Plus précisément, d3; est donné par :

(07 f) (Ua, -+ Wy ttgr)
= Y. (-DfQl,- ,ll Wi, [uj, 05, u] T Aok + g A [uj, 05,067, Wiy 1, - U, i)

1<j<k<n

+ Z ]f ul/ -.IE]‘I..-Iunl[ujlvjlun+1:|T> + 2(_1)]+1p )f(ul/ '/)v/l\ unrun+l)
j=1

+ (—1)”*1 (pH(vn,um)f(ul,- AU tn) + 3 (a1, ) f (U, ,unfl,vn), (4.22)

pour tout W; =u; Av; € A2V, i=1,2,--- ,netu, . €V. fe (E3L16(V;g) est un 1-cocycle si et seulement
si

[Tu, To, £ ()] + £ (1), To, Ty + [Tu, £(0), Teo,

- f(p(Tu,Tv)w +po(To, Tw)u + p(Tw, Tu)v + H(Tu, Tv, Tw))

— T(p(To, f(w))u+ p(f (w), Tu)o + H(f (w), Tu, To) )
— T(p(Tw,f(u))v+p(f( ), To)w + H(f(u), To, Tw)

= T(p(Tu, f(2)w + p(f (0), Tew)u + H(f (2), Tew, Tu) ) = 0
(

Proposition 4.2.10. Soient T un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté et (V,p) une représentation. Pour
tout X € g A g, On définit 6(X) : V — g par :

5(X)v=T(p(X)v+ H(¥,Tv)) — [X,Tv]g, Vo e V. (4.23)

Alors 6(X%) est un 1-cocycle dans la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de I'algebre 3-Lie (V, [-,-,-| 1) a coefficients
dans (g,0%)-

Preuve 4.2.11. Pour tout u,v,w € V,on a

(920(X)) (,0,w)
= [T, To, (%) (10)]y + [505) (1), To, Tewly + [T, 8(%) (0), Too,
—6(%) (o(Tu, To)w + p(To, Tw)u + p(Tw, Tu)v + H(Tu, T, Tw))
= T(p(Tov,8(X)(w))u + p(3(X)(w), Tu)o + H(5(X)(w), Tu, Tv))
— T (p(Teo, 8(2) (1))2 + p(6(X) (u), To)ew + H(6(X)(w), To, Tew))
— T(p(Tu,6(X)(v))w + p(3(X) (v), Tw)u + H(5(X)(v), Tw, Tu))
= [Tu, To, Tp(X)w]q + [Tu, To, TH(X,w)]q — [Tu, Tv, [X, Tw]y],
+ [Tp(X)u, To, Tw)g + [TH(X, Tu), Tv, Tw)y — [[X, Tuly, Tv, Tw],
+ [Tu, Tp(X)v, Tw]y + [Tu, TH(X, Tv), Tw)y — [Tu,[X, Tv]y, Tw],
— Tp(X) (o(Tu, To)w + p(Tv, Tw)u + p(Tw, Tu)v + H(Tu, To, Tw))
— TH(X,[Tu, Tv, Twlg) + [X,[Tu, Tv, Tw]g],
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— T(p(To, Tp(X)w)u + p(To, TH(X, Tw))u — p(To, [X, Tw]g)u
+p(Tp(X)w, Tu)v + p(TH(X, Tw), Tu)v — p([X, Tw]y, Tu)v
+ H(Tp(X)w, Tu, Tv) + H(TH(X, Tw), Tu, Tv) — H([X, Tw]g, Tu, Tv))
— T(o(Tw, To(X)u)v + p(Tw, TH(X, Tu))v — p(Tw, [X, Tulg)v
+o(To(X)u, To)w + p(TH(X, Tu), To)w — p([X, Tulg, Tv)w
+ H(Tp(X)u, To, Tw) + H(TH(X, Tu), Tv, Tw) — H([X, Tuly, Tv, Tw))
— T(p(Tu, Tp(X)v)w + p(Tu, TH(X, Tv))w — p(Tu, [¥, Tv]g)w
+po(Tp(X)v, Tw)u + p(TH(X, Tv), Tw)u — p([X, Tv]y, Tw)u
+ H(Tp(X)v, Tw, Tu) + H(TH(X, Tv), Tw, Tu) — H([X, Tv]g, Tw, Tu))
@DT@INTEI) = T (H (X, [Tu, Tv, Tw]y) + Tp(X)H (Tu, Tv, Tw)
— To(Tu, To)H (X, Tw) — Tp(To, Tw)H (X, Tu) — To(Tw, Tu) H (X, Tv)
— TH([X, Tw]g, Tu, Tv) — TH([X, Tulg, To, Tw) — TH([X, Tv]y, Tw, Tu))
= —T((oH) (X, Tu,Tv, Tw)) = 0.
)=0

On en déduit donc que 946 (%

On présente maintenant la cohomologie des opérateurs de Rota-Baxter relatifs H-twistés sur les
algebres 3-Lie.

Définition 4.2.12. Soient T un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté et (V,p) une représentation.
On définit I’'ensemble des n-cochaines par :

Ciie(Vig), n>1
e Vig) = 3Lie\" 73/ ’ 4.24
7(Vig) {g Ag, n=0, (4.24)
et l'opérateur cobord Dy, : &%, (V;g) — (E"HH (V;g) par:
87.[, n> 1,
Dy = - 4.25
# {(5, n=0. ( )

On note par Z%,(V;g) I'espace des n-cocycles et par B, (V;g) 'espace des n-cobords. Par conséquent, on
définit le n®" groupe de cohomologie des opérateurs de Rota-Baxter relatifs H-twistés par le quotient

suivant :
Hy (Vi9) = 23(V;0) /B3 (Vig), n > 0.

L'opérateur cobord Dy, coincide a un signe moins pres avec la différentielle dr définie par (4.20) en
utilisant I’élément de Maurer-Cartan T de Leo-algebre (C*(V,g),13,14).

Théoreme 4.2.13. Soient T un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté et (V,p) une représentation. On a
alors
dr(f) = (=1)""'Dy(f), VfE€Hom(A\V®--- @ A’VAV,q), n=1,2,-. (4.26)
~—— e —————

n—1

Preuve 4.2.14. D’apres la preuve du [134, Théoreme 4.5], on a
1
513('1—'/ T/f)(ul/ o /117‘[/”1’[-‘1-1)
:(*1)}1_1 { (71)n+1 ([Tvanun—i-lrf(ul/ e run—lru'rl”g - Tp(Tun+1rf(u1/’ o run—llun))vn

- Tp(f(ul/ o /unfllun),TUn)Mn+l>

+ (*1)n+1 ([T”n+1rf(u1f' , Wn—1,90)]g — To(Tutn, f (U, Upn1,00) ) thy i1
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— Tp(f QU+ Wy, 0n), Tt 1)) + Y (=1 ([T, oy f QU+ G Myt 1)l
j=1

— Tp(Toj, f(U, -+ W Wttty = To(f U, Wi+ Wyt 1), Ty )0y

+ Y U, A e, (P(Tuj,TUj)uk+P(T01/T”k)uj+P(T”ka”j)Ui) N Ok
1<j<k<n

+ug A (P(Tuervj)vk + p(Tvj, Tog)uj + p(Toy, Tuj)vj)fllkﬂw Uy Uny1)

n

+ Z(—l)jf(U1,' o ,ﬁ;,' c ,un,p(TM]‘, TUj)Mn+1 + P(TU]*, Tun+1)uj + p(TMn+1, TM]‘)U]') }
j=1

D’autre part :

Ly(T, T, T,f) Uy, Un, vt g1)
=[[[[H, T]r, T)r, TIR, fIR (U1, -+, U, U 1)
=[[[H, TIr, T]r, TIr(f (U1, - - U1, 4n) A On,th11)
+[[[H, T)r, T]r, TIr (ttn A F(U1, -+ U1, 0n), i1 )

+Z M TIr, Tl ]R(uirf(ul/"'rﬁ\i/"'runrun-&-l))
i i z+l

f(ulr o /ll-i/' o /uk/ [[[H/ T]R/ T]R/T]R(ul/uk+l) A Uk+]/uk+2/ e /ui’l/un+l)

f(ulr' o /)v/]-\ir' e ,uk,uk+] A H[IH/ T}RI T]R,T}R<U.i,0k+]),1lk+2, Tt runlunJrl)

*(*1)"_1271:( )l+1f(111r rﬁi:"'funr[[[HrT]R/T}RrT]R(Uirunﬂ))

i=1
:(_1)71716 (_1>”+1 ( - TH(f(ulr t /unflrul’l)/ Tvn/ TurH»l) - TH(f(u]/ o /unfllvi’l)/ Tun+l/ Tun))
n ] e
- Z(i )]+1TH(f(u1/"'ru]‘r"'/unrun-ﬁ-l)/TMﬁTj)
n —~
+Y (- )Jf(ul, ..,u]-,...,lln,’H(Tuj,ij,TunH))
1<j<k<n
f(ul,~..,1l * W1, H(Tuj, Toj, Tug) A og + ug A H(Tuj, Toj, Tog), Upp, - Un,un+1)}.
Alors dr(f) = 35(T, T, f) + Ha(T,T,T, £) = (~1)" Dy (f).

4.3 Déformations des opérateurs de Rota-Baxter relatifs twistés

Dans cette section, on exploite la théorie de la cohomologie de Chevalley-Eilenberg présentée dans
la section précédente, afin de d’étudier les déformations des opérateurs de Rota-Baxter relatifs twistés
sur les algebres 3-Lie.
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4.3.1 Déformations infinitésimales

Soient (g,[-,-,-]g) une algebre 3-Lie, (V,p) une représentation et T un opérateur de Rota-Baxter
relatif H-twisté.

Définition 4.3.1. Une déformation infinitésimale de T consiste en une somme paramétrée T; = T + tTy,
pour un certain Ty € Hom(V,g) telle que T; est un opérateur de Rota-Baxter relatif #-twisté pour toutes
les valeurs de t. Dans ce cas, on dit que T; génere une déformation infinitésimale de T.

On Suppose que T; génere une déformation infinitésimale de T. On a alors
[Tiu, Ty, Tyw]
=T (p(Ttu, Tio)w + p(Tyo, Trw)u + p( Trw, Teu)v + H(Tiu, Tro, Ttw)),
pour tout u,v,w € V. Ceci est équivalent aux conditions suivantes :

[Tu, Tv, Tyw]g + [Tu, Tyv, Tw]g + [Thu, To, Tw,
= T(p(Tu, T1o)w + p(Tyu, To)w + p(To, Tyw)u + p(Tyo, Tw)u
+ o(Tw, Tyu)v + p(Tyw, Tu)v + H(Tu, T, Tyw) + H(Tu, Tiv, Tw)
+ H(Tyu, To, Tw))

+ T (p(Tu,Tv)w +po(To, Tw)u + p(Tw, Tu)v + H(Tu, To, Tw)), (4.27)

[Tu, Tho, Tywlg + [T1u, To, Tiyw]y + [Tyu, Tyo, Tw),

= T(p(Tlu,Tlv)w + o(Tro, Tiw)u + p(Thw, Tyu)v

+ H(Tu, Tyv, Tyw) + H(Tyu, To, Tyw) + H(Tyu, Tiv, Tw))

+T (p(Tu,Tlv)w + o(Tyu, To)w + p(To, Tiw)u + p(Trv, Tw)u

+ o(Tw, Thu)v + p(Thyw, Tu)v + H(Tu, Tv, Tiw) + H(Tu, Tyv, Tw)

+ H(Tyu, To, Tw)), (4.28)

[Tyu, Tyv, Tiw]g = T(H(Tlu, Tlv,le)>
+ T (p(Tlu, Tyo)w + p(Tyo, Tiw)u + p(Thw, Tyu)v
+ H(Tu, Ty, Tiw) + H(Tyu, To, Tiw) + H(Tiu, Tho, Tw)), (4.29)
ainsi
Ti (H(Tiu, Tyo, Trw) ) =0, (4.30)

L'identité (4.27) implique que T; est un 1-cocycle par rapport a la cohomologie de T. Par conséquent, T;
définit une classe de cohomologie dans H}, (V;g).

Définition 4.3.2. Deux déformations infinitésimales T; = T + tT; et Tt/ =T+ tTi d’un opérateur de
Rota-Baxter relatif H-twisté sont dites équivalentes s’il existe un élément X € g A g tel que le couple

(4’t = Idg + t[X, =g, ¢ = Idy + t(p(X)(—) + H (%, T))>/ (4.31)

o H(X,T) : V — V est défini par H(X,T)(u) = H(¥, Tu), définit un morphisme des opérateurs de
Rota-Baxter relatif H-twistés de T; a Tt, . Une déformation infinitésimale T; = T + tT7 d'un opérateur de
Rota-Baxter relatif H-twisté est dite triviale si T; est équivalenta T, = T.
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Soit ((j)t = Idy+ t[X,—]g, ¥ = Idy + t(p(X)(—) + H (%, T))) un morphisme des opérateurs de
Rota-Baxter relatif H-twistés de T; a Tt,. Par ’équation (4.8), on obtient
(Idg + t[%, o) (T + £T1) (u) = (T + ¢T7) (Idy + t(p() (=) + H(X,T))) (u),
ce qui implique

{Tlu + %, Tuly = T(p(E)u + H(%,Tw)) + T, 432)

(X, Tyulg = T (p(X)u + H(X, Tu)).

Théoreme 4.3.3. Soient Ty = T + tTy et Tt, =T+ tT{ deux déformations infinitésimales équivalentes d'un
opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté. Alors Ty et Ti définissent la méme classe de cohomologie dans
H} (V;q).

H ’

Preuve 4.3.4. C’est évident de prouver a partir de la premiere condition de (4.32) que
Tyu — Tyu =T (o(X)u + H (¥, Tu)) — [¥, Tuly = Dy (X) (u),Yu € V,

ce qui implique que T et Ti sont dans la méme classe de cohomologie.

4.3.2 Déformations formelles

On considére maintenant une situation plus générale en utilisant des séries formelles. Soit K{[t]]
I'anneau des séries formelles a une variable t et a coefficients dans K. Pour tout espace K-linéaire V,
on désigne par V|[[t]] 'espace vectoriel des séries formelles a une variable t et a coefficients dans V. Si
(9,[-,-,-]g) est une algebre 3-Lie sur K, alors il existe une structure d’algebre 3-Lie sur 'anneau K[[¢]]
dans gl[t]] donnée par :

+oco .~ +oo . Foo +00
[intl,zy]’t], sztk} = Z Z [xi,yj,zk]gts, in,yj,zk €g. (4.33)
i=0 j=0 k=0 9 s=0i+j+k=s

Pour toute représentation (V,p) de (g, [-,-,]y), il existe une représentation naturelle de 1’algebre 3-Lie
g[[t]] sur le K[[t]]-module V[[t]], qui est donnée par :

+o00 . Foo . +o0 ‘ +o00
P(Z xit, Zyjt]) ( Y ot ) =Y Y p(xy)ut, Vx,yj€g, v V. (4.34)
=0 j=0 k=0 s=0i+jthk=s

De méme, le 2-cocycle H peut étre étendu & un 2-cocycle (dénoté aussi par H) sur l'algebre 3-Lie g[[t]]a
coefficients dans V[[t]]. On considere la série formelle suivante :

oo
Ti= YT, T; € Homy (V;g), (4.35)
i=0
c'est-a-dire, T; € Homg (V;g)[[t]] = Homg (V;g[[t]]). On peut la étendre pour qu’elle soit une applica-
tion de V[[t]] vers g[[t]] que ’on note encore par T;.
foo
Définition 4.3.5. Si T; = Z T;t" avec Ty = T satisfait
i=0
[Ttu, TtU, TtZU]g
= Ti (p(Teu, Tro)w + p(Tro, Trw)u + p(Trw, Tru)o + H(Tew, Tro, Trw) ), (4.36)
on dit que T; est une déformation formelle de I’opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté T.
On rappelle qu'une déformation formelle d’une algebre 3-Lie (g,[-,-,-]y) est une série formelle
+o00
wi = Z wktk, ol wy € Hom(/\3g;g) tel que wo(x,y,z) = [x,y,z],, pour tout x,y,z € g, et w; définit une

k=0
structure d’algebre 3-Lie sur 'anneau K[[¢]] dans g[[t]].
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foo
Proposition 4.3.6. Soit T; = Z T;t' une déformation formelle d’un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté

i=0
T. Alors [-,-,-]1, défini par :
—+o0
wowln =), (X (T, Tyoyw + p(Tio, Trw)u + p( Ty, Tyu)o)
Ss=| 1+]=s

+ Y H(Tw,To, Tkw)) £
i+j+k=s

pour tous u,v,w € V, est une déformation formelle de I'algebre 3-Lie (V,[-,-,-]T) définie dans (4.5).

En appliquant les équations (4.33)-(4.35) pour développer 1’'équation (4.36) et en rassemblant les
coefficients de t°, on voit que 1’équation (4.36) est équivalente au systéme d’équations suivant :

Z [Tiu, Tiv, Tyw]g

i+j+k=s

= ) Ti(p(Tju,Tkv)w—|—p(ij,Tkw)u+p(Tjw,Tku)v>
i+j+k=s

+ ¥ Ti(H(Tju,Tkv,me)). (4.37)
i+j+k+m=s

On note que (4.37) est valable pour s = 0 puisque Ty = T est un opérateur de Rota-Baxter relatif
H-twisté. Pour s = 1, on obtient

[Tu, Tv, Tywlg + [Tu, Tyv, Tw]g + [Thu, To, Tw,

= T(p(Tu, Tvo)w + p(Tiu, To)w + p(To, Thw)u + p(Tyv, Tw)u

+ o(Tw, Tyu)v + p(Tyw, Tu)v + H(Tu, T, Tyw) + H(Tu, Tiv, Tw)
+ H(Tyu, To, Tw))

+T (p(Tu,Tv)w +po(To, Tw)u + p(Tw, Tu)v + H(Tu, To, Tw)),

ce qui correspond exactement & 1’équation (4.27). Cela implique que (Dy/(T1))(u,v,w) = 0. Par consé-
quent, le terme linéaire T; est un 1-cocycle par rapport a la cohomologie de T. On I’appelle 'infinitésimal
de la déformation T;.

Dans la suite, on discute les déformations formelles équivalentes.

too 4o

Définition 4.3.7. Soient T; = Z Tit' et T, = Z T';t' deux déformations formelles d’un opérateur de
i=0 i=0

Rota-Baxter relatif H-twisté T = Ty = T(/) sur une algebre 3-Lie g. On dit qu’ils sont équivalents s’il existe

un élément X € g A g, ¢; € gl(g) et yp; € gl(V), i > 2, tel que le couple

(r =1y + 11, +Z<plt = Idy + t(p(X) (=) + H(X, T—) +lel ), (4.38)

est un morphisme d’opérateurs de Rota-Baxter relatifs H-twistés de Ty a Tt.

Théoreme 4.3.8. Si deux déformations formelles d’un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté T sont équiva-
lentes, alors leurs infinitésimales sont dans la méme classe de cohomologie.

Preuve 4.3.9. Soit (¢, ) les deux applications définies par Eq.(4.38) qui donne une équivalence entre

les deux déformations T; = Z Tit et Tt Z T';t d'un opérateur de Rota-Baxter relatif H{-twisté T. Par
i=0 i=0
gbtoTt:Tt/ oy, ona

Tyu = Tyu+ T(o(¥)u + H (X, Tu)) — [X, Tul,
= Tyu + (Dy (X)) (1), Yu eV,

ce qui implique que T et Ti sont dans la méme classe de cohomologie.
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4.4 Algeéebres 3-NS-Lie

On présente dans cette section une nouvelle structure algébrique, appelée structure de Nijenhuis,
qui généralise les algebres 3-Lie ainsi que les algébres 3-pre-Lie. Cette structure admet un lien avec les
opérateurs de Nijenhuis et avec les opérateurs de Rota-Baxter relatifs twistés. En outre, on établit une
relation entre la structure de Nijenhuis des algebres 3-Lie et celle des algebres de Lie en utilisant une
application trace.

4.4.1 Définition et Constructions

Dans ce paragraphe, on introduit la notion de structure de Nijenhuis d'une algébre 3-Lie, o1
simplement dit une algebre 3-NS-Lie. On montre que cette derniere donne lieu a une algebre 3-Lie
et une représentation sur elle-méme. De méme, on établit un lien entre les opérateurs de Rota-Baxter
relatifs twistés sur les algebres 3-Lie et les algebres 3-NS-Lie. Donc, les algebres 3-NS-Lie peuvent étre
considérées comme des structures algébriques sous-jacentes des opérateurs de Rota-Baxter relatifs
twistés.

Définition 4.4.1. Une algebre 3-NS-Lie est un espace vectoriel g accompagné de deux multiplications
ternaires {-,-,-},[[-,,]] : ®3g — g dans laquelle [[-,-,-]] est antisymétrique et satisfait aux identités
suivantes :
{x1,x0,x3} = —{x2,x1,x3}, (4.39)
{12, {x3, x4, %5} } — {{x1,%2, %3}, x4, x5} = {[[x1, %2, %3], x4, X5} + {x3, {x1, %2, %4}, x5}
+ {xs, [[x1,x2, x4l x5} + {x3, x4, {x1,%2, x5} }, (4.40)
{x1, 22,233 24,35} + {31, 202,303 ]) 00, 05} = {1, 32, {3, x4, 205} ) + {223, {21, 200,205}
+ {x3,x1,{x2, %4, x5} }, (4.41)
(1, %2, [x3, x4, x5 | + {x1, %2, [[x3, x4, x5]| } = [[x1, %2, X3], x4, x5]] + [[x3, [x1, %2, X4, 5]
+llx3, x4, [x1, %2, X5 ]| + {x4, %5, [[x1, %2, x3]| } + {x5, %3, [x1, 02, %4 ]|} + {x3, %4, [x¥1, 22, %5])},  (4.42)

ot {x1,%2,x3}¢ = {x1,%0,x3}+ c.p.(x1,%2,x3) et [x1,%2,x3]5 = {x1,%2,%3}C + [[x1,x2,%3]], pour tout
x;€g,1<i<h.

Remarque 4.4.2. Sila multiplication trilinéaire {-,, -} dans la définition ci-dessus est triviale, on obtient
que (g,[[,-,-]]) est une algebre 3-Lie. En revanche, si [[-,-, -] est triviale, alors (g,{-,-,-}) devient une
algebre 3-pre-Lie [20]. Ainsi, les algebres 3-NS-Lie sont une généralisation des algeébres 3-Lie et des
algebres 3-pre-Lie.

Par un calcul direct, on obtient la proposition suivante.
Proposition 4.4.3. Soit (g,{-,-,-},[[-,-,-]]) une algebre 3-NS-Lie. Alors (g,[-,,-]«) est une algebre 3-Lie.

Remarque 4.4.4. L'algebre 3-Lie (A, [-,-,-]«) de la proposition précédente est appelée 1’algebre 3-Lie
sous-jacente de (A,{-,-,-},[[-,-,]]) et (A, {-,-,-},[[,-,-]]) est appelée une algebre 3-NS-Lie compatible &
(A/ [’/ y ]*)

Proposition 4.4.5. Soit (g,[-,-,-]q) une algébre 3-Lie et N : g — g un opérateur de Nijenhuis. Alors les deux
multiplications ternaires

{x,y,z} = [Nx,Ny,z]y, (4.43)
[x,y,2]] = =N([Nx,y,z]g + [x,Ny,z]g + [x,y,Nz]g — N[x,y,z]), (4.44)

définissent une algebre 3-NS-Lie sur g.

Preuve 4.4.6. Pour tout x,y,z € g. Il est évident que

{x,y,2} = [Nx,Ny,z]y = —=[Ny,Nx,z]y = —{y,x,z},
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et

[x,y,2] = =N([Nx,y,2]g + [x,Ny,z]g + [x,y,Nz]g — N[x,y,2],)

— (= N(INy,2,2lg + [1,Nx,2lg + [y, %, Nzl — Nly,x,2)g)) = —[ly, ..
De méme, on obtient que [[x,y,z]] = —[[x,z,y]]. Pour tout x1,x3,x3,%4,x5 € g, on a

{1, %0, {x3,x4, x5} } — {{x1,x2, %3}, x4, x5} — {[[x1, %2, %3]}, x4, %5}

— {3, {x1,x2,x4}C, x5} — {x3, [x1, %2, 4], x5} — {x3, x4, {x1,72,x5} }

= [Nx1,Nx,[Nx3, Nxg, x5]g]g
— [N[Nx1,Nxy,x3]g + N[Nx2,Nx3,x1]g + N[Nx3,Nx1,x2]g, Nxg, X5)4
— [N (= N([Nx1,x2,x3]q + [x1,Nx2, x3]g + [x1,X2, Nx3]q — N[x1,%2,%3]5) ), Nxg, x5
— [Nx3, N[Nx1, Nxa, x4]q + N[Nx2, Nxg, x1]g + N[Nxg, Nx1, X2]g, X5
— [Nx3,N( — N([Nxq,x2,%4]g + [x1,Nx2, x4]q + [x1,%2, Nxa]g — N[x1,x2,%4]g) ), X5]q

— [Nx3,Nxg, [Nx1,Nx2, x5]q]q

@4 = [Nx;, Nxg, [Nx3, Nxy, x5]4]g — [[Nx1, Nxp, Nx3]g, Nxg, x5,
— [Nx3,[Nx1,Nx, Nxglg, x5]g — [Nx3,Nxg, [Nx1, Nx2, x5]4]4
@14) _ g

Alors I'équation (4.40) est vérifiée. On peut prouver de la méme maniere les équations (4.41) et (4.42).
Ceci compléte la preuve.

Exemple 4.4.7. Soit (g,[-,-,-]5) une algebre 3-Lie de dimension 3 dont les crochets non nuls relativement
a la base {eq,e5,e3} sont donnés comme suit :

[61,62,63],3 = €.

Soit N : g — g une application linéaire donnée sur la base par :

oud, c, f sont des parametres tels que dc = 0. On a alors
[Ney, Ney, Nes|q = dc?e.

O O
a s O

0
c
0

De plus,

[Ney,Ney,es]g =dcey,  [Ney,er,e3]q = dea,
[Nej, ez, Neslg =dces, [e1,Nep,e3]y = cep,

le1,Ney, Neslg = ey, le1,e2, Nes)g = cep.
11 est facile de déduire que
[Nej,Ney, Nesly = N([Nel,NEZ,eg]g + [Ney, ez, Nes|y + [e1, Nea, Nes]q
— N([Ney,ez,e3]g + [e1,Nep, e3]g + [e1,e2, Nes|y) + N2[€1,€2,€3]g>.
Ainsi, N est un opérateur de Nijenhuis sur (g, [-,-,-]4). Par la proposition 4.4.5, on obtient que (g,{-,-,- },[[-,-,*]])
est une algebre 3-NS-Lie de dimension 3 dont les crochets non nuls relativement a la base {e,e;,e3}

sont donnés comme suit :

{81162163} = dceZI [[61162163}] = —(dC + CZ)eZ
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Le résultat suivant illustre que les algebres 3-NS-Lie peuvent étre considérées comme des structures
algébriques sous-jacentes des opérateurs de Rota-Baxter relatifs twistés sur les algebres 3-Lie.

Théoreme 4.4.8. Soit T : V — g un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté sur (g,[-,-,-]q). Il existe alors
une structure d’algébre 3-NS-Lie sur V donnée par :

{u,v,w} =p(Tu, To)w, [u,v,w] =H(Tu,Tv, Tw), Yu,v,w € V. (4.45)
Preuve 4.4.9. Soit u,v,w € V. 1l est clair que
{u,v,w} = p(Tu, To)w = —p(To, Tu)w = —{v,u,w},
et [[u,v,w]| est antisymétrique puisque H est un 2-cocycle. De plus, on a
[,0,w]x = p(Tu, To)w + p(Tv, Tw)u + p(Tw, Tu)v + O(Tu, Tv, Tw).
Puisque T est un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté, on obtient
Tlu,v,w)s = [Tu, Tv, Twl,.
Pourtoutu; € V,1<i<5,ona

{[u1,u2,uzs, ug, us} = p([Tuy, Tug, Tuz|«, Tug)us
= p(Tuy, Tuy)p(Tus, Tug)us + p(Tuy, Tuz)p(Tuy, Tus)us + p(Tus, Tuq ) p(Tup, Tug )us
== {[u1/u2/u3]*/u4/u5} + {u?)/ [u1/u2/u4]*lu5} + {U3,M4,{M1,M2,M5}}.

De méme,

{ur,uz, {us,ug,us}t = p(Tuy, Tuz)p(Tuz, Tus)us
= p([Tuy, Tuy, Tus)«, Tug)us + p(Tuz, [Tuy, Tup, Tug)s ) us + p(Tuz, Tug)p(Tuy, Tup ) us

= {u1/u2/{u3/u4/u5}} + {u2/u3/{u1/u4/u5}} + {u3,u1,{u2,u4,u5}}.

Puisque (V,p) est une représentation de g, les équations (4.40) et (4.41) sont vérifiées. De méme,
l’équation (4.42) est vérifiée puisque H est un 2-cocycle. D’ou, (V,{-,-,-},[[-,-,*]]) est une algebre 3-NS-
Lie.

Remarque 4.4.10. Il existe une paire de foncteurs adjoints entre la catégorie des algebres 3-NS-Lie et la
catégorie des algebres 3-Lie avec les opérateurs de Rota-Baxter relatifs H-twistés.

Dans la suite, on donne une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’"une structure
d’algebre 3-NS-Lie compatible avec une algéebre 3-Lie.

Proposition 4.4.11. Soit (g, [-,-,-|y) une algebre 3-Lie. Il existe alors une structure d'algebre 3-NS-Lie compatible
sur g si et seulement s’il existe un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté T : V — g inversible sur g. De plus,
la structure d’algebre 3-NS-Lie compatible sur g est donnée par :

{xy.z} =T(p(xyT (), [xy2 =T(H(xyz), VYryzeq (4.46)

Preuve 4.4.12. Soit T : V — g un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté inversible. D’apres la
Proposition 4.4.8, il existe une structure d’algebre 3-NS-Lie sur V donnée par :

{u,v,w} =p(Tu, To)w, [u,v,w] =H(Tu,To, Tw), Yu,v,w € V.

Puisque T est inversible, les multiplications ternaires

{oyzy =T{T'(x), T\ (y), T (2)} = T(p(x,y) T~ (2)),
[x,y,2) = T[T (), T (), T ()] = T(H(x,y,2)), Vxyzey,

définissent une algébre 3-NS-Lie sur g. De plus, on a

{xy2) +{y.zx} +{z 5y} + [xy,2]
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=T(p(x,y)T~ ( ) +0(y,2) T (x) +p(z,0) T (y) + H(x,y,2))
=T((ToT ' (x),ToT ' (Y)T ' (2) +p(To T (y),To T (z))T ' (x)
+0o(ToT (2 )ToT YT Hy) + H(To T (x), To T (y), ToT71(2)))
=[ToT '(x),ToT ' (y), ToT ! (2)lg = [x,y,2]

Inversement, I'identité Id : g — g est un opérateur de Rota-Baxter relatif H{-twisté sur (g, [,-,-]4) associé
a la représentation (g, L).

4.4.2 Algebres 3-NS-Lie induite par algebres NS-Lie

Maintenant, en partant d’une fonction trace et une algebre NS-Lie, on peut construire une algebre
3-NS-Lie. Soient (g,{-,-},[[,-]]) une algebre NS-Lie et T : g — K une application trace, c’est a dire que T
vérifie :

t({xy}) =t([xy]) =0, Vxyeq.

Théoreme 4.4.13. Soient (g,{-,-},[[-,-]]) une algébre NS-Lie et T : g — K une application trace. On définit les
multiplications ternaires {-,-,-}r : (A>g) ® g — geet [[-,+,-]]z : A3g — g respectivement par

{x1,x0,x3} 7 = T(x1){x2,x3} — T(x2){x1,%3}, (4.47)
[x1, %2, x3])r = T(x1)[[x2, x3]] + c.p.(x1,%2,%3), Vx1,x2,%3 € 9. (4.48)

Alors (g,{-,-,-}=,[[-,*,]|x) est une algebre 3-NS-Lie, qui est appelée algebre 3-NS-Lie induite par 1'algebre NS-Lie
(@ {311

Preuve 4.4.14. Pour tout x,y,z € g,ona

{xyzte =y} —ty{xz} = = (ty{xz} —t(){y.2}) = ~{y, %z},

puisque le crochet [+, ]| est anti-symmétrique, alors

[y, 20 = 7@ ,2] + T(0) 2,2 + 7(2) [x,y]
=~ (v 2l + () Ey) + 7@ ) = ~ [y, x2]

De la méme maniere, on trouve que [[x,y,z]|r = —[[x,z,y]|r, alors [-,-,-]|r est anti-symmétrique. Pour
toutx; € A,1<i<5,ona

{{x1,202,%3} ¢, x4, x5} + { [[x1, %2, %3]}, x4, X5 } o — {21, 2%2, {x3, %4, X5 } o}
—{x2,x3,{x1, x4, %5} r }r — {x3,%1,{x2, X4, X5}t } 1
G4+ — 1(x)T({x 1, x5} — T(x1)T(xg){{x2,x3}, x5} — T(x2)T({x 1,X5}
— T(x2) T (xa) {1,203}, %5} + T(x2) T({x3, 6P 5} — T(x2) T(xa) {3,241}, x5}
— 7 (x3) ({2 2 PE x5} — T(xa) T(xa) {{x2, 31}, x5} + 7(x3)
— (x3)T(xa) {1,202}, %5} — T(x1) ({23, P7 5} — T(x1) T(xa) {{x3, 22}, %5}
+(x 1)W () T(xa){[[x2, 3]}, x5} + T(x2) T([[xa, 2 X5}
T(x)T(xa){[[x3, 1)), %5} + T(xa) Ty 2l X5} — T(xs) T(xa){[x1, %2, x5}
M + TV 1)} T(x)T0n) e (3,35 )
— ()t (e, (s, x5} ) — Tl e T 1)) + T Tl T 05 |

+ T(xg)T(x2){x3,{x1, x5} } — T(x4)T(x3) {x2, {x1, %5} } — T(x T, X4, X5} }

() Tl T 1))+ () () ({5} ) — () T (s, (o x5} )

= v () ({{ra 2}, x5} — {22 (s, x5)) — {{xma,xad, x5} + (3, {2 x5} + {2 3] x5 )

ﬂ
=
-

X3 4,X5

,—‘
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—7(x2)7(x4) ({{x3,X1}/X5} —{x3,{x1,x5}} — {{x1,x3}, x5} + {x1, {x3, x5} } + {[[X3,x1]],x5})
— 7(x3)T(xg) ({{xlfxz}/x5} —{x, {xo, x5} — {{x2, 1}, x5} + {xo, {x1, x5} } + {[[xlzxz]]ﬁ%})

(143) _ .

Alors 'équation (4.41) est satisfaite. De la méme maniere, les équations (4.40) et (4.42) sont satisfaites
en utilisant les équations (1.43) et (1.44).

Proposition 4.4.15. Soient (g,{-,-,-},[,-,-]]) une algeébre 3-NS-Lie et a un élément fixe dans g tel que
{x,y,a} =0, pour tout x,y € g. Alors (9,{x,y}a = {a,x,y},[[x,y]a = [[a,x,y]]) est une algebre NS-Lie.

Proposition 4.4.16. Soient ¢ € Z7..(g,V) et T une application trace sur I'algebre de Lie g. Alors ¢ (x,y,z) =
T(x)p(y,z) + c.p.(x,y,2) est un 2-cocycle dans la cohomologie de Chevalley-Eilenberg de I'algebre 3-Lie induite
(9,[,+,+]¢) a coefficients dans la représentation induite (V,pr).

Preuve 4.4.17. Soient ¢ € Z?, (g,V), T une application trace sur l'algébre de Lie g et (V,p7) une

representation de l'algebre 3-Lie induite (g,[-,-,]). Alors on a

o (x1,%2, [y1,Y2,y3)c) + po(x1,%2) P (Y1, y2,y3) — P ([x1, %2, ¥1) v, Y2,Y3)
— ¢ (y1, X1, %2, ¥2] 0, ¥3) — P (Y1, y2, [x1,%2,y3) <) — P (Y2, y3) P (x1,X2,41)
— pz(y3, 1) (x1,%2,y2) — pr(y1,¥2) P (X1, X2,3)

@82 = 7(x1)T(y1)P(x2, [y2,y3l) + T(x1)T(v2)P(x2, [y3,y1lg) + T(x1)T(y3)p(x2, [y1,¥2]4)
+ T(x2)T(y1)¢([y2 y3lg, x1) + T(x2) T(Y2)P([y3,y1]g,x1) + T(x2)T(y3)P([y1, y2lg, 1)
+ 7(x1)T(y1)e(x2)P(y2,y3) + T(x1)T(v2)p(x2)P(y3,y1) + T(x1)T(y3)p(x2)P(v1,y2)
= 7(x2)T(y1)p(x1)P(y2,y3) — T(x2)T(v2)p(x1)9(y3,y1) — T(x2)T(y3)p(x1)P(y1,42)
— T(y2)t(x1) (Y3, [x2,¥1lg) — T(y2)T(x2)P(y3, [y1,x1]g) — T(¥2) T(y1)P (Y3, [x1,%2]4)
— T(y3)t(x1)([x2, y1lg v2) — T(y3)T(x2)P([y1,x1]g,y2) — T(¥3)T(y1)P([x1, X2]g, ¥2)
—T(y1)T(x1)¢([x2,y2]0,y3) — T(y1)T(x2)p([y2, x1]g,y3) — T(y1)T(y2)P([x1,%2]g,¥3)
— T(y3)T(x1)p(y1, [x2,y2l9) — T(y3)T(x2)P(y1, [v2,x1]g) — T(v3)T(y2) P (Y1, [x1,x2]g)
— T(y1)T(x1)p(y2, [x2,y3lg) — T(y1)T(x2)P(y2, [y3,x1]g) — T(v1)T(Y3) P (Y2, [x1,x2]4)
— T(y2)t(x1)([x2,y3lg,y1) — T(y2)T(x2)P([y3,x1]g,y2) — T(¥2) T(y3)P([x1, X2]q, ¥2)
— T(y2)T(x1)p(y3)P(x2,y1) — T(y2)T(x2)p(y3)P(y1,x1) — T(y2)T(¥1)p(Y3)P(x1,x2)
+ T(y3)t(x1)p(y2)p(x2,v1) + T(y3)T(x2)p(y2)P(v1,x1) + T(y3)T(¥1)P(y2)P(x1,X2)
—T(y3)t(x1)p(y1)P(x2,y2) — T(y3)T(x2)p(y1)p(y2,x1) — T(y3)T(¥2)p(y1)P(x1,x2)
+ T(y1)T(x1)p(y3)P(x2,y2) + T(y1) T(x2)p(y3)P(y2,x1) + T(y1)T(¥2)p(Y3)P(x1,%2)
= 1(y1)T(x1)p(v2)P(x2,y3) — T(y1)T(x2)p(y2) P (Y3, x1) — T(y1)T(y3)p(y2)P(x1,x2)
+ T(y2)T(x1)p(y1)9(x2,y3) + T(y2)T(x2)p(Y1)P (Y3, x1) + T(¥2) T(¥3)p(Y1)P(x1,x2)

(120) _ .

Lemme 4.4.18. Soient (V,p) une représentation d'une algebre 3-Lie (g,[-,,"]g), H € Z3,,,(3;V) et a un
élément fixe dans g. Alors Ha(x,y) = H(a,x,y), pour tout x,y € g, est un 2-cocycle de 'algebre de Lie g, a
coefficients dans la représentation (V,p,).

Théoréme 4.4.19. Soient (g,[-,-]q) une algebre de Lie, (V,p) une représentation et T : g — K est une application
trace. Si T : V — g est un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté sur I’algebre de Lie g, alors T : V — g est un
opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté sur I'algebre 3-Lie induite g par rapport a (V,pz).

Preuve 4.4.20. Pour tout u,v,w € V,on a
[Tu, Tv, Tw]; = (1o T) (u)[Tu, Tw]y + (T o T)(v)[Tw, Tulg + (T o T)(w)[Tu, Tol,.

D’autre part, on obtient

T(pT(Tu,Tv)w + o< (To, Tw)u + p(Tw, Tu)v + O (Tu, To, Tw))
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= 1((zo T)(wp(To)w — (to T)(o)p(Tu)w + (o T) (0)p(Tw)u

— (ro T)(@)p(To)u + (v o T)(w)p(Tu)o — (v o T)(w)p(Tw)o
+ (To T)(u)®(Tv, Tw) + (T o T)(0)O(Tw, Tu) + (o T) (w)@(Tu,Tv)).
Ainsi, d’apres I'équation (1.42), on a

[Tu, To, Tw] = T(pT(Tu, To)w + p(Tv, Tw)u + p(Tw, Tu)v + H(Tu, T, Tw))

Par conséquent, T définit un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté sur 1’algebre 3-Lie induite.

Soient (g, [-,-]) une algebre de Lie et (V,p) une représentation. On dit qu’on a une paire Lie-Rep
et on la note par le tuple (g, [-,-],V,p). On utilise une notation similaire pour une algebre 3-Lie avec
une représentation. La proposition suivante donne deux manieres différentes de construire la méme
structure d’algebre 3-NS-Lie sur V a l’aide d'une application trace ou d’un opérateur de Rota-Baxter
relatif H-twisté. En particulier, on obtient une algebre 3-NS-Lie sur g en utilisant la représentation
adjointe.

Proposition 4.4.21. On a le dingramme suivant :

Lie-Rep pair (A,[,],V,p) .

opérateur de R-B H-twisté \H[, Jx

s 3-Lie-Rep pair (A,[,","]«,V,pr)
opérateur de R-B H-twisté l[[, e
algebre NS-Lie (V,{,-}, [l 1)) — 2L algebre 3-NS-Lie (V, {-,-,-}= [ -]<)

Preuve 4.4.22. Soient 7 : A — K une application trace sur (g,[-,-]), (V,p) une représentation et H €
(E%E (g,V) un 2-cocycle. Alors (g, [-,-,-]r) est une algebre 3-Lie induite, (V,pr) est une représentation
de l'algebre 3-Lie induite, par la Proposition 4.4.16, H. est un 2-cocycle de 1’algeébre 3-Lie induite. Soit
T :V — A un opérateur de Rota-Baxter relatif H.-twisté sur (g, [-,-,]r) par rapport a (V,pr). Alors,
pour tout u,v,w € V et d’apres le Theoreme 4.4.8, ’accolade et le crochet suivants :

{u,v,w}; = p(Tu, To)w, and [u,0,w]; = H.(Tu, To, Tw),

définissent une algébre 3-NS-Lie sur V. On peut aussi construire une algébre 3-NS-Lie sur V par une
autre méthode. Par la Proposition 1.3.11, on définit une algebre NS-Lie sur V. En vertu du théoréme
4.4.13, on suppose que T’ : V — K soit une forme linéaire telle que v'([u,v],) =0, Vu,v € V. Alors

{u,v,w}, =t (w){v,w} — ' (v){u,w} =t (u)p(To)w — v’ (v)p(Tu)w, Yu,0o,w eV,

et
[u,0,w]]a =0y 0w T (1) |[v,w]] =Oupw T (u)H(To, Tw), Yu,0,w eV,

définissent une algebre 3-NS-Lie sur V. Par un calcul direct, on obtient
{u,0,w}r — {u,v,w} =7 (u)p(To)w — T’ (v)p(Tu)w — ((T oT)(u)p(Tv)w — (T o T)(v)p(Tu)w)
= (T/(u) —(to T)(u))p(Tv)w - (T’(v) —(toT) (v))p(Tu)w, Yu,0,w €V,
et
[u,0,w])a — [[u,0,w]1 =Oupw T (u)H(To, Tw)— Oypw (To T)(u)H(To, Tw)
=OQuow (T’(u) — (1o T)(u))H(Tv, Tw), Yu,v,w € V.
Si on prent T/ = 7 o T, on obtient la méme structure d’algébre 3-NS-Lie sur V.

En particulier, on suppose que (V,p) = (A,ad) est la représentation adjointe de (g, [-,-]), et on
considere ad : A>g — ¢l(g) défini par :

ad+ (x,y)z = T(x)ad(y)z - T(y)ad(x)z = T(x)ly,2] - TW)[v2, Vxyzen.

Ensuite, on peut suivre les calculs précédents pour obtenir une structure d’algebre 3-NS-Lie sur g en
utilisant deux méthodes différentes.
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Soient (g, [-,-,-]g) une algebre 3-Lie, (V,p) une représentation et on fixe xg € g. On considere
H € ¢3;,,(3;V) un 2-cocycle dans le complexe de cochaines de Chevalley-Eilenberg. Par un calcul
simple, Hy, est un 2-cocycle sur I'algebre de Lie gy, a coefficients dans le gy,-module (V,py,), ol

Hy (x,y) =H(xo0,x,y), VYx,y€g.

Proposition 4.4.23. Avec les notations ci-dessus, si T : V — g est un opérateur de Rota-Baxter relatif H-twisté
sur 'algebre 3-Lie g et xo € Im(T) tel que T~ (xo) € Ker(p), alors T : V — g est un opérateur de Rota-Baxter
relatif H,-twisté sur I'algebre de Lie gy, associé i (V,px, ).

Preuve 4.4.24. Pour tout u,v € V,on a

[T(u), T U)}xo T (px, ( Tu)v — Pxo (TO)u + Hoy (Tu, To))
=[xo, T ( ), T(v)] = T(o(xo, Tu)v — p(x0, Tv)u + H(xo, Tu, Tv))
[T(T~"x0), T(u), T(0)]
( (T(Txo), Tu )U—p(T(T’lxo),TU)u—I—p(Tu,TU)T’l(xo)—i—?—[(T(T’lxo),Tu,Tv))

:0/
ce qui implique que T est un opérateur de Rota-Baxter relatif H,,-twisté sur I'algebre de Lie gy,.
En utilisant la Proposition 4.4.23 et la Proposition 4.4.8, on obtient le résultat suivant.

Théoreme 4.4.25. Soit (g,{-,-,-},[[-,-,-]]) une algebre 3-NS-Lie et x( € g telle que {x,y,x0} = 0 pour tout
x,y € g. Alors (9,{+, }x,, [ ]lx,) est une algebre NS-Lie, oit

{xyty ={xoxy},  [xylx = [x0 %y,

pour tout x,y € g.
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Chapitre

Equation de Yang-Baxter et opérateurs
de Rota-Baxter relatifs sur les algebres
ternaires de type Jordan

Ce chapitre a pour objectif d’introduire la notion d’équation de Yang-Baxter sur les algebres ternaires
de type Jordan et d’analyser ses solutions en s’appuyant sur les opérateurs de Rota-Baxter relatifs. En
parallele, on étudie les opérateurs de Rota-Baxter relatifs dans le cadre des algebres de Jordan ternaires
en introduisant la notion d’algebres pre-Jordan ternaires, considérées comme les structures algébriques
sous-jacentes des algébres de Jordan ternaires.

5.1 Algebres de Jordan ternaires

Dans le cadre de la généralisation des algebres de Jordan, Kaygorodov, Pozhidaev et Saraiva ont
introduit la définition des algebres n-aires de type Jordan. IIs ont également proposé plusieurs exemples
d’algebres de Jordan ternaires, notamment par la constructions a partir des algebres matricielles et des
algebres de Cayley-Dickson. En outre, ils ont défini une classe d’algebres de Jordan ternaires par la
construction TKK, bien connue dans la théorie classique des algebres de Jordan. Cette section passe
en revue les notions relatives a cette généralisation, qui seront utiles pour notre étude des algebres de
Jordan ternaires. Pour plus de détails, voir [82].

Définition 5.1.1. Une algebre de Lie triple est une algebre commutative, non associative (A, o) satisfai-
sant :

(x,y%,2) =2y 0 (x,y,2), (5.1)
pour tout x,y,z € A, ot (+,-,-) représente 1’associateur
(x,y,2) = (xoy) oz — x0 (yo2).
Soit Ry I'opérateur de multiplication a droite défini par :
y— Ryy=youx.
Alors l'identité (5.1) est équivalente a
R(zyz) = [Ry, [Re, R:]], (5.2)

ol [+, -] est le commutateur standard

[yl =xoy—youx.

99



Chapitre 5. Equation de Yang-Baxter et opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur les algébres ternaires de type Jordan

Il est simple d’observer que toute algebre de Jordan est une algebre de Lie triple, bien que l'inverse ne
soit pas nécessairement vrai. De plus, si ’algebre A est commutative, 'identité (5.2) est équivalente a

[Ry,Ry] € Der(A)

ot Der(A) représente I'algebre de Lie des dérivations de A. En écrivant D, au lieu de [Rx, Ry], cela
signifie que
Dyy(aob) = Dyy(a)ob+aoDyy(b).

Maintenant on rappelle la définition de 'algebre n-aire de type Jordan qui est une généralisation au
cas n-aire de I’algebre de Jordan ordinaire.

Définition 5.1.2. Une algebre n-aire de type Jordan est un couple (7, [[-,---,]]) constitué d'un espace
vectoriel J et d'une application n-lineaire [[,---,-|| : ®"J — J satisfaisant :

[[xo’(l)l e rxa(n)]] = [[xlr e lxn]]r VO' S Sn/ (53)
[Rq Ry )] € Der(T), (5.4)

X2, Xn )’

ou
n

Der(J)={D € End(J) | D([[x1,-+,xa]]) = ;[[xl,' X1, D(xi), Xig1,0 0 xa] }

est I'ensemble de toutes les dérivations sur J et Ry, .. ), R
tion a droite définis par :

Yo, ) SONt les opérateurs de multiplica-

Y= Ry ) (¥) = [y, 22, 2]

Remarque 5.1.3. En particulier, pour n = 3, si on définit I'application linéaire ady, : 7 — J, pour tout
x,y € J,parady,y(z) = [[x,y,z]]. Alors, I'identité (5.6) est équivalente a

[adx) xy, 05,2, ] ([[x5, %6, %7]]) =[[[adx, 2y, 003 2,] (X5), X6, 7] + [[X5, [adx; jxy, A x4 ] (X6), X7]
+ (x5, x6, [adx, x Ay 3, ] (x7) ]|,

ce qui implique que [ady, x,, dx; x,| = dx; x,0dx; x, — Adx; x,Ady, x, €st une dérivation sur (7, [[-,-,]]).

Définition 5.1.4. Une algebre de Jordan ternaire est un couple (7, [[-, -, -]]) constitué d"un espace vectoriel
J et d’une application 3-lineaire [[-,-,-]] : ®3J — J satisfaisant :

[xo(1), Xo(2) Xo(3)]] = [¥1,%2,%3]], Vo €Ss, (5.5)
[[x1,x2, [[x3, x4, [[x5, 26, 27]|]]]] — [[x3, %4, [x1,%2, [[x5, %6, x7]] ]|

=[[[[x1, %2, [[x3, x4, %5]] ]|, X6, %7]] — [[[[x3, %4, [x1, X2, x5]]]], X6, x7]] + [[x5, [x1, X2, [[x3, X4, X6]]]], x7]]

— [[xs, [[x3, x4, [[x1, %2, x6]]]], X7]] + [[x5, %6, [x1, %2, [x3, %4, X7 ||| = [[*5, %6, [[x3, X4, [X1, %2, x7]|]]]].  (5-6)

Définition 5.1.5. Un morphisme f : (7, [[,-,-]] 7) = (I, [[,-,-]| 77) d’algebres de Jordan ternaire est une
application linéaire satisfaisant :

foy 2l g) = (2, f (W), f (D)) g7, Ve y, 2 € T

Dans ce qui suit, on présente quelques notions fondamentales concernant les formes bilinéaires
associées a une algebre de Jordan ternaire.

Définition 5.1.6. Soit (7, [[-,-,-]|) une algebre de Jordan ternaire. Une forme bilinéaire B: J ® J — K
est dite

1. symétrique si B(x,y) = B(y, x),

2. antisymétrique si B(x,y) = —B(y,x),

3. non-dégénérée si x € J satisfie B(x,y) = 0 pour tout y € 7, alors x =0,

4. invariante si

B([[x,y,z]},w) = B(z, [x,y, w]), Vx,y,z,w e T,
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5. symplectique si B est une forme bilinéaire antisymétrique non-dégénérée satisfaisant :

B([[x,y,z]|,w) = B(z,[[x,y,w])) = B(y, [z x,w])) = B(x, [ly,z w]) =0, Vx,y,zwec J.  (57)

Exemple 5.1.7. Soient J un espace vectoriel sur K et B une forme bilinéaire, symétrique et non-
dégénérée. Etant donné une base E = {ey,--- e, } de J, cette forme est définie sur E par :

B(el-,ej) = ‘5i,jr
ot §; ; est le delta de Kronecker. De plus, on considere la multiplication ternaire suivante définie sur J
par:

[xy,2]] = B(y,2)x + B(x,2)y + B(x,y)z.
Dans [82], les auteurs ont prouvé que (7, [[-,-,-]]) est une algebre de Jordan ternaire. Soient 7 un espace
vectoriel de dimension 4 généré par {e1,ep,e3,e4} et [[-,-,-]] : ®F — J le crochet ternaire donné par :

[le1,e1,e1]] = 3e1, [[ea,e2,e2]] = 3ea, [[e3, e3,e3]] = 3es, [[es,eq,e4]) = ey,
[le2,€2,61]] = [[ 3,€3f€1ﬂ les eq,e1]] = €1,
[ler,en,e2]] = [les, e5,e2]] = [[es e 2]l = €2,
[e1,e1,e3]] = [lea,e2,e3]] = [[es, e4, €3]] = €3,
[le1,e1,e4]] = [le2,e2,e4]] = [[e3,€3,e4]] = €4,

et tous les autres crochets sont nuls. Alors (7, [[-,-,-]]) est une algebre de Jordan ternaire de dimension 4.

5.2 Algebres de Jordan ternaires cohérentes

Dans cette partie, on introduit la notion de représentation d'une algébre de Jordan ternaire et on
montre que la duale d"une représentation de ’algébre de Jordan ternaire [J n’est une représentation
valide que si J est une algébre Jordan ternaire cohérente.

Définition 5.2.1. Une représentation d'une algebre de Jordan ternaire (.7, [[, -, -]]) sur un espace vectoriel
V est une application linéaire symétrique p : ®>7 — gl(V') satisfaisant :

o p(x1,x2)0(x3,x4)p(x5,x6) — p(x3,X4)p(x1,%x2)0(x5,X6)
- p([adxl,)izlad.)%,x;;} (x5)lx6) + p(x5/ [adxl,xZ/ade,X4] (X6))

+ p(ars, %6)p(x1,%2)p (X3, 4) — p (s, %6 )p(x3, %) (31, %2), (5.38)
® p(x1,adx, 200, x5(X6)) — p(x2,X3)p(x1,4dx x5 (X6))
=Ous6 (p(xa,%5)p (31,1 () — (4, 5)p (52, X3)p (31, %) ). (59)

pour tout x; € 7,1 <i<é6.

Proposition 5.2.2. Soit (7,],-,-]]) une algebre de Jordan ternaire. Alors (V,p) est une représentation de ;J
si et seulement si (J &V, [-,-, ]| 7av est une algebre de Jordan ternaire, oil le crochet ternaire [[-,-, ] 7av :
@3(T B V) = T &V est donné par :

[x1 4+ 01,202 + 02,3 + v3] 7av = [[x1,%2, %3] + p(x1,%2)v3 + p(x3,x1)v2 + p(x2, X3) 01 (5.10)
pour tout x; € J,v; € V,1 < i < 3. Cette algébre de Jordan ternaire est appelée produit semi-direct et noté par
J =p 1%

Exemple 5.2.3. On définit 'application adjointe ad : ®*J — gl(J), (x,y) — ady, € gl(J) par
adyy(z) = [[x,y,z]], pour tout x,y,z € J. Alors le couple (J,ad) est une représentation de (7, [-,-,-]])
sur lui-méme, appelée représentation adjointe.

Remarque 5.2.4. Il est bien connu que, dans le cas des algebres de Jordan (7, o), la représentation duale
reste une représentation de J sans aucune condition []. Ce résultat est faux dans le cas des algebres de
Jordan ternaires.
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Soient J un espace vectoriel et V* 'espace dual de V. Pour une application linéaire p : ®27 — gl(V),
on définit I'application linéaire p* : @27 — gl(V*) par :

(p* (x,y)a,v) = (a,p(x,y)v), Va e V"', x,yc J,ve V. (5.11)

Proposition 5.2.5. Soit (J,[[-,,-]]) une algebre de Jordan ternaire. Si le couple (V,p) satisfait (5.8) et la
nouvelle condition :

P(xlradxzfx3adx4fxs (x6)) - P(xlradﬁ%xs (x6))p(x2,x3)
=Ous6 (P(x1, 80y, (x2))p (x5, %6) — p(x1,24)p(x2, X3)0 (5, %6) ) (5.12)

pour tout x; € J,1 <i < 6. Alors (V*,p*) est une représentation de [J appelée représentation duale.

Preuve 5.2.6. Soienta € V*etv e V,ona

<(p*(xlrx2)P*(x3/x4)P*(x5/x6) — " (x3,x4)p" (x1,x2)p" (x5, %6) — 0" ([adx) 2y A2 x,] (X5), X6)
— 07 (x5, [adx; 2y, 0l 2, ] (X)) — p* (x5, %6 )07 (x1,X2) 0" (x3,%4) + " (x5, %6 ) 0" (x3/X4)P*(x1fx2))0<fv>
= (a, (p (s, 06 )p (s, ¥a)p (1, %2) = p(x5,%6)p (1, 32)p (¥, %4) = ([, 53,6330, (5), %6)
— p(xs, [adx, x,, 005, ] (%6)) — p(x3,24)p(x1,x2)p (x5, %6) + P(xlfxz)P(xafxzi)P(xSfxs))U>f
de plus, on a
<(P*(xlfﬂdxz,xsﬂdm,xs(%)) — 0" (x2,x3)p" (X1, x5 (X6) ) — p" (X4, X5) 0" (x1, 803, x5 (X6 ))

+ 0" (x4,x5)p" (x2,%3)p" (x1,%6) — p" (x5,%6) 0" (x1,adx,, x5 (x4)) + p” (x5,%6) 0" (x2,%3) 0" (x1,%4)
— 0" (X, x4)p" (1, 0dl1y 5y (¥5)) + 0" (¥, %) (%2, X3)p" (31,35 ) ,0)

= (e, (p(x1, 8k, 550635 (6)) — P31,k 35 (x6) (X2, ¥5) = (1, ey () )P (x4, X5)
(1, )p(x2,%3)p (x4, X5) — p(1, 8 25 (x4) 0 (x5, X6) + p (1, X4 )p (2, X3 )p (¥, %)
— p(1, 8 25 (35) ) (5, X4) + p (1, X5)p (X2, X3 )p (6, 4) ) 0)
=(a, (P(xlr”de,x3”dX4,X5 (x6)) — p(x1,adx, x5 (x6) )P (x2,X3)
— ((Ousep(x1, s, (x4))p(x5,%6) — pl1,34)p(x2,%3)p (x5, %6) ) ) 2).
D’ou le résultat.

Soient 7 un espace vectoriel et J* son espace dual. On définit I'application linéaire ad* : ®2J —

gl(J”) par:
<ad;,yglz> = <§fadX,yZ> = (¢, [[x,y,z]]}, vge Jr, xyzeJ. (5.13)

Exemple 5.2.7. Soient (J,[[,-,]]) une algebre de Jordan ternaire et (7,ad) une représentation adjointe.
De plus, sil’algebre de Jordan ternaire (7, [[-,-,-]]) satisfait également la relation suivante :

[x1, [[x2, x3, [[x4, x5, %] ]|, x7]] = [[x1, [[X4, x5, x6]], [[x2, %3, 7]
=0 ([l 203,04, [, %6, 7] (31,3, [, 33, x5, 36,2711 6.14)
Alors (J*,ad*) est une représentation de J appelée représentation co-adjointe.

Définition 5.2.8. Une algebre de Jordan ternaire cohérente est une algebre de Jordan ternaire telle que
la condition (5.14) est satisfaite.
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Proposition 5.2.9. Soit (J,[[,-,-]|) une algebre de Jordan ternaire. Supposons qu’il existe une forme bilinéaire
symétrique non-dégénérée B telle que B soit invariante. Alors (7 ,[[,-,-]]) est une algebre de Jordan ternaire
cohérente.

Preuve 5.2.10. Par I'invariance de B, on a

B([[x1, [[x2,x3, x4}, [[x5, %6, 27]]]|, w) = B([[x5, %6, x7]], [[x1, [[x2, %3, 4]}, w]])
= B(x7,[[x5,x6, [x1,w, [[x2, x3, x4 ]]]]]), VX1, ,x7,w € T.

En utilisant la relation précédente, on obtient que

B ([[xhx% (22, x3, [[xa, x5, x6]]]] = [[x1, [[x4, x5, %6]], [x2, %3, %7]]]
— (Ouss ([ [va, 5,2l s, X, 71 = [, %, [0, 33, [, 06,27 ]]] ) ) o)

=B (x% [x1,w, [x2, %3, [[x4, x5, X6 ]| ] ]| = [[x2, %3, [x1, 0, [[x4, x5, x6 ||| = [[[x1, 0, [[x2, x3, x4]]]], x5, x6]
+ {2, x3, [[x1,w, xa]l]], x5, x6]] — [[x4, [[x1,20, [[x2, %3, x5]|]], %6 ]| + [[x4, [[x2, %3, [[x1,w, x5]]]], x6]]

= [lxa x5, [[x1,00, [Px2, %3, x6 ||| + [[xa, x5, [[x2, %3, [[x1, %, %6]]] H) :

Par le fait que J est une algebre de Jordan ternaire et que B est non-dégénéré, on déduit que la condition
(5.14) est vérifiée. Ainsi (7, [[-,-,-]]) est une algebre de Jordan ternaire cohérente.

5.3 Equation de Yang-Baxter de Jordan ternaire : Définition et solu-
tions

Dans cette section, on introduit la notion d’équation de Yang-Baxter pour une algébre de Jordan

ternaire, qui peut étre considérée comme une généralisation naturelle de I’équation Yang-Baxter de

Jordan binaire introduite dans [54]. Par la suite, on étudie le concept d’opérateur de Rota-Baxter relatif

sur une algebre de Jordan ternaire, qui fournit une solution antisymétrique a I’équation de Yang-Baxter
dans un produit semi-direct d’une algebre de Jordan ternaire cohérente (Théoreme 5.3.13).

53.1 Equation de Yang-Baxter de Jordan ternaire (EYB])
Soient (7, [-,-,-]]) une algebre de Jordan ternaire et r =) ; x; @ y; € J ® J. On définit

re=Y 4eyeleleJ™, ry=Y x0leyeleJ®, rm=) yeleley eI,
i i i

r3=) 1050y 01eJ, ru=Y 10,10y el r=)1010x0ycJ,
i i i

ou 1 est un élément unitaire si (7, [[-,-,-]]) est une algebre unitale ou un symbole jouant un role similaire
a l'unité pour les cas non-unitaires. L’opération entre trois r;; se fait de la maniere suivante :

[r12,713,7114]l = Y%, 05, 4] @ yi @ Y © yi,
ik
(112,723, 724]] sz i xj, xi @y @ yx,
r]/
(713,723, 734]] E X @ Xj ]/uy]/xk]] @ Y,
i,k
[r14,724,734]) = Y % @ % @ 2 @ [y, yj, i (5.15)
ik

Notons que I'équation (5.15) est indépendante de I'existence de 1'unité. En outre, on définit un opérateur
d’échange 01, : T @ J — J @ J par:

mx®y)=yx Vx,ye J. (5.16)
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Définition 5.3.1. Soit J une algebre de Jordan ternaire et r € J ® J. L'équation

112,113, 114]] = [[r12,723, 724l + [[r13,723,734]] = ([r14,724,734]) = O (5.17)
est appelée la forme standard de 1’équation de Yang-Baxter de Jordan ternaire (EYBJ).

Remarque 5.3.2. Cette équation peut étre considérée comme une généralisation naturelle de 1’équation
Yang-Baxter de Jordan binaire :

20713+ 7113073 — 1120723 =0
au contexte de 'algebre de Jordan ternaire. Voir [54] pour plus de détails.

Soit J un espace vectoriel, tout élément r € J ® J peut étre identifié comme une application
linéaire de 1’espace dual J* vers J de la maniére suivante :

Canr={Een)xay)
=Y (&xi)(nyi) = (&r(n), VEn e T, (5.18)

ou (-,+) : J* x J — K est le crochet dual ordinaire entre 'espace vectoriel 7 et I'espace dual J*, ce
qui nous permet d’identifier 7 avec J* par la relation suivante :

¢(x) ={6x)={x08), Ve T xeJ.

Le tenseur r € J ® J est dit non-dégénéré si l’application linéaire induite donnée par 1'équation (5.18)
est inversible. De plus, toute application linéaire inversible T : 7* — J induit une forme bilinéaire
non-dégénérée B sur J par :

B(x,y) = (T '(x),y), Vx,y € J. (5.19)

De plus, T est appelé symétrique (respectivement anti-symétrique) si la forme bilinéaire induite B est
symétrique (respectivement anti-symétrique). Puisque T peut aussi étre considéré comme un élément
de J ® J par I'équation (5.18), alors les propriétés de symétrie ou d’anti-symétrie de T coincident
évidemment.

Proposition 5.3.3. Soit (7,|[-,+,-]]) une algebre de Jordan ternaire cohérente et r € J @ J soit anti-symétrique.
Alors r est une solution de I'EYB] ternaire si et seulement si r satisfait

(&), r(n), ()]l = V(“d:(g),r(q)(’ﬂ +adyy ) (&) Fadi ) e (7 ))r Ve yedr (5.20)

Preuve 5.3.4. Soit {e1,--,e,} une base de J et {e],---,e;;} sabase duale. Puisque r est anti-symétrique,
on peut définir
r= Zﬂijei ®ej, where a;;=—aj.
ij
ainsi
lei, /,ek Z Cl]kem,

OouC’” jj sont les coefficients de structure de l'algebre de Jordan ternaire J sur la base {ey,---,e,}. Par
consequent ona

Irris sl = [ Dase o o101, Zﬂpqep ©loeg®l, Zastes @1e10e)|
ij
Z Cipsaijapqastem ® 6/' Y g X ey,
i,7,p,q,5t
riz.ras,radll = Hza”el elol, Z“Wl Rep®eg®1,) asl®es®1® etﬂ

st
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- Z C;’;Sa,'japqastei Rem ey ey,

17,095t
(113,723, 734]) = Hzaijei ®1Re1) apl@e,@e®l) axl@le @ efﬂ
i P st
= Z C}Zsaijapqastei ey Dem ey,
i,j,0.9,5t

([r14,724,734]] = |:|:Zaijei ®1®1® ej,Zapql ®ep,R1® eq,Zastl R1®e ® etﬂ
i,j pa s/t
= Z C]’-Ztai]-apqastei Rep @ es @ ep.
i,7,p,q,5t

Alors r est une solution de I’'EYB]J ternaire si et seulement si

] t
Z (C?;,Saijapqast — Cfpsamiapqast + Czisampaﬁast — Csipamsa]-iaqp)em QejRey Qe = 0, (1<m<n).
ip,s

En revanche, par I’équation (5.18), on obtient
n n
r(ef) =) ajei=—) aje, 1<j<n.
i=1 i=1
Alors r est une solution de I'EYBJ ternaire si et seulement si (pour tout m, j,q,t) et pour ¢ = e]’-‘, n=

ey, Y =¢f

' t
Z (C?;,Saijapqast — C{psamiapqast + Czisampuﬁast — Csipamsajiaqp) =0.
i,p,s

La partie gauche de 1’équation ci-dessus est simplement le coefficient de ¢, dans I'expression suivante

= () () + 885 0 @)+ a0 (1)) + (@), (), 7 ()]

D’ot le résultat.

5.3.2 EYB]J ternaire et opérateurs de Rota-Baxter relatifs

Dans cette partie, on étudie les opérateurs de Rota-Baxter relatifs appliqués aux algebres de Jordan
ternaires, dans le but de formuler des solutions & 1’équation de Yang-Baxter de Jordan ternaire.

Définition 5.3.5. Soit (7, [[-,-,]]) une algebre de Jordan ternaire. Un opérateur de Rota-Baxter sur J
(de poids zéro) est une application linéaire R : J — J satisfaisant

[R(x),R(y),R(2)] = R([R(x),R(y),2] + [R(x), %, R(2)] + [x,R(y), R(2)]}),
pour tout x,y,z € J.

Soit r € J ® J anti-symétrique. Supposons qu’il existe une forme bilinéaire invariante non-
dégénérée B sur J et on définit ’application linéaire ¢ : 7 — J* par:

(@9(x)y) =B(xy), Vxy e J.

Proposition 5.3.6. Soit (J,[[-,-,-]|) une algebre de Jordan ternaire cohérente. Alors r est une solution de I'EYB]
ternaire si et seulement si r¢ est un opérateur de Rota-Baxter (de poids zéro) sur J .

Preuve 5.3.7. En fait, p(adyy(z)) = ady ,(¢(z)), pour tout x,y,z € J, puisque

(@(ady,y(2)),w) = B([[x,y,2],w) = B(z,[[x,y,w])
= (¢(2),adxy(w)) = (ady,, (¢(2)),w), Vx,y,z,0 € J.
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Autrement dit, les représentations (ad, J ) et (ad*, J*) sont isomorphes. Soit { = ¢(x), n = ¢(y), v =
¢(z), alors d’apres la Proposition 5.3.3, r est une solution de ’'EYBJ ternaire si et seulement si

[rep(x),7¢(y), rp(2)]] = [[r(&), (1), 7(7)]
= r(ad}ie) ) (V) + a5 ) ) + ad ) ()

= r([rp(x),rp(y),2]) + [r9p(x),y, 7 (2)] + [[x, 16 (1), 79 (2] )

ce qui donne le résultat.

Dans la suite, on donne une interprétation des solutions anti-symétriques inversibles de 'EYB]
ternaire.

Proposition 5.3.8. Soit (J,[,-,-]]) une algebre de Jordan ternaire cohérente et r € J @ J. Supposons que
1 soit anti-symétrique et non-dégénérée. Alors r est une solution de I’EYB] ternaire si et seulement si la forme
bilinéaire anti-symétrique non-dégénérée B sur J définie par :

B(x,y) = (r~'(x),y), Vx,y € J,
vérifie
B([lx,y,2],w) — B(z,[[x,y,w]]) = B(y, [z x,w]) = B(x, [ly,z,w])) =0, Vx,y,zw e J. (5.21)

Preuve 5.3.9. Pour tout x,y,z,w € J. Puisque r est non-dégénéré, il existe ¢,7,v,p € J* tel que
r(&)=x,r(n) =y, r(y) =z r(B) = w. Par I'équation (5.20), on a

B([x,y,z]),w) = (r 1 [[r(&),r (), r(7)]],w)
= (ad} (e 1 () Fad 1) (8) +adi ey Ly (1), 0)
= (7 [xywl]) + (& v,z w]) + (1, [z x,w])
= B(z, [x,y,w]]) + B(x, [,z w])) + B(y, [z, x,w]]).

D’ot le résultat.

On introduit maintenant la notion d’opérateur de Rota-Baxter relatif pour une algebre de Jordan
ternaire.

Définition 5.3.10. Soit (J,[[-,-,-]]) une algebre de Jordan ternaire et (V,p) une représentation. Un
opérateur linéaire T : V — J est appelé opérateur de Rora-Baxter relatif associé a (V,p) s'il satisfait

[Tu, To, Tw]) = T (p(Tu, To)w + p(Tv, Tw)u + p(Tu, Tw)v), Vu,v,we V. (5.22)

Exemple 5.3.11. Soit J une algebre de Jordan ternaire cohérente et r € 7 ® J. Supposons que r est
anti-symétrique. Alors  est une solution de I'EYBJ ternaire si et seulement si r est un opérateur de
Rota-Baxter relatif de [J associé a la représentation co-adjointe (J*,ad™).

Exemple 5.3.12. Soit J une algebre de Jordan ternaire. Un opérateur de Rota-Baxter relatif de 7 associé
a la représentation adjointe (7,ad) est appelé opérateur de Rota-Baxter de poids zéro.

Théoreéme 5.3.13. Soit (7, [-,-,-]]) une algebre de Jordan ternaire cohérente. Soient (V,p) une représentation
de J et (V*,p*) sa représentation duale. Alors T est un opérateur de Rota-Baxter relatif de J associé a (V,p) si
et seulement si

r=T—012(T)

est une solution anti-symétrique d I'EYB] ternaire associée au produit semi-direct [J <+ V* qui a une structure
d’algeébre de Jordan ternaire cohérente.
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Preuve 5.3.14. Soient {e1,---,e;} une base de J, {v1,---,vp} une base de V et {vi‘,---,v;} sa base
duale. On pose

n
T(Z)l‘) = Zaijej, i= 1,'- P
j=1

Puisque Hom(V,J) = J ® V*, on peut identifier un élément T € Hom(V;J) avec I’élément

P n
T=) T(v)R0vi=) ) aje®@v; €T RV* C (T xp V) @ (T pe V*). (5.23)
i=1 i=1j=1

Par conséquent, on a

p p
r=T—01p(T) =) _ T(v;) @0} = )_vf @ T(v;).
i—1 i—1

1

Ensuite, on définit les opérations entre les rij par:

=Yl To)®velel-Y veT(y)elel
=Yl T(0)®10v;®1-Y" v/®l1eT(y)®1
ra=Yl T(o)®101®v; - Y v; @121 T(v)
r3=Y0 10T(v)®of @1 -1 100 @ T(y) ®1
ru=Y" 10T(v,)®1@0v; — Y 100 ®@1® T(v;)
ra=Yl 1910 T(v)®v; — Y 1 1®1®0 @ T(v;)

On obtient alors

[r12,r13,r1a]l = ) ([[Tvi,ij, Ty]] ® vf @07 @ vg — p*(Tv;, Tog) v} @ vf @ T(vj) @ vf
ijk

— 0" (Tv;, Toj)vg ® v ®v; @ T(vg) — p*(Toj, Tog)v; ® T(v;) ® vf & v,t),

[r12,r23,724]] = } ( — v ® [[Tv;, Tvj, To]] @ vj @ v + T(v;) ® p*(Toj, Tor)vj @ vf @ vy
i,jk

+ 9} © p" (Toy, Toy)of @ 0} @ T(vg) + 0} @ p* (Tvy, Toy)v} @ T(v)) @ 95,

[r13,723, 734 = ) (U;k ®v; ® [Tv;, Toj, Toy]l @ vp — T(v;) ® v} ® p*(Tvj, Tog) v} @ vy
i,jk

—v; ® T(v)) ® p*(Tv;, Top)vj @ v — vf @ v @ p*(To;, Tvj)v ® T(vk)>,

[r1a,724,734] = ) (T(03) © 0} @ v; @ p* (T}, Top) o] — v} ® v} @ v} @ [Toy, Tj, Tog]
—~ ] ]
1,],

+ 07 @ T(vj) @ vp @ p* (T, Tog)vj +vf @07 @ T(vg) ® p*(Tvi,ij)v,t)
On pose

F(u,v,w) = [[Tu, Tv, Tw] — T(p(Tu,Tv)w + o(Tv, Tw)u + p(Tw, Tu)v), Yu,v,we V.

Par la définition de la représentation duale, on sait que

p* (Toj, Tog)vf =Y (0*(Tvj, Tog) v}, om)vy, = Y (0f,0(T0j, Tog)vm) vy,

m m

Donc

Y T(vi) ®p*(Toj, Tog)of @ vf @op =Y T(v;) @Y (0(Tj, Tog)om, v} ) vy, @ 0 @ v
ik ik m
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=) T(p(Tvj, Tog)vm) ® v, @ v @}

m,jk
Ainsi, on a
[r12,713,714]] — 112,723, 724]] + [[r13,723,734]] — [[r14,724,734]]
=y (P(vi,vj,vk) ® v} ® v} ®v; + 0] ® F(0;,0;,0) ® 0} @0}

ijk
+0] ® v;‘ ® F(vi,v]-,vk) v +v; ® v}* RV ® F(vi,v]-,vk)>.
Par conséquent, r satisfait 1'EYB] ternaire, c’est-a-dire,

(112,713, 114]] — [[r12,723,724]] + (113,723, 734]] — [[714,724,734]] = 0

si et seulement si F (vi,vj,vk) = 0 pour tout i,j,k, c’est-a-dire, que T est un opérateur de Rota-Baxter
relatif.

En combinant la Proposition 5.3.3 et le Théoréme 5.3.13, on obtient la conclusion suivante.

Corollaire 5.3.15. Soit (7, [[-,-,-]]) une algebre de Jordan ternaire cohérente. Soient J = J <ot Vet T:V —
J une application linéaire. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. T est un opérateur de Rota-Baxter relatif associé a la représentation (V,p).

2. T — 012(T) est une solution anti-symétrique de I'EYBJ ternaire dans 1’algebre de Jordan ternaire cohérente
J.

3. T —092(T) est un opérateur de Rota-Baxter relatif de I'algebre de Jordan ternaire cohérente J associé i la
représentation (j*,ad}).

5.4 Algébres pre-Jordan ternaires

Dans ce paragraphe, on introduit la notion d’algébre pre-Jordan ternaire, qui constitue la version
ternaire de 1’algebre pre-Jordan présentée dans [54]. On propose ensuite quelques constructions basées
sur un opérateur de Rota-Baxter relatif et une forme symplectique. En particulier, on décrit une méthode
de construction de solutions de I’équation de Yang-Baxter ternaire dans certaines algebres de Jordan
ternaires spéciales, obtenues a partir d’algebres pre-Jordan ternaires.

5.4.1 Définition et propriétés

Définition 5.4.1. Une algebre pre-Jordan ternaire est un couple (J,{,-,-}) constitué d’'un espace
vectoriel 7 et d'une application 3-linéaire {-,-,-} : ®3J — J satisfaisant les trois identités suivantes :

{xy,z} ={yxz}, (5.24)

{x1,x2,{x3,x4,{x5,%6,x7} } } — {x3, x4, {x1, %2, {x5,%6,%7} } }
= {[[x1,x2, [[x3, x4, 5] [, x6, %7} — { [[x3, x4, [[x1, %2, x5 [|, %6, 27} + {[x1, %2, [[¥3, 24, 6] ]|, x5, %7}

— {[[x3, x4, [[x1,%2, %6 ]|, x5, %7} + {x5, %6, {x1, %2, {x3,%4, %7} } } — {x5,%6, {x3, %4, {x1,%2, 7} }},
(5.25)

{x1, [[x2, %3, [[x4, x5, %6 ||, x7} — {x2,x3, {x1, [[x4, %5, %6]|, x7} }
= {x5,%x6, {x1, [x2,x3,%4]), %7} } — {x5, %6, {x2, %3, {x1,%8,%7} } } + {x4, %6, {x1, [[x2, %3,%5]|C, 27} }
— {xa,x6, {x2, %3, {x1,x5,27} } } + {xa, x5, {x1, [x2, %3, %], 27} } — {x4, %5, {x2, %3, {x1,%6,%7} }}, (5.26)

ouxyzx€J,1<i<7et M-, -]€ est défini par:

v,z = {xyz} + {y.zx} + {zxy}, VYxyzeJ. (5.27)
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Proposition 5.4.2. Soit (J,{-,-,-}) une algebre pre-Jordan ternaire. Alors le commutateur donné par I'équation
(5.27) définit une structure d’algebre de Jordan ternaire sur J.

Preuve 5.4.3. Par I'équation (5.24), il est simple de vérifier que [[,-,-]|° est commutative. De plus, pour
tout x; € J,1 <i <7 eten utilisant les deux équations (5.24)-(5.26), on a

C C

[0, %2, [[x3, %4, [[x5, %6, 7] I N = [[x3, x4, [[x1,%2, [[x5, %6, %7] PN = [[[[x2, %2, [x3, %4, %5]] |, x6, %7]]
[ s, [, 2, 45 ]STC, e, 3711 — [, 1, [, a, xS 3711C + [, [, [, 2, 36T, 7]
— [[x5, %6, [[x1, %2, [[x3, %4, %7] I N + x5, %6, [[x3, x4, [[x1, %2, %7] ]
={x1,%2,{x3,%4,{x5,%6,%7} } } + {x1,%2,{x3,%4,{X6, %7, x5} } } + {x1,%2,{x3,%4,{x7,%5,%6 } } }
+ {x1,%2, {x4, [[x5, %6, 71|, x3} } + {x1, %2, {[[X5, %6, 71|, x3, x4} } + {x2, [[x3, %4, [[x5, %6, %7]| |, 21 }
+ {[[x3, x4, [x5, %6, %7 ], 21, %0} — {x3,%4, {21, %2, {x5,%6, %7} } } — {x3, %8, {x1, %2, {X6,%7,%5} } }
— {x3, x4, {21,220, {x7,%5,%6 } } } — {3, 24, {x2, [[x5, %6, 7]], 21 } } — {3, 24, { (x5, %6,%7)], %1, %2} }
— {xg, [0, %2, [[x5, %6, %7] [, x5} — {[[x2, %2, [[5, %6, %7] [, 23, %0} — {6, %7, {x1,%2{x3, %4, %5} }}
— {1, x2, (13, x4, %5 N, x6, 07} — {x6, 7, {x1, %2, {4, 5,3} } } — {x6, %7, {1, %2, {x5,%3,%4} } }
— {x6, %7, {x2, [[x3,%4,%5]|, %1} } — {x6,x7,{[x3, %4, %5]| ", x1,x2} } — {x7, [[x1, %2, [[x3, %4, x5]] |, %6}
+ {[[x3, x4, [[x1, 22, x5]] ]|, 26,7} + {x6, %7, {x3,%4, {x1,%2, x5} } } + {x6, %7, {x3, %4, {x2, 5, %1 } } }
+ {x6,%7,{x3,x4,{x5,x1,%2} }} + {x6,27, {x4, [x1,%2,%5], x3} } + {x6,x7, { [x1, %2, 5], x3, 24} }
+ {x7,[[x3, x4, [[xl,xz,x5]]c]]c,x6} —{xs,[[x1,%2, [[X3,X4,X6]]C]]C,x7} — {llx1, %2, [[x3, %4, x6]]c]]cfx7, X5}
— {x7,x5,{x1,%2, {x3, x4, %6 } } } — {x7,%5, {x1, %2, {xa,%6, %3} } } — {x7,x5,{x1, 22, {x6, %3, %4} } }
— {x7,x5{x2, [[x3,%4,%6]] <, 21} } — {37, %5{ [[x3, %4, %6]|©, %1, %2} } + {5, [[x3, %4, [%1, %2, %] [, 27}
+ {[x3, x4, [[x1, %2, %6]| ], 27, x5} + {27, x5, {x3,%4, {x1,%2, %6 } } } + {x7, %5, {x3, %4, {x2, %6, %1} } }
+ {x7,x5,{x3, x4, {x6,x1,%2} }} + {x7, x5, {x4, [x1, 22, %6]], x3} } + {x7, x5, { [[x1, %2, %], x3, 24} }
— {x5,%6,{x1,%2, {x3, x4, 27} } } — {x5,%6, {x1, %2, {xa, 7,23} } } — {5, %6, {x1, 22, {x7, %3, %4} } }
— {x5,%6, {x2, [[x3,%4,%7]|, 1} } — {x5,%6, {[[3, %4, %7]], 1, %2} } — {x6, [[x1, %2, [[x3, %4, %7]| |, x5}
— {[lx1,x2, [[x3, x4, x7)] ]|, x5}, x5, %6 } + {x5,%6, {x3, %4, {x1,%2, X7} } } + {x5,%6, {x3,%4, {x2, 7,21} } }
+ {x5, %6, {x3, x4, {x7,x1,%2} }} + {x5, %6, {x4, [x1,%2,27]], x3} } + {x5,%x6, { [x1, %2, 27]], x3, 24} }

+ {6, [[x3, x4, [[x1, %2, %7]] |, x5} + {[[x3, x4, [[x1, %2, %7]| ]|, x5, %6 }
=0.

C

C

Alors (J,[,-,-]|°) est une algebre de Jordan ternaire.

Définition 5.4.4. Soit (J,{-,-,-}) une algébre pre-Jordan ternaire. I'algébre de Jordan ternaire (7, [[,-,-]])
est appelée l'algebre de Jordan ternaire sous-jacente de (7,{-,-,-}) et (J,-,-,-}) est appelée une algebre
pre-Jordan ternaire compatible avec I'algébre de Jordan ternaire (7, [, -, -]]¢).

Soit (J,,+,}) une algebre pre-jordan ternaire. On définit une application linéaire symétrique
L:®%7 —gl(J) par:
L(xy)z={xyz}, VxyzeJ. (5.28)

En se basant sur les définitions d"une algébre ternaire pre-Jordan et d’une représentation d’une algebre
de Jordan ternaire, on obtient immédiatement le résultat suivant :

Proposition 5.4.5. Avec les notations ci-dessus, (J, L) est une représentation de ’algebre de Jordan ternaire
(T, [-,-]€). D'autre part, si J est un espace vectoriel avec une application linéaire {-,-,-} : @3J — J
satisfaisant 1'équation (5.24). Alors (J,{-,-,-}) est une algébre pre-Jordan ternaire si [[-,-,-]|C définie par
I'équation (5.27) est une algebre de Jordan ternaire et la multiplication a gauche [ définie par I'équation (5.28)
donne une représentation sur cette algebre de Jordan ternaire.
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Proposition 5.4.6. Soit (J,[[,-,]|) une algebre de Jordan ternaire et R : J — J un opérateur de Rota-Baxter
de poids zéro associé a la représentation adjointe (J ,ad). Il existe alors une structure d’algebre pre-Jordan ternaire
compatible sur J donnée par :

{xl/x2/x3} = [[R(X1>,R(X2),X3]], (529)

pour tout x1,x2,x3 € J.

Exemple 5.4.7. On considére 1'algébre de Jordan ternaire de dimension 4 donnée dans I'Exemple 5.1.7.
I est bien connu que si D est une dérivation inversible sur une algebre de Jordan ternaire, alors D! est
un opérateur de Rota-Baxter de poids zéro. On définit D : J — J par:

D(el) = —e, D(€2) =eq, D(€3) = ey, D(e4) = —e3.

Par un calcul direct, on peut vérifier que D est une dérivation sur J. Par la suite, on peut définir
R:D’lzj—>jpar:

R(el) =€y, R(Ez) = —eq, R(€3) = —éy4, R(€4) =ée3,

comme un opérateur de Rota-Baxter de poids zéro sur J. En utilisant le Corollaire 5.4.6, il existe une
algebre pre-Jordan ternaire de dimension 4 sur J donnée par :

{e1,e1,e2} =3ea, {ez,e2,e1} =3eq, {e3,e3,e4} =3eq, {e4, 4,63} = 3e3,

{er,e1,e1} = —{er,e0,e1} = —{ez,e1,e0} = {e3,e3,e1} = {es,es,e1} =e1,
{62,82,62} = {63,63,62} = {84,64,62} = ey,

{es,e3,e3} = {e1,e1,e3} = {ex,e0,e3} = —{es,e3,e4} =3,

{es,eq,e4} = {er,e1,e4} = {ea,en,e4} = —{e3,e4,63} = ey,

et tous les autres crochets sont nuls.

5.4.2 Algébres pre-Jordan ternaires et opérateurs de Rota-Baxter relatifs

Dans ce paragraphe, on démontre qu'un opérateur de Rota-Baxter relatif sur une algebre de Jordan
ternaire induit une algebre pre-Jordan ternaire. Par conséquent, les algebres pre-Jordan ternaires peuvent
étre considérées comme les structures algébriques sous-jacentes des opérateurs de Rota-Baxter relatifs.

Proposition 5.4.8. Soient (7,[[-,-,-]]) une algebre de Jordan ternaire, (V,p) une représentationet T:V — J
un opérateur de Rota-Baxter relatif associé a (V,p). Alors il existe une structure d’algebre pre-Jordan ternaire sur
V donnée par :

{u,v,w} =p(Tu, To)w, Yuov,weV. (5.30)

Preuve 5.4.9. Pour tout u,v,w € V, ona
{u,v,w} = p(Tu, To)w = p(Tv, Tu)w = {v,u,w}.
De plus, si on prend
[, 0,0]) = {u,0,w} + {v,w,u} + {w,u,0} = p(Tu, Tv)w + p(Tv, Tw)u + p(Tw, Tu)v,
et comme T est un opérateur de Rota-Baxter relatif, on a
T([[u,0,w]]¢) = [[Tu, To, Tw].
Maintenant, pour tout v; € V, 1 <i <7, on obtient

{v1,02,{v3,v4,{v5,06,07} } } = p(Tv1, Tv2)p(Tv3, Toy)p(Tvs, Tve)vy,
{v3,v4,{v1,v2,{v5,06,07} } } = p(Tv3, Tvg)p(Tv1, Tv2)0(Tvs5, Tvg)07,

{l[v1,02, [[v3,04, 05]]C]]C/U6,U7} =p (T([[vbvzf [[03,04,05]]C]]C)r TUé) v7
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=p([[To1, Toa, T([[v3,04,v5] )]}, Toe ) v7

[[Tvll TUZ/ [[TU3/ TU4/ TU5 6 07,

=p
{[l3,04, [[01,02,v5] ]|, v6,07} = p
[[Tvll TUZ/ [[TU3/ TU4/ TU6 5

{[[v1,02, [[03,04,06] ]|, 05,07} = p vy,

e N e

)

)
[Tvs, Toy, [To1, Tva, Tos]|] 6) v7,

/Tos)

)

{[[v3,v4, [[v1,02,v6]] |, 05,07} = p( [T, Tos, [Tv1, Tva, Tog )]}, Tos ) vz,

Tvs, Tvg)o(Tv1, Tvp)p(Tvs, Tvg)vy,
Tvs, Tve)p(Tvs, Tvg)p(To1, Tvp)vy.

{05/ (4, {U],UZ, {037041 Z]7}}} =p
{vs,06,{v3,04,{v1,02,07} }} = p

—~

Puisque (V,p) est une représentation de J et en utilisant I’équation (5.8), alors ’équation (5.25) est
vérifié. De méme, on peut vérifier I'équation (5.26) en utilisant I'équation (5.9). D’oi1 le résultat.

Corollaire 5.4.10. Avec les notations ci-dessus, (V,[[-,-,-]]C) est une algebre de Jordan ternaire en tant qu’algebre
de Jordan ternaire sous-jacente a I'algebre de pre-Jordan ternaire donnée dans la proposition 5.4.8, et T est un
morphisme d’algébres de Jordan ternaires de (V,[[-,-,-]|€) a (J,[-,-,-]]). Deplus, T(V) ={Tv |ve V}C J
est une sous-algebre ternaire de J et il existe une structure d’algebre pre-Jordan ternaire induite {-,-,- } (v sur
T(V) donnée par :

{Tu,To, Tw}tryy == T{u,v,w}, VuvweV. (5.31)

Proposition 5.4.11. Soit (J,]-,-,-]]) une algebre de Jordan ternaire. 1l existe alors une algebre de pre-Jordan
ternaire compatible si et seulement s’il existe un opérateur de Rota-Baxter relatif inversible sur J associé i une
représentation (V,p). De plus, la structure pre-Jordan ternaire compatible sur J est donnée par :

{xy2}7 =TT '(2), Vx,yz€ J.

Preuve 5.4.12. Soit T un opérateur de Rota-Baxter relatif inversible. Alors il existe existe une structure
d’algebre pre-Jordan ternaire sur V définie par :

{u,v,w} =p(Tu, To)w, Yuo,weV.

De plus, il existe une structure d’algebre pre-Jordan ternaire induite {-,-,-} 7 sur J = T(V) donnée
par:
{xyz}g =TUT ' (x), T (), T (2)}) = T(p(x,y)T"}(2)), Yx,y,z € J.

Puisque T est un opérateur de Rota-Baxter relatif, on a

[9,2] = T(p(x,y) T~ (2) + p(3,2) T () + p(z ) T~ (1))
={xyzhg +{vzxts +{zxy) s

Par conséquent, (J,{,-,-} 7) est une algebre pre-Jordan ternaire compatible. Réciproquement, ’appli-
cation d’identité Id est un opérateur de Rota-Baxter relatif de 1’algebre de Jordan ternaire sous-jacente
associé a la représentation (7, ).

Le résultat suivant révele la relation entre les algebres pre-Jordan ternaires et les algébres de Jordan
ternaires cohérentes avec une forme symplectique non-dégénérée :

Théoreme 5.4.13. Soit (J,[[,-,-]|) une algebre de Jordan ternaire cohérente avec une forme symplectique B.
Alors il existe une structure d’algebre pre-Jordan ternaire compatible sur J donnée par :

B({x,y,z},w) = B(z,[x,y,w]), Vx,y,z,w € J. (5.32)

Preuve 5.4.14. On définit I’application linéaire T : 7* — J par (T~!(x),y) = B(x,y). Par I'équation
(5.21), on obtient que T est un opérateur de Rota-Baxter relatif inversible associé a la représentation
duale (J*,ad*). En utilisant la Proposition 5.4.11, il existe une structure d’algebre pre-Jordan ternaire
compatible donnée par :{x,y,z} 7 = T(ad;i,yT’1 (z)). De plus, pour tout x,y,z,w € J,on a

B({x,y,z}7,w) = B(T(ad}, T~ (2)),w) = {ady, T~ (2),w)
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= (T (2), [[x,y,w])) = B(z [x,y,w]).
D’ou le résultat.

Ensuite, on fournit une construction de solutions de 'EYB] ternaire dans certaines algebres de
Jordan ternaires cohérentes a partir d’algebres pre-Jordan ternaires cohérentes.

Théoreme 5.4.15. Soit (J,{-,-,-}) une algeébre pre-Jordan ternaire. Soit {eq,---,e,} une base de J et
{e},--- e} sa base duale. Dans ce cas
Y (ei@ef —ef @e;) (5.33)

1

est une solution anti-symétrique de I'EY BJ ternaire dans I'algébre de Jordan ternaire cohérente [J wr+ J*.

Preuve 5.4.16. Cela découle du Théoreme 5.3.13 et le fait que l'application d’identité Id est un opérateur
de Rota-Baxter relatif de ’algebre de Jordan ternaire sous-jacente associé a la représentation (7, L).
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Conclusion et perspectives

Les travaux présentés dans cette thése s’inscrivent dans le cadre des recherches consacrées a 1'étude
des opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur les structures des algebres ternaires de type Lie et de type
Jordan. L’objectif principal est d’introduire les opérateurs de Rota-Baxter relatifs dans le contexte des
algebres ternaires, de développer une théorie des déformations formelles pour ces structures, ainsi
que des théories cohomologiques adaptées aux déformations. Une caractérisation de ces opérateurs
est également proposée a l'aide des éléments de Maurer-Cartan associés aux Le-algebres. Les algebres
ternaires et leurs propriétés ont été largement étudiées depuis que Jacobson a formalisé, en 1949, les
travaux d’Elie Cartan sur les espaces symétriques en utilisant les systémes triples de Lie. Cette théorie
a particulierement intéressé la communauté des physiciens théoriciens, surtout depuis que Nambu a
présenté, en 1973, une généralisation de la mécanique hamiltonienne. Notre recherche bibliographique
a mis en évidence les points suivants : identifier certaines structures d’algebres ternaires, établir les
liens existants entre ces structures, et recenser les travaux déja réalisés dans ce domaine. Le domaine
des algebres ternaires reste un vaste domaine a explorer, offrant de nombreuses pistes intéressantes
pour prolonger ce travail de recherche, approfondir la connaissance des propriétés de ces opérateurs, en
établissant les relations entre certaines catégories des opérateurs de Rota-Baxter relatifs sur les algebres
ternaires de type Lie. La généralisation des systemes triples de Lie en systémes triples conformes de
Lie pourrait également constituer un projet intéressant. Un systéme triple conforme de Lie est une
extension d’un systeme triple de Lie, au sein d"une catégorie différente de pseudo-tenseurs. Ainsi, on
pourrait considérer les questions suivantes :

1. Existe-t-il une algebre de Lie graduée appropriée dont les éléments de Maurer-Cartan corres-
pondent aux structures de systémes triples conformes de Lie?

2. Existe-t-il une théorie de cohomologie analogue a la théorie de cohomologie de Yamaguti sur
les systemes triples conformes de Lie, qui pourrait étre appliquée a la classification de certaines
déformations?

Par ailleurs, on pourrait également envisager la notion de bisystémes triples de Lie a double construction,
en introduisant celle de triple de Manin ainsi que celle de Matched-paire des systemes triples de Lie, et
en établissant la correspondance entre un triple de Manin et une Matched-paire.
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