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Abstract

The existence of stable and regular solutions to the Em&tigin-Gordon (EKG) equa-
tions suggest that self-gravitating objects formed byaschélds can be astrophysically
relevant. The study of gravitational interactions betwtes type of objects and between
these and baryonic matter turns out indispensable in oadeortfirm its existence in the
nature.

In the present work we study, using numerical tools, the dyos of these objects.
In the relativistic context, when perturbed, the sphelycsymmetric field configurations
present two types of generic behavior: they can be stablasiable.

On the other hand, in the regime of weak gravity and non+ws4t fields in which the
EKG equations are reduced to those of Schrodinger-Pgissofound that the stable states
are stable not only under radial perturbations, but alseundn-radial perturbations and
that they turn out to be attractors for non-spherical ihd@nfigurations of scalar field. We
also present the head-on encounter of stable states. Quisrieslicate that these configu-
rations can present a solitonic type behavior or they cagena@nd evolve towards a stable
configuration depending on the initial energy of the system.

Within the framework of the Scalar Field Dark Matter modef masults sugges) that
structures as galactic halos tolerate also non-radialpgstionsii) that scalar field dark
matter strutures can be formed by dark matter overdensiiidsarbitrary symmetry and
iii) that the behavior of the scalar field dark matter in galaglasters is compatible with
the behavior of the dark matter that is inferred from the enter of the Bullet cluster
merger.



Resumen

La existencia de soluciones estables y regulares a lasiengaade Einstein Klein-
Gordon (EKG) sugieren que objetos autogravitantes forspdocampos escalares pueden
ser astrofisicamente relevantes. El estudio de la inténaggavitacional entre varios obje-
tos de este tipo y de éstos con materia compuesta por banieselta indispensable para
poder confirmar su existencia en la naturaleza.

En el presente trabajo se estudia, utilizando herramienta®ricas, la dinamica de
dichos objetos. En el contexto relativista las configunaesode campo escalar con simetria
esférica al ser perturbadas radialmente presentan dissd@comportamientos genéricos:
pueden ser estables o inestables.

Por otra parte, en el regimen de gravedad débil y campadagss no relativistas, en el
cual las ecuaciones de EKG se reducen a las de SchrodiogseR, encontramos que los
estados estables ante perturbaciones radiales tamlsién énte perturbaciones no radiales
y que éstos resultan ser atractores para configuracioi@aslés no esféricas de campo
escalar. Ademas estudiamos encuentros frontales deosstathbles. Nuestros resultados
indican que estas configuraciones pueden presentar un campento tipo solitbnico o
fusionarse y evolucionar hacia una configuracion estadpendiendo de la energia inicial
del sistema.

En el marco del Modelo de Materia Oscura Escalar nuestrafiadss sugierei) que
estructuras como los halos galacticos toleran tambié&nnbaciones no radialé§ que no
existen restricciones respecto a la simetria de las sebsathdes de materia oscura escalar
para formar estructurais) que el comportamiento de la materia oscura escalar enloemu
de galaxias es compatible con el que se infiere a partir dgjushdel Bullet cluster.
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Capitulo 1

Introducci on

Las ecuaciones de Einstein Klein-Gordon (EKG), que repitaseun campo escalar
complejo acoplado a la gravedad -tanto en su version dievidkad general como newtoniana-
tienen soluciones completamente regulares, estatindgiszontes y estables, las llamadas
estrellas de bosones, que por su naturaleza estable ic&staeden tener relevancia as-
trofisica. Ya sea que estén relacionadas con las estasatie Materia Oscura, en el con-
texto de los modelos de Materia Oscura Escalar o en genezgulieran estar formadas
por alguno de los diversos campos escalares que las exteasab Modelo Estandar de
particulas o las teorias de unificacion predicen; sudesttesulta necesario para deter-
minar las que podrian ser sefiales inequivocas de sem®sigto bien determinar que su
existencia es definitivamente imposible.

En este trabajo estudiamos la dinamica de campos escaldoegavitantes tanto en el
marco de Relatividad General como en el regimen de gravdelaitly campos no relativis-
tas. Debido a la complejidad del sistema de ecuacionesdif@&les parciales a resolver,
fue necesario implementar codigos numeéricos capacesogteqr la informacion buscada
para realizar las investigaciones necesarias.

Como presentacion de este trabajo, decidimos exploravrgexto en que los resul-
tados tienen impacto importante. Para ello hemos dispulesta organizacion descrita a
continuacion. Se decidid presentar a modo de introdncaguellos temas bien conocidos
y el estado del arte de estos, y dejamos para los capitglaisstes todos los resultados en
los que este trabajo ha tenido una contribucion novedosa.

En este primer capitulo abordamos la pregunta, dificled@onder, acerca de la exis-
tencia de campos escalares fundamentales en la naturddszaibimos después, las prin-
cipales caracteristicas del Modelo de Materia Oscural&sebcual, debido a su éxito a
escalas cosmolbgicas, resulta un marco estimulante pagatigar si las configuraciones
escalares autogravitantes, en el réegimen de gravedadedédrian relacionadas con es-
tructuras como halos galacticos de materia oscura. Ferakrhacemos una revision de la
manera en que se construyen las soluciones a las ecuacoB&&icon simetia esférica
conocidas como Estrellas de Bosones. Ademas describihtmsrgortamiento de éstas

11



12 Capitulo 1. Introduccibn

ante perturbaciones radiales.

En el capitulo dos se derivan con detalle las ecuacioneshki@d®ger-Poisson (SP)
como aproximacion en el limite de gravedad debil y camaslares no relativistas de
las ecuaciones de EKG. En el caso de que la autointeracettmles bosones se tome en
cuenta, la ecuacion de Schrodinger se convierte en uraiécudel tipo Gross-Pitaevskii
para condensados de Bose. A pesar de que en la literaturacsmzea el sistema de SP
como el limite newtoniano de las ecuaciones de EKG, laalitea conocida no provee
ésta derivacion de manera formal, completa y rigurosaejio este capitulo es novedoso;
ademas se definen propiamente las cantidades fisicapqudservables del sistema, los
posibles escalamientos de los sistemas de ecuacionemngss) etc.

En el capitulo tres se describe la manera de obtener sokgiestacionarias de las
ecuaciones de SP con simetria esférica que dan origenfiguwaciones que se sabe son
sistemas virializados y estables ante perturbacionealeadilamados estados base. Los
principales resultados de este trabajo de investiga@@uesentan en los dos capitulos fi-
nales. En el capitulo cuatro se estudia la evolucién dedtedos base ante perturbaciones
con simetria axial, se muestra que también son estabjesbi tipo de perturbaciones
mas generales. Mas aln se estudia la evolucion de caafigues iniciales axialsimétric-
as, en este caso encontramos que los estados base sonegrdetdichas configuraciones
iniciales. Durante la evolucion arrojan campo escaladipedo la simetria axial, su ener-
gia cinética disminuye y tienden a estados virializadsel capitulo cinco se reportan
los resultados de la evolucion del choque frontal de dofigimaciones que inicialmente
corresponden a estados base. Mostramos que la energahdieicsistema determina si la
configuracion corresponde a un sistema ligado o no. Si layenes positiva el sistema no
es ligado y las configuraciones se comportan como si fuedttonss traspasandose uno
al otro y continuando su camino. Cuando la energia totakgativa los dos estados base
forman un sistema ligado y terminan formando un solo estade,lsin embargo depen-
diendo del momento inicial de las configuraciones antes sierfarse pueden traspasarse
al menos una vez. EI comportamiento tipo solitbnico prisimen el caso de encuentros
frontales entre estados base definitivamente no es posielecaso de configuraciones au-
togravitantes de materia ordinaria, a pesar de que sevabseisimulaciones de n-cuerpos
gue se pueden traspasarse, pero no se obtiene la propiedadfental de los solitones: su
perfil de densidad no cambia a pesar de sufrir interacciome®iros solitones. Este tipo
de comportamiento ha sido obervado en la colision de dosikis de galaxias y en par-
ticular este resultado de nuestro trabajo apoya de man@@tamte el impacto potencial
del modelo de materia oscura escalar en esta y otras obsgr@acUna de éstas que aln
no ha sido bien confirmada por distintos grupos de astrosqem que ha sido observada,
es la formacion de patrones de interferencia de materiar@seste resultado es de lo mas
impactante, pues resulta que al momento de la colision dstras estructuras (en el caso
de configuraciones que se traspasan) se forma un patrotetieiancia que podria estar
asociado al tipo de materia oscura.

En el capitulo seis se presenta la evolucion de las coafitpmes totalmente relativistas



1.1. ¢ Campos Escalares Fundamentales en la Naturaleza? 13

de estrellas de bosones con simetria esférica. Se daterrius destinos dinamicos de las
estrellas de bosones, que soras estrellas de bosones son estables y de largaiVida,
colapsan y forman un hoyo negib) explotan y dejan tras de si un espacio-tiempo plano.

Finalmente, en el capitulo siete, se presentan las caonksy perspectivas de este
trabajo.

1.1. ¢Campos Escalares Fundamentales en la Naturaleza?

Los tltimos cien aios han sido espectaculares en el adariad-isica. Surgit la Teoria
de la relatividad tanto especial como general. Ademasé@lagnecanica cuantica. Ambas
teorias modificaron nuestra vision del universo. La m&gacuantica cambib nuestra pers-
pectiva de lo muy pequeio, mientras que la relatividad igénepoyada en observaciones
astrondbmicas, dio una nueva imagen del Universo a grarsdatas.

Los viejos esquemas son renovados continuamente. Hablar fdeadamentaldebe
estar intimamente ligado a una etapa historica detedairRor ejemplo, en 1932, la natu-
raleza estaba formada por tres ladrillos “fundamentatdgtoton, el neutron y el electron.
Pero el descubrimiento de nuevas particulas en los rapgmicos y en los nuevos acele-
radores de particulas construidos en Stanford y en larJ8d@vietica mostraron que no
eran suficientes el proton y el neutron para explicar la gentidad de nuevas particulas
ahi descubiertas.

Tuvieron que pasar otros treinta aios para establecer eworasquema que actual-
mente conocemos como el Modelo Estandar de las PartiEldasentales. Este modelo
contiene doce particulas con espin semi-erfigmdamentalesseis quarks y seis leptones
(con sus correspondientes anti-particulas). Los priegeoen carga eléctrica fraccionaria
(en unidades de la carga del electron), y se unen en conitiressade dos quarks, los llama-
dos mesones, o en combinaciones de tres, llamados barasdeptones son el electron,
el mubn y el tau. Todos tiene la misma carga y s6lo se diséingor sus masas. Existen
ademas tres leptones mas llamados neutrinos: el nedeireectron, el neutrino del muon
y el del tau.

Las interacciones entre estos bloques se da por medio degattéculas, una especie de
mensajeros de las fuerzas y he aqui otra vez el termin@foadtal, al denominar a estas
interacciones como interacciones fundamentales. Estazdsl 0 interacciones son cuatro:
la electromagnética, la interaccion fuerte y la délilermas de la interaccion gravitacional.
Los mediadores de dichas interacciones son el foton, lasngks y los bosones Wy Z
respectivamente. Para la gravedad no hay todavia una b en la cual exista un
bosbn de norma que propague esta interaccion, aunqumbleasociado a dicha particula
hipotética es de uso comun: el graviton.

Sin embargo, el modelo estandar necesita de un ingredigrg@ara que sea predictivo
y se ajuste a la realidad. Se trata de una particula con esp y se le conoce como boson
de Higgs. Dicho ingrediente se encarga de darle masa a taslateimas particulas. Lo
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anterior se logra por medio de un mecanismo conocido compimignto espontaneo de

la simetria. El bosbn de Higgs es por lo tanto, a las esclanergia actuales, la Unica
particula escalar que se considera fundamental. El pegoednveniente es que esta pieza
necesaria en el modelo no se ha observado experimentalyrsméspera que sea inestable.

El Modelo Estandar ha sido probado y es hasta ahora el moa&doexitoso hecho
por el hombre. Las pruebas de precision a las que se ha sonhettolocan en esa cate-
goria. En algunos casos reproduciendo hasta con oncs sifnaificativas el valor medido
experimentalmente. Sin embargo, aunado al hecho de ques@h lasl® Higgs no ha sido
observado, se encuentra el hecho de que el modelo est@mademasiados parametros
libres, muchos de ellos ligados a esta particula escadarotPa parte, a los neutrinos se
les consideraba sin masa en el Modelo estandar, pero laxibediel flujo de neutrinos
provenientes del Sol, de reactores y neutrinos atmostedanducen a pensar que los neu-
trinos son masivos. Todo lo anterior nos lleva a suponer gbe Haber Fisica mas alla del
modelo estandar.

La mayoria de las extensiones al Modelo Estandar (Teetiper-simétricas, Teorias de
gran unificacion, Cuerdas, etc.) involucran otro tipo deipalas escalares fundamentales
ademas del Higgs.

Por si fuera poco, esas extensiones actualmente no sbémtla motivacion teorica,
sino ademas una impresionante motivacion experimenggpepviene de Cosmologiay ob-
servaciones astronobmicas: toda la materia descrita o@tlo Estandar de las Particulas
elementales no es suficiente para explicar la expansiderada del universo, ni para ex-
plicar los fenbmenos asociados a la materia oscura, eicydarta escala galactica, donde
las curvas de rotacion del gas galactico requiere de sdendia de un tipo de materia masi-
va que interactle tan debilmente con la materia ordinargen® ha sido posible determinar
su naturaleza mediante el uso de detectores ordinarios.

Esto nos lleva a una conclusion muy estimulante: puedetiexias particulas exoticas,
entre ellas, particulas bosonicas representadas pgrosaescalares que sean fundamen-
tales en la naturaleza, ademas del boson de Higgs. Y @stalen formar lo que se conoce
actualmente como Materia Oscura y Energia Oscura. El rmadejor estudiado hasta el
momento, que propone particulas que pueden fiungir comeriaaiscura es el modelo
supersimétrico de particulas, que es una extension ddel Estandar.

Hasta el momento, ninguna particula escalar fundamesnagl(sentido ya explicado)
ha sido observada. Sin embargo, esta situacion puede aarapidamente porque dentro
de muy poco un nuevo acelerador de protones, el LHC, ergraféncionamiento y dadas
sus caracteristicas el Higgs podria ser observado. Esrjuencionar que las escalas de e-
ner gia asociadas a nuevos experimentos, podrian datersiias particulas supersimétri-
cas existen y pueden jugar el papel de energia oscura. &trasajo la inclincacion es por
extensiones de los modelos actuales que promueven lareigstie particulas bosonicas
que puedan representarse con campos escalares.

La posibilidad de que las nuevas observaciones astroa8mpiedan confirmar o descar-
tar los distintos modelos cosmoldgicos entre los que seestan algunos que tienen por
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ingrediente fundamental a particulas escalares, es dadaas cercana. En la siguiente
seccion describiremos mas detenidamente el escenaré hipotesis es que particulas
bosbnicas componen a la materia oscura y el cual explitasaxnente fenbmenos a escala
cosmica bajo esta hipotesis; el modelo que se conoce coouzlbl de Materia Oscura
Escalar.

1.2. Modelo de Materia Oscura Escalar

El modelo de materia oscura escalar (SFDMM por sus siglasgt@es) propone que la
materia oscura es de naturaleza escalar, asumiendo quessu de energia-impulso es el
de un campo escalar real

Tw=0,9, —%gﬂv (D7 D,, +2V (D)) (1.1)
cuyo potencial esta dado por
V(D) = M |cosh( VBrGA®) - 1] (1.2)
81GA2

en unidades donde = ¢ = 1. 1 y my son los parametros libres del modelo y la Gltima
es reconocida como la masa de las particulas de espin sec@das al campo escalar.
En realidad para hacer compatible la idea de particuladagss con este campo escalar
clasico es necesario suponer que el tensor de energidsonfec. 1.1) que aparece en el
lado derecho de las ecuaciones de Einstein es el valor detagfi@ del operador cuantico
'fﬂv, (éste operador resulta de considerar al cahmmm un operador cuantico) es decir,
gue estamos trabajando en una aproximacion semicl&siaste modelo ademas el campo
escalar esta minimamente acoplado a la gravedad.

Para reproducir las observaciones mas importantes ynoaites a escalas cosmologi-
cas de la existencia de la materia oscura, dichos parasredrosido fijados a los valores
siguientes:

me ~ 102%V
1 ~ 20. (1.3)

En especial el valam, es tal que en éste modelo las estructuras mas pequefasaue
10pc no se puedan formar. En el modelo estandar cosmolégicmcodo comoACDM,
donde no se supone la naturaleza de la materia oscura, pasuise que las particulas
de materia oscura son puntuales, resulta que la predidei@structuras pequeias es mas
abundante que lo observado; en este sentido, el SFDMM aesoittsistente con las ob-
servaciones al costo de fijar los parametros de la tecgimato que no hay parametros
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libres. Tenemos entonces que el modelo SFDMM es exitosoadasscosmologicas [1],

y resulta muy interesante entonces responder si lo es ¢anab€scalas astrofisicas. Por
ejemplo, analizar si este tipo de materia oscura puede farstaicturas cuyas caracteristi-
cas correspondan a las asociadas a los halos de materia gatacticos. Resulta natural
pensar que estos halos son objetos los cuales a primerarapoidn pueden tratarse como
objetos newtonianos. Entonces resultaria Gtil estddsaecuaciones de Einstein acopladas
a la ecuacion de la dinamica del campo escalar en el Imeit¢oniano. Resulta ser que en
éste limite dichas ecuaciones son bien aproximadas pstena Schrodinger—Poisson.

El problema interesante sera reproducir el comportamidatla materia oscura a es-
calas galacticas utilizando este modelo con los mismaspetros fijados utilizando datos
cosmolbgicos. Una de las motivaciones para realizar sbpite trabajo doctoral es abordar
dicho problema. Ha habido avances significativos en simesférica, donde se ha mostra-
do que las escalas de tiempo de relajacion y virializad®sobredensidades que colapsan
son consistentes con las observaciones, tanto para esaisigalacticas como estructuras
mayores [2]. Ha quedado claro que la materia oscura escataafestructuras estables y
virializadas, que mimifican halos galacticos observaBeso es preciso generalizar estos
resultados y estudiar el colapso de sobredensidades dear@geura con simetrias mas
generales que la esférica, o sea es necesario verificaigitibutiones con simetria arbi-
traria de campo escalar evolucionen de tal manera que fodimbas objetos estables. Es
claro que sera necesario que el perfil de densidad mategatds estructuras sea tal, que
ayude a explicar el comportamiento observado de las cuevastacion.

Como ventajas adicionales del SFDMM sobre el Modelo de naatscura Fria con
constante cosmologicaA CDM) podemos mencionar que debido al valor pequefimgle
el perfil de densidad de las estructuras (galaxias, cumelo3 es suave en el origen pues
1/my es grande, lo que esta de acuerdo con lo que se infiere dedas/abiones de las
curvas de rotacion [3], a diferencia de las prediccionémdéelo que asume que la materia
oscura es representada por particulas puntuales.

A continuacion describiremos otro tipo de objetos que puoetkner relevancia as-
trofisica los cuales estan formados por campos escalangglejos, las Estrellas de Bosones.

1.3. Estrellas de Bosones

Las estrellas de bosones (EB) son soluciones de las eceadi@nEinstein cuya ma-
teria es un campo escalar complejo autogravitante, sogisaks localizadas del sistema
de ecuaciones acopladas Einstein Klein-Gordon (EKG) yr#ipado del potencial para el
campo escalar existe una clasificacion de las configuresiobtenidas. En este trabajo nos
referimos a las estrellas de bosones como aquellas conemgpaitdel tipar?|®|2+1|D|*/2
dondemes la masa del campo escalar complejoes el parametro de autointeraccion [4].
Estas soluciones del sistema EKG se obtienen asumiendtrigiresférica, un campo es-
calar armonicod(r,t) = ¢(r)exd-iwt] y condiciones de regularidad en el origen y de
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planitud asintotica para el espacio-tiempo. El espdeimto, dada la forma funcional del
campo escalar resulta ser estatico. Mas aln, las sokgamesta manera construidas, lla-
madas también configuraciones de equilibrio, son completiée regulares y no presentan
horizontes de sucesos.

La estabilidad de las EB ha sido estudiada, bajo distintedwos: usando perturba-
ciones radiales infinitesimales [5], [6], [7] vy [8] y tamhidajo perturbaciones radiales
masivas en distintas geometrias y para diferentes vallereq9], [10] y [11]. Lo que se
encuentra es que existen configuraciones de equilibriblestante perturbaciones radiales
tanto con materia o sin ella y también configuraciones ddibda que ante este tipo de
perturbaciones o bien migran hacia una configuracion kestatdapsan gravitacionalmente
a configuraciones con horizontes de sucesos o se dispersan.

1.3.1. Las ecuaciones

La accion que da lugar a las EB es la de un campo escalar gonapii®gravitante y
con autointeraccion de la forma

ct
167G

| = f d*xv=gR- f d*x[ \/—_g%(hzgﬂvapavq)* + mPc| D) + %|<1>|4)], (1.4)

de esta accion se obtienen las ecuaciones de campo

8nG
G, = ?Tyv, (1.5)
con el tensor de energia-impulso dado por
2 6
T, = — L 1.
uv \/:g 6g“v[ M] ( 6)

1 1
_ Ehz(aﬂcl)ay(l)* +09,D"0,0) — Egﬂv(hzg"ﬁa(,(l)aﬂtl)* + MPC?| D) + %|c1>|4),

donde el Lagrangiano de matetig es la expresion entre corchetes cuadrados de (1.4).
La dinamica del campo escalar compldjesta dada por las ecuaciones de Klein-Gordon
(KG)

A mec?

(|:| - ﬁ|q)|2 — 7)@ =0 (17)
1 mec?

(o- ﬁld)lz— -7 = 0, (1.8)

con el operador dalambertiano dado poe (1/ y/-0)d,.[ v—09"9,]. A diferencia de las
estrellas modeladas con un tensor de energia-implusoide fiarfecto, para las EB no se
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especifica una ecuacion de estado; la interaccion de fdsydas materiales esta toda con-
tenida en la accion. Por lo tanto, una vez que las condisidaedrontera y las condiciones
iniciales estén determinadas, las ecuaciones (1.5),1178) determinan completamente,
hasta una eleccion de norma, la métrich.y

Por tltimo, debido a que la accion es invariante ante urbaade fase constante —
®e” existe una corriente de Noethgry su correspondiente carga conservada, el nUmero
de particulad\:

"= e VO @9,0 - 00,0, N= [ fdx 1.9)

1.3.2. Configuraciones de Equilibrio

Las configuraciones de equilibrio son soluciones de lascgomes (1.5) y (1.7) para
un espacio-tiempo estatico y con simetria esféricau@ahes de este tipo se obtienen si el
campo escalar es de la forma

D(r,t) = p(r)exd—iwt]. (1.10)

En coordenadas de Schwarschild, el elemento de linea paspacio-tiempo estatico con
simetria esférica se escribe

ds = —?dt? + a?dr? + r3(d6? + serfody?) (1.11)

dondeay a son funciones de la coordenada radiaEn lo que resta de este capitulo
utilizaremos unidades en las qae= 7 = 1. Con estas condiciones de simetria las ecua-
ciones de Einstein por resolver son la componégttjecorrespondiente a la constriccion
Hamiltoniana, y la componenter }. Estas ecuaciones se pueden escribir como ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden pamraa respectivamente. Ademas, para obten-
er el comportamiento d¢ hay que resolver la ecuacion de KG. Antes de resolver estas
ecuaciones se introducen las nuevas variables adimetesona

— — m A

r=mr t = wt ¢ = VAnGg a=a— A

” = TG (1.12)
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en téerminos de estas variables el conjunto de ecuaciors®ler es el siguiente

o =
o= ( —:—g) ¢—+a2(1+Ag52)¢
a

a 1-a% r|[a —

R | G R GREIt

7 2_1 ’ _ 1

C o T T R2P(1+ ZAP). (1.13)
a r a 2

Buscamos soluciones que sean regulares en el origen y qaseafen un objeto aislado.
La primera caracteristica se obtiene exigiendo afie= 0) = 1 y que todas las otras
cantidades sean finitas er= 0; para la segunda se necesita g(re— o) = 0. Enr = 0

se elige arbitrariamente el valor central del campo esedfar 0) = ¢, (lo cual equivale

en las estrellas de fluidos perfectos a elegir la densidadatemientras que su derivada la
elegimos cero para que sea suave en el origen. Tenemos estamproblema de valores
a la frontera en dos puntos ya querea 0 conocemos todos los valores de las funciones
excepto el der mientras que en la otra frontera tenemos la condig{don— ) = 0. Este
tipo de condiciones en las fronteras define un problema @eeadpres donde el eigenvalor
w toma diferentes valores, dadgsy A fijos, segln el valor que tom&r = 0).

Para caday Yy A fijos se encuentra un conjunto de soluciofg§), a(r), @ (r)} con
{i = 0,1,2..} las cuales em = 0 se diferencian por el valor a€(0). Estas soluciones
tienen la caracteristica de queddr) tienei nodos en la direccion radial. El valor de
para cada soluciénésimadel campo escalar (1.10) se encuentra a partir de la deimici”’
de a dada en (1.12). Debido a la simetria esférica y a que estamoolelando un objeto
aislado, lejos de la fuente el espacio-tiempo debe aprogegrasintoticamente al espacio-
tiempo de Minkowski, lo cual implica(r — «) = 1 de manera que de la definicion para
« se obtiene que' = m/a(r — ). Se encuentra qued w' < My o' < w! parai < j.
Tenemos que precisar que estas ecuaciones las resolvimesicamente empleando un
dominio espacial finito con fronteras= 0 y r = rpay las condiciones de frontera, para
las funciones em = oo, se exigen entonces &n= ma. Las dos caracteristicas de,
0<w <myw < w parai < j,se pueden corroborar para los casos enigué ei = 1
usando los valores de?) (rmay) parai = 0,1 que se muestran en la figura 1.2.

En la figura 1.1 se muestran las funciones radiales con ceronpdosg®(r) y ¢1(r).
El valor central del campo escalar que se eligi@dgs 0,1 y para el parametro de autoint-
eraccion reescaladd = 0. En la figura 1.2 se muestran las funciones métia€as® y a',

at.

Resumiendo, para cada conjunto de val@giged y mfijos se encuentra una familia de
solucioneqd®'(¢', '), @', a'}. En especial, se dice que la estrella de bosones, cuya configu
racion de campo escalar correspond aoni = 0, es una estrella de bosones en el estado
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0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

-0.02

Figura 1.1: Funciones radial@8(r) y q?l(F_) con cero y un nodos correspondientes a dos
configuraciones de equilibrio cox= 1y ¢o = 0,1.
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T =2 —0
a para@

i . =2 0
a“ para@

S __=2 —1

ool a para@
S .2 —1
a“ para@

Ll \ \ \ \
0 10 20 30 40 50

=l

Figura 1.2: Funciones métricas de dos configuraciones wiét®op conA = 1y $o = 0,1
cuyas funciones radialgd(r) y ¢*(r) semuestran en la figura 1.1
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base mientras que las configuracionesicsrd son configuraciones excitadas. Esto es de-
bido a quep® no tiene nodos en la direccion radial y a gqufe(que en unidades fisicas tiene
unidades de enrgia) es el menor dedbsVeremos en la siguiente seccion que mietras las
estrellas de bosones en el estado base pueden ser estatdstables ante perturbaciones
radiales, las estrellas en estados excitados son inestable

La masa de las EB se define considerando que éstas son dbpbzados de ma-
nera que en la regibn de vacio la métrica se aproximad&giamente a la métrica de
Schwarzchild, entonces

1_

M= =max

1
2

(1.14)

1 m%|
C @(fa) | M

dondem, es la masa de Planck.

Ademas de su masa, otra cantidad importante de las estiellaosones es su nimero
de particuladN que es la carga conservada definida por (1.9). En generag@#equemN
es diferente dé&/ y la diferencia entre estas define es la energia de afBgereM — Nm

En la figura 1.3 se muestra la madacontra el valor central del campo escapgipara
distintas EB en el estado base con distintos valorea.deos puntos marcados con un
circulo son configuraciones con un valor maximo de la nMsa¢, = ¢, estos puntos
definen dos principales ramas de configuraciones, la estal@ecomprende configuracio-
nes a la izquierda y la inestable formada por configuraciariaderecha. Los triangulos
marcan las configuraciones con energia de antayre 0, para las configuraciones sobre
las curvas a la izquierda (derecha) del triangulo se cutdpleNm < 0 (M — Nm > 0).
Acerca de la estabilidad de las EB hablaré en la siguiect@&@e

25 T

Punto critico @
Eg=0 w

15l /, . »\\\\ |

M (M,*/m)
«

0 0.1 0.2

03 0.4 0.5 0.6
@(0)

Figura 1.3: Estrellas de Bosones en el estado base paraabsialores dé.
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1.3.3. Estabilidad

Los primeros trabajos donde se estudia la estabilidad deBasonsideraron pertur-
baciones radiales pequefias que mantienen la masa y etodmearticulas constantes
[5]-[8]; se aprendid que las configuraciones ¢@grx ¢. al ser perturbadas, oscilan con una
frecuencia de oscilacion caracteristica mientras gsi€dafiguraciones copp > ¢. son
inestables. El problema de la evolucion temporal y la é&dal bajo perturbaciones radi-
ales finitas ha sido tratado en [9]-[11]. La evolucion tenapde las EB ha sido estudiada
en la formulacion 3 1 de la gravedad y considerando simetria esférica, enrestm, la
manera de mantener el vector sifigual a cero en cada superficie con tiempo constante,
de tal forma que el elemento de linea permanezca como €l gs Eligiendo la condicion
de rebanadas polares [13], que exigg + K,, = 0, dondekK;; son las componentes de
la curvatura extrinseca. Esta eleccion resulta Gtibegvblucion de objetos esféricamente
simeétricos porque nos avisa de estar cerca de un posibhta aparente ya que en este
caso la funcion lapsae decrece rapidamente aproximandose a cero [13]. Las ieciesca
resolver son las ecuaciones de KG parda componentétt} de las ecuaciones de Einstein,
gue es la constriccion Hamiltoniana, la componefreteque es la condicion polar en cada
superficie y la component{ér}. De estas ecuaciones la de KG y{ig son ecuaciones de
evolucion para el campo escalar y pareespectivamente mientras que la{ta} es una
ecuacion diferencial ordinaria para el lapsque puede ser integrada para cada superficie
con tiempo constante una vez que las demas variables sonidas. Finalmente la con-
striccion Hamiltoniana generalmente es usada para miegliago de precision en la solu-
cion numeérica. El dato inicial para la evolucion tempalebe satisfacer las ecuaciones de
constriccibn, entonces si queremos evolucionar configumas de equilibrio perturbadas,
por ejemplo aumentando el valor central del campo escataryre configu-
racion en el estado base, el procedimiento es resolveotegracciones para dicha confi-
guracion inicial perturbada y encontrar la configura@am tiempo posterior mediante las
ecuaciones de evolucion temporal exigiendo que en cadafste de tiempo constante
se satisfagan las constricciones. Al perturbar las cordgjoines en el estado base aumen-
tando o disminuyendo campo escalar se encuentra que lasr&. 6o o evolucionan a
configuraciones también en el estado base pero con menaguasas configuraciones ini-
ciales emitiendo campo escalar. Al perturbar las configonas coro. > o disminuyen-
do la cantidad de campo escalar evolucionan hacia confignexen el estado base que
se encuentran en la rama estable, sin embargo, su evohlgenturbarlas aumentandoles
el campo escalar depende del signo de la energia de amag@ue se encuentran a la
derecha de la configuracion cég = 0 se dispersan mientras que las que se encuentran a
la izquierda colapsan a hoyos negros. Por tltimo, las card@iones en estados excitados
son todas inestables [10], [11].

En esta tesis se muestra que efectivamente, la inestabdléas estrellas de bosones
es de dos tipos: la configuracion colapsa y forma un hoyconea configuracion explota,
la materia es liberada y el espacio-tiempo final es el de Muska



Capitulo 2

El sistema Schiodinger-Poisson

2.1. Ellimite Newtoniano de las ecuaciones de EKG

En esta seccion desarrollaremos el Limite Newtonianadetuaciones de EKG si-
guiendo el formalismo que se utiliza para obtener el lifaistnewtoniano de la gravedad.
Basica-
mente, este formalismo aprovecha el hecho de que para algistemas gravitacionales
el parametros/c es pequefiov(es la velocidad relativa caracteristica de las fuentesay
velocidad de la luz) de manera que es posible hacer una é&pamesturbativa de las ecua-
ciones de Einstein utilizando este parametro. Para deist&mas, los resultados obtenidos
resolviendo las ecuaciones perturbadas que contiemamt&s del parametro de expansion
a ordenes mas bajos son buenas aproximaciones de lo queesariespbtener con las
ecuaciones completas. Especificamente el limite Neamtond primer orden Postnewtoni-
ano se recupera con las ecuaciones que contienen térngimodeh y/c)?. El formalismo
Postnewtoniano de las ecuaciones de Einstein ha sido etoplear ejemplo, en el calcu-
lo de correcciones a la orbita Newtoniana de Mercurio &lded del Sol, "corroborando”
predicciones de la Relatividad General. Ademas se hadixi@para teorias alternativas a
la Gravedad de Einstein, como las teorias tensorialetagssapara imponer cotas en sus
parametros libres.

El procedimiento consiste en calcular observables denséstgpara los cuales este for-
malismo puede ser implementado, las resultados, que depaledlos parametros libres,
son comparados con las observaciones fijando dichos pc@Em@tro caso en el que las
aproximaciones Postnewtonianas se han utilizado es erl@d desstemas binarios de estre-
llas, en los cuales las estrellas se aproximan gradualmaeate la otra debido a la emision
de radiacion gravitacional; para muchos de éstos sistemaumple que/c es pequeiio,
de manera que aproximaciones Postnewtonianas pueden pasasiescribir las fomas de
onda de la radiacion gravitacional emitida. Sin embargwoa alcular dichas formas de
onda de manera mas precisa, tal que puedan ser contrastadassdles observaciones de
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24 Capitulo 2. El sistema Schibdinger-Poisson

detectores de radiacion gravitacional, correccioness altos ordenes en el parametro de
expansion deben ser calculadas. Se cree que al menoslhtastareorden Postnewtoniano
debe ser considerado, esto es, que es necesario calcutarrasciones que se derivan de
las ecuaciones que contienen términos de ordan®(

Las ecuaciones de Schrodinger-Poisson (SP) son recasoerdla literatura como el
limite Newtoniano, de las ecuaciones de EKG, sin embanga,deduccion clara de este
limite no ha sido publicada. En la primera seccion de egt@wulo se describe la manera en
gue a traves del formalismo Postnewtoniano se encuergukcion de Poisson y la ecua-
cion tipo Schrodinger a las que se reducen las ecuaciorlek@een el limite Newtoniano,
es decir, cuando los efectos relativistas del sistema dpa&scalar autogravitante y con
autointeraccion se desprecian, 0 equivalentementedouaara este sistema la gravedad
Newtoniana es dominante. El utilizar el formalismo Postioewano nos permite definir
sin ambigiiedades las cantidades fisicas del sistemandanntuicion fisica de los obje-
tos descritos por las ecuaciones de SP; mas aln, el femmPostnewtoniano permite, al
resolver las ecuaciones que contienen términos donde&@hetro de expansion aparece a
ordenes mas altos, calcular correcciones relativistagpqdrian considerarse importantes
en la evolucion del sistema.

2.1.1. Las ecuaciones

Lo complicado de aplicar el formalismo Postnewtoniano fedir cual seria el parametro
de expansion ya que no es claro hablar de velocidades tihsipara un campo escalar
clasico, como lo es hablar de la velocidad de Mercurio alled del Sol. Entonces la ma-
nera en la que se recupera la ecuacion de Schrodinger qomiraacion no relativista
de la ecuacion de Klein Gordon en el espacio-tiempo de Muskofue Gtil como guia en
nuestro caso.

Sabemos que, en el espacio-tiempo plano, al hacer la sustitestandar en mecanica
cuantica

0 I
E— Iha p— —ihV, (2.1)

en la expresion de la energa relativista para una péatiibue, E? = n?c* + p°c?, se obtiene
la ecuacion de KG (1.7) cah= 0y g,, = 1.

- h—)q)KG = O (22)

Una solucion a esta ecuacion esta dada por
ke = exg-i/a(Et - p- X)], (2.3)

®yg, €n principio describiria entonces una particula liletativista de masmy momento
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B con energidE? = mPc* + p?c®”. Por otra parte, substituyendo (2.1) en la aproximacion
no relativista de la energia para una particula libreuld solo toma en cuenta la energia
cinéticaEx = p?/2mse obtiene la ecuacion de Schrodinger

0 2

—ih—W¥s = — V¥ 2.4
Ih@t s =5 Vs, (2.4)

cuya solucién esta dada por
¥s = exd-i/i(Ex — p- X)]. (2.5)

Considerando que la energia relativista puede ser exg@edimoE = +mc[1 + % +
ﬂ(mzp—;)z] y haciendo la aproximacion

P
2mec?
es facil ver que la ecuacion de Schrodinger es la apraionade la ecuacion de KG que
solo retiene terminos lineales del cociente de la enanigitica y la energia en reposo de la
particulaEx /mc, es decir, que se desprecian los terminos de aﬂdﬁ%)z y ademas que
la ecuacion de Schrodinger describe la dinamica de lacpda sin considerar su energia
en reposo, la cual es simplemente una constante aditivaeeetgia. Tomando en cuenta
(2.6) podemos escribibxg como

E~mc[l+ ] =mé + Eg, (2.6)

O ~ exf—i/Amct]¥s, (2.7)

gue al ser sustituida en la ecuacion de Klein-Gordon (2 2)siene
. [ 1
exfd—i/Aimci] 2£m9t‘ys + VApg — gaf\ys =0. (2.8)

Al dividir esta exprecion entren@ y al calcular las derivadas espaciales o temporales de
cada uno de los términos se encuentra que el termino qotuama la segunda derivada

2 2 . , . 2

temporal es del orde?’(%c,z) mlentrag_ que los otros terminos son del o,rde;_ﬁp). Vemos
entonces que la ecuacion de Schrodinger se recupera@edes el termino de orden

2

2

Hiez)*

El procedimiento que hemos seguido para recuperar la écudei Schrodinger como
limite no relativista de la de Klein-Gordon en el espacianpl nos da una idea de cobmo
hacerlo en el caso que nos ocupa, en particular nos detedle tomar como parametro

"Sabemos que esta interpretacion no es correcta puestmpliesria una densidad de probabilidad nega-
tiva, entre otras inconsistencias, en realidad es neoedariarco de la llamada “segunda cuantizacion” para
tener una interpretacion de particula exitosa.
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de expansiore® en la aproximacion Postnewtoniana el cocieptg(n?c?). Ademas, en
analogia con (2.7) escribiremos

O ~ exq%imczt]‘P(Z 1), (2.9)

y esperamos que la version newtoniana de (1.7) descriiadméta de la parte d@ que
contenga la informacion solo de la energia cinética é¢a, la cual debe ser pequeia
comparada con la energia en reposo, de hecho la aproximideivtoniana de la ecuacion
de Klein-Gordon (1.7) d& y no de®. Pero ademas, a diferencia de lo que sucede con
¥s, la dinamica deP se vera modificada por la gravedad producida por su propisi-de
dad de energia. Otra condicion importante en el desarfralktnewtoniano, como veremos
mas adelante, es la relacion entre las derivadas tenegoraspaciales de y también la
relacion de estas derivadas p#taNotemos que en términos del paramettas derivadas
deW¥s estan relacionadas de la siguiente magiig; ~ eZ%mCPS y 0i¥s ~ e%mCPS, esta
misma propiedad sera impuesta p#rde manera que

oW ~ eZ%de’ oW ~ e%mdll, (2.10)
mientras que las derivadas deconsiderando (2.9) y las relaciones anteriores, cuarplir”
Bo® ~ %moﬁ) 5 ~ e%mcd). 2.11)

Las tres Gltimas ecuaciones junto con la definicibn delpatro de expansiGnson condi-
ciones muy importantes en el desarrollo Postnewtonianasdeduaciones de Einstein-KG.

Ahora que las condiciones sobre el campo escalar han queétetoninadas, veamos
de manera precisa como el tensor métrico y las cantidadesse lo involucran al ser
calculadas pueden escribirse como expansiones en té&raehparametre. Intuitivamente
es claro que el hecho de que la energia cinética de laselkise mucho menor que su
energia en reposo, esto es gue 1, implica en parte una deformacion del espacio tiempo
plano pequeia (su masa en reposo también debe ser tomadearga), formalmente esta
caracteristica se conoce como la condicion de gravedhad. de la experiencia con la
solucion de Schwarzschild se sabe que es posible encontsastema de coordenadas en
las cuales esta condicion se expresa expandiendo el te@saco alrededor de la métrica
de Minkowski en potencias dede la siguiente manera

Goo = —1+05+05+ - (2.12)
Gi = 6j+0;+gj+
Jo = gi?)o"'giljo""",

entendiéndose que la perturbac@@hes de ordeeN. Tenemos ahora los elementos basicos
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para calcular el tensor de energia-impulso del campoarsgakrificar que se satisface el
tercer ingrediente del limite Newtoniano, que es que |aidenl de energia es mucho mayor
gue las presiones. Los otros dos ingredientes son: el parduate expansion es pequeio y
la gravedad débil. De la definicion (1.6), usando las retas (2.10) y (2.11) y la forma
de la métrica (2.12), se encuentra que el tensor de eriengidso se puede escribir como

Too = Too+Te+ (2.13)
To = To+To+-
Ty = TE+Ti+--,

donde el superindice dle'jﬂ indica que el termino es de ordefNm?c®. Tenemos entonces
que los términos asociados a las presiohgsone? mas pequefios que el término asociado
a la densidad de energigo.

Contamos ya con los elementos basicos para implementarmsbismo Postnewto-
niano en el sistema de un campo escalar autogravitante yneanetuante y en especial
se ha vuelto evidente que la posibilidad de tratar a estensegstNewtonianamente, esto
es que la dinamica del campo escalar y de las componenteésasé&ean descritas por el
limite Newtoniano de las ecuaciones de Einstein-KG, dép&asicamente de la magnitud
del parametro de expansiensi éste es suficientemente pequefio (mas tarde quddera c
el orden de magnitud de de manera que seauficientementpequefio) las ecuaciones
derivadas mediante el formalismo Postnewtoniano a oedenecuaciones Newtonianas
nos daran una buena descripcion del sistema.

Empezaremos por obtener la ecuacion que describe la ia@e campo Newtoniano
¥. Una forma elegante de hacerlo es a través de la ecuaci&nldelLagrange aplicada
al lagrangiano de materla,, el cual esta dado por el térmio entre corchetes cuaddglos
la expresion para la accion (1.4). Usando (2.10)-(2.11.42), el lagrangiano se puede
escribir como la sumby = (1/2)y=g(L%, + L}, + - - -) donde el superindice de) indica
que el téermino es de ordefm?c?|¥|2. En especial

L2, = —QamPCPY” — inmd ¥ do¥ — Pdo¥") (2.14)
+ W2OVOWT + gm“.

Debemos aclarar aqui que el térmi§||(‘if|4 lo incluimos enLZ, por conveniencia, de ma-
nera que la ecuacion que se obtenga a partir de esta partegdmhgiano sea del tipo
de Schrodinger no lineal. El incluir este término de auttxiaccion restringe el orden de
magnitud del parametrd, esto se discute con detalle en la Ultima seccion de eptrita

Las ecuaciones de Euler-Lagrange que se obtienen a pattj den

—2ITM¥ — R2VAY — omPC?Y + A|\PPP
MY — HEVAP* — gAY + AP

0, (2.15)
0.
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Ahora pasamos a las ecuaciones para la geometria. En estas@guimos basicamente
el procedimiento descrito en [14]. Dada la expansion dedde métrico (2.12) se cons-
truye el tensor de RicdR,, a traves de las conecciones métritgs En el calculo de las
conecciones se toma en cuenta que las derivadas temporaspagiales de las compo-
nentes meétricas, al igual que las derivadas del caihmatisfacen las relacionég ~ €9;.
Ademas se impone la condiciobn de norma armonica

vrd
9T}, = 0. (2.16)

Esta condicion simplifica las formulas para el tensor d&RLos términos involucrados
hasta orden Post-Newtoniano son

Rl = 5V°Gco (2.17)
1

% - Iva
124 122 12829(2)0 1222

Rio = EV Joo — zaogoo ~ 5% g T E(V %0)
1

Ry = Evzgi?’o’

donde el superindichl indica que el términtR,’)V es de ordenrN/r2 y 1 es la escala de
distancia del sistema. La aproximacion Newtoniana ins@uorrecciones a la métrica de
Minkowski sblo a order? mientras que la Postnewtoniana (o correccion a segunémord
Postnewtoniano), mantiene correcciones a oedeRinalmente se escriben las ecuaciones
de Einstein (1.5) que conviene reescribir como

8rG
R = —=5Sw: (2.18)

dondeS,, = T,, - (1/2)9,,T, y €l signo negativo aparece por la manera en que Weinberg
define en la referencia [14] el tensor de Riemann. Las ecoeside Einstein para las
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correcciones Newtonianas y Postnewtonianas de la m&wita

_%TOOO

V293, = (2.19)
VZgIZJ = —%5”1_000
(9292 892 (992
2.4 _ 242 2 00 00 00
\% gOO - aOgoo-i_ gljax|axj - ax| 5X'
~ TR o T 4 T
167nG__ 1
Vigo = — T

A ordene?, es decir en la aproximacion Newtoniana, las ecuacion&srdgein Klein-
Gordon (EKG) correspondientes son (2.15) y las dos pringebsistema (2.19) las cuales
forman el sistema

. hz 2 /l £3
|h(9t\P = —?nV Y+ UmY + ?n(\P\P )\P, (220)
VU = 4aGnfey, (2.21)

y la correspondiente pat’, donde hemos sustituid® = mP¥¥*, U = —03,C°/2 =
—g2c?/2 y se tomd en cuenta qgﬁ\ = 0 parai # j. Reconocemos que la primera ecuacion,
la cual determina la dinamica del campo esc#aes una ecuacion tipo Schrodinger para
el campad¥ en un potencidl y con un término de autointeraccion. Mientras que la segun
da ecuacion es la ecuacion de Poisson para el potencigtiagianalU donde la fuente es

la densidad de masa dada pai¥'¥P*. Entonces al orden mas bajo en la expansion Post-
newtoniana para el campo escafar ex—(i/Z)mct]¥, con¥ no relativista y gravedad
débil, la ecuacion de Klein-Gordon (1.7) toma la forma da acuacion de Schrodinger no
lineal para¥ (2.20), mientras que las de Einstein se reducen a la de RqB1).

2.1.2. Cantidades ksicas y Ecuaciones de Conservam

Veamos ahora el limite Newtoniano de las cantidadesafisiefinidas a partir del tensor
Energia-Impulso. Empecemos pif® que se interpreta como la densidad de energia. Para
ésta component&@®® y T son los Gnicos terminos que a lo mas involucran correaso
Newtonianas a la métrica;°® se reconoce como energia en reposo mientrasTﬁ?Jze
como la densidad de energia no relativista del sistenh@jleadolas obtenemos que estan
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dadas por las siguientes expresiones

TOOO _ rnzCZ\P\P* (222)
TO = 2mPUWY” + ZAI‘PI“ - g(‘P*VZ‘P + VA + (2.23)

2
+ %6.(‘1’6.‘{’* + \Ij*ai\P),

donde hemos utilizado las ecuaciones de Euler-Lagrangedes ded_2,. La densidad de
energia en reposo esta dada entonces por

& = MPCCPY”, (2.24)

. . , . 2 . . , . .
mientras que, a partir del termint®® se definen las densidades de energia cinética
energia potenciall y energia debido a la autointeraccion del campo escatano

2
k = —%(‘P*VZ‘P+‘PV2‘P*), (2.25)
w = 2mPUYP, (2.26)
. 31
T Z|\{1|4_ (2.27)

Por otra parteT® y T' se interpretan como la densidad de momgmntola densidad de
flujo de momentay; respectivamente, en el limite Newtoniano. Los térmimagdrtantes

sonToty Tii? y toman la forma
in . i
pi = Em(‘ll oY - VoY), (2.28)
12 1
Gy = (0¥ +0¥0,%) - S0y LZ,. (2.29)

Ahora veamos el aspecto de las ecuaciones de conservECipn= 0 en el limite
Newtoniano y las cantidades conservadas que de éstaswamndarordene?m?c?/r, T4%, =
0 queda

9T + 9T = 0. (2.30)

Esta ecuacion implica la conservacion de la energiamrscedada por
Eo = f MY dv. (2.31)

Es interesante mencionar en este momento que ésta caotidservada esta relacionada
con la carga de Noether (1.9) producto de la simetria dedidma¢1.4) ante una transfor-
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macion de fase global del campo relatividtael nUmero de particula¥. A ordene®, el
namero de particulas (1.9) esta dado por

N = mf‘lf‘{f*dv. (2.32)

De manera que la energia en repBsgue se esta conservando se puede interpretar como la
energia en reposo départiculas de masa. Ademas tiene sentido hablar de una corriente

- - . . P —inl .
de particulagl definida en el limite Newtoniano por el termifi8)” la cual se escribe como

J= %(\P*ai\y —WHP). (2.33)

Por otra parte, a ordesim?c?/r de la otra ecuacion de conservac‘llaﬁﬂ = 0 se obtiene

8T + 9, Ti1? = _ T4, (2.34)

sustituyendo la densidad de momett’ (2.28) la densidad de flujo de moments?
(2.29) y la densidad de enrgia en rep6§6° (2.22) en la ecuacion anterior

2
W [ihmade¥ + %VZ‘P — UnP¥ — %l‘Plz‘P] +

2
+0;¥[ — iIhM@¥* + %Vz‘l’* — Uy — %|‘P|Z‘P*] = 0,

gue implica las ecuaciones de evolucion del sistema (2EX3¢ resultado era de esperarse
puesto que en el limite relativista la ecuacion de corsgdnT"”,, = 0 implica la ecuacion
de Klein-Gordon para el campb.

Una cantidad importante mas por definir es la densidad da Brasepos@ cuya ex-
presion, partiendo de la densidad de energia en repp&h24) toma la forma

p = MYy, (2.35)

y por consiguiente la masa total estaria dada por

M = mzfpdv. (2.36)

Esta expresion para la masa coincide con la definida a plrtia integral de la fuente

del potencial gravitaciondl de la ecuacion de Poisson (2.21) de manera que podriamos
interpretar que la fuente dées la masa debida¥particulas de masasegun la definicion

deN (2.32).

En resumen, en la aproximacion Newtoniana las ecuacionesodver son el sistema
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Densidad de Masa p = MPP*

Densidad de Energia cinética k = — (¥*V2¥ + ¥V27)
Densidad de Energia potencialv = 2nPU|¥|?

Densidad de Energia i=3a1

de autointeraccion .
Densidad de Momento lineal p = Zmq¥o,¥* - ¥* ;%)

Figura 2.1: Cantidades fisicas, en el limite Newtoniatedinidas a traves del formalismo
Postnewtoniano para un campo escalar autogravitante yearectuante.

Schrodinger-Poisson (2.20) y (2.21) mientras que ladazas fisicas son las que apare-
cenenlatabla 2.1

2.1.3. Escalas Caractdsticas del Sistema

Ahora veamos cuales son los parametros que determinarsdatag caracteristicas
de los sistemas descritos por las ecuaciones de Schrodingeson. De la parte del la-
grangiano para el campo escadaa ordene?n?c? L2, (2.14), que da lugar al limite New-
toniano de la ecuacion de Klein-Gordon, es decir, que darlaglas ecuaciones tipo
Schrodinger (2.15), nos damos cuenta, comparando logésgZ nPc?¥'¥* y 720" ¥o, ¥,
gue la longitud tipica es del orden de la longitud de onda de Compton de una partieul

masam por el inverso de

L (2.37)
€ MC

Ahora, comparando los termingg,n?c?¥¥* y inmc¥do¥* encontramos que el tiempo
caracteristica del sistema, es del orden

1
t~ 5. (2.38)

con la informacién acerca dey considerando que

U ~ €%, (2.39)
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de la ecuacion de Poisson (2.21) se deduce que la amplituchogpo escalar para las
configuraciones Newtonianas debe ser del orden

| ~ € (2.40)

C2
hVAnG
Finalmente, el haber incluido el terming/@)¥|* en el lagrangiana?, (2.14) (que implica
gue la version Newtoniana de la ecucion de Klein-Gordaenuse ecuacion de Schodinger
con término de autointeraccion) restringe el orden demitag del parametra de manera
que

A~ S—F— (2.41)
esto es, el orden de en las ecuaciones de Schrodinger (2.15) no puede ser &ytsm
arbitrario.

Entonces, podemos concluir que el campo eschlas “Newtoniano” si al escribirlo
como el producta = exd—i/amct]¥(X t), se cumple que las derivadas‘Hesatisfacen
las relaciones (2.10) y su orden de magnitud es

2
hVanG

cone < 1. Es interesante observar que la definicion de un camptaedceomo un campo
escalar Newtoniano es independiente de la maaaociada a dicho campo.

En el caso de las estrellas de bosones, en [15], se prob@medh comparacion de
resultados obtenidos evolucionando las ecuaciones de Eli&de Schrodinger-Poisson
(SP) para una misma configuracion inicial de campo escakefisistema SP resulta ser
una buena aproximacion al de EKG, alin pdra 102 ya que en este caso la diferencia en
los resultados es de menos del 4% (en el caso del Sistemae3eldv/c)> ~ 10°° donde
v es la velocidad tangencial promedio de un planeta como taa)ie

Por otra parte, como hemos sefalado en el parrafo anterier valor ni el orden de
magnitud dem estan restringidos. En el caso de configuraciones autitgnéss formadas
por campos escalares, como es el caso de las estrellas deebadovalor dem influye
en la magnitud de su radio caracteristico, como se puedetlat (2.37); mientras mas
grande sean mas pequefia la estrella, sin embargo una vez fija la masahgo escalar
podemos obtener objetos autogravitantes Newtonianosaooartos distintos dependiendo
del valor dee, es decir dependiendo de la magnitudigesegln las relacion (2.42). Tene-
mos entonces que en el limite Newtoniano tanto la masa coper@mnetro de expansion
€, al que llamaremoparametro de Newtonicidadel campo escalar, definen las escalas
caracteristicas del sistema.

En el siguiente capitulo se encontraran soluciones rioatal sistema SP, las cuales
pueden asociarse con configuraciones autogravitanteswjmascalar.

D] ~ €

(2.42)






Capitulo 3

Soluciones al sistema SP

En el capitulo anterior encontramos que un campo escataplefp ® cuya accion
esta dada por (1.4) puede decirse que es Newtoniano sirdliessacomo

® = exq%imczt]‘l’(x, ) (3.1)

las derivadas parciales temporales y espacial&é shisfacen las relaciones (2.10pyla
condicion
C2

i VanG

cone < 1. Decimos queb es Newtoniano en el sentido de que las componentes de su
tensor de energia-impulso se pueden expander como (Bd.8anera quég ~ €Tgo Y

Tij ~ €’Too- Toi ~ €Tgo €quivale a que las “velocidades” tipicas de la materialassan
pequefias comparadas con la de la luz mientrag guee®Tqo equivale a que los esfuerzos
sean pequefios comparados con la densidad de energiac&nka dinamica de éste campo
escalar Newtoniano estara determinada por un espaaipdieuyo tensor métrico se puede
escribir como el tensor métrico del espacio plgpomas una pequefia perturbactip, o

de manera equivalente, la perturbacion que éste camplaepecovocara al espacio-tiempo

es tal que su tensor métrico se puede escribir como en (2.12)

Una vez establecidas las caracteristicas del campo eblsld@oniano asi como del ten-
sor métrico y (eligiendo la norma armonica) encontramgsaypartir de las ecuaciones de
Einstein perturbadas y de la perturbacion del lagranginmateria que contienen térmi-
nos de las perturbaciones métricas de orefese obtiene el sistema Schrodinger-Poisson
(2.20). Este sistema, considerando gue 1, dara una buena descripcion aproximada de
la dinamica de? y de las perturbaciones a la métrica de Minkowski= h; de ordeng?.

En la primera seccion de éste capitulo describiremos laenaaen que se encuentran
soluciones especificas al sistema SP adimensional, eadidse&ue sigue estudiaremos el
comportamiento de esas soluciones ante perturbacioneiésiinales, y ya en la Gltima

D] ~ €

(3.2)

35
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seccion hablaremos de las cantidades fisicas rela@snzah las soluciones encontradas
en la primera seccion.

3.1. Configuraciones de equilibrio

En esta seccibn describiremos la manera en que se comssaleiones fisicamente
relevantes del sistema Schrodinger-Poisson. Considersimetria esférica, escribiendo a
¥ como una funcién armonica y bajo condiciones de frontelecaadas, el sistema SP
describe configuraciones de campo escalar autogravitaotasautointeraccion, espacial-
mente acotadas, con simetria esférica y regulares. ipstelé soluciones son conocidas
como configuraciones de equilibrio. La estabilidad desstéuciones ante perturbaciones
radiales pequefias la trataremos también en este @apitahtras que la estabilidad ante
perturbaciones finitas arbitrarias las estudiaremos dgukeste.

Antes de empezar a resolver el sistema SP es convenieraduair las variables adi-
mensionales

r= e@r t= ezm—czt
o o
- U —  VanGh — 2¢2
- gy A= (3.3)
€2c? €2c? 8rGh2m?
El sistema Schrodinger-Poisson (2.20)-(2.21) se rd@semtonces como
o lo= —= — ==, —

Y = —Evz\y +UY + A(YP)Y, (3.4)
ViU = w9 (3.5)

Asumiendo simetria esférica y trabajando en el sistemarstdades escribimos¥#como
una funcién armonica

¥ = exg-iytla(n), (3.6)

donder es la coordenada radialy una frecuencia adimensional. Sustituyer‘@@n el
sistema SP (3.4)-(3.5) y omitiendo las barras de las vasatibtenemos

d2

W(m) = 2r(U — y)¢ + 2A¢°, (3.7)
d2
W(rU) = r¢2 (3.8)

En lo que sigue de este capitulo omitiremos las barras éxcepndo sea necesario hacer
la distincion entre las cantidades con dimensiones y lasatsionales. Las condiciones
impuestas para este sistema son, en el orig@ = ¢., ¢’(0) = 0y U’(0) = 0; ademas bus-

camos configuraciones espacialmente acota(fas> «~) = 0, de manera que asintbtica-
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mente se cumplira qug(r — o) = 0. Bajo estas condiciones, el sistema anterior se
convierte en un problema de valores propios paresto es, dados valores paray Ay
las condiciones de frontera, existen ciertos valoreg ti que¥ y U son soluciones del
sistema.

Para resolver numéricamente el sistema (3.7)-(3.8) dafimias nuevas variables

Yi =9, Y2 = — y3=U-v, (3.9)
y ademas reescribimos la ecuacion de Poisson (3.8) dgueesie manera

dys _ ya(r)

— A
dr rz’ (3.10)

conyu(r) = for y2x?dx, entonces el sistema SP equivale a

dy;

ar Yo,

dy. 2 2

rri —Fy2+ZY3Y1+FAY3,

dys _ s

dar — r?’

dy4 _ 2

G - yar, (3.11)

La cuarta ecuacion no es redundante considerando que dsneimcognitas, la funcion
¢, su derivada espacial, el potendially el eigenvalory. Las condicoines de frontera para
éstas ecuaciones son las siguientes; en0:y; = ¢o, Y2 = 0,y3 = Vyy, = 0yen
r — oo: ¢ =0, dondeV = U(0) — y es una constante por determinar. Tenemos entonces un
problema de valores a la frontera en dos puntos el cual sepasdiver usando el método
numérico deshooting. Mediante este método se encuentra el valor de manera que las
soluciones cumplan las condiciones en ambas fronteras.

Notemos que aun encontrando el valor\deel valor dey y por tanto el potencidl
todavia estan indeterminados. El valorydee puede determinar a partir del valorldi¢)
y éste puede conocerse considerando que la ecuacionssoR@8.8) tiene como solucibn
formal

V09 = U+ [ yardy— [ vy 312)

gue con las condiciones de aislamiett¢x — o) = 0 y la condicidbn de soluciones

"Este método consiste en resolver el sistema de ecuaciodieaas para algin valor inicial de la fre-
cuencia, se verifica si se cumplen o no las condiciones déesfilpimpuestas sobre las funciones incognita,
en caso de no cumplirse se elige un nuevo valor de la frecaieDei esta manera se bisecta cada vez con
mayor precision el valor de dicha frecuencia hasta un eeseado [12].
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localizadass(r — o0) = 0 implican

u(@) = - fo ) yo2dy. (3.13)

Al resolver las ecuaciones (3.11) se encuentra que exisgsrdmun valor pard, esto
es, distintos valores dg tales que sus respectivas y U’s satisfacen las condiciones-
de frontera. Entonces, para cada pay A fijos se encuentra un conjunto de soluciones
{(P'(y, ¢'(r)), U'(r)}. Los valores que toman |as son negativos y se cumple que< !
parai < jconi,j = 0,1,2,... Ademas se encuentra que la funcion del campo esgalar
tienei nodos en la direccion radial. La nomenclatura usual es dagsoluciones(r) con
cero nodos se les llame estados base mientras que a lasroprertalos se les conoce como
estados excitados, esto es consistente con el hecho d€,cquee en unidades completas
tiene unidades de energia, sea el menor d¢'l®sEn las figuras 3.1, 3.2 y 3.3 se muestran
¢°, ¢y % cong} = 1y para diferentes valores de En las figuras 3.4, 3.5, 3.6 y 3.7 se
muestran los estados bagey sus respectivos potenciales gravitacionaléparai = 0 e
i = 2 con distintos valores dey ¢, = 1.

Configuraciones de equilibrio con 0 nodos

0.8 AR

>>>>

\
0.4+ AN _

0.2 N b

Figura 3.1: Perfil de la funcion de onda para estados basgiceri y distintos valores del
parametro de autointeracci®n

3.2. Perturbaciones Pequias

En esta seccion describiremos el comportamiento de caatigunes de equilibrio, ante
pertrubaciones infinitesimales; esto es importante poeques capitulos que siguen reali-
zaremos la evolucibn numeérica del sistema SP para distaundiciones iniciales y como
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Configuraciones de equilibrio con 1 nodo

0.8—

0.6—

12

Figura 3.2: Primeros estados excitadosgbe 1y distintos parametros de autointeraccion
A.

Configuraciones de equilibrio con 2 nodos

o8 Y.

>>>>

o6~ o o

Figura 3.3: Segundos estados excitadosggpa 1y distintos parametros de autointerac-
CiOn A.
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Estado basA=0.0

l T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T ‘
r 0
Qo (n
0.5~ ... ,0 n
u(r)
0
-0.5— """ -
_l% —]
_ | | | | |
1'50 1 2 1 4 1 6 1 8 1 10

Figura 3.4: Se muestran la configuracion de equilibrio candos¢® y el potencial gravi-
tacionalU® correspondiente. Se eligieron los valogds= 1y A = 0,0 para el sistema sin
dimensiones.

Estado basA=1.0

Figura 3.5: Se muestran la configuracion de equilibrio cow@os¢° y el potencial gra-
vitacionalU® correspondiente. Se usaron los valapgs- 1y A = 1,0 para el sistema sin
dimensiones.
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Estado exitado con 2 nod6s0.0

l T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T
r __ 2
¢ (r)
0.5~ 2 .
u(n
0
o5 T |
_l% —
_1.51.*. -
1 l 1 l 1 l 1 l 1
0 5 10 15 20

Figura 3.6: Se muestran la configuracion de equilibrio can@s¢? y el potencial gravi-
tacionalU? correspondiente. Se eligieron los valogés= 1y A = 0,0 para el sistema sin
dimensiones.

Estado excitado con 2 nodds1.0

Figura 3.7: Se muestran la configuracion de equilibrio can@sg? y el potencial gravi-
tacionalU? correspondiente. Se eligieron los valogds= 1y A = 1,0 para el sistema sin
dimensiones.
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veremos estas simulaciones numéricas introducen ifémiteente perturbaciones debido a
los errores de discretizacion de las ecuaciones. Es egomgresario mantener el control
sobre las perturbaciones intrinsecas de la evoluciérénae Por ejemplo, al comparar
el comportamiento de un estado de equilibrio al ser evohatdo numericamente con el
de uno perturbado infinitesimalmente, sabremos si la feEtion debido a la evolucion

numeérica puede ser considerada infinitesimal.

Partimos de que una configuracion de equilif® = exp—iyt)¢(r) es perturbada
linealmente de la siguiente manera

v =y + oy, (3.14)

dondelsy| < 1. Esta perturbacion en® produce una perturbacion en el potendié?
(solucion a la ecuacion de Poisson paf®d) de manera que el nuevo potencial lo escribire-
mos de la siguiente manera

U=U0O 46U, (3.15)

suponiendo que debido a la condicién| < 1 se puede esperar qlé&J| < 1. Siempre es
posible asumir quéy es de la formay = ¢(r, t)expy—iyt), asi que sustituyendo (3.14) y
(3.15) en el sistema SP (3.4)-(3.5) se obtienen las ecuejgara las perturbaciones

dp 1P o
=0 = 5 (@) + (U7 —7)p +6Ug,
0? .
ﬁ(réU) = 1é(¢" + ¢), (3.16)

donde se han despreciado los terminos que contienen expgeuadraticas en las per-
turbaciones.

De manera precisa, en términos del parametro de expaasias condicionegy| <
1y |6U| < 1 significan que las cantidades con dimensiones definidastia ga estas
adimensionales se obtienen de las siguientes expresiones

2 o, U =ésU (3.17)
ANanG ’ '

Comparando con las relaciones paf® y paraU© (3.3) notamos que sus respectivas
perturbacioneg y 6U sone? veces mas pequefias que las soluciones no perturbadas.

SO:

Para resolver el sistema de las perturbaciones (3.16) asamuey se puede escribir
comop(r,t) = @i(r)exgd—iot) + go(r)exfiot), dondey; y ¢, son funciones reales. A
primer orden, la perturbacitfy y la respectiva perturbacion de la densidad de numero
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adquieren la forma

oy(r,t) exfg—iyt)[prexf—iot) + p.exdiot)],
op(r, t) d(p1 + po)[exg—iot) + exfdiot)], (3.18)

de donde se deduce que la perturbacion del potencial gcaviial admite una expansion
de la formasU(r, t) = su(r)[exq—iot) + exfiot)]. Por tanto el sistema (3.16) se reduce a

2

ﬁ(rﬁﬂl) = 2r(UO -y — o)y + 2réug,
2
W(Wz) = 2r(UQ -y 1 o), + 2réug,
62
60 = ré(er+ o). (3.19)

El proceso seguido para resolver el sistema (3.19) es gmabque se utilizb para
resolver el sistema (3.11). Como antes, el valor centralrdede las funciones se fija
arbitrariamente al valap,(0) = 1 de manera que con la relacion (3.17) se curidgle< 1.
Los valores de los parametreg0), 5u(0) y o- quedan libres y se fijan mediante el método
de shooting haciendo que las condiciones de frontbté,r — o) = @i(t,r —» o) =
po(t,r — o0) = 0 se satisfagan al mismo tiempo que las funciones sean regida el
origen.

Cuando se resuelven estas ecuaciones considerando@ue exp—iyt)¢(r) es el
estado base para= 0,0, cony(0) = 1,0 yy = —0,692, de manera qu#r) y U(r) estan
dados en la figura 3.4, el valor de la eigenfrecuencia de kdsrpaciones es = 0,2916.
Notemos que para©, tanto la densidag® = y©y©@ comoU®, son independientes
del tiempo; sin embargo, al perturbar ligerment#%, la densidad, que de acuerdo con la
expresion (3.18), estara dada por

p = ¢ + dlg1 + z)cogot), (3.20)

(donde hemos despreciado los terminos cuadraticos getagbaciones) y entonces 0s-
cilara con una frecuencifi= o-/27 = 0,046; lo mismo sucedera con el potencial perturba-
doU.

Debido a quer es real, el modo de la perturbacién es armonico. Esto significa que
el estadas© es estable ante pequefias perturbaciones radiales.

3.3. Observables

En esta seccion regresaremos a la convencion de que ialslgaradimensionales seran
escritas con una “barra” encima mientras que las variablegicnensiones no la tienen. En
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la primera seccion de este capitulo vimos que el sisten{8.8)tiene soluciones “bonitas”

de la forma¥ = ex{-iyt]¢ en el sentido que son regulares en la region espacial donde
estan definidas y que son acotadas. Mas aln, segn ld&des de la segunda seccion,
las soluciones llamadas estados base son estables antdaernes radiales pequefias.
Tenemos entonces que las soluciones llamadas configueaderequilibrio pueden ser de
interés fisico. En el sistema con dimensiones, las cor#gjones de equilibrio de campo
escalad = exd%‘mczt]‘l’ son aquellas para las que

Y = exq%imc?yt]QS(r), (3.21)

cony = ye? y ¢ esta dada, segln el reescalamiento para el campo est:&lapor

&

i VanG

Dada la forma funcional dg, que toma su valor maximo en el origen, la condicion de
Newtonicidad (2.42) exige que el valor centraldde= ¢(r = 0) sea del orden de la unidad,
de hecho en las soluciones construidas en la primera seseitomap, = 1.

Las configuraciones de equilibrio definen una densidad deriaascalap = m?|®|?
de un objeto esféricamente simétrico y espacialmenttadopque genera un potencial
gravitacional

() = (). (3.22)

3 P(X)
U () Gfd R (3.23)
Algunas graficas partl(r) se muestran también en la primera seccion. Recuperémos
tomandoU = €2c?U. Finalmente la evolucion temporal 8ey por tanto de la densidad de
materia escalar estan dadas por la ecuacion de Schebdindineal (2.20).

Las propiedades fisicas de estos objetos autogravitforieados de materia escalar
COmo su masa, su tamano, su compacidad y su tiempo de viéadmpdem, e y 4;
la masa asociada con el campo escalar, el parametro de iNeWdtwl y el parametro de
autointeraccion de las “particulas” escalares resymuiente. Estos son parametros libres;
sin embargo, existe una diferencia entre la masa y los dimsdd; el orden de magnitud
de la masa puede ser elegido arbitrariamente, mientrasajsecede lo mismo pam@ni
parad. La restriccion para viene de la condicion de Newtonicidad para el canbpdor
otra parteA ~ 1 implica que los objetos de campo escalar formados tengapacidad
C ~ €2, es decir, que la aproximacion Newtoniana siga sienddalara su descripcion.
Esta condicion implica, a través de la relacion (3.3)ores restringidos para

En la Tabla 3.1 se muestra la manera de calcular las cantidisiteas como la Masa

" Recordemos que al construir las soluciones de equilibnaler central del campo escalar lo elegimos
arbritrariamente, esta situacion es analoga en la amwstm de soluciones para objetos autogravitantes como
estrellas de fluidos perfectos en las que a mano se eligecelogitral de la densidad [24].
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M, la energia cinéticK, la energia potencidlV y la energia de autointeraccibra partir

de sus respectivas densidagek, w, i definidas en el capitulo anterior (ver tabla 271)

En la tabla (3.2) se muestra como calcular las mismas eatgglespecificamente para las
configuraciones de equilibrio. -

Los valores de las cantidades fisidds K, W | que aparecen en la Tabla 3.2 para las
distintas configuraciones de campo escalar cuyos pe#fif@se muestran en las figuras
3.1-3.3 se listan en las columnas de la Tabla 3.3. Tambieémsta tabla, aparecen los
valores de sus respectivas frecuengigsel valor del portencial gravitacional en el origen
U(0) para cada configuracion. El valag es el radio que delimita la superficie imaginaria
de la configuracion de equilibrio la cual contiene el 95 % alenbsaM. La compacidad
C de cada configuracion se muestra en la Gltima columnaaydedthida en términos del
ros puesto que formalmente es er- o donde la densidad se hace cero. Es claro que la
compacidad de las configuraciones de equilibrio aumentesidec. En el caso conl = 0
la compacidad es independiente ey aumenta, manteniendo figg solo si el nUmero
de nodos aumenta. Sies distinta de cero, entonces manteniendoeijla compacidad
de los estados base aumenta si lo hace el parametro detargo@idna o si lo hace la
masa asociada al campo escafaEsto nos da una idea de porqué para configuraciones de
estrellas de bosones relativistas cofija, la ¢. es mas pequeiia a medida quaumenta.
¢. es el valor central del campo escalar para el cual se divigeria de configuraciones de
equilibrio en configuraciones estables e inestables, grr&il.3.

Con los valores que aparecen en la Tabla 3.3 se puede compabae cumple la
relacion virial K + W + 31 = 0 para un sistema con autointeraccion (ver [23]), es decir
gue las configuraciones de equilibrio son sistemas vidgdbs. Finalmente, en el segundo
renglon, de esta misma tabla, aparece el factor por el guguemultiplicar las cantidades
adimensionales para recuperar las unidades.

Con los valores de la masa del campo escalgrel parametro de autointeraccian
fijos, es el parametre“quien” determina los valores de las cantidades fisicdasleonfi-
guraciones de equilibrio, esto es evidente si considergmepara recuperar las unidades

= factor% que aparece en la integral pakese introduce de la analogia a la manera de calcular laenerg
potencial de un sistema de particulas que interactuanuogpmtencial a pares, y que se anula en el infinito.
En el caso por ejemplo de un sistema de cargas, la energiagutde una i-ésima carggque se trae del
infinito a una configuracion de— 1 cargas, esta dada por

n-1 q
W= q.Zj: x| (3.24)

Y la energia potencial total de todas las cargas debidoastiad fuerzas que actuan entre ellas es

_ g 1 idj
w= % — Xxj| ZZZj:IQi—qJ'I (3.25)

n-1
i j<1

coni diferente dej.
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en las cantidades fisicas tenemos que multiplicar poisplr@ivo factor que aparece en el
segundo renglon de la Tabla 3.3. Vemos por ejemplo que la &M es proporcional a
€ mientras que dlgs es inversamente proporcionata

El valor dee esta relacionado con el valor central de la parte espagiiabanpo escalar
¢o = ¢(r = 0) dado, segln la expresion (3.22) por

2 —
= 3.26
bo - m% ( )

donde, como ya mencionamos anteriormente, se debe curplifo~ 1y ¢ < 1 para
gue se satisfaga la condicion de Newtonicidadd&sta relacion nos dice como construir
familias de soluciones del sistema SP para cada conjuntaldeese, 4 y m a partir de
una solucion especifica determinada pgmor ejemplo parayy = 1. Para ilustrar esta
propiedad, en la grafica 3.8 se muestran las milsas

_m, _ \/ Y2 e
M = Me® = mpt2|1V4rG) - T (3.27)
m 0 c? m
— My2
_ Mgzl
¢o € m

para configuraciones en el estado base cuya amplitud celelraampo escalar e Y
para distintos valores dg. El valor deM es el que se obtuvo en la primera seccion para
el estado com = 1. En la figura 3.9 se muestran los radigsde los estados base como
funcion de su amplitud centra.

De hecho, dada la manera en la que aparece el faeiorel factor de conversion para
recuperar las unidades (ver segundo renglon de la tabjas8.8ene que las cantidades
fisicas para las distintas familias de soluciones reasdd¢ la siguiente manera

{t,r,U, ¢} — {T_Zf, 1f, 20 , ng;b} , (3.28)

o, M, K W 1} — {74;3,T|\7|,T3K,T3\7V, T3F} , (3.29)

donde las cantidades con sombrero corresponden a lasaretifisicas de la solucion que
genera las familias de soluciones yn parametro arbitrario.
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Configuraciones de equilibrio con 0 nodos
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Figura 3.8: Valores que toma la maslpara estados base que difieren por el valor central
del campo escalafp y el valor deA. Las curvas se construyeron segun la relacion (3.27)
donde el valor déM es el valor adimensional de la masa de los estados basg cod y

gue aparecen en la Tabla 3.3

Configuraciones de equilibrio 0 nodos

5 oy ! * w * w * w *
| \\\ —AN=0.0 |
W\ - N=0.2
4l "'_\‘\z\ - /\205 _
Y —N=1.0

roc[N/(€mc)]

Figura 3.9: Valores que toma el radig para estados base que difieren por el valor central
del campo escala#, y el valor deA. Las curvas se construyeron a partir de las rlaciones

de reescalamiento usando como familias generadoras, las dstados base que aparecen
en la Tabla 3.3
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® = exf—imt¥ = Yoexg-ime¥ W= <<

1 VanG
AT 1 m2I
M = [ pdv = [P dvLe®
ST TopT i T
K = [kdv = —1 [(P" V2P + PV2P7)dve 22
1 Tows ATe m;ZJI

W =12 [wdv = [UPPdve 2

- — o= _anE
| = £ [idv = A [(P¥P)2dve 2 c?

Cuadro 3.1: Cantidades fisicas del sistema descrito goedaaciones de SP. Las densi-
dadeso, k, w, i se definieron en el capitulo anterior, ver Tabla 2.1. A pdsiestas den-
sidades se definen la Madé, la energia cinétic&, la energia potencidlV y la energia
de autointeraccioh. Las cantidades con barras son adimensionales y las diomessse
recuperan con los factores que aparecen en la extrema detedh segunda columna.
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® = exg-imAY = Yoex—imE¥ ¥ = <<

i VanG
Configuraciones de equilibrio (T, 1) = ex—iyi]4(0)
Y= ‘Poexp[—%mczyt]q; y =€>y
M= fgzzfzdl’_e% = Me%
—— P — .
K = - [ ¢V2pradr—2c? = Ke*-2c?
P — P
W = [Ug?redre’-2c? = We-2c?
| = A [ §Pdred e Sy Pl

Cuadro 3.2: Expresiones para la Mada la energia cinétic&, la energia potencialv

y la energia de autointeraccibrpara configuraciones de equilibrio. En la Tabla 3.3, que
aparece al final de este capitulo, se listan los valoresde eantidades fisicas, para algunas
configuraciones de equilibrio especificas.
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Capitulo 3. Soluciones al sistema SP

Nodos A y U(0) M Fos K W c=2%
% 2 22 Em%z i mic &3 mprljcz 3 mprlicz 3 mprlscz 2
0 0,0 -0,692 -1,342 2062 3799 Q952 -1903 Qo 1086
0 0,2 -0,773 -1,517 2437 3870 1047 -2563 Q156 1579
0 05 -0,921 -1,834 3153 3990 1216 -4,053 Q540 1580
0 10 -1,246 -2,505 4837 4226 1569 -8647 1836 2290
1 0,0 -0,648 -1503 4587 7844 1981 -3,962 Qo 1170
1 0,2 -0,707 -1,641 4990 7,751 2208 -4,744 Q110 1290
1 05 -0,816 -1,885 §{720 7611 2632 -6,342 Q359 1500
1 10 -1,055 -2412 7349 7388 3631 -10,726 1155 1990
2 00 -0,631 -1,581 7097 11955 2985 -5969 Qo 1,187
2 0,2 -0,683 -1,707 7553 11714 3316 -6,906 Q092 1290
2 05 -0,773 -1,926 8333 11316 3937 -8,706 Q293 1473
2 10 -0,973 -2,393 10028 10684 5386 -13352 Q906 1877

Cuadro 3.3: Valores de las cantidades fisicas de distouafiguraciones de equilibrio
con distintos numero de nodos y distintos valores delrpaté de autointeracciofn. La

escala y las dimensiones de estas cantidades se recupenaitiplicar por los factores
respectivos que aparecen en el segundo renglon.



Capitulo 4

Colapso No Esérico

En el capitulo anterior se construyeron configuracionesggdibrio de las ecuaciones
de Schrddinger-Poisson, las cuales son soluciones &asresfericamente simétricas y
regulares en cualquier punto en el que estan definidas.s/ademas que las soluciones
sin nodos son estables ante pequeias perturbacionelesadlin este capitulo estudiare-
mos la evolucion temporal de configuraciones de equilibajo perturbaciones finitas con
simetria esférica y con simetria axial. Ademas estedias la evolucion de configuracio-
nes arbitrarias de campo escalar con simetria axial. lsasteglos principales son que los
estados base también son estables ante perturbacionas, fam el sentido de que evolu-
cionan hacia nuevos estados base y ademas que son configasaatractoras de confi-
guraciones iniciales arbitrarias. Dado que las configarees de equilibrio, en especial los
estados base, pueden asociarse con objetos de intedssastirel estudio de su evolucion
ante perturbaciones arbitrarias es importante; pues s idformacion acerca de la es-
tabilidad de dichos objetos. Por otra parte, podriamagimédmo es que estos objetos se
forman a partir del estudio de la evolucion de configuraesaniciales arbitrarias de campo
escalar.

Basicamente, el sistema de ecuaciones SP consiste enuatderde constriccion que
es la ecuacion de Poisson (de hecho es la forma Newtonial@aodastriccion hamilto-
niana) y una ecuacion de evolucion, la ecuacion de Siamgér. El hacer la evolucion de
dicho sistema consiste entonces en resolver la ecuacidoigeon con condiciones de fron-
tera adecuadas para una densidad inicial de campo estrtariemndo el potencial gravita-
cional al tiempa. Una vez obtenido el potencial, resolviendo la ecuaci6Baeoddinger
se calcula la distribucion del campo escalar al tierhpost, se resuelve entonces nue-
vamente la ecuacion de Poisson para la nueva densidad @ esvalar obteniéndose
el potencial al tiempa + 6t y se repiten éstas operaciones. Este proceso se lleva a cabo
utilizando métodos numeéricos que involucran diferesfiaitas, es decir, se discretiza el
dominio espacial y temporal de manera que las funcionesestéman definidas en cier-
tos puntos de su dominio y se aproximan los operadores ddi@es quedando definidos
a partir de los valores de las funciones en dichos puntoanpasasi de un problema de

51
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ecuaciones diferenciales a un problema puramente algebEai principio sonaria un poco

sospechoso este procedimiento puesto que no se resugveculzciones en el continuo,
sin embargo utilizandolo es posible reproducir resukactinocidos, como veremos mas
adelante y ademas existen ciertos conceptos importarties, marco de los métodos de
diferencias finitas, que nos garantizan que las soluciome®lbtenemos son confiables, el
mas importante de ellos: la convergencia.

En la primera seccion de éste capitulo describiremomet®dos numéricos que em-
plearemos en la evolucion de las configuraciones de cammadaess iniciales, men-
cionaremos cuales son los conceptos importantes que ravgtigan soluciones confiables,
describiremos el codigo numérico que construimos paredaeion, asi como las pruebas
de que funciona, es decir reproduciremos con éste resslesperados. En la segunda sec-
cion haremos la evolucion de estados base perturbadatepsidades de campo escalar
con simetria axial y comprobaremos que tienden a nuevasi@stase. Finalmente en
la tercera seccibn evolucionaremos configuracionesaieigiaxialsmimétricas arbitrarias
comprobando que los estados base son configuracione®edract

4.1. (Codigo Numérico

Para estudiar configuraciones con simetria axial se shigieoordenadas cilindricas
denotadas porx(z), dondex es la coordenada radialzda axial. El sistema SP en estas
coordenadas se escribe de la siguiente manera

|a_l// — _:_L az_l// + :_La_l// + 82_170
B X2 XX 022
02U 1@ 0%U

p 5 )+ Uy, (4.1)
ot Xox "oz

=y (4.2)

En el codigo numérico construido, se aproximaron estas@gnes continuas (4.1-4.2)
usando diferencias finitas centradas para ambas coordengadaEl dominio numérico se
definid porx = pAXy z = gAz conpy g enteros, y se usod la misma resolucion en ambas
direcciones, ésto eg\x = Az EIl operador diferencial espacial es el mismo en ambas
ecuaciones y fue tratado de la misma manera en ambos casos:.dl las expresiones
usuales en diferencias finitas solo dos puntos delicadosrfuecluidos relacionados con
las derivadas de primer orden con respecioea (4.1-4.2)1) la red fue desplazada en la
direccibnx un intervaloAx/2 de manera que evitaramos la divergencia de este término y
ii) se transformo dicho término @ﬁ;‘i = 2%, donde la Gltima expresion es la derivada
respecto &?.

Para la ecuacion de Schrodinger se discretizo el tietmponAt, conn entero yAt
la resolucion en el tiempo. Esta ecuacion se resolviizatido un integrador temporal
explicito con segundo orden de precision, el cual es uredremodificada de el método
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iterativo de tres pasos Crank-Nicholson.

Para simular fronteras abiertas en las orillas del domimioérico, se usd una “esponja”
en la regibn mas alejada del dominio. La esponja ha sid@ooapto usado exitosamente
al trabajar con la ecuacion de Schrodinger. Esta téarneesiste en sumar al potencial
en la ecuacion de Schrodinger un potencial imaginariogeBlltado es que en la regiobn
donde se define este potencial ficticio se simula un sumidepadiculas, y por lo tanto la
densidad de probabilidad en ésta region tendera a camadera que se obtiene el efecto
de una frontera abierta. Ejemplos en los que esta esponjddhasada para sistemas que
involucran la ecuacion de Schrodinger son [15, 21, 9].

La ecuacion de Poisson (4.2) es una ecuacion eliptielpda cual se resolvid usan-
do el arreglo de cinco puntos en dos dimensiones para lagadas y sucesivamente un
algoritmo de relajacion con parametro 6ptimo de aceléraconocido como SOR. Para
imponer las condiciones de frontera se cuidd que estatefamnumeéricas estuvieran lo
suficientemente lejos de manera que el valor de la rivhsa f|l//|2d3X fuera el mismo
a lo largo de las tres caras del dominio, se usd entoncesmeirtd monopolar del poten-
cial gravitacionalJ = —M/r conr = VX2 + Z2, como condicion de frontera. En el eje se
demandb que el potencial fuera simétrico respecto al eje.

4.1.1. Pruebas al 6digo numérico

La naturaleza del sistema SP nos permite tenener plentalibée elegir el dato inicial
ya que una vez que elegimos una distribucion inicial de caagzalary solo basta inte-
grar la ecuacion (4.2) al tiempo inicial; ésto significada funcibny puede ser bastante
arbitraria. Sin embargo, antes de evolucionar distrilesaarbitrarias, para hacer pruebas
al cbdigo numeérico, se decidié evolucionar un estade bdados que se construyeron en el
capitulo anterior.

Los pasos seguidos en la construccion de solucionese&ssP pueden ser resumidos
de la siguiente manerg:elegimos una distribucion iniciad(x, 0) para la superficie tempo-
ralt = 0, ii) se llena el dominio numeérico con esos datib} se resuelve la ecuacion (4.2)
y se obtiene un potencial gravitacionial, usando dicho potencial se obtieng, 0 + At),

v) usando la funcion de onda obtenida se resuelve nuevar@@ejevi) se repite en ciclo
desde el pasiv) hasta que los datos obtenidos comiencen a ser incongistant la fisica
esperada.

El codigo se probo utilizando como datos iniciales estdolase, cuyas propiedades
conocemos de su construccion. Sabemos por ejemplo, gulelienite continuo, la fun-
cion de onda de estos estados, oscila con una frecuenataotey, lo cual implica que
la densidad de masay por lo tanto el potencial gravitacional permanecen inddpe
entes del tiempo. Sin embargo, numéricamente se resuakvgrrsiones discretizadas del
sistema SP, las cuales son aproximaciones en diferendias fijue se obtienen de las ex-
pansiones truncadas de los operadores diferencialesoRantb, no es dificil imaginar
gue las caracteristicas de las funciones que se obtieresaVer el sistema discreto no
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sean exactamente las mismas que las del sistema contindo.gba intrinsecamente se
introduce cierto error al resolver las versiones discaelds es necesario asegurarse de que
la discrepancia entre estas soluciones y las de las eceaaontinuas se debe a este error
intrinseco y no a una mala implementacion de los algostmanéricos empleados en la
construccion del codigo. Una herramienta til, en ebesga de las diferencia finitas, para
probary validar los codigos numeéricos es el concepto deargencia de las soluciones. Al
aproximar los operadores diferenciales por diferencid@s$éiho hacemos con cierto orden
de exactitud en los elementdx en los que se discretiza el dominio. Por ejemplo, si la
derivada de una funciém'x) denotada coma’(x) se aproxima por el operador en diferen-
cias finitasDu(x) de manera que el error definido como su diferencia es primmaicaA x?,

esto esPu(x) — u'(x) ~ O(Ax?) decimos que hemos hecho una aproximacion del operador
continuo a segundo orden de exactitud. El orden de exaaitud aproximacion de los
operadores diferenciales es algo que podemos elegir. Siargm el que los operadores
de las ecuaciones discretas sean aproximados con cieeio dedexactitud no implica que
las soluciones de las ecuaciones discretizadas difierdnéare la solucion exacta por un
error del mismo orden. En general ésto depende del métaaénco empleado. Si teori-
camente se prueba que un método numeérico genera solagiohieon segundo grado de
exactitud por ejemplo, entonces estas soluciones edtaamadas con la solucion exacta
Yo(X) de la siguiente manera

y(¥) = Yo(x) + E(Q(AXY) + O(AX) (4.3)

dondeE denota el término de error. El saber que es posible esdaitsolucion aprox-
imada de esta manera es muy importante puesto que implicalguétodo numérico
es convergente o bien que las soluciones convergen, es siecalculamos una nueva
solucion numeéricg,(X) pero ahora doblando la resolucion, esto es, hacemostiErvan
los del dominio mas pequefos tal que sean de magnixid y calculamos la diferencia
(Y — Yo)/(y1 — Yo) necesariamente esperamos obtener

Y-Yo _AX+0O(AX%)  AX%+O(AX)

= = =4 + O(AX), 4.4
Yi—Yo AX%+O0(AX)  1Ax +0O(AX) (AX) (4.4)

decimos entonces que el método numeérico es convergente fag soluciones convergen
a segundo orden (hay que notar que el 4 depende del factoeaauqento la resolucion).

En nuestro caso, se sabe teoricamente que los métodosicasnaplementados en
el codigo generan soluciones con segundo orden de aprokximantonces las soluciones
obtenidas mediante este codigo necesariamente seragrgentes a segundo orden.

La solucion conocida con la que probamos convergenciasdsdiciones obtenidas
con el codigo numérico fue el estado base ¢@d,0) = 1 que en el limite continuo,
como mencionamos anteriormente, tiene una densidad temtegpendiente del tiempo,
esto esp(0,t) = p(0,0) = 1 para toda; En la Figura 4.1 se muestra la convergencia
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a de segundo orden para todo tiemtpde la densidad central, es decir, al aumentar la
resolucion, disminuyendo los intervalos espacialeaxle Az = 0,2 aAx = Az= 0,1, el
valor promedio de la densidad disminuy6 en un factor derocuAdemas la Figura 4.2 se
muestra que el estado base es un sistema virializado enitd iontinuo pues la relacion
2K + W = 0 se satisface con segundo orden de convergencia.

Es importante notar que a pesar de la convergencia de las@sws, la independencia
temporal de la densidad no es satisfecha estrictamentecte Beestado base se esta com-
portando como un estado perturbado, recordemos que ladderd® un estado base pertur-
bado oscila con una frecuencia caracteristica, ver la@ge8c2. Necesariamente el error de
truncamiento debido a la discretizacion introduce unéupeacion para todbde la evolu-
cion. El punto es qué clase de perturbacion esperamoseajimgroduzca numéricamente,
nos gustaria que fuera pequefia de manera que al evoluciorestado base no encon-
traramos que dicho estado fuera inestable contradiciesdesultados de la teoria de per-
turbaciones. Esta exigencia en realidad constituye unaslegorueba al codigo numeérico.
En el caso de la evolucion del estado base (h0) = 1 especificamente estamos pi-
diendo que la densidadde la funcion de onda tenga un comportamiento estaciodario
manera que su frecuencia de oscilacion coincida con lagh@gor la teoria de perturba-
ciones calculada en la seccion 3.2. Que el codigo satigtanbién esta segunda prueba
es claro de la Figura 4.3, ésta es la grafica de la transttarda Fourier de la evolucion
temporal de la densidad central del dato inicial y muestesgufrecuencia de oscilacion
esy = 0,046 coincidiendo con la calculada para una perturbaci@alj via la teoria de
perturbaciones.

4.2. Perturbaciones no e&ricas

Hemos visto en la seccion anterior que los estados basessidacionados con el codi-
go numérico con simetria axial se comportan como lo hariastado base perturbado por
una perturbacion radial e infinitesimal. En ésta sece&indiaremos el comportamiento de
un estado base ante perturbaciones pequefias no esfétidato inicial que se evoluciona
es de laforma

WX, t) = Yground + OV, (4.5)

dondesy = e Ve (Z|2=o a,YIO), y los coeficientes, = Aje(Y¥+#7-10°/0* 5on cascaras de
tipo gausiano las cuales son agregadas a la parte real deciariude onda de un estado
base. Por otra parte, el facter® Vi contribuye con una velocidad inicial distinta de
cero a la perturbacion y I0§° son harmonicos esféricos con simetria axial. Tenemes en
tonces que la perturbacion esta caracterizada compdetarpor los parametrag, A, oy
K.

Se hicieron diferentes corridas para distintas combimesiale los parametros de la
perturbacion encontrando para todas ellas resultaddssisi 1) el sistema inicial después
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Figura 4.1: Se muestra que la densidad central presentargemecia de segundo orden
al usar dos diferentes resoluciones. Las corridas fueevadias a cabo en un dominio de
x € [0,20], z € [-20, 20] con resolucioneax = Az = 0,1,0,2. El hecho de que con la

menor resolucion la densidad central sea cuatro vecegraade que cuando la resolucion
es menor indica convergencia de segundo orden.
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Figura 4.2: En esta grafica se muestra el significado de unfagaocacion virializada. De-
bido a los errores de discretizacion al resolver el sist8fa&e introduce un error en los
calculos, entonces formalmente el sistema solo estagdizado en el limite continuo.
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Figura 4.3: Transformada de Fourier para la densidad detgspués de que la evolucion
se ha llevado a cabo. El pico principal muestra gue 0,046, lo cual coincide con el
resultado obtenido usando teoria de perturbacionedeagiaquenas [15].

de cierto tiempo se relaja y virializa, es decir alcanza tadesde equilibrio, 2)mas aln, la
configuracion inicial tiende al estado base inigighung, €sto se verifica al observar que la
masaM Y la energia total se aproximan a los respectivos valoreggea.

Los resultados que aqui se presentan son los obtenidosdelleion del estado base
perturbado con una perturbacion inicial cuyos paramsetavacteristicos tienen los valores:
ro=100,A0=A; =0,A, =0,02,0 =20,k =-2,0. La evolucion se llevo a cabo en un
dominio numérico para el cuale [0, 20], z € [-20, 20] con resoluciobmx = Az= 0,2y
la masa de la perturbacion es de alrededor @%®0la del estado base.

En la Figura 4.4 se muestra que la configuracion iniciabiies un estado de equilibrio
virializado mientras que la Figura 4.5 muestra que la eaexfal se aproxima a la del

eStadQ//ground-

4.3. Elcolapso

En esta seccion se estudia el colapso de configuracionedéracas de campo escalar
y se muestra que los estados base son atractores para diofigamaciones iniciales.

El procedimiento que se sigue para verificar que una configuranicial evoluciona
hacia un estado base y ademas determinar cual es dicho bsk&les el siguientg:Dada
la evolucion de un estado iniciglx, t) se obtiene via la Transformada de Fourier de una
cantidad fisica, por ejemplo de la densidad ceptfdla frecuencig del modo fundamental
de oscilacion del sistema. Se asume que dithsta asociada a la frecuencia caracteristica
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Figura 4.4: Se muestra la evolucion de la enrgia total réqamente el sistema esta so-
brecalentado en un principio pero después de un ciertqtieracupera la energia de la
configuracion inicial
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Figura 4.5: Relacion virial para la configuracion.



4.3. El colapso 59

de oscilacionf = /2 de un estado base perturbaggmmeqCuya perturbacion es lineal y
radial y que el sistema inicial esta evolucionando a destado perturbado. Esto es debido
a que aun para tiempos largos de evolucion numéricaal@sticial a lo mas puede tender
a un estado perturbado ya que la aproximacion de las eqescabdiscretizarlas introducen
una perturbacion intrinseca al sisterimalUna vez conocidd se puede se puede calcular
el parametro de rescalamientajue relaciona perturbed Y €l €Stado base ca(x,0) = 1.
Usando la relacion partadada por (3.9) el parametro de rescalamiento es calculamo c

A = (f/f)Y2;iii) Conociendol se pueden calcular de manera directa las cantidades para
el estado base cuyo estado perturbadggs.mes Debido a que no estamos resolviendo el
sistema continuo de ecuaciones, lo que podemos esperae ésqantidades fisicas para
¥(x,t), como su densidad centrall y su masaM,, converjan a los del estado base cuya
configuracion perturbada corresponda@ glhwrbes iv) También es necesario checar que el
estado final dg es una configuracion con simetria esférica. Definimosrams la funcion
elipticidad como la diferencia integrada entte= p(0,zt) y p% = p(x, 0,t) medida desde

el centro de masa de la configuracion. Se observo para kaslasnfiguraciones iniciales
con simetria axial que después de un cierto tiempo lai@lipid del sistema se relajaba 'y
tendia a cero en el limite continug.Finalmente se verifico que todas las configuraciones
iniciales tendieran a estados virializados.

A continuacion describiremos la evolucion de una conéigiim inicial que consiste
en un estado base mas una perturbacion con simetria Sigaliendo el procedimiento
anteriormente descrito, se encuentra el estado base diendé la configuracion inicial.
La configuracion inicial esta dada por

WX, 1) = Yground + Z:|2=oa| Y|O (4.6)

dondea, = A exp[-r?/o?] es una gausiana can= Vx? + z2 centrada en el origen, cen

y amplitud realA,. Realizamos varias corridas para diferergg o, agui presentaremos
s6lo una representativa. En todos los casos el resultagoeess| sistema completo evolu-
ciond hacia un estado base con masa considerablemengram@e que la del respectivo
Yground PEIO Menor que la de la configuracion inicial de manera qugerampo escalar

durante la evolucion.

Este comportamiento atractor de los estados base fue mhostnel caso de configura-
ciones iniciales con simetria esférica en [21] y fue nazkiren [22] por primera vez para
el caso de configuraciones iniciales no esféricas. Lodtaels que se presentan aqui son
los de la evolucion de una configuracion inicial para ld @yaun«0,0) = 2,1 =1,A =1
y o7 = 2. La masa inicial agregada al sistema es del order &% de la masa original
para el estado base y es considerablemente mayor que eroaleds perturbacion no
esférica anterior. En éste caso, a diferencia del amtenioel que la configuracion inicial
evolucion6 al estado base que se perturbd, el sistemaconh a un estado base con may-
or masa que el original perturbado. Se encuentra entoneegagte del campo escalar de
la perturbacion se fusiona @oung Y parte es emitido durante la evolucion.
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La evolucion fue llevada a cabo en un dominio numéricoxari0,12], ze [-12 12]

y resoluciones\x = Az = 0,1 y Ax = Az = 0,15 . La frecuencia fundamental result6 se
de f = 0,0983, lo cual implica un parametro de reescalamientd €€1,462. La densidad
central y la masa del estagdg asociada con ésteespecifico soM, = 3,014 yp! = 4,563.

En la Figura 4.6, se muestra el valor de la mislsecontra la densidad centra del estado

Y para las dos diferentes resoluciones anteriormente dispéles. La linea solida es la
rama de todos los estados base y se construye como se indigdikima seccion del
capitulo anterior. La cruz sobre la rama corresponde adesbhase coM,; = 3,014 y

ot =4563.

La convergencia de las cantidaddg andp! también se muestra en la Figura 4.6. La
convergencia es de segundo orden y las estrellas indicamfayaracion hacia la que el
sistema se aproxima al relajarse para cada resolucionnélisia de convergencia revela
gue ésta es de segundo orden hacia la configuracion maroada cruz. En la Figura
Fig. 4.7, se muestra que la funcion elipticidad se relaja gdnfiguracion tiende a una
COﬂfIgUFaCI(')r‘ AnfAviAaA vrvnviAllaAAdA

3.015 T T T T T T T T T T T

3.01—

3.005-

2.995—

Figura 4.6: Evolucion de la masa de la configuracion ihicantra la densidad central
especificada en el texto. Las resoluciones que se usanxon Az = 0,1 (puntos) y
Ax = Az = 0,15 (lineas cortadas). La linea soblida representa la menastados base
esféricos. Las estrellas marcan los valores a los quedieladnasa y la densidad central en
las distintas corridas. Considerando que los calculosenicos son convergentes a segundo
orden, de estas dos corridas con distintas resoluciongdiese que la configuracion en el
limite continuo es la que esta marcada con la cruz .

Como punto final en este capitulo se mostraran los resdtaltenidos al evolucionar
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una configuracion inicial axialsimétrica que no resuléawha perturbacion a un estado
base. La configuracion inicial es de la forma

w(x, 1) = 22 oA expl-r/o?]Y? (4.7)

donder = Vx2 + 72, o es el ancho de la gausianayuna amplitud real. Varias corridas
se hicieron para diferentes valores ey . Aqui se presentan los resultados para una
configuracion inicial comg = 9,0,A1 = Ao = A3 = 10yog =01 =03 =03 = 15.

La evolucion se llevb a cabo en una red numeérica para laxcad0, 12], z€ [-12,12]y

con resolucioneax = Az = 0,1 andAx = Az = 0,15. Para ésta configuracion se encon-
tro la frecuencia fundamental de= 0,128 lo cual implica un parametro de reescalamiento
A = 1,669. El valor central de la densidad y masa del estado ¢paasociado con ésta
especifical sonM, = 3,441 yp! = 7,75 respectivamente, la interseccion de dichos valores
esta marcado con una cruz en la Figura 4.8. También efigista se muestra la evolucion
de la la masaM,, contra la densidad centraf del estaday para las dos resoluciones del
dominio numérico previamente especificadas. La lindidaes la rama de todas las con-
figuraciones de estados base. Los asteriscos son las caofangs a las que el sistema se
aproxima para las distintas resoluciones y asumiendo guedoritmos empleados en los
codigos numéricos tienen convergencia de segundo oadeonfiguracion marcada con la
cruz es a la que dichas configuraciones convergen a segudedo. &n la Figura 4.9 se
muestra que el sistema evoluciona a una configuracionesifgvirializada. .

3 T T

2r — Ellipticidad |

Figura 4.7: Evolucion de la relacion viriak2+ W y la Elipticidad. Después de un tiem-
po, la configuracion inicial axialsimétrica evoluciorecka una configuracion con simetria
esférica y virializada. Las amplitudes de oscilacionadgipticidad y de la cantidad+ W

se hacen mas pequefias conforme el tiempo avanza y tiemeeo.a
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Figura 4.8: Evolucion de la densidad central y la masa pecarifiguracion inicial especifi-
cada en el texto. Usamos resolucioneage- Az = 0,1 (lineas cortadas)Ax = Az= 0,15
(puntos). La linea solida representa estados base cairmnesférica.Las estrellas mar-
can los valores a los que tienden la masa y la densidad cemirks distintas corri-
das.Considerando que los calculos numéricos son canvieg a segundo orden, de estas
dos corridas con distintas resoluciones, se infiere quelfigtmacion en el limite continuo
es la que esta marcada con la cruz.
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Figura 4.9: Monitoreo de la elipticidad y la relacion virgK + W. Se concluye que la
configuracion inicial tiende a una configuracion con srimaetsférica y virializada.






Capitulo 5

Choques frontales

En este capitulo se estudia el caso de interacciones ligsrgatre configuraciones de
campo escalar en el estado base. El codigo numérico que@eaes basicamente el mis-
mo que el del capitulo anterior puesto que para estudieaiotiones frontales de configu-
raciones esféricas es suficiente contar con un espacisiex@rico. En la primera seccibn
se describe como se construyen en general las configueadiuniales que se evolucionan
mientras que en la segunday Gltima seccion se muestraedolados de la evolucion para
distintas configuraciones especificas.

5.1. Configuraciones iniciales

Las configuraciones iniciales se construyen a partir dalesthase como los que se
encontraron en el capitulo 3 de la siguiente manig¢rse interpola la funcion de onda
de uno de los estados base en la red axialsimétrica de mgunreisu centro se encuentre
en (Qz) ii) se interpola también en la red la otra configuracion delibgo v, pero en
éste caso se centra en el punto-®), iii) se resuelve la ecuacion de Poisson para esta
configuracion. Tenemos entonces el dato inicial corredigote a dos configuraciones de
equilibrio en el estado base. En la Figura 5.1 se muestrafédiqeedensidad de dos distintos
datos iniciales a evolucionar uno de ellos consiste de dad@sbase con amplitud central
1 y separados de centro a centro una distancia de 20 y el otos d@smos estados base
pero separados una distancia de 30.

Es necesario tener especial cuidado cuak@s distinto de cero porque en este caso la
ecuacion de Schrodinger es no lineal de manera que lapggieidn de funciones de onda
gue son solucion al sistema SP por separado no son soldeilaecuacion no lineal. Con
el fin de disminuir el efecto de interferencia inicial @lecony,, descrita pok 1, ¥, >,
demandamos que esta cantidad sea del orden de presicios dal¢ulos numéricos, es
decir que sean a los mas del orden de presicion de la ihéeipo de los datos en la
red axial. Un ejemplo del téermino de interferencia paractagiguraciones iniciales del la

65
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Figura 5.1 se muestra en la Figura 5.2. En el caso en el queédasiados base se encuentran
separados de centro a centro una distancia de 20 la intecferes del orden deel- 8
mientras que cuando se encuentran a una distancia de 3@igeiancia es del orden de
le- 14.

14 1
zn =-10, z, =10 —
ol 79=-15, 79 =15 — |

0.8 -
0.6 -
04

0.2

-30 -20 20 30

Figura 5.1: perfiles de densidad de dos configuracionesiagque corresponden a estados
base con amplitud central 1 con diferentes separacionesrdea@ centro, en uno de los
datos iniciales esta distancia es de 20 mientras que eroed®tte 30. EIl momento inicial
de ambos datos iniciales es pe= 3,0.

Otro ingrediente importante del dato inicial a evolucioesrel momento en direccion
z que los estados base tengan inicialmente. En el capituim@svque la densidad de
momento lineal esta dada por la expresion

P = 50w — wow) 5.1)
entonces multiplicando el estado base= €"'¢(r) por una funciondP? y, — y,eP?
generaremos una configuracibn con momento inicial destietcero que se mueve en sen-
tido de izquierda a derecha sobre el Bjéa configuraciony, — y,e'P? se movera en-
tonces en direccion contraria a la primera. Es claro queanp, = 0, las configuraciones
se atraeran una a otra debido a la gravedad y se superpanemalgin instante. Sin em-
bargo el hecho de tener momento inicial distinto de cera hjae lo hagan en un tiempo
menor.
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ro0s | 20 =-10, 79 =10 — |
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Figura 5.2: Se muestra la interfereneia/,, ¥, > para los dos datos iniciales cuyas densi-
dades se muestran en la Figura 5.1.

5.2. Colisiones

El primer escenario que consideraremos es el que corresgoladcolision frontal de
estados base con masas iguales. En la figura 5.3 se muestirstdamtaneas de los perfiles
de densidad a lo largo del efepara la configuracion inicial cop, = 3,0y z = 15 en
el caso cuandd = 0. Lo que se encuentra es que las dos configuraciones se mueven
una hacia otra acelerandose debido al potencial gramitatentre ellas y eventualmente
se superponen, es en este momento cuando un patron deremeré se forma, después
de un tiempo una configuracion se mueve hacia la izquierdaayhacia la derecha. La
interpretacion de ésto es que las configuraciones ipEisé traspasan una a la otra. Es
claro que el perfil de densidad de ambos objetos se distaraiamredida que se encuentran
mas proximos, esto no es dificil de explicar si consideraimatea de que un estado base
esta constitudo por particulas (no autointeractuamesl €aso cuanda = 0) que se
atraen unas a otras por medio del potencial gravitacioreakglejerce entre ellas. Se tiene
entonces que los estados base son configuraciones narigidances la parte del estado
base que se encuentra mas cerca del otro estado basead’senéirfuerza gravitacional
atractiva mayor que la parte mas alejada, sufrira unaeem@bn mayor provocando la
distorsion del perfil de densidad. Después de traspadassdistribuciones se aproximan
a la frontera (localizada en = +30) y la densidad de probabilidad es absorbida por la
esponja por lo que la integral dé cae a cero. En la Figura 5.4 se muestra el patron de
interferencia que se forma alrededor al tienhpo5.

Otro experimento numérico que se llevd a cabo, fué lausioh de un dato inicial
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Figura 5.3: Instantaneas de la la evolucion de la densiégarobabilidad de dos estados
base con amplitud central A, = 0, p, = 3,0y zy = 15. Los dos estados se aproximan,
mientras la distancia entre sus maximos disminuye losl@ede distorsionan, en el mo-
mento en el que se superponen se forma un patron de intesi@rel cual se muestra en
la Figura 5.4. Tiempo después los estados se traspasanetgiat de esta configuracion
es todo el tiempo positiva de donde se deduce que el estadstatigado. Después de
un tiempo de permanecer superpuestos los estados se skastamgue alcanzan la fron-
tera donde son absorbidos por la esponja. EI dominio neméitilizado esx € [0, 30],

z € [-30,30] con resluciomx = Az = 0,125.
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Figura 5.4: Patron de interferencia formado durante lsiéol de dos configuraciones con
A =0,z =15, p, = 3,0. Las instantaneas de la densidad de esta configuracibuestran
en la Figura 5.3. Dado que los perfiles de densidad se defabtmaantes de que los objetos
colisionen no podemos decir que estos objetos son solijoaésmas es posible decir que
el comportamiento es solitbnico.

consistente de dos estados iniciales con la misma masa ytadng@ntral igual a uno, con
momento inicialp, igual a cero yA = 0. En este caso lo que se encontrd fue que ambas
configuraciones se aproximaron al centro de masas, estaesti@ del dominio numérico
y a diferencia del caso anterior no se separaron nuevanfeptetir de que se fusionaron
continuaron la evolucion como una de las configuracioniesaies que mostramos en el
capitulo anterior para un sola coonfiguracion inicialspges de un tiempo, las amplitudes
centrales de las configuraciones evolucionaron y formar@aola bola, cuya masa se
estabilizd en torno a una constante y lo mismo sucedida@enérgia. Se midio la relacion
virial y se encontrd que el sistema evoluciona a un estadalizgado. La amplitud de la
densidad central también empez6 a oscilar alrededor dalanfijo. Las instantaneas de la
evolucion de la densidad se muestran en la Figura 5.5. Uosegade la densidad central,
la masa, la energia y la relacion virial se muestran engari5.6.

Una diferencia importante entre las configuraciones queaeaonaron en el primer
caso, donde los estados base se traspasan y éste, es elsigfmergia total, en el primer
caso la energi& siempre fue positiva mientras que en el segundo la enargiadgativa.
Concluimos entonces que estos son ejemplos de evolucianassistemas no ligados y
ligados.

Se analizaron mas casos encontrando que no todas las caaoiiges iniciales cons-
truidas presentaron el mismo comportamiento, de hechocm&n que el valor total de
la energicE = K + W + | puede ser tomado como criterio para decidir si los estadses ba



70

Capitulo 5. Choques frontales
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Figura 5.5: Instantaneas de la la evolucion de la densiégarobabilidad de dos estados
base con amplitud central A,= 0, p, = 0,0 y zy = 10. Los dos estados se aproximan, y se
fusionan en el centro de la malla, y forman un solo objeto Bhido numérico utilizado
esx € [0, 30],ze [-30, 30] con resluciomx = Az = 0,1.
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Figura 5.6: Se muestra la densidad central, el NUmero décpkas, la Energi& y la
relacion virial 2E-K para la evolucion de una configuracion inicial consittean dos es-
tados base con amplitud centralAL= 0, p, = 0,0 y zy = 10. El sistema se comporta como
un estado perturbado que tiende a una configuracion deodsssé.El dominio numérico
utilizado esx € [0, 30], z € [-30, 30] con resluciom\x = Az= 0,1.

se traspasan uno al otro o se fusionan formando una sola e@dign esférica final. En
la Figura 5.7 se muestran las energias totales para désrépos de configuraciones ini-
ciales. En la figura 5.7 las energias corresponden a coadigumes iniciales con = 0.
Dos casos particulares resaltan. El primero cugndse 1,0, para ese caso la energia to-
tal inicial es grande y positiva y el sistema se comporta cefmtescrito anteriormente
conp, = 3,0, es decir, se traspasan las bolas iniciales. La energierepre positiva y se
aproxima a cero porque las configuraciones salen del domimieerico. El segundo caso
es para el que, = 0, la energia total siempre es negativa y la configuraci@l & la que
se aproxima el sistema es la de una sola configuracion. Ackrdos casos en la misma
grafica conp, = 0,75,0,71,0,7 no es claro, dentro del tiempo que toman las corridas, el
estado final al que la configuracion inicial evolucionautoco que se puede observar es
gue los perfiles de densidad se distorsionan fuertemenigéaala colision.

Con este tipo de ejemplos en los que las configuracionesliescestan formadas por
dos estados base con masa igual no es posible determinarestiros base, cuando no
terminan formando un solo objeto autogravitante, se tssspano al otro y conservan el
sentido de su movimiento a lo largo de la direcciizsto se debe a la simetria que pre-
sentan dichas configuraciones iniciales: tanto la masa @mmento lineal en los dos
semiplanoz > 0y z < 0 conservan los mismos valores para todt la evolucion. Es
necesario entonces romper ésta simetria consideramdigw@ciones iniciales que com-
prendan estados base con distintas masas.
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Figura 5.7: Energia totdt = K + W + | para diferentes parametros iniciales, todas con
A = 0 andz = 10. Las configuraciones cqn, = 2,0,1,0 empiezan a evolucionar con
valores totales de la energia grandes y positivos y muesti@portamiento solitbnico; la
energia total tiende a cero una vez que los perfiles de dehBahan a las fronteras del
dominio numérico. La configuracion cqn = 0 permanece con energia total negativa de
manera que el sistema es acotado, los dos estados basesariuspermanencen asi.
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Los casos con masas distintas tienen la ventaja de que perdigtinguir las con-
figuraciones por sus momentos lineales en la direczi@n la Figura 5.8 se muestran
las instantaneas de la evolucion de una configuraci@mainion energia inicial positiva
y A = 0,2 y cuyos estados base tienen distintas masas y por tantatastodes de sus
momentos son también distintos, se ugan= 3,0 y zy = 15. Se nota claramente que
los estados base se traspasan uno al otro aun cuando su @eldihsidad se distorsiona
ligeramente.

En la Figura 5.10 se muestra la transferencia de masa deplseimz > O alz< Oy
visceversa. Es claro que la masa se transfiere de un lado deaina manera muy eficiente.
También se muestra el valor del momento lineal en la dibeczien ambos semiplanos,
también es claro que los momentos se transfieren.

Como resultado final mostraré un estudio mas detallada dedlucion de una config-
uracion inicial que presenta energia total negativa.agfidura 5.5 se muestra el perfil de
densidad a lo largo de la direcciampara una colision en la que = 0,2z, = 10 andp, = 0O,
esto es, solo la fuerza gravitacional determina la dinardet sistema. Es posible ver que
los estados base se fusionan en una sola configuraciorraitagte y que el maximo de
su densidad permanece en el centro de masas de la configuiaicial. A medida que
transcurre el tiempo la amplitud de oscilacion de la deatsitentral se hace mas pequeia
tendiendo a estabilizarse al rededor de un valor centraitg ta masa como la energia total
tienden a un valor fijo. La relacion virial partiendo delaatero toma un valor maximo en
el momento en el que la densidad central tambén lo hace.

Para ilustrar el significado fisico de los resultados dedafa 5.5 asumiremos que la
masa de los estados base de la configuracion inicial esakibr ~ 10'*M,, y que la masa
del boson esn = 10-2%eV, estos valores nos fijan el valor dde manera que la separacion
inicial entre los estados base es del order @&b2kpc y el tiempo en el que la densidad es
maxima egcision ~ 525 ~ 8,3 x 1Pyr. La velocidad relativa maxima antes de la colision
es dev ~ 83kny/s. Estos parametros corresponden a escalas galacticaqrineipio las
escalas de tiempo son una prediccion de este modelo.
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Figura 5.8: Instantaneas de la densidad de probabilidedl@anteraccion de dos estados
base con masas distintassy= 0,2, p, = 3,0 y zo = 15. Las configuraciones muestran
comportamiento solitonico en el sentido de que se trasp&seenergia es siempre positiva
E ~ 35, hasta que las densidades llegan al las fronteras dehaomimérico. El dominio
numerico ex € [0, 30] andz € [-30, 30] con resoluciomx = Az = 0,125.
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Figura 5.9: Se muestra la transferencia de particulas gledmiplanoz < 0 alz > 0
y visceversa. La masa en cada semiplano también es masigacianfiguracion inicial
consistid en dos estados base ¢or 0,2, valores centrales respectivp®, 0) = 1,0,7 y
masadV = 2,437, 1,9383. El momento inicial fue dp, = 3,0.

Inicialmente z<0 —— |
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Figura 5.10: Se muestra la transferencia de momento paexdascion del dato inicial de
la Figura anterior.






Capitulo 6

Estrellas de Bosones relativistas

Con la experiencia adquirida en la solucion del sistemaegieémdiente del tiempo, se
explora en este capitulo la evolucion de estrellas deress¢(EB) totalmente relativistas
de la seccion 1.3. Es decir, se resuelve el sistema de eogsacilependiente del tiempo
usando métodos numéricos nuevamente. Se prueba quectm éds configuraciones de
equilibrio tienen ramas estable e inestable, como se meaailgrincipio de este trabajo y
gue la inestabilidad es de dos tipos, como sugiere la Fig@raHhsta donde conocemos,
este es el primer trabajo que presenta los dos tipos de liletdd para EB de manera
formal.

6.1. Evolucbn del espacio-tiempo

Dado que consideramos la evolucion del sistema EKG y narsoite construimos
las configuraciones de equilibrio, es necesario relajardtrioa que describe al espacio-
tiempo. Eleginos las coordenadas de Schwarzschild, ptao/es se permite que las fun-
ciones métricas dependan del tiempo:

ds = —a(r,t)?dt? + a(r, t)?dr? + r2dQ?, (6.1)

donde se ha mantenido la coordenada radial por simplicidsehdo este nuevo elemento
de linea es conveniente separar las partes real e imaguhelrcampo escalar = ¢, +
i¢,. Con el fin de tener una implementacion sencilla de las éones de evolucion, es
conveniente definir variables de primer orden para el carspalar; = 204 y ¢ = 0, ¢,
para cada = 1, 2. Con estas nuevas variables y para la métrcia (6.1), Ecé&nude Klein-
Gordon se traduce en el siguiente conjunto de ecuaciorereddiales parciales de primer
ordenemr yt:
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@
Op1 = Pt
@

O = 372

@
o = ar(aﬂl),

o
By = ar(anz), 6.2)

1 a dv
Oy = ﬁar (rzalﬂl)—aa/w%-

En términos de estas variables de primer orden las ecuecamEinstein son

d,a 1-a r

+a = 5+ E[nf + 75+ Y2+ ys + a?V] (6.3)
O 2 _ 1 ’
e _ 22,8 ey (6.4)
a r a

ata = Qr[lﬂlﬂ'l + l//zﬂ'z]. (65)

Estas ecuaciones corresponden a: la constriccion Hamaitta, la condicion de folicacion
y la constricciobn de momento respectivamente. Clarameste sistema de ecuaciones
esta sobredeterminado y es necesario escoger dos deslastiaciones como el conjunto
a ser resuelto. En este caso se elige no resolver la coistride momento (6.5) durante
la evolucion, y se decidi6 usarla solamete para monitdeeg@recision de los calculos
numericos. Por tanto, el algoritmo para la evolucion @iasn:

- usar (6.2) para evolucionar el sistema,
- después resolver (6.5) y

- usar los nuevos valores de las funciones métricas pahlacggoar nuevamente.

Para conseguir esta evolucion utilizamos una aproxiomaeri diferencias finitas de
segundo orden, como la descrita en el Capitulo 4, pero egtavale notar que solamente
hay una coordenada espacial, lo que permite implementaddiga mas sencillo que el
descrito en las secciones previas, pero Gtil para el cdéoasen condiciones de gravedad
fuerte.

Las condiciones de frontera para el campo escalar son lasd#easférica saliente en
un espacio-tiempo de Schwarzschild, que en su forma deiéouditerencial se lee:

o+ o + i /r =0, i = —m — ¢i/r, (6.6)
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paracada= 1,2. O sea, las partes real e imaginaria del campo escalar sielecan ondas
salientes por separado. Esta es una condicion de frontgyasimple que con certeza se
puede mejorar, pero que ha bastado para el presente edtadimico que se pidid a la
condicion de frontera ha sido que preserve la convergelecsagundo orden de los calculos
numericos y que esto ocurra para varios escalas de tiemgoce de una sefial a lo largo
del dominio numeérico.

6.2. Los tres posibles destinos de las Estrellas de Bosones

Con lafinalidad de mostrar los tres tipos de comportamieataslestrellas de bosones,
construimos un grafico semejante al de la Figura 1.3, pesovez indicando los compor-
tamientos esperados en cada rama de las familias de sasciBate nuevo grafico se
muestra en la Figura 6.1.

1.6

py p—

14 44 w5 Punto cg;lgg :
/ Estable O

L { Colapsa 0O

12 / Explota A

1

0.8

M (M,,;*/m)

0.6

04ff

0.2 U
0 01 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7

. @0 .

Figura 6.1: Familias de configuraciones de equilibrio pars\chlores de\. Las configu-
raciones a la izquierda del maximo son configuracioneblestacomo las configuraciones
indicadas con circulos blancos. Las configuraciones @grerculos negros y los triangu-
los negros se colapsan para formar hoyos negros, como laguwaiones indicadas con
un cuadrado blanco. Las configuraciones como los triasduiémcos explotan.

Los estados que estudiamos son representativos y se nmuestieaTabla 6.1. Ademas
estas configuraciones particulares estan indicadas egueaF6.1 con circulos, cuadrados
y triangulos blancos. Las configuraciones inestables garpan con una capa gaussiana
de campo escalar con la misma fase que el que compone a lkaadtréosones y cada
una de las configuraciones reaccionara de una maneraargtc. La perturbacion se
aplica de la siguiente manera: se aplica un perfil gaussiand#, — ¢, + gaussiana
y se resuelven la constriccion Hamiltoniana y la condialé foliacion; esto garantiza que
el dato inicial satisface las ecuaciones de Einstein; eetse procede a evolucionar el
sistema mediante el proceso mencionado arriba.
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Figura 6.2: (Arriba) Convergencia de segundo ordemm@e(a) para las configuraciones
1y 4. La linea constante indica el valor d@xa) al tiempo inicial, que es el valor que
se supone debe preservar a lo largo de la evolucion. La maveia de segundo orden a
dicho valor es un buen indicador de que la evolucion apedaltados consistentes con lo
esperado. (En medio) Transformada de Fourier del valoralatd, para las mismas con-
figuraciones. El pico aparece al vator= % Esto indica que el campo escalar oscila con
la frecuencia correcta segn las unidades reescaladiagjo})AConvergencia de segundo
orden de la norma euclidiana de la constriccion de momén) & cero; el objeto de esta
grafica es mostrar que la constriccibn de momento (que &®cuacion que no se ha re-
suelto durante la evolucién) converge al valor correctpocPara conseguir estas graficas
se usaron dos resoluciones distintas, como demanda urizaptaeonvergencia.
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Figura 6.3: (Arriba) Maximo de& y minimo dea para las configuraciones C2 y C5. Se
muestra el colapsodel lapso a cero y la divergencia,de cual indica la formacion de
un hoyo negro segln las coordenadas que se usaron. (Abajopara distintos tiempos,
donde se puede apreciar el proceso de colapso. La resolusémla esta indicada en los

graficos y el dominio espacial e [0, 30].
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Figura 6.4: (Arriba)ay a para distintos valores del tiempo para las configuraciorgeg C
C6. Claramente, la métrica evoluciona hacia una métidi@agpen coordenadas esféricas.
(En medio) Masa vs tiempo. Estas graficas indican que la estassaliendo del dominio
numerico y esta siendo emitida hacia el infinito espacialfabemos exactamente la ve-
locidad de propagacion del campo escalar). (Abajo) Vadotral del escalar de Ricci, el
cual tiende a cero, lo cual indica que en efecto la curvasteerrespondiendo a la de un
espacio-tiempo plano de manera independiente a la efedeidoordenadas. La resolucion
usada y el dominio numeérico son los que aparecen en lasagafi
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Label M M pert % ) ro A

Cl 0.620882 0. 7.66

C2 0.608758 0.60937 0.1 484 6. 0.0008
C3 0.5248 0.52537 0.1086 3.68 5. 0.0012
C4 1.390156 0. 12.27

C5 1.389544 1.39101 0.105 7.62 9. 0.0008
C6 0.9043 0.905234 0.103 5.66 7. 0.0008

Cuadro 6.1: Configuraciones usadas para presentar los ittastab tipos de compor-
tamiento. Las propiedades de la capa gaussiana que aatiogoesturbacion, y la magnitud
de la perturbacion también se indican.

La teoria predice que: las configuraciones 1y 4 deben pareamstables; las confi-
guraciones 2 y 5 deben colapsar y formar hoyos negros; fimdmias configuraciones 3
y 6 deben explotar y dispersarse.

6.2.1. Destino 1: configuraciones estables

La prueba consiste en mostrar que la hipotesis basicacemdruccion de Estrellas de
Bosones, es decir, la dependencia temporal armoénicaagaascalar y la independencia
temporal de la geometria del espacio-tiempo. Las configumeas elegidas para esta prueba
son -como se menciono arriba- las 1y 4, marcadas con cgtléncos en la Figura. 6.1.

En la parte alta de la Figura 6.2 se muestra el maximo de @dnmétricaa. Debido
al error de discretizacion, las configuraciones estarsiperturbadas permanentemente, y
por tanto la métrica aparece oscilando en el tiempo. Lo itapte por tanto es mostrar que
la amplitud de estas oscilaciones converge a cero confanesblucion aumenta, es decir,
conforme uno se aproxima al limite continuo. Esto es edgriva a pedir que el maximo de
a converga al valor de la solucion analitica, pero como nmdamos con tal, pedimos por
lo menos que converja al valor calculado cuando se corsstaugstrella de Bosones. Estas
oscilaciones han sido incluso interpretadas como osoil@si de modos cuasinormales,
gue son usualmente calculados para estrellas de fluidoscpesf Dado que al usar dos
resoluciones (una el doble de la otra) la amplitud obtenidado se usa la resolucion baja
es cuatro veces mayor que cuando se usa la alta resoluai@hiznos que la convergencia
es de segundo orden.

Una vez probado que la geometria converge a un estado deemifencia temporal
(obtenida a través del monitoreo a&Xa)), la prueba de fuego consiste en mostrar que el
campo escalar esta realmente oscilando con la frecuencecta En la parte media de la
Figura 6.2 se presenta la transformada de Fourier del vaidral dep,. El resultado indica
gue la frecuencia de oscilacion del campo escalar comelgpal valor propio calculado al
momento de construir la solucion de Estrella de Bosonewsi@ar que el tiempo ha sido
reescaladd = wt; en estas unidades, la frecuenciases 1/2r).
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Por completitud, en la parte baja de la misma Figura, se maukstonvergencia de
segundo orden de la constriccibn de momento, para lo cuedrsesado dos resoluciones.

A estas configuraciones estables no se aplica una pertanbexplicita pues consid-
eramos de mayor importancia, determinar si el campo esasdda con la frecuencia co-
rrecta, pues esto indica que el codigo numérico ha sidéeimgntado correctamente. Sin
embargo se hicieron diversos experimentos numeéricos ei$icd la estabilidad de este
tipo de configuraciones bajo perturbaciones explicitasague ha sido ya bien estudiada
(ver por ejemplo [9]).

6.2.2. Destino 2: configuraciones inestables ligadas

Estas son las configuraciones d&&n< 0, por lo que se espera que estas configuraciones
colapsen. Para este segundo caso elegimos las configuas@igrb, que presentan energia
de amarre negativa. En principio el error de discretiza@é suficiente para lograr que
configuraciones de este tipo colapsen. Sin embargo, con defiograr un colapso en
una simulacibn mas corta usamos una perturbacion éeptie perfil gaussiano, cuyas
propiedades aparecen en la Tabla 6.1. Vale notar que lareégaussiana aumenta la masa
de la configuracion inicial.

Los resultados de la evolucion aparecen resumidos en lad=3, donde se muestran
instantaneas dey dea; de hecho el lapso colapsa a cero en la region donde se egfera
esta cubierta por un horizonte aparente, y la funcionioe& comienza a diverger debido
al uso de coordenadas de Schwarzschild. En estas coordenadaorizonte aparente se
forma cuando el lapso es suficientemente cercano a cerom®iargo, es sencillo usar dis-
tintas coordenadas que permiten calcular la posicionamascilaciones de un horizonte
aparente. Un analisis completo de un caso, en el cual m@lborizonte de eventos es
calculado para el colapso de una configuracion que cola&sacsientra en [11].

6.2.3. Destino 3: configuraciones inestable no ligadas

En este caso la energia de amarre es positiva, lo que ingkcaaes necesario imprimir
trabajo para desensamblar la configuracion. Este es urgcasapenas se menciona en la
literatura, y solamente se indica cual ha de ser el compdgteo final, y parece ser que
esta Tesis es el primer documento donde se estudian estetipanfiguraciones, aparte
del caso aislado de [11].

En este caso se procede de la misma manera que en el casoraptirinbien la per-
turbacion aumenta la masa de la configuracion de equilide modo que incluso agregar
masa al sistema activa la explosion de este tipo de conigunes.

En la Figura 6.4 se muestran los resultados obtenidos delacsn de las configura-
ciones C3y C6 y lo que ocurre es lo siguiente: i) las funcianéfricasay a se vuelven
constantes después de un tiempo finito, ii) la funcibn deamkecrece a cero durante una
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escala de tiempo semejante, y iii) el valor central del eschd Ricci tiende a cero también,
como es de esperarse para un espacio-tiempo plano.

Cabe resaltar que agregar particulas al sistema no haadmlai naturaleza explosiva
de este tipo de configuraciones.






Capitulo 7

Conclusiones y Perspectivas

La lista de resultados originales obtenidos en este tratejesis, sus implicaciones y
extenciones posibles aparecen a continuacion.

- El formalismo Postnewtoniano fue Gtil para demostrar ganesl limite de campo
gravitacional débil y campo escalar no relativista, lasaetones de Einstein Klein-
Gordon se reducen a las de Schrodinger-Poisson, y parér @gfieste régimen, sin
ambiguedades, las cantidades fisicas de configuracarnegravitantes y autointe-
ractuantes de campo escalar. Esto es importante porquasdieimtidades son las
“observables” potenciales de objetos astrofisicos fomegor campos escalares.

- Se demostrd que, en el limite Newtoniano, los estadassmasestables no solamente
bajo perturbaciones radiales cono se indica en [21], smbiten ante pertrubaciones
con simetria axial. Resultaria interesante verificag estultado en el contexto rela-
tivista y generalizar los estudios plasmados en [25].

- Otro resultado importante que se desprende de este tralsajoie distribuciones de
campo escalar arbitrarias al evolucionar terminan forrnaesiados base. El punto
anterior y éste hacen mas factible que objetos del tiposledtados base existan en
la Naturaleza puesto que demuestran que serian estatdgsesturbaciones menos
restrictivas que las radiales y que pordrian ser formadosgbredensidades de ma-
teria escalar mas generales.

- Elcomportamiento solitbnico de los estados base es unategistica muy especifica
de los objetos formados por campos escalares y puede senahetete para verificar
su existencia. Esta caracteristica puede ser una sefiieufgErque aporte evidencia
de que la materia oscura en el Universo es de naturalezaegail

- El patron de interferencia formado en el choque de doslesthase también es una
caracteristica Unica de la dinamica de estos estaddensing” gravitacional gene-
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rado por este patron podria confirmar la existencia degaw#tiones autogravitantes
de campo escalar.

En el régimen relativista se analiz6 la estabilidad dedatrellas de bosones. Se
present6 por primera vez la fision de una estrella de besmmao una propiedad de
un conjunto de soluciones de estrella de bosones con urgi&deramarre con signo
dado [30]. Se arguye que el mecanismo por el cual las estadldosones son esta-
bles es el principio de incertidumbre, a diferencia de lagkas de fermiones donde
la presion hacia afuera es ejercida por la degeneracitosdermiones. Esta es una
opinidn que no ha sido mostrada con detalle y aqui damosneéppaso. Las con-
figuraciones que explotan aportan luz en esta direccitigugoson tan compactas,
0 sea, tan localizadas, que en efecto, es posible pensaeda guergia cinética de
esas configuraciones es enorme.

Las lineas de estudio de estrellas de bosones mas astivéas siguientes: las estre-
llas de bosones como fuentes de ondas gravitacionales/[Ris ,conjuntos binarios
de estrellas de bosones [26]. Con las herramientas apeendiu este trabajo, en
combinacion con las desarrolladas en [11], es posibleiboitten estas lineas de in-
vestigacion. Sin embargo, es tentador determinar si teslles de bosones se pueden
formar mediante un proceso de colapso, cuales son las comescde ener-

gia cinética versus potencial para que se formen, y cisaledas restricciones de
estos parametros fisicos que corresponden a confignexcexplosivas que a todas
luces nunca podrian formarse.
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