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Agradezco al Instituto de Fı́sica y Matemáticas de la Universidad Michoacana de San
Nicolás de Hidalgo por haberme permitido usar sus instalaciones para realizar parte de
mis estudios de Doctorado.

Quiero agradecer también a mis profesores y amigos tanto del CINVESTAV como del Ins-
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Abstract

The existence of stable and regular solutions to the Einstein Klein-Gordon (EKG) equa-
tions suggest that self-gravitating objects formed by scalar fields can be astrophysically
relevant. The study of gravitational interactions betweenthis type of objects and between
these and baryonic matter turns out indispensable in order to confirm its existence in the
nature.

In the present work we study, using numerical tools, the dynamics of these objects.
In the relativistic context, when perturbed, the spherically symmetric field configurations
present two types of generic behavior: they can be stable or unstable.

On the other hand, in the regime of weak gravity and non-relativistic fields in which the
EKG equations are reduced to those of Schrödinger-Poisson, we found that the stable states
are stable not only under radial perturbations, but also under non-radial perturbations and
that they turn out to be attractors for non-spherical initial configurations of scalar field. We
also present the head-on encounter of stable states. Our results indicate that these configu-
rations can present a solitonic type behavior or they can merge and evolve towards a stable
configuration depending on the initial energy of the system.

Within the framework of the Scalar Field Dark Matter model our results suggesti) that
structures as galactic halos tolerate also non-radial perturbationsii ) that scalar field dark
matter strutures can be formed by dark matter overdensitieswith arbitrary symmetry and
iii ) that the behavior of the scalar field dark matter in galaxiesclusters is compatible with
the behavior of the dark matter that is inferred from the encounter of the Bullet cluster
merger.
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Resumen
La existencia de soluciones estables y regulares a las ecuaciones de Einstein Klein-

Gordon (EKG) sugieren que objetos autogravitantes formados por campos escalares pueden
ser astrofisicamente relevantes. El estudio de la interacción gravitacional entre varios obje-
tos de este tipo y de éstos con materia compuesta por bariones resulta indispensable para
poder confirmar su existencia en la naturaleza.

En el presente trabajo se estudia, utilizando herramientasnuméricas, la dinámica de
dichos objetos. En el contexto relativista las configuraciones de campo escalar con simetrı́a
esférica al ser perturbadas radialmente presentan dos tipos de comportamientos genéricos:
pueden ser estables o inestables.

Por otra parte, en el régimen de gravedad débil y campos escalares no relativistas, en el
cual las ecuaciones de EKG se reducen a las de Schrödinger-Poisson, encontramos que los
estados estables ante perturbaciones radiales también loson ante perturbaciones no radiales
y que éstos resultan ser atractores para configuraciones iniciales no esféricas de campo
escalar. Además estudiamos encuentros frontales de estados estables. Nuestros resultados
indican que estas configuraciones pueden presentar un comportamiento tipo solitónico o
fusionarse y evolucionar hacia una configuración estable dependiendo de la energı́a inicial
del sistema.

En el marco del Modelo de Materia Oscura Escalar nuestros resultados sugiereni) que
estructuras como los halos galácticos toleran también perturbaciones no radialesii ) que no
existen restricciones respecto a la simetrı́a de las sobredensidades de materia oscura escalar
para formar estructurasiii ) que el comportamiento de la materia oscura escalar en cúmulos
de galaxias es compatible con el que se infiere a partir del choque del Bullet cluster.
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Caṕıtulo 1

Introducci ón

Las ecuaciones de Einstein Klein-Gordon (EKG), que representan un campo escalar
complejo acoplado a la gravedad -tanto en su versión de relatividad general como newtoniana-
tienen soluciones completamente regulares, estáticas, sin horizontes y estables, las llamadas
estrellas de bosones, que por su naturaleza estable y estática pueden tener relevancia as-
trofı́sica. Ya sea que estén relacionadas con las estructuras de Materia Oscura, en el con-
texto de los modelos de Materia Oscura Escalar o en general que pudieran estar formadas
por alguno de los diversos campos escalares que las extensiones al Modelo Estándar de
partı́culas o las teorı́as de unificación predicen; su estudio resulta necesario para deter-
minar las que podrı́an ser señales inequı́vocas de su existencia o bien determinar que su
existencia es definitivamente imposible.

En este trabajo estudiamos la dinámica de campos escalaresautogravitantes tanto en el
marco de Relatividad General como en el régimen de gravedaddébil y campos no relativis-
tas. Debido a la complejidad del sistema de ecuaciones diferenciales parciales a resolver,
fue necesario implementar códigos numéricos capaces de proveer la información buscada
para realizar las investigaciones necesarias.

Como presentación de este trabajo, decidimos explorar el contexto en que los resul-
tados tienen impacto importante. Para ello hemos dispuestode la organización descrita a
continuación. Se decidió presentar a modo de introducci´on aquellos temas bien conocidos
y el estado del arte de estos, y dejamos para los capı́tulos siguientes todos los resultados en
los que este trabajo ha tenido una contribución novedosa.

En este primer capı́tulo abordamos la pregunta, difı́cil deresponder, acerca de la exis-
tencia de campos escalares fundamentales en la naturaleza,describimos después, las prin-
cipales caracterı́sticas del Modelo de Materia Oscura Escalar el cual, debido a su éxito a
escalas cosmológicas, resulta un marco estimulante para investigar si las configuraciones
escalares autogravitantes, en el régimen de gravedad débil estarı́an relacionadas con es-
tructuras como halos galácticos de materia oscura. Finalmente hacemos una revisión de la
manera en que se construyen las soluciones a las ecuaciones de EKG con simetı́a esférica
conocidas como Estrellas de Bosones. Además describimos el comportamiento de éstas
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12 Caṕıtulo 1. Introducci ón

ante perturbaciones radiales.
En el capı́tulo dos se derivan con detalle las ecuaciones de Schödinger-Poisson (SP)

como aproximación en el lı́mite de gravedad debil y campos escalares no relativistas de
las ecuaciones de EKG. En el caso de que la autointeracción entre los bosones se tome en
cuenta, la ecuación de Schrödinger se convierte en una ecuación del tipo Gross-Pitaevskii
para condensados de Bose. A pesar de que en la literatura se reconozca el sistema de SP
como el lı́mite newtoniano de las ecuaciones de EKG, la literatura conocida no provee
ésta derivación de manera formal, completa y rigurosa, por ello este capı́tulo es novedoso;
además se definen propiamente las cantidades fı́sicas que son observables del sistema, los
posibles escalamientos de los sistemas de ecuaciones resultantes, etc.

En el capı́tulo tres se describe la manera de obtener soluciones estacionarias de las
ecuaciones de SP con simetrı́a esférica que dan origen a configuraciones que se sabe son
sistemas virializados y estables ante perturbaciones radiales, llamados estados base. Los
principales resultados de este trabajo de investigación se presentan en los dos capı́tulos fi-
nales. En el capı́tulo cuatro se estudia la evolución de losestados base ante perturbaciones
con simetrı́a axial, se muestra que también son estables bajo este tipo de perturbaciones
más generales. Mas aún se estudia la evolución de configuraciones iniciales axialsimétric-
as, en este caso encontramos que los estados base son atractores de dichas configuraciones
iniciales. Durante la evolución arrojan campo escalar perdiendo la simetrı́a axial, su ener-
gı́a cinética disminuye y tienden a estados virializados.En el capı́tulo cinco se reportan
los resultados de la evolución del choque frontal de dos configuraciones que inicialmente
corresponden a estados base. Mostramos que la energı́a inicial del sistema determina si la
configuración corresponde a un sistema ligado o no. Si la energı́a es positiva el sistema no
es ligado y las configuraciones se comportan como si fuesen solitones traspasándose uno
al otro y continuando su camino. Cuando la energı́a total es negativa los dos estados base
forman un sistema ligado y terminan formando un solo estado base, sin embargo depen-
diendo del momento inicial de las configuraciones antes de fusionarse pueden traspasarse
al menos una vez. El comportamiento tipo solitónico presentado en el caso de encuentros
frontales entre estados base definitivamente no es posible en el caso de configuraciones au-
togravitántes de materia ordinaria, a pesar de que se observa en simulaciones de n-cuerpos
que se pueden traspasarse, pero no se obtiene la propiedad fundamental de los solitones: su
perfil de densidad no cambia a pesar de sufrir interacciones con otros solitones. Este tipo
de comportamiento ha sido obervado en la colisión de dos cúmulos de galaxias y en par-
ticular este resultado de nuestro trabajo apoya de manera importante el impacto potencial
del modelo de materia oscura escalar en esta y otras observaciones. Una de éstas que aún
no ha sido bien confirmada por distintos grupos de astrónomos pero que ha sido observada,
es la formación de patrones de interferencia de materia oscura; este resultado es de lo mas
impactante, pues resulta que al momento de la colisión de nuestras estructuras (en el caso
de configuraciones que se traspasan) se forma un patrón de interferencia que podrı́a estar
asociado al tipo de materia oscura.

En el capı́tulo seis se presenta la evolución de las configuraciones totalmente relativistas
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de estrellas de bosones con simetrı́a esférica. Se determinan los destinos dinámicos de las
estrellas de bosones, que son:i) las estrellas de bosones son estables y de larga vida,ii ) se
colapsan y forman un hoyo negro,iii ) explotan y dejan tras de sı́ un espacio-tiempo plano.

Finalmente, en el capı́tulo siete, se presentan las conclusiones y perspectivas de este
trabajo.

1.1. ¿Campos Escalares Fundamentales en la Naturaleza?

Los últimos cien años han sido espectaculares en el avancede la Fı́sica. Surgió la Teorı́a
de la relatividad tanto especial como general. Además surgió la mecánica cuántica. Ambas
teorı́as modificaron nuestra visión del universo. La mecánica cuántica cambió nuestra pers-
pectiva de lo muy pequeño, mientras que la relatividad general, apoyada en observaciones
astronómicas, dio una nueva imagen del Universo a grandes escalas.

Los viejos esquemas son renovados continuamente. Hablar delo fundamentaldebe
estar ı́ntimamente ligado a una etapa histórica determinada. Por ejemplo, en 1932, la natu-
raleza estaba formada por tres ladrillos “fundamentales”:el protón, el neutrón y el electrón.
Pero el descubrimiento de nuevas partı́culas en los rayos c´osmicos y en los nuevos acele-
radores de partı́culas construidos en Stanford y en la Unión Sovietica mostraron que no
eran suficientes el protón y el neutrón para explicar la gran cantidad de nuevas partı́culas
ahı́ descubiertas.

Tuvieron que pasar otros treinta años para establecer un nuevo esquema que actual-
mente conocemos como el Modelo Estándar de las Partı́culasElementales. Este modelo
contiene doce partı́culas con espı́n semi-enterofundamentales: seis quarks y seis leptones
(con sus correspondientes anti-partı́culas). Los primeros tienen carga eléctrica fraccionaria
(en unidades de la carga del electrón), y se unen en combinaciones de dos quarks, los llama-
dos mesones, o en combinaciones de tres, llamados bariones.Los leptones son el electrón,
el muón y el tau. Todos tiene la misma carga y sólo se distinguen por sus masas. Existen
además tres leptones más llamados neutrinos: el neutrinodel electrón, el neutrino del muón
y el del tau.

Las interacciones entre estos bloques se da por medio de otras partı́culas, una especie de
mensajeros de las fuerzas y he aquı́ otra vez el término fundamental, al denominar a estas
interacciones como interacciones fundamentales. Estas fuerzas o interacciones son cuatro:
la electromagnética, la interacción fuerte y la débil, además de la interacción gravitacional.
Los mediadores de dichas interacciones son el fotón, los gluones y los bosones W y Z
respectivamente. Para la gravedad no hay todavı́a una formulación en la cual exista un
bosón de norma que propague esta interacción, aunque el nombre asociado a dicha partı́cula
hipotética es de uso común: el gravitón.

Sin embargo, el modelo estándar necesita de un ingredientemás para que sea predictivo
y se ajuste a la realidad. Se trata de una partı́cula con espı́n cero y se le conoce como bosón
de Higgs. Dicho ingrediente se encarga de darle masa a todas las demás partı́culas. Lo
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anterior se logra por medio de un mecanismo conocido como rompimiento espontáneo de
la simetrı́a. El bosón de Higgs es por lo tanto, a las escalasde energı́a actuales, la única
partı́cula escalar que se considera fundamental. El peque˜no inconveniente es que esta pieza
necesaria en el modelo no se ha observado experimentalmentey se espera que sea inestable.

El Modelo Estándar ha sido probado y es hasta ahora el modelomás exitoso hecho
por el hombre. Las pruebas de precisión a las que se ha sometido lo colocan en esa cate-
gorı́a. En algunos casos reproduciendo hasta con once cifras significativas el valor medido
experimentalmente. Sin embargo, aunado al hecho de que el bosón de Higgs no ha sido
observado, se encuentra el hecho de que el modelo estándar tiene demasiados parámetros
libres, muchos de ellos ligados a esta partı́cula escalar. Por otra parte, a los neutrinos se
les consideraba sin masa en el Modelo estándar, pero la medición del flujo de neutrinos
provenientes del Sol, de reactores y neutrinos atmosféricos conducen a pensar que los neu-
trinos son masivos. Todo lo anterior nos lleva a suponer que debe haber Fı́sica más allá del
modelo estándar.

La mayorı́a de las extensiones al Modelo Estándar (Teorı́as super-simétricas, Teorı́as de
gran unificación, Cuerdas, etc.) involucran otro tipo de partı́culas escalares fundamentales
además del Higgs.

Por si fuera poco, esas extensiones actualmente no sólo tienen la motivación teórica,
sino además una impresionante motivación experimental que proviene de Cosmologı́a y ob-
servaciones astronómicas: toda la materia descrita por elModelo Estándar de las Partı́culas
elementales no es suficiente para explicar la expansión acelerada del universo, ni para ex-
plicar los fenómenos asociados a la materia oscura, en particular a escala galáctica, donde
las curvas de rotación del gas galáctico requiere de la existencia de un tipo de materia masi-
va que interactúe tan debilmente con la materia ordinaria que no ha sido posible determinar
su naturaleza mediante el uso de detectores ordinarios.

Esto nos lleva a una conclusión muy estimulante: pueden existir más partı́culas exóticas,
entre ellas, partı́culas bosónicas representadas por campos escalares que sean fundamen-
tales en la naturaleza, además del bosón de Higgs. Y éstaspueden formar lo que se conoce
actualmente como Materia Oscura y Energı́a Oscura. El modelo mejor estudiado hasta el
momento, que propone partı́culas que pueden fiungir como materia oscura es el modelo
supersimétrico de partı́culas, que es una extensión del Modelo Estándar.

Hasta el momento, ninguna partı́cula escalar fundamental (en el sentido ya explicado)
ha sido observada. Sin embargo, esta situación puede cambiar rapidamente porque dentro
de muy poco un nuevo acelerador de protones, el LHC, entraráen funcionamiento y dadas
sus caracterı́sticas el Higgs podrı́a ser observado. Es justo mencionar que las escalas de e-
ner gı́a asociadas a nuevos experimentos, podrı́an determinar si las partı́culas supersimétri-
cas existen y pueden jugar el papel de energı́a oscura. En este trabajo la inclincación es por
extensiones de los modelos actuales que promueven la existencia de partı́culas bosónicas
que puedan representarse con campos escalares.

La posibilidad de que las nuevas observaciones astronómicas puedan confirmar o descar-
tar los distintos modelos cosmológicos entre los que se encuentran algunos que tienen por
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ingrediente fundamental a partı́culas escalares, es cada dı́a mas cercana. En la siguiente
sección describiremos más detenidamente el escenario cuya hipótesis es que partı́culas
bosónicas componen a la materia oscura y el cual explica exitosamente fenómenos a escala
cósmica bajo esta hipótesis; el modelo que se conoce como Modelo de Materia Oscura
Escalar.

1.2. Modelo de Materia Oscura Escalar

El modelo de materia oscura escalar (SFDMM por sus siglas en inglés) propone que la
materia oscura es de naturaleza escalar, asumiendo que su tensor de energı́a-impulso es el
de un campo escalar real

Tµν = Φ,µΦ,ν −
1
2

gµν (Φ,σΦ,σ +2V(Φ)) (1.1)

cuyo potencial está dado por

V(Φ) =
m2
Φ

8πGλ2

[

cosh
(√

8πGλΦ
)

− 1
]

(1.2)

en unidades donde~ = c = 1. λ y mΦ son los parámetros libres del modelo y la última
es reconocida como la masa de las partı́culas de espı́n cero asociadas al campo escalar.
En realidad para hacer compatible la idea de partı́culas escalares con este campo escalar
clásico es necesario suponer que el tensor de energı́a-impulso (ec. 1.1) que aparece en el
lado derecho de las ecuaciones de Einstein es el valor de expectación del operador cuantico
T̂µν, (éste operador resulta de considerar al campoΦ̂ com un operador cuántico) es decir,
que estamos trabajando en una aproximación semiclásica.En este modelo además el campo
escalar está mı́nimamente acoplado a la gravedad.

Para reproducir las observaciones más importantes y contundentes a escalas cosmológi-
cas de la existencia de la materia oscura, dichos parámetros han sido fijados a los valores
siguientes:

mΦ ∼ 10−23eV

λ ∼ 20 . (1.3)

En especial el valormΦ es tal que en éste modelo las estructuras más pequeñas que1/mΦ ∼
10pc no se puedan formar. En el modelo estándar cosmológico, conocido comoΛCDM,
donde no se supone la naturaleza de la materia oscura, pero seasume que las partı́culas
de materia oscura son puntuales, resulta que la predicciónde estructuras pequeñas es más
abundante que lo observado; en este sentido, el SFDMM resulta consistente con las ob-
servaciones al costo de fijar los parámetros de la teorı́a, de modo que no hay parámetros
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libres. Tenemos entonces que el modelo SFDMM es exitoso a escalas cosmológicas [1],
y resulta muy interesante entonces responder si lo es tambi´en a escalas astrofı́sicas. Por
ejemplo, analizar si este tipo de materia oscura puede formar estructuras cuyas caracterı́sti-
cas correspondan a las asociadas a los halos de materia oscura galácticos. Resulta natural
pensar que estos halos son objetos los cuales a primera aproximación pueden tratarse como
objetos newtonianos. Entonces resultarı́a útil estudiarlas ecuaciones de Einstein acopladas
a la ecuación de la dinámica del campo escalar en el lı́mitenewtoniano. Resulta ser que en
éste lı́mite dichas ecuaciones son bien aproximadas por elsistema Schrödinger–Poisson.

El problema interesante será reproducir el comportamiento de la materia oscura a es-
calas galácticas utilizando este modelo con los mismos parámetros fijados utilizando datos
cosmológicos. Una de las motivaciones para realizar el presente trabajo doctoral es abordar
dicho problema. Ha habido avances significativos en simetr´ıa esférica, donde se ha mostra-
do que las escalas de tiempo de relajación y virializaciónde sobredensidades que colapsan
son consistentes con las observaciones, tanto para estructuras galácticas como estructuras
mayores [2]. Ha quedado claro que la materia oscura escalar forma estructuras estables y
virializadas, que mimifican halos galácticos observados.Pero es preciso generalizar estos
resultados y estudiar el colapso de sobredensidades de materia oscura con simetrı́as mas
generales que la esférica, o sea es necesario verificar que distribuciones con simetrı́a arbi-
traria de campo escalar evolucionen de tal manera que formendichos objetos estables. Es
claro que será necesario que el perfil de densidad materia deestas estructuras sea tal, que
ayude a explicar el comportamiento observado de las curvas de rotación.

Como ventajas adicionales del SFDMM sobre el Modelo de materia oscura Frı́a con
constante cosmológica (ΛCDM) podemos mencionar que debido al valor pequeño demΦ
el perfil de densidad de las estructuras (galaxias, cúmulos, etc.) es suave en el origen pues
1/mΦ es grande, lo que está de acuerdo con lo que se infiere de las observaciones de las
curvas de rotación [3], a diferencia de las predicciones del modelo que asume que la materia
oscura es representada por partı́culas puntuales.

A continuación describiremos otro tipo de objetos que pueden tener relevancia as-
trofı́sica los cuales están formados por campos escalarescomplejos, las Estrellas de Bosones.

1.3. Estrellas de Bosones

Las estrellas de bosones (EB) son soluciones de las ecuaciones de Einstein cuya ma-
teria es un campo escalar complejo autogravitante, son soluciones localizadas del sistema
de ecuaciones acopladas Einstein Klein-Gordon (EKG) y dependiendo del potencial para el
campo escalar existe una clasificación de las configuraciones obtenidas. En este trabajo nos
referimos a las estrellas de bosones como aquellas con un potencial del tipom2|Φ|2+λ|Φ|4/2
dondemes la masa del campo escalar complejo yλ es el parámetro de autointeracción [4].
Estas soluciones del sistema EKG se obtienen asumiendo simetrı́a esférica, un campo es-
calar armónicoΦ(r, t) = φ(r)exp[−iωt] y condiciones de regularidad en el origen y de
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planitud asintótica para el espacio-tiempo. El espacio-tiempo, dada la forma funcional del
campo escalar resulta ser estático. Mas aún, las soluciones de esta manera construidas, lla-
madas también configuraciones de equilibrio, son completamente regulares y no presentan
horizontes de sucesos.

La estabilidad de las EB ha sido estudiada, bajo distintos m´etodos: usando perturba-
ciones radiales infinitesimales [5], [6], [7] y [8] y también bajo perturbaciones radiales
masivas en distintas geometrı́as y para diferentes valoresdeλ [9], [10] y [11]. Lo que se
encuentra es que existen configuraciones de equilibrio estables ante perturbaciones radiales
tanto con materia o sin ella y también configuraciones de equilibrio que ante este tipo de
perturbaciones o bien migran hacia una configuración estable, colapsan gravitacionalmente
a configuraciones con horizontes de sucesos o se dispersan.

1.3.1. Las ecuaciones

La acción que da lugar a las EB es la de un campo escalar complejo autogravitante y
con autointeracción de la forma

I =
c4

16πG

∫

d4x
√
−gR−

∫

d4x[
√
−g

1
2

(~2gµν∂µΦ∂νΦ
∗ +m2c2|Φ|2 +

λ

2
|Φ|4)], (1.4)

de esta acción se obtienen las ecuaciones de campo

Gµν =
8πG
c4

Tµν, (1.5)

con el tensor de energı́a-impulso dado por

Tµν =
2
√
−g

δ

δgµν
[LM ] (1.6)

=
1
2
~

2(∂µΦ∂νΦ
∗ + ∂µΦ

∗∂νΦ) − 1
2

gµν(~
2gαβ∂αΦ∂βΦ

∗ +m2c2|Φ|2 + λ
2
|Φ|4),

donde el Lagrangiano de materiaLM es la expresión entre corchetes cuadrados de (1.4).
La dinámica del campo escalar complejoΦ está dada por las ecuaciones de Klein-Gordon
(KG)

(

� −
λ

~2
|Φ|2 −

m2c2

~2

)

Φ = 0 (1.7)

(

� − λ

~2
|Φ|2 − m2c2

~2

)

Φ∗ = 0, (1.8)

con el operador dalambertiano dado por� = (1/
√−g)∂µ[

√−ggµν∂ν]. A diferencia de las
estrellas modeladas con un tensor de energı́a-impluso de fluido perfecto, para las EB no se
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especifica una ecuación de estado; la interacción de las partı́culas materiales está toda con-
tenida en la acción. Por lo tanto, una vez que las condiciones de frontera y las condiciones
iniciales estén determinadas, las ecuaciones (1.5), (1.7) y (1.8) determinan completamente,
hasta una elección de norma, la métrica yΦ.

Por último, debido a que la acción es invariante ante un cambio de fase constanteΦ→
Φeiσ existe una corriente de Noetherjν y su correspondiente carga conservada, el número
de partı́culasN:

jν =
i~
2c

√
−ggνµ(Φ∗∂µΦ −Φ∂µΦ∗), N =

∫

j0d3x. (1.9)

1.3.2. Configuraciones de Equilibrio

Las configuraciones de equilibrio son soluciones de las ecuaciones (1.5) y (1.7) para
un espacio-tiempo estático y con simetrı́a esférica. Soluciones de este tipo se obtienen si el
campo escalar es de la forma

Φ(r, t) = φ(r)exp[−iωt]. (1.10)

En coordenadas de Schwarschild, el elemento de lı́nea para un espacio-tiempo estático con
simetrı́a esférica se escribe

ds2 = −α2dt2 + a2dr2 + r2(dθ2 + sen2θdϕ2) (1.11)

dondea y α son funciones de la coordenada radialr. En lo que resta de este capı́tulo
utilizaremos unidades en las quec = ~ = 1. Con estas condiciones de simetrı́a las ecua-
ciones de Einstein por resolver son la componente{tt}, correspondiente a la constricción
Hamiltoniana, y la componente{rr }. Estas ecuaciones se pueden escribir como ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden paraa y α respectivamente. Además, para obten-
er el comportamiento deφ hay que resolver la ecuación de KG. Antes de resolver estas
ecuaciones se introducen las nuevas variables adimensionales

r̄ = mr t̄ = ωt φ̄ =
√

4πGφ ᾱ = α
m
ω

Λ =
λ

m24πG
, (1.12)
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en términos de estas variables el conjunto de ecuaciones a resolver es el siguiente

σ = φ̄′

σ′ = φ̄

(

a′

a
− ᾱ

′

ᾱ
− 2

r̄

)

− φ̄a2

ᾱ2
+ a2(1+ Λφ̄2)φ̄

a′

a
=

1− a2

2r̄
+

r̄
2

[

φ̄2 a2

ᾱ2
+ σ2 + a2(φ̄2 +

1
2
Λφ̄4)

]

ᾱ′

ᾱ
=

a2 − 1
r̄
+

a′

a
− r̄a2φ̄2(1+

1
2
Λφ̄2). (1.13)

Buscamos soluciones que sean regulares en el origen y que representen un objeto aislado.
La primera caracterı́stica se obtiene exigiendo quea(r̄ = 0) = 1 y que todas las otras
cantidades sean finitas en ¯r = 0; para la segunda se necesita queφ̄(r̄ → ∞) = 0. En r̄ = 0
se elige arbitrariamente el valor central del campo escalarφ̄(r̄ = 0) = φ̄0 (lo cual equivale
en las estrellas de fluidos perfectos a elegir la densidad central) mientras que su derivada la
elegimos cero para que sea suave en el origen. Tenemos entonces un problema de valores
a la frontera en dos puntos ya que en ¯r = 0 conocemos todos los valores de las funciones
excepto el de ¯α mientras que en la otra frontera tenemos la condiciónφ̄(r̄ → ∞) = 0. Este
tipo de condiciones en las fronteras define un problema de eigenvalores donde el eigenvalor
ω toma diferentes valores, dadosφ̄0 y Λ fijos, según el valor que tome ¯α(r̄ = 0).

Para cadāφ0 y Λ fijos se encuentra un conjunto de soluciones{φ̄i(r̄), ai(r̄), ᾱi(r̄)} con
{i = 0, 1, 2...} las cuales en ¯r = 0 se diferencian por el valor de ¯αi(0). Estas soluciones
tienen la caracterı́stica de que lāφi(r̄) tiene i nodos en la dirección radial. El valor deω
para cada solucióni-ésimadel campo escalar (1.10) se encuentra a partir de la definici´on
de ᾱ dada en (1.12). Debido a la simetrı́a esférica y a que estamos modelando un objeto
aislado, lejos de la fuente el espacio-tiempo debe aproximarse asintóticamente al espacio-
tiempo de Minkowski, lo cual implicaα(r → ∞) = 1 de manera que de la definición para
ᾱ se obtiene queωi = m/ᾱ(r̄ → ∞). Se encuentra que 0< ωi < m y ωi < ω j parai < j.
Tenemos que precisar que estas ecuaciones las resolvimos numericamente empleando un
dominio espacial finito con fronteras ¯r = 0 y r̄ = r̄max; las condiciones de frontera, para
las funciones en ¯r → ∞, se exigen entonces en ¯r = r̄max. Las dos caracterı́sticas deωi,
0 < ωi < m y ωi < ω j parai < j ,se pueden corroborar para los casos en quei = 0 e i = 1
usando los valores de (¯α2)i(r̄max) parai = 0, 1 que se muestran en la figura 1.2.

En la figura 1.1 se muestran las funciones radiales con cero y un nodosφ̄0(r̄) y φ̄1(r̄).
El valor central del campo escalar que se eligió esφ̄0 = 0,1 y para el parámetro de autoint-
eracción reescaladoΛ = 0. En la figura 1.2 se muestran las funciones métricasa0, ᾱ0 y a1,
ᾱ1.

Resumiendo, para cada conjunto de valoresφ0, λ y m fijos se encuentra una familia de
soluciones{Φi(φi, ωi), αi , ai}. En especial, se dice que la estrella de bosones, cuya configu-
ración de campo escalar corresponde aΦi coni = 0, es una estrella de bosones en el estado
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Figura 1.1: Funciones radiales̄φ0(r̄) y φ̄1(r̄) con cero y un nodos correspondientes a dos
configuraciones de equilibrio conΛ = 1 y φ̄0 = 0,1.
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Figura 1.2: Funciones métricas de dos configuraciones de equilibrio conΛ = 1 y φ̄0 = 0,1
cuyas funciones radiales̄φ0(r̄) y φ̄1(r̄) semuestran en la figura 1.1
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base mientras que las configuraciones coni > 0 son configuraciones excitadas. Esto es de-
bido a queφ0 no tiene nodos en la dirección radial y a queω0 (que en unidades fı́sicas tiene
unidades de enrgı́a) es el menor de losωi. Veremos en la siguiente sección que mietras las
estrellas de bosones en el estado base pueden ser estables o inestables ante perturbaciones
radiales, las estrellas en estados excitados son inestables.

La masa de las EB se define considerando que éstas son objetoslocalizados de ma-
nera que en la región de vacı́o la métrica se aproxima asintóticamente a la métrica de
Schwarzchild, entonces

M =
1
2

r̄max

[

1− 1
a2(r̄max)

] m2
pl

m
, (1.14)

dondempl es la masa de Planck.
Además de su masa, otra cantidad importante de las estrellas de bosones es su número

de partı́culasN que es la carga conservada definida por (1.9). En general se cumple quemN
es diferente deM y la diferencia entre estas define es la energı́a de amarreEb = M − Nm.

En la figura 1.3 se muestra la masaM contra el valor central del campo escalarφ̄0 para
distintas EB en el estado base con distintos valores deΛ. Los puntos marcados con un
cı́rculo son configuraciones con un valor máximo de la masaM y φ̄0 = φ̄c, estos puntos
definen dos principales ramas de configuraciones, la estable, que comprende configuracio-
nes a la izquierda y la inestable formada por configuracionesa la derecha. Los triángulos
marcan las configuraciones con energı́a de amarreEb = 0, para las configuraciones sobre
las curvas a la izquierda (derecha) del triángulo se cumpleM − Nm < 0 (M − Nm > 0).
Acerca de la estabilidad de las EB hablaré en la siguiente sección.
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Figura 1.3: Estrellas de Bosones en el estado base para distintos valores deΛ.
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1.3.3. Estabilidad

Los primeros trabajos donde se estudia la estabilidad de lasEB consideraron pertur-
baciones radiales pequeñas que mantienen la masa y el número de partı́culas constantes
[5]-[8]; se aprendió que las configuraciones conφ0 < φc al ser perturbadas, oscilan con una
frecuencia de oscilación caracterı́stica mientras que las configuraciones conφ0 > φc son
inestables. El problema de la evolución temporal y la estabilidad bajo perturbaciones radi-
ales finitas ha sido tratado en [9]-[11]. La evolución temporal de las EB ha sido estudiada
en la formulación 3+ 1 de la gravedad y considerando simetrı́a esférica, en estemarco, la
manera de mantener el vector shiftβi igual a cero en cada superficie con tiempo constante,
de tal forma que el elemento de lı́nea permanezca como en (1.11) es eligiendo la condición
de rebanadas polares [13], que exigeK00 + Kϕϕ = 0, dondeKi j son las componentes de
la curvatura extrı́nseca. Esta elección resulta útil en la evolución de objetos esféricamente
simétricos porque nos avisa de estar cerca de un posible horizonte aparente ya que en este
caso la función lapsoα decrece rápidamente aproximándose a cero [13]. Las ecuaciones a
resolver son las ecuaciones de KG paraΦ, la componente{tt} de las ecuaciones de Einstein,
que es la constricción Hamiltoniana, la componenete{rr } que es la condición polar en cada
superficie y la componente{tr}. De estas ecuaciones la de KG y la{tr} son ecuaciones de
evolución para el campo escalar y paraa respectivamente mientras que la la{rr } es una
ecuación diferencial ordinaria para el lapsoα que puede ser integrada para cada superficie
con tiempo constante una vez que las demás variables son conocidas. Finalmente la con-
stricción Hamiltoniana generalmente es usada para medir el grado de precisión en la solu-
ción numérica. El dato inicial para la evolución temporal debe satisfacer las ecuaciones de
constricción, entonces si queremos evolucionar configuraciones de equilibrio perturbadas,
por ejemplo aumentando el valor central del campo escalar para una configu-
ración en el estado base, el procedimiento es resolver las constricciones para dicha confi-
guración inicial perturbada y encontrar la configuracióna un tiempo posterior mediante las
ecuaciones de evolución temporal exigiendo que en cada superficie de tiempo constante
se satisfagan las constricciones. Al perturbar las configuraciones en el estado base aumen-
tando o disminuyendo campo escalar se encuentra que las EB con σc < σ0 evolucionan a
configuraciones también en el estado base pero con menor masa que las configuraciones ini-
ciales emitiendo campo escalar. Al perturbar las configuraciones conσc > σ0 disminuyen-
do la cantidad de campo escalar evolucionan hacia configuraciones en el estado base que
se encuentran en la rama estable, sin embargo, su evoluciónal perturbarlas aumentándoles
el campo escalar depende del signo de la energı́a de amarre. Las que se encuentran a la
derecha de la configuración conEB = 0 se dispersan mientras que las que se encuentran a
la izquierda colapsan a hoyos negros. Por último, las configuraciones en estados excitados
son todas inestables [10], [11].

En esta tesis se muestra que efectivamente, la inestabilidad de las estrellas de bosones
es de dos tipos: la configuración colapsa y forma un hoyo negro o la configuración explota,
la materia es liberada y el espacio-tiempo final es el de Minkowski.



Caṕıtulo 2

El sistema Schr̈odinger-Poisson

2.1. El ĺımite Newtoniano de las ecuaciones de EKG

En esta sección desarrollaremos el Lı́mite Newtoniano de las ecuaciones de EKG si-
guiendo el formalismo que se utiliza para obtener el lı́mitePostnewtoniano de la gravedad.
Básica-
mente, este formalismo aprovecha el hecho de que para algunos sistemas gravitacionales
el parámetrov/c es pequeño (v es la velocidad relativa caracterı́stica de las fuentes yc la
velocidad de la luz) de manera que es posible hacer una expansión perturbativa de las ecua-
ciones de Einstein utilizando este parámetro. Para dichossistemas, los resultados obtenidos
resolviendo las ecuaciones perturbadas que contienen términos del parámetro de expansión
a ordenes mas bajos son buenas aproximaciones de lo que se esperarı́a obtener con las
ecuaciones completas. Especı́ficamente el lı́mite Newtoniano o primer orden Postnewtoni-
ano se recupera con las ecuaciones que contienen términos de orden (v/c)2. El formalismo
Postnewtoniano de las ecuaciones de Einstein ha sido empleado, por ejemplo, en el cálcu-
lo de correcciones a la órbita Newtoniana de Mercurio alrededor del Sol, ”corroborando”
predicciones de la Relatividad General. Además se ha extendido para teorı́as alternativas a
la Gravedad de Einstein, como las teorı́as tensoriales escalares, para imponer cotas en sus
parámetros libres.

El procedimiento consiste en calcular observables de sistemas para los cuales este for-
malismo puede ser implementado, las resultados, que dependen de los parámetros libres,
son comparados con las observaciones fijando dichos parámetros. Otro caso en el que las
aproximaciones Postnewtonianas se han utilizado es en el delos sistemas binarios de estre-
llas, en los cuales las estrellas se aproximan gradualmenteuna a la otra debido a la emisión
de radiación gravitacional; para muchos de éstos sistemas se cumple quev/c es pequeño,
de manera que aproximaciones Postnewtonianas pueden usarse para describir las fomas de
onda de la radiación gravitacional emitida. Sin embargo, para calcular dichas formas de
onda de manera mas precisa, tal que puedan ser contrastadas con posibles observaciones de

23
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detectores de radiación gravitacional, correcciones a m´as altos ordenes en el parámetro de
expansión deben ser calculadas. Se cree que al menos hasta el tercer orden Postnewtoniano
debe ser considerado, esto es, que es necesario calcular lascorrecciones que se derivan de
las ecuaciones que contienen términos de orden (v/c)6.

Las ecuaciones de Schrödinger-Poisson (SP) son reconocidas en la literatura como el
lı́mite Newtoniano, de las ecuaciones de EKG, sin embargo, una deducción clara de este
lı́mite no ha sido publicada. En la primera sección de este capı́tulo se describe la manera en
que a través del formalismo Postnewtoniano se encuentra laecuación de Poisson y la ecua-
cion tipo Schrödinger a las que se reducen las ecuaciones deEKG en el lı́mite Newtoniano,
es decir, cuando los efectos relativistas del sistema de campo escalar autogravitante y con
autointeracción se desprecian, o equivalentemente, cuando para este sistema la gravedad
Newtoniana es dominante. El utilizar el formalismo Postnewtoniano nos permite definir
sin ambigüedades las cantidades fı́sicas del sistema, ganando intuición fı́sica de los obje-
tos descritos por las ecuaciones de SP; más aún, el formalismo Postnewtoniano permite, al
resolver las ecuaciones que contienen términos donde el parámetro de expansión aparece a
ordenes más altos, calcular correcciones relativistas que podrı́an considerarse importantes
en la evolución del sistema.

2.1.1. Las ecuaciones

Lo complicado de aplicar el formalismo Postnewtoniano fue decidir cual serı́a el parámetro
de expansión ya que no es claro hablar de velocidades del sistema para un campo escalar
clásico, como lo es hablar de la velocidad de Mercurio alrededor del Sol. Entonces la ma-
nera en la que se recupera la ecuación de Schrödinger como aproximación no relativista
de la ecuación de Klein Gordon en el espacio-tiempo de Minkowski fue útil como guı́a en
nuestro caso.

Sabemos que, en el espacio-tiempo plano, al hacer la sustitución estándar en mecánica
cuántica

E→ i~
∂

∂t
~p→ −i~~∇, (2.1)

en la expresión de la energá relativista para una partı́cula libre,E2 = m2c4+ p2c2, se obtiene
la ecuación de KG (1.7) conλ = 0 y gµν = ηµν.

(

− 1
c2
∂2

t + ∇2 − m2c2

~2

)

ΦKG = 0. (2.2)

Una solución a esta ecuación está dada por

ΦKG = exp[−i/~(Et − ~p · ~x)], (2.3)

ΦKG, en principio describirı́a entonces una partı́cula libre relativista de masam y momento
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~p con energı́aE2 = m2c4 + p2c2*. Por otra parte, substituyendo (2.1) en la aproximación
no relativista de la energı́a para una partı́cula libre, la cual solo toma en cuenta la energı́a
cinéticaEK = p2/2mse obtiene la ecuación de Schrödinger

−i~
∂

∂t
ΨS =

~
2

2m
∇2ΨS, (2.4)

cuya solución está dada por

ΨS = exp[−i/~(EK − ~p · ~x)]. (2.5)

Considerando que la energı́a relativista puede ser expandida comoE = ±mc2[1 + p2

2m2c2 +

ϑ( p2

m2c2 )2] y haciendo la aproximación

E ≈ mc2[1 +
p2

2m2c2
] = mc2 + Ek, (2.6)

es fácil ver que la ecuación de Schrödinger es la aproximación de la ecuación de KG que
sólo retiene términos lineales del cociente de la energı́a cinética y la energı́a en reposo de la
partı́culaEK/mc2, es decir, que se desprecian los términos de ordenϑ( p2

m2c2 )2 y además que
la ecuación de Schrödinger describe la dinámica de la partı́cula sin considerar su energı́a
en reposo, la cual es simplemente una constante aditiva de laenergı́a. Tomando en cuenta
(2.6) podemos escribirΦKG como

ΦKG ≈ exp[−i/~mc2t]ΨS, (2.7)

que al ser sustituida en la ecuación de Klein-Gordon (2.2) se obtiene

exp[−i/~mc2t]

[

2
i
~

m∂tΨS + ∇2
ΨS −

1
c2
∂2

tΨS

]

= 0. (2.8)

Al dividir esta expreción entremc2 y al calcular las derivadas espaciales o temporales de
cada uno de los términos se encuentra que el término que involucra la segunda derivada
temporal es del ordenϑ( p2

m2c2 )2 mientras que los otros términos son del ordenϑ( p2

m2c2 ). Vemos
entonces que la ecuación de Schrödinger se recupera al despreciar el término de orden
ϑ( p2

m2c2 )2.
El procedimiento que hemos seguido para recuperar la ecuación de Schrödinger como

lı́mite no relativista de la de Klein-Gordon en el espacio plano nos da una idea de cómo
hacerlo en el caso que nos ocupa, en particular nos da elhint de tomar como parámetro

* Sabemos que esta interpretación no es correcta puesto que implicarı́a una densidad de probabilidad nega-
tiva, entre otras inconsistencias, en realidad es necesario el marco de la llamada “segunda cuantización” para
tener una interpretación de partı́cula exitosa.
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de expansiónǫ2 en la aproximación Postnewtoniana el cocientep2/(m2c2). Además, en
analogı́a con (2.7) escribiremos

Φ ≈ exp[
−i
~

mc2t]Ψ(~x, t), (2.9)

y esperamos que la versión newtoniana de (1.7) describa la dinámica de la parte deΦ que
contenga la información solo de la energı́a cinética del sistema, la cual debe ser pequeña
comparada con la energı́a en reposo, de hecho la aproximaci´on Newtoniana de la ecuación
de Klein-Gordon (1.7) deΨ y no deΦ. Pero además, a diferencia de lo que sucede con
ΨS, la dinámica deΨ se verá modificada por la gravedad producida por su propia densi-
dad de energı́a. Otra condición importante en el desarrollo Postnewtoniano, como veremos
más adelante, es la relación entre las derivadas temporales y espaciales deΦ y también la
relación de estas derivadas paraΨ. Notemos que en términos del parámetroǫ las derivadas
deΨS están relacionadas de la siguiente manera∂0ΨS ∼ ǫ2 i

~
mcΨS y ∂iΨS ∼ ǫ i

~
mcΨS, esta

misma propiedad será impuesta paraΨ de manera que

∂0Ψ ∼ ǫ2 i
~

mcΨ ∂iΨ ∼ ǫ
i
~

mcΨ, (2.10)

mientras que las derivadas deΦ, considerando (2.9) y las relaciones anteriores, cumplir´an

∂0Φ ∼
i
~

mcΦ ∂iΦ ∼ ǫ
i
~

mcΦ. (2.11)

Las tres últimas ecuaciones junto con la definición del parámetro de expansiónǫ son condi-
ciones muy importantes en el desarrollo Postnewtoniano de las ecuaciones de Einstein-KG.

Ahora que las condiciones sobre el campo escalar han quedadodeterminadas, veamos
de manera precisa cómo el tensor métrico y las cantidades que se lo involucran al ser
calculadas pueden escribirse como expansiones en términos del parámetroǫ. Intuitivamente
es claro que el hecho de que la energı́a cinética de las fuentes sea mucho menor que su
energı́a en reposo, esto es queǫ ≪ 1, implica en parte una deformación del espacio tiempo
plano pequeña (su masa en reposo también debe ser tomada encuenta), formalmente esta
caracterı́stica se conoce como la condición de gravedad d´ebil. De la experiencia con la
solución de Schwarzschild se sabe que es posible encontrarun sistema de coordenadas en
las cuales esta condición se expresa expandiendo el tensormétrico alrededor de la métrica
de Minkowski en potencias deǫ de la siguiente manera

g00 = −1+ g2
00 + g4

00 + · · · (2.12)

gi j = δi j + g2
i j + g4

i j + · · ·
gi0 = g3

i0 + g5
i0 + · · · ,

entendiéndose que la perturbacióngN
µν es de ordenǫN. Tenemos ahora los elementos básicos



2.1. El ĺımite Newtoniano de las ecuaciones de EKG 27

para calcular el tensor de energı́a-impulso del campo escalar y verificar que se satisface el
tercer ingrediente del lı́mite Newtoniano, que es que la densidad de energı́a es mucho mayor
que las presiones. Los otros dos ingredientes son: el parámetro de expansión es pequeño y
la gravedad débil. De la definición (1.6), usando las relaciones (2.10) y (2.11) y la forma
de la métrica (2.12), se encuentra que el tensor de energı́a-impulso se puede escribir como

T00 = T0
00 + T2

00 + · · · (2.13)

T0i = T1
0i + T3

0i + · · ·
Ti j = T2

i j + T4
i j + · · · ,

donde el superı́ndice deTN
αβ indica que el término es de ordenǫNm2c2. Tenemos entonces

que los términos asociados a las presionesTi j sonǫ2 más pequeños que el término asociado
a la densidad de energı́aT00.

Contamos ya con los elementos básicos para implementar el formalismo Postnewto-
niano en el sistema de un campo escalar autogravitante y autointeractuante y en especial
se ha vuelto evidente que la posibilidad de tratar a este sistema Newtonianamente, esto
es que la dinámica del campo escalar y de las componentes métricas sean descritas por el
lı́mite Newtoniano de las ecuaciones de Einstein-KG, depende básicamente de la magnitud
del parámetro de expansiónǫ; si éste es suficientemente pequeño (más tarde quedará claro
el orden de magnitud deǫ de manera que seasuficientementepequeño) las ecuaciones
derivadas mediante el formalismo Postnewtoniano a ordenǫ2 o ecuaciones Newtonianas
nos darán una buena descripción del sistema.

Empezaremos por obtener la ecuación que describe la dinámica del campo Newtoniano
Ψ. Una forma elegante de hacerlo es a través de la ecuación deEuler-Lagrange aplicada
al lagrangiano de materiaLM, el cual está dado por el térmio entre corchetes cuadradosde
la expresión para la acción (1.4). Usando (2.10)-(2.11) y(2.12), el lagrangiano se puede
escribir como la sumaLM = (1/2)

√−g(L2
M + L4

M + · · · ) donde el superı́ndice deLN
M indica

que el término es de ordenǫNm2c2|Ψ|2. En especial

L2
M = −g2

00m
2c2ΨΨ∗ − i~mc(Ψ∗∂0Ψ −Ψ∂0Ψ

∗) (2.14)

+ ~2∂iΨ∂iΨ
∗ +

λ

2
|Ψ|4.

Debemos aclarar aqui que el términoλ2 |Ψ|
4 lo incluimos enL2

M por conveniencia, de ma-
nera que la ecuación que se obtenga a partir de esta parte dellagrangiano sea del tipo
de Schrödinger no lineal. El incluir este término de autointeracción restringe el orden de
magnitud del parámetroλ, esto se discute con detalle en la última sección de este capı́tulo.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange que se obtienen a partir deL2
M son

−2i~mc∂0Ψ − ~2∇2Ψ − g2
00m

2c2Ψ + λ|Ψ|2Ψ = 0, (2.15)

2i~mc∂0Ψ
∗ − ~2∇2Ψ∗ − g2

00m
2c2Ψ∗ + λ|Ψ|2Ψ∗ = 0.
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Ahora pasamos a las ecuaciones para la geometrı́a. En esta parte seguimos básicamente
el procedimiento descrito en [14]. Dada la expansión del tensor métrico (2.12) se cons-
truye el tensor de RicciRµν a traves de las conecciones métricasΓλµν. En el cálculo de las
conecciones se toma en cuenta que las derivadas temporales yespaciales de las compo-
nentes métricas, al igual que las derivadas del campoΨ, satisfacen las relaciones∂0 ∼ ǫ∂i.
Además se impone la condición de norma armónica

gµνΓλµν = 0. (2.16)

Esta condición simplifica las fórmulas para el tensor de Ricci. Los términos involucrados
hasta orden Post-Newtoniano son

R2
00 =

1
2
∇2g2

00 (2.17)

R2
i j =

1
2
∇2g2

i j

R4
00 =

1
2
∇2g4

00 −
1
2
∂2

0g
2
00 −

1
2

g2
i j

∂2g2
00

∂xi∂xj
+

1
2

(∇2g2
00)

2

R3
0i =

1
2
∇2g3

i0,

donde el superı́ndiceN indica que el términoRN
µν es de ordenǫN/r̄2 y r̄ es la escala de

distancia del sistema. La aproximación Newtoniana involucra correcciones a la métrica de
Minkowski sólo a ordenǫ2 mientras que la Postnewtoniana (o corrección a segundo orden
Postnewtoniano), mantiene correcciones a ordenǫ4. Finalmente se escriben las ecuaciones
de Einstein (1.5) que conviene reescribir como

Rµν = −
8πG
c4

Sµν, (2.18)

dondeSµν = Tµν − (1/2)gµνT, y el signo negativo aparece por la manera en que Weinberg
define en la referencia [14] el tensor de Riemann. Las ecuaciones de Einstein para las
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correcciones Newtonianas y Postnewtonianas de la métricason

∇2g2
00 = −

8πG
c4

T000
(2.19)

∇2g2
i j = −

8πG
c4

δi j T
000

∇2g4
00 = ∂2

0g
2
00 + g2

i j

∂2g2
00

∂xi∂xj
−
∂g2

00

∂xi

∂g2
00

∂xi

− 8πG
c4

[T002 − 2g2
00T

000
+ T i j 2

]

∇2g3
i0 =

16πG
c4

T i01
.

A ordenǫ2, es decir en la aproximación Newtoniana, las ecuaciones deEinstein Klein-
Gordon (EKG) correspondientes son (2.15) y las dos primerasdel sistema (2.19) las cuales
forman el sistema

i~∂tΨ = −
~

2

2m
∇2Ψ + UmΨ +

λ

2m
(ΨΨ∗)Ψ, (2.20)

∇2U = 4πGm2
ΨΨ

∗, (2.21)

y la correspondiente paraΨ∗, donde hemos sustituidoT000
= m2c2ΨΨ∗, U = −g2

00c
2/2 =

−g2
ii c

2/2 y se tomó en cuenta queg2
i j = 0 parai , j. Reconocemos que la primera ecuación,

la cual determina la dinámica del campo escalarΨ, es una ecuación tipo Schrödinger para
el campoΨ en un potencialU y con un término de autointeracción. Mientras que la segun-
da ecuación es la ecuación de Poisson para el potencial gravitacionalU donde la fuente es
la densidad de masa dada porm2ΨΨ∗. Entonces al orden más bajo en la expansión Post-
newtoniana para el campo escalarΦ = exp[−(i/~)mc2t]Ψ, conΨ no relativista y gravedad
débil, la ecuación de Klein-Gordon (1.7) toma la forma de una ecuación de Schrödinger no
lineal paraΨ (2.20), mientras que las de Einstein se reducen a la de Poisson (2.21).

2.1.2. Cantidades F́ısicas y Ecuaciones de Conservación

Veamos ahora el lı́mite Newtoniano de las cantidades fı́sicas definidas a partir del tensor
Energı́a-Impulso. Empecemos porT00 que se interpreta como la densidad de energı́a. Para
ésta componente,T000 y T002 son los únicos términos que a lo más involucran correcciones
Newtonianas a la métrica,T000 se reconoce como energı́a en reposo mientras queT002

como la densidad de energı́a no relativista del sistema; cálculandolas obtenemos que están
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dadas por las siguientes expresiones

T000
= m2c2ΨΨ∗ (2.22)

T002
= 2m2UΨΨ∗ +

3
4
λ|Ψ|4 −

~

2
(Ψ∗∇2

Ψ + Ψ
∗∇2
Ψ
∗) + (2.23)

+
~

2

4
∂i(Ψ∂iΨ

∗ + Ψ∗∂iΨ),

donde hemos utilizado las ecuaciones de Euler-Lagrange derivadas deL2
M. La densidad de

energı́a en reposo está dada entonces por

e0 = m2c2ΨΨ∗, (2.24)

mientras que, a partir del términoT002 se definen las densidades de energı́a cinéticak,
energı́a potencialw y energı́a debido a la autointeracción del campo escalari como

k = −~
2

2
(Ψ∗∇2Ψ + Ψ∇2Ψ∗), (2.25)

w = 2m2U |Ψ|2, (2.26)

i =
3λ
4
|Ψ|4. (2.27)

Por otra parte,T0i y T i j se interpretan como la densidad de momentopi y la densidad de
flujo de momentoqi j respectivamente, en el lı́mite Newtoniano. Los términos importantes
sonT i01 y T i j 2 y toman la forma

pi =
i~
2

m(Ψ∗∂iΨ − Ψ∂iΨ
∗), (2.28)

qi j =
~

2

2
(∂iΨ∂ jΨ

∗ + ∂iΨ
∗∂ jΨ) − 1

2
δi j L

2
M . (2.29)

Ahora veamos el aspecto de las ecuaciones de conservaciónTµν
;µ = 0 en el lı́mite

Newtoniano y las cantidades conservadas que de éstas se derivan. A ordenǫ2m2c2/r̄, Tµ0
;µ =

0 queda
∂0T

000
+ ∂iT

i01
= 0. (2.30)

Esta ecuación implica la conservación de la energı́a en reposo dada por

E0 =

∫

m2c2
ΨΨ

∗dv. (2.31)

Es interesante mencionar en este momento que ésta cantidadconservada está relacionada
con la carga de Noether (1.9) producto de la simetrı́a de la acción (1.4) ante una transfor-
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mación de fase global del campo relativistaΦ: el número de partı́culasN. A ordenǫ0, el
número de partı́culas (1.9) está dado por

N = m
∫

ΨΨ∗dv. (2.32)

De manera que la energı́a en reposoE0 que se está conservando se puede interpretar como la
energı́a en reposo deN partı́culas de masam. Además tiene sentido hablar de una corriente
de partı́culasJ definida en el lı́mite Newtoniano por el términoT i01 la cual se escribe como

J =
i~
2

(Ψ∗∂iΨ −Ψ∂iΨ
∗). (2.33)

Por otra parte, a ordenǫ3m2c2/r̄ de la otra ecuación de conservaciónTµi
;µ = 0 se obtiene

∂0T
0i1 + ∂ jT

i j 2 = −T000
∂iU, (2.34)

sustituyendo la densidad de momentoT0i1 (2.28) la densidad de flujo de momentoT i j 2

(2.29) y la densidad de enrgı́a en reposoT000 (2.22) en la ecuación anterior

∂ jΨ
∗[i~mc∂0Ψ +

~
2

2
∇2Ψ − Um2Ψ − λ

2
|Ψ|2Ψ

]

+

+∂ jΨ
[

− i~mc∂0Ψ
∗ +
~

2

2
∇2Ψ∗ − Um2Ψ∗ −

λ

2
|Ψ|2Ψ∗

]

= 0,

que implica las ecuaciones de evolución del sistema (2.20). Este resultado era de esperarse
puesto que en el lı́mite relativista la ecuación de conservaciónTµν

;µ = 0 implica la ecuación
de Klein-Gordon para el campoΦ.

Una cantidad importante más por definir es la densidad de masa en reposoρ cuya ex-
presión, partiendo de la densidad de energı́a en reposo,e0 (2.24) toma la forma

ρ = m2ΨΨ∗, (2.35)

y por consiguiente la masa total estarı́a dada por

M = m2

∫

ρdv. (2.36)

Esta expresión para la masa coincide con la definida a partirde la integral de la fuente
del potencial gravitacionalU de la ecuación de Poisson (2.21) de manera que podrı́amos
interpretar que la fuente deU es la masa debida aN partı́culas de masamsegún la definición
deN (2.32).

En resumen, en la aproximación Newtoniana las ecuaciones aresolver son el sistema
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Densidad de Masa ρ = m2ΨΨ∗

Densidad de Energı́a cinética k = −~22 (Ψ∗∇2Ψ + Ψ∇2Ψ∗)

Densidad de Energı́a potencialw = 2m2U |Ψ|2

Densidad de Energı́a i = 3
4λ|Ψ|

4

de autointeracción
Densidad de Momento lineal pi =

i~
2 mc(Ψ∂iΨ

∗ −Ψ∗∂iΨ)

Figura 2.1: Cantidades fı́sicas, en el lı́mite Newtoniano,definidas a traves del formalismo
Postnewtoniano para un campo escalar autogravitante y autointeractuante.

Schrödinger-Poisson (2.20) y (2.21) mientras que las cantidades fı́sicas son las que apare-
cen en la tabla 2.1

2.1.3. Escalas Caracteŕısticas del Sistema

Ahora veamos cuales son los parámetros que determinan las escalas caracterı́sticas
de los sistemas descritos por las ecuaciones de Schrödinger-Poisson. De la parte del la-
grangiano para el campo escalarΦ a ordenǫ2m2c2 L2

M (2.14), que da lugar al lı́mite New-
toniano de la ecuación de Klein-Gordon, es decir, que da lugar a las ecuaciones tipo
Schrödinger (2.15), nos damos cuenta, comparando los términosg2

00m
2c2ΨΨ∗ y ~2∂iΨ∂iΨ

∗,
que la longitud tı́picar es del orden de la longitud de onda de Compton de una partı́cula de
masampor el inverso deǫ

r ∼
1
ǫ

~

mc
. (2.37)

Ahora, comparando los términosg2
00m

2c2ΨΨ∗ y i~mcΨ∂0Ψ
∗ encontramos que el tiempo

caracterı́sticot del sistema, es del orden

t ∼
1
ǫ2

~

mc2
, (2.38)

con la información acerca der, y considerando que

U ∼ ǫ2c2, (2.39)
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de la ecuación de Poisson (2.21) se deduce que la amplitud del campo escalar para las
configuraciones Newtonianas debe ser del orden

|Ψ| ∼ ǫ2 c2

~
√

4πG
. (2.40)

Finalmente, el haber incluido el término (λ/2)|Ψ|4 en el lagrangianoL2
M (2.14) (que implica

que la versión Newtoniana de la ecución de Klein-Gordon sea una ecuación de Schödinger
con término de autointeracción) restringe el orden de magnitud del parámetroλ de manera
que

λ ∼ 1
ǫ2

4πG~2m2

c2
, (2.41)

esto es, el orden deλ en las ecuaciones de Schrödinger (2.15) no puede ser totalmente
arbitrario.

Entonces, podemos concluir que el campo escalarΦ es “Newtoniano” si al escribirlo
como el productoΦ = exp[−i/~mc2t]Ψ(~x, t), se cumple que las derivadas deΨ satisfacen
las relaciones (2.10) y su orden de magnitud es

|Φ| ∼ ǫ2 c2

~
√

4πG
(2.42)

conǫ ≪ 1. Es interesante observar que la definición de un campo escalarΦ como un campo
escalar Newtoniano es independiente de la masam asociada a dicho campo.

En el caso de las estrellas de bosones, en [15], se probó mediante la comparación de
resultados obtenidos evolucionando las ecuaciones de EKG ylas de Schrödinger-Poisson
(SP) para una misma configuración inicial de campo escalar que el sistema SP resulta ser
una buena aproximación al de EKG, aún paraǫ2 ∼ 10−3 ya que en este caso la diferencia en
los resultados es de menos del 4 % (en el caso del Sistema Solarǫ2 = (v/c)2 ∼ 10−6 donde
v es la velocidad tangencial promedio de un planeta como la Tierra).

Por otra parte, como hemos señalado en el párrafo anterior, ni el valor ni el orden de
magnitud dem están restringidos. En el caso de configuraciones autogravitantes formadas
por campos escalares, como es el caso de las estrellas de bosones el valor dem influye
en la magnitud de su radio caracterı́stico, como se puede deducir de (2.37); mientras más
grande seam más pequeña la estrella, sin embargo una vez fija la masa delcampo escalar
podemos obtener objetos autogravitantes Newtonianos con tamaños distintos dependiendo
del valor deǫ, es decir dependiendo de la magnitud deΦ, según las relación (2.42). Tene-
mos entonces que en el lı́mite Newtoniano tanto la masa como el parámetro de expansión
ǫ, al que llamaremosparámetro de Newtonicidaddel campo escalar, definen las escalas
caracterı́sticas del sistema.

En el siguiente capı́tulo se encontrarán soluciones numéricas al sistema SP, las cuales
pueden asociarse con configuraciones autogravitantes de campo escalar.
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Soluciones al sistema SP

En el capı́tulo anterior encontramos que un campo escalar complejoΦ cuya acción
está dada por (1.4) puede decirse que es Newtoniano si al escribirse como

Φ = exp[
−i
~

mc2t]Ψ(x, t) (3.1)

las derivadas parciales temporales y espaciales deΨ satisfacen las relaciones (2.10) yΦ la
condición

|Φ| ∼ ǫ2 c2

~
√

4πG
(3.2)

con ǫ ≪ 1. Decimos queΦ es Newtoniano en el sentido de que las componentes de su
tensor de energı́a-impulso se pueden expander como (2.13),de manera queT0i ∼ ǫT00 y
Ti j ∼ ǫ2T00. T0i ∼ ǫT00 equivale a que las “velocidades” tı́picas de la materia escalar son
pequeñas comparadas con la de la luz mientras queTi j ∼ ǫ2T00 equivale a que los esfuerzos
sean pequeños comparados con la densidad de energı́a. Entonces la dinámica de éste campo
escalar Newtoniano estará determinada por un espacio-tiempo cuyo tensor métrico se puede
escribir como el tensor métrico del espacio planoηµν más una pequeña perturbaciónhµν, o
de manera equivalente, la perturbación que éste campo escalar provocará al espacio-tiempo
es tal que su tensor métrico se puede escribir como en (2.12).

Una vez establecidas las caracterı́sticas del campo escalar Newtoniano ası́ como del ten-
sor métrico y (eligiendo la norma armónica) encontramos que a partir de las ecuaciones de
Einstein perturbadas y de la perturbación del lagrangianode materia que contienen térmi-
nos de las perturbaciones métricas de ordenǫ2 se obtiene el sistema Schrödinger-Poisson
(2.20). Este sistema, considerando queǫ ≪ 1, dará una buena descripción aproximada de
la dinámica deΨ y de las perturbaciones a la métrica de Minkowskih00 = hii de ordenǫ2.

En la primera sección de éste capitulo describiremos la manera en que se encuentran
soluciones especı́ficas al sistema SP adimensional, en la sección que sigue estudiaremos el
comportamiento de esas soluciones ante perturbaciones infinitesimales, y ya en la última

35
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sección hablaremos de las cantidades fı́sicas relacionadas con las soluciones encontradas
en la primera sección.

3.1. Configuraciones de equilibrio

En esta sección describiremos la manera en que se construyen soluciones fı́sicamente
relevantes del sistema Schrödinger-Poisson. Considerando simetrı́a esférica, escribiendo a
Ψ como una función armónica y bajo condiciones de frontera adecuadas, el sistema SP
describe configuraciones de campo escalar autogravitantesy con autointeracción, espacial-
mente acotadas, con simetrı́a esférica y regulares. Este tipo de soluciones son conocidas
como configuraciones de equilibrio. La estabilidad de éstas soluciones ante perturbaciones
radiales pequeñas la trataremos también en este capı́tulo mientras que la estabilidad ante
perturbaciones finitas arbitrarias las estudiaremos en el siguiente.

Antes de empezar a resolver el sistema SP es conveniente introducir las variables adi-
mensionales

r̄ = ǫ
mc
~

r, t̄ = ǫ2mc2

~
t,

Ū =
U
ǫ2c2

, Ψ̄ =

√
4πG~
ǫ2c2

Ψ, Λ̄ =
ǫ2c2

8πG~2m2
λ. (3.3)

El sistema Schrödinger-Poisson (2.20)-(2.21) se reescribe entonces como

i∂t̄Ψ̄ = −
1
2
∇̄2Ψ̄ + ŪΨ̄ + Λ̄(Ψ̄Ψ̄∗)Ψ̄, (3.4)

∇̄2Ū = Ψ̄Ψ̄∗. (3.5)

Asumiendo simetrı́a esférica y trabajando en el sistema sin unidades escribimos āΨ como
una función armónica

Ψ̄ = exp[−iγ̄t̄]φ̄(r̄), (3.6)

donde ¯r es la coordenada radial y ¯γ una frecuencia adimensional. SustituyendoΨ̄ en el
sistema SP (3.4)-(3.5) y omitiendo las barras de las variables obtenemos

d2

dr2
(rφ) = 2r(U − γ)φ + 2Λφ3, (3.7)

d2

dr2
(rU ) = rφ2. (3.8)

En lo que sigue de este capı́tulo omitiremos las barras excepto cuando sea necesario hacer
la distinción entre las cantidades con dimensiones y las adimensionales. Las condiciones
impuestas para este sistema son, en el origen,φ(0) = φc, φ′(0) = 0 y U′(0) = 0; además bus-
camos configuraciones espacialmente acotadasφ(r → ∞) = 0, de manera que asintótica-



3.1. Configuraciones de equilibrio 37

mente se cumplirá queU(r → ∞) = 0. Bajo estas condiciones, el sistema anterior se
convierte en un problema de valores propios paraγ, esto es, dados valores paraφc y Λ y
las condiciones de frontera, existen ciertos valores deγ tal queΨ y U son soluciones del
sistema.

Para resolver numéricamente el sistema (3.7)-(3.8) definimos las nuevas variables

y1 = φ, y2 =
dφ
dr
, y3 = U − γ, (3.9)

y además reescribimos la ecuación de Poisson (3.8) de la siguiente manera

dy3

dr
=

y4(r)
r2

, (3.10)

cony4(r) =
∫ r

0
y2

1x2dx, entonces el sistema SP equivale a

dy1

dr
= y2,

dy2

dr
= −2

r
y2 + 2y3y1 +

2
r
Λy3

1,

dy3

dr
=

y4

r2
,

dy4

dr
= y2

1r
2. (3.11)

La cuarta ecuación no es redundante considerando que tenemos 4 incógnitas, la función
φ, su derivada espacial, el potencialU y el eigenvalorγ. Las condicoines de frontera para
éstas ecuaciones son las siguientes, enr = 0: y1 = φ0, y2 = 0, y3 = V y y4 = 0 y en
r →∞: φ = 0, dondeV = U(0)− γ es una constante por determinar. Tenemos entonces un
problema de valores a la frontera en dos puntos el cual se puede resolver usando el método
numérico deshooting* . Mediante este método se encuentra el valor deV de manera que las
soluciones cumplan las condiciones en ambas fronteras.

Notemos que aun encontrando el valor deV, el valor deγ y por tanto el potencialU
todavı́a están indeterminados. El valor deγ se puede determinar a partir del valor deU(0)
y éste puede conocerse considerando que la ecuación de Poisson (3.8) tiene como solución
formal

U(x) = U(0)+
∫ x

0
yφ2dy− 1

x

∫ x

0
y2φ2dy, (3.12)

que con las condiciones de aislamientoU(x → ∞) = 0 y la condición de soluciones

* Este método consiste en resolver el sistema de ecuaciones ordinarias para algún valor inicial de la fre-
cuencia, se verifica si se cumplen o no las condiciones de frontera impuestas sobre las funciones incógnita,
en caso de no cumplirse se elige un nuevo valor de la frecuencia. De esta manera se bisecta cada vez con
mayor precisión el valor de dicha frecuencia hasta un errordeseado [12].
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localizadasφ(r → ∞) = 0 implican

U(0) = −
∫ ∞

0
yφ2dy. (3.13)

Al resolver las ecuaciones (3.11) se encuentra que existen más de un valor paraV, esto
es, distintos valores deγ tales que sus respectivasφ′s y U′s satisfacen las condiciones-
de frontera. Entonces, para cada parφ0 y Λ fijos se encuentra un conjunto de soluciones
{Ψi(γi , φi(r)),U i(r)}. Los valores que toman lasγi son negativos y se cumple queγi < γ j

parai < j con i, j = 0, 1, 2, ... Además se encuentra que la función del campo escalarφi

tienei nodos en la dirección radial. La nomenclatura usual es que alas solucionesφ(r) con
cero nodos se les llame estados base mientras que a las que tienen nodos se les conoce como
estados excitados, esto es consistente con el hecho de queγ0, que en unidades completas
tiene unidades de energı́a, sea el menor de losγi ’s. En las figuras 3.1, 3.2 y 3.3 se muestran
φ0, φ1 y φ2 conφi

0 = 1 y para diferentes valores deΛ. En las figuras 3.4, 3.5, 3.6 y 3.7 se
muestran los estados baseφi y sus respectivos potenciales gravitacionalesU i parai = 0 e
i = 2 con distintos valores deΛ y φi

0 = 1.
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Configuraciones de equilibrio con 0 nodos

Λ=0.0
Λ=0.2
Λ=0.5
Λ=1.0

Figura 3.1: Perfil de la función de onda para estados base conφ0
0 = 1 y distintos valores del

parámetro de autointeracciónΛ.

3.2. Perturbaciones Pequẽnas

En esta sección describiremos el comportamiento de configuraciones de equilibrio, ante
pertrubaciones infinitesimales; esto es importante porqueen los capı́tulos que siguen reali-
zaremos la evolución numérica del sistema SP para distintas condiciones iniciales y como
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Figura 3.2: Primeros estados excitados conφ1
0 = 1 y distintos parámetros de autointeracción
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Figura 3.3: Segundos estados excitados conφ2
0 = 1 y distintos parámetros de autointerac-

ciónΛ.
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Figura 3.4: Se muestran la configuración de equilibrio con 0nodosφ0 y el potencial gravi-
tacionalU0 correspondiente. Se eligieron los valoresφ0

0 = 1 y Λ = 0,0 para el sistema sin
dimensiones.
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Figura 3.5: Se muestran la configuración de equilibrio con 0nodosφ0 y el potencial gra-
vitacionalU0 correspondiente. Se usaron los valoresφ0

0 = 1 y Λ = 1,0 para el sistema sin
dimensiones.
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Figura 3.6: Se muestran la configuración de equilibrio con 2nodosφ2 y el potencial gravi-
tacionalU2 correspondiente. Se eligieron los valoresφ2

0 = 1 y Λ = 0,0 para el sistema sin
dimensiones.
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Figura 3.7: Se muestran la configuración de equilibrio con 2nodosφ2 y el potencial gravi-
tacionalU2 correspondiente. Se eligieron los valoresφ2

0 = 1 y Λ = 1,0 para el sistema sin
dimensiones.
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veremos estas simulaciones numéricas introducen inevitablemente perturbaciones debido a
los errores de discretización de las ecuaciones. Es entonces necesario mantener el control
sobre las perturbaciones intrı́nsecas de la evolución numérica. Por ejemplo, al comparar
el comportamiento de un estado de equilibrio al ser evolucionado numericamente con el
de uno perturbado infinitesimalmente, sabremos si la perturbación debido a la evolución
numérica puede ser considerada infinitesimal.

Partimos de que una configuración de equilibrioψ(0) = exp(−iγt)φ(r) es perturbada
linealmente de la siguiente manera

ψ = ψ(0) + δψ, (3.14)

donde|δψ| < 1. Esta perturbación enψ(0) produce una perturbación en el potencialU(0)

(solución a la ecuación de Poisson paraψ(0)) de manera que el nuevo potencial lo escribire-
mos de la siguiente manera

U = U(0) + δU, (3.15)

suponiendo que debido a la condición|δψ| < 1 se puede esperar que|δU | < 1. Siempre es
posible asumir queδψ es de la formaδψ = ϕ(r, t)exp(−iγt), ası́ que sustituyendo (3.14) y
(3.15) en el sistema SP (3.4)-(3.5) se obtienen las ecuaciones para las perturbaciones

i
∂ϕ

∂t
= −

1
2r

∂2

∂r2
(rϕ) + (U(0) − γ)ϕ + δUφ,

∂2

∂r2
(rδU) = rφ(ϕ∗ + ϕ), (3.16)

donde se han despreciado los términos que contienen expresiones cuadráticas en las per-
turbaciones.

De manera precisa, en términos del parámetro de expansión ǫ, las condiciones|δψ̄| <
1 y |δŪ | < 1 significan que las cantidades con dimensiones definidas a partir de estas
adimensionales se obtienen de las siguientes expresiones

ϕ =
ǫ4c2

~
√

4πG
ϕ̄, δU = ǫ4c2δŪ. (3.17)

Comparando con las relaciones paraψ(0) y paraU(0) (3.3) notamos que sus respectivas
perturbacionesϕ y δU sonǫ2 veces más pequeñas que las soluciones no perturbadas.

Para resolver el sistema de las perturbaciones (3.16) asuminos queϕ se puede escribir
comoϕ(r, t) = ϕ1(r)exp(−iσt) + ϕ2(r)exp(iσt), dondeϕ1 y ϕ2 son funciones reales. A
primer orden, la perturbaciónδψ y la respectiva perturbación de la densidad de número
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adquieren la forma

δψ(r, t) = exp(−iγt)[ϕ1exp(−iσt) + ϕ2exp(iσt)],

δρ(r, t) = φ(ϕ1 + ϕ2)[exp(−iσt) + exp(iσt)], (3.18)

de donde se deduce que la perturbación del potencial gravitacional admite una expansión
de la formaδU(r, t) = δu(r)[exp(−iσt) + exp(iσt)]. Por tanto el sistema (3.16) se reduce a

∂2

∂r2
(rϕ1) = 2r(U(0) − γ − σ)ϕ1 + 2rδuφ,

∂2

∂r2
(rϕ2) = 2r(U(0) − γ + σ)ϕ2 + 2rδuφ,

∂2

∂r2
(rδu) = rφ(ϕ1 + ϕ2). (3.19)

El proceso seguido para resolver el sistema (3.19) es análogo al que se utilizó para
resolver el sistema (3.11). Como antes, el valor central de una de las funciones se fija
arbitrariamente al valorϕ1(0) = 1 de manera que con la relación (3.17) se cumple|δψ| < 1.
Los valores de los parámetrosϕ2(0), δu(0) yσ quedan libres y se fijan mediante el método
de shooting haciendo que las condiciones de fronteraδM(t, r → ∞) = ϕ1(t, r → ∞) =
ϕ2(t, r → ∞) = 0 se satisfagan al mismo tiempo que las funciones sean regulares en el
origen.

Cuando se resuelven estas ecuaciones considerando queψ(0) = exp(−iγt)φ(r) es el
estado base paraΛ = 0,0, conψ(0)(0) = 1,0 y γ = −0,692, de manera queφ(r) y U(r) están
dados en la figura 3.4, el valor de la eigenfrecuencia de las perturbaciones esσ = 0,2916.
Notemos que paraψ(0), tanto la densidadρ(0) = ψ(0)ψ(0)∗ comoU(0), son independientes
del tiempo; sin embargo, al perturbar ligermente aψ(0), la densidad, que de acuerdo con la
expresión (3.18), estará dada por

ρ = φ2 + φ(ϕ1 + ϕ2)cos(σt), (3.20)

(donde hemos despreciado los términos cuadráticos en lasperturbaciones) y entonces os-
cilará con una frecuenciaf = σ/2π = 0,046; lo mismo sucederá con el potencial perturba-
do U.

Debido a queσ es real, el modo de la perturbaciónδψ es armónico. Esto significa que
el estadoψ(0) es estable ante pequeñas perturbaciones radiales.

3.3. Observables

En esta sección regresaremos a la convención de que las variables adimensionales serán
escritas con una “barra” encima mientras que las variables con dimensiones no la tienen. En
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la primera sección de este capı́tulo vimos que el sistema SP(3.4) tiene soluciones “bonitas”
de la formaΨ̄ = exp[−iγ̄t̄]φ̄ en el sentido que son regulares en la región espacial donde
están definidas y que son acotadas. Más aún, según los resultados de la segunda sección,
las soluciones llamadas estados base son estables ante perturbaciones radiales pequeñas.
Tenemos entonces que las soluciones llamadas configuraciones de equilibrio pueden ser de
interés fı́sico. En el sistema con dimensiones, las configuraciones de equilibrio de campo
escalarΦ = exp[ −i

~
mc2t]Ψ son aquellas para las que

Ψ = exp[
−i
~

mc2γt]φ(r), (3.21)

conγ = γ̄ǫ2 y φ está dada, según el reescalamiento para el campo escalar (3.3), por

φ(r) =
ǫ2c2

~
√

4πG
φ̄(r). (3.22)

Dada la forma funcional dēφ, que toma su valor máximo en el origen, la condición de
Newtonicidad (2.42) exige que el valor central deφ̄0 = φ̄(r̄ = 0) sea del orden de la unidad,
de hecho en las soluciones construidas en la primera sección se tomóφ̄0 = 1** .

Las configuraciones de equilibrio definen una densidad de materia escalarρ = m2|Φ|2
de un objeto esféricamente simétrico y espacialmente acotado, que genera un potencial
gravitacional

U(~x) = −G
∫

d3~x′
ρ(~x′)
|~x′ − ~x|

. (3.23)

Algunas gráficas parāU(r̄) se muestran también en la primera sección. RecuperamosU
tomandoU = ǫ2c2Ū. Finalmente la evolución temporal deΨ y por tanto de la densidad de
materia escalar están dadas por la ecuación de Schrödinger no lineal (2.20).

Las propiedades fı́sicas de estos objetos autogravitantesformados de materia escalar
como su masa, su tamaño, su compacidad y su tiempo de vida dependen de:m, ǫ y λ;
la masa asociada con el campo escalar, el parámetro de Newtonicidad y el parámetro de
autointeracción de las “partı́culas” escalares respectivamente. Estos son parámetros libres;
sin embargo, existe una diferencia entre la masa y los dos últimos; el orden de magnitud
de la masa puede ser elegido arbitrariamente, mientras que no sucede lo mismo paraǫ ni
paraλ. La restricción paraǫ viene de la condición de Newtonicidad para el campoΦ. Por
otra parteΛ̄ ∼ 1 implica que los objetos de campo escalar formados tengan compacidad
C ∼ ǫ2, es decir, que la aproximación Newtoniana siga siendo válida para su descripción.
Esta condición implica, a través de la relación (3.3), valores restringidos paraλ.

En la Tabla 3.1 se muestra la manera de calcular las cantidades fı́sicas como la Masa

** Recordemos que al construir las soluciones de equilibrio elvalor central del campo escalar lo elegimos
arbritrariamente, esta situación es análoga en la construcción de soluciones para objetos autogravitantes como
estrellas de fluidos perfectos en las que a mano se elige el valor central de la densidad [24].
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M, la energı́a cinéticaK, la energı́a potencialW y la energı́a de autointeracciónI a partir
de sus respectivas densidadesρ, k, w, i definidas en el capı́tulo anterior (ver tabla 2.1)*** .
En la tabla (3.2) se muestra cómo calcular las mismas cantidades especı́ficamente para las
configuraciones de equilibrio.

Los valores de las cantidades fı́sicasM̄, K̄, W̄ Ī que aparecen en la Tabla 3.2 para las
distintas configuraciones de campo escalar cuyos perfilesφ̄(r̄) se muestran en las figuras
3.1-3.3 se listan en las columnas de la Tabla 3.3. También, en esta tabla, aparecen los
valores de sus respectivas frecuencias ¯γ y el valor del portencial gravitacional en el origen
Ū(0) para cada configuración. El valor ¯r95 es el radio que delimita la superficie imaginaria
de la configuración de equilibrio la cual contiene el 95 % de la masaM̄. La compacidad
C de cada configuración se muestra en la última columna y est´a definida en términos del
r̄95 puesto que formalmente es en ¯r = ∞ donde la densidad se hace cero. Es claro que la
compacidad de las configuraciones de equilibrio aumenta si lo haceǫ. En el caso conλ = 0
la compacidad es independiente dem y aumenta, manteniendo fijoǫ, solo si el número
de nodos aumenta. Siλ es distinta de cero, entonces manteniendo fijoǫ, la compacidad
de los estados base aumenta si lo hace el parámetro de autointeracciónλ o si lo hace la
masa asociada al campo escalarm. Esto nos da una idea de porqué para configuraciones de
estrellas de bosones relativistas conm fija, la φ̄c es más pequeña a medida queλ aumenta.
φ̄c es el valor central del campo escalar para el cual se divide larama de configuraciones de
equilibrio en configuraciones estables e inestables, ver Figura 1.3.

Con los valores que aparecen en la Tabla 3.3 se puede comprobar que se cumple la
relación virial 2K̄ + W̄ + 3Ī = 0 para un sistema con autointeracción (ver [23]), es decir
que las configuraciones de equilibrio son sistemas virializados. Finalmente, en el segundo
renglón, de esta misma tabla, aparece el factor por el que hay que multiplicar las cantidades
adimensionales para recuperar las unidades.

Con los valores de la masa del campo escalarm y el parámetro de autointeracciónλ
fijos, es el parámetroǫ “quien” determina los valores de las cantidades fı́sicas delas confi-
guraciones de equilibrio, esto es evidente si consideramosque para recuperar las unidades

*** El factor 1
2 que aparece en la integral paraW se introduce de la analogı́a a la manera de calcular la energ´ıa

potencial de un sistema de partı́culas que interactuan bajoun potencial a pares, y que se anula en el infinito.
En el caso por ejemplo de un sistema de cargas, la energı́a potencial de una i-ésima cargaqi que se trae del
infinito a una configuración den− 1 cargas, está dada por

W = qi

n−1
∑

j

q j

|xi − x j |
(3.24)

Y la energı́a potencial total de todas las cargas debido a todas las fuerzas que actuan entre ellas es

W =
n−1
∑

i

∑

j<1

qiq j

|xi − x j |
=

1
2

∑

i

∑

j

qiq j

|qi − q j |
(3.25)

con i diferente dej.
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en las cantidades fı́sicas tenemos que multiplicar por el respectivo factor que aparece en el
segundo renglón de la Tabla 3.3. Vemos por ejemplo que la masa totalM es proporcional a
ǫ mientras que elr95 es inversamente proporcional aǫ.

El valor deǫ está relacionado con el valor central de la parte espacial del campo escalar
φ0 = φ(r = 0) dado, según la expresión (3.22) por

φ0 =
ǫ2c2

~
√

4πG
φ̄0 (3.26)

donde, como ya mencionamos anteriormente, se debe cumplir que φ̄0 ∼ 1 y ǫ ≪ 1 para
que se satisfaga la condición de Newtonicidad deΦ. Esta relación nos dice cómo construir
familias de soluciones del sistema SP para cada conjunto de valoresǫ, λ y m a partir de
una solución especifı́ca determinada porφ̄0 por ejemplo parāφ0 = 1. Para ilustrar esta
propiedad, en la grafica 3.8 se muestran las masasM

M = M̄ǫ
m2

pl

m
= M̄φ1/2

0













~
√

4πG
c2













1/2 m2
pl

m
(3.27)

= M̄φ̄1/2
0 ǫ

mpl2

m

para configuraciones en el estado base cuya amplitud centraldel campo escalar es̄φ0 y
para distintos valores dēΛ. El valor deM̄ es el que se obtuvo en la primera sección para
el estado con̄φ0 = 1. En la figura 3.9 se muestran los radiosr95 de los estados base como
función de su amplitud central̄φ0.

De hecho, dada la manera en la que aparece el factorǫ en el factor de conversión para
recuperar las unidades (ver segundo renglón de la tabla 3.2) se tiene que las cantidades
fı́sicas para las distintas familias de soluciones reescalan de la siguiente manera

{t, r,U, φ} →
{

τ−2t̂, τ−1r̂ , τ2Û, τ2φ̂
}

, (3.28)

{ρ,M,K,W, I } →
{

τ4ρ̂, τM̂, τ3K̂, τ3Ŵ, τ3Î
}

, (3.29)

donde las cantidades con sombrero corresponden a las cantidades fı́sicas de la solución que
genera las familias de soluciones yτ un parámetro arbitrario.
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Figura 3.8: Valores que toma la masaM para estados base que difieren por el valor central
del campo escalar̄φ0 y el valor deΛ̄. Las curvas se construyeron según la relación (3.27)
donde el valor deM̄ es el valor adimensional de la masa de los estados base conφ̄0 = 1 y
que aparecen en la Tabla 3.3
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Figura 3.9: Valores que toma el radior95 para estados base que difieren por el valor central
del campo escalar̄φ0 y el valor deΛ̄. Las curvas se construyeron a partir de las rlaciones
de reescalamiento usando como familias generadoras, las delos estados base que aparecen
en la Tabla 3.3
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Φ = exp[− i
~
mc2t]Ψ = Ψ0exp[− i

~
mc2t]Ψ̄ Ψ0 =

ǫ2c2

~
√

4πG

M =
∫

ρdv =
∫

Ψ̄Ψ̄∗dv̄ 1
4πǫ

m2
pl

m

K =
∫

kdv = −1
2

∫

(Ψ̄∗∇̄2Ψ̄ + Ψ̄∇̄2Ψ̄∗)dv̄ ǫ
3

4π

m2
pl

m c2

W = 1
2

∫

wdv =
∫

ŪΨ̄Ψ̄∗dv̄ ǫ
3

4π

m2
pl

m c2

I = 2
3

∫

idv = Λ̄
∫

(Ψ̄Ψ̄∗)2dv̄ ǫ
3

4π

m2
pl

m c2

Cuadro 3.1: Cantidades fı́sicas del sistema descrito por las ecuaciones de SP. Las densi-
dadesρ, k, w, i se definieron en el capı́tulo anterior, ver Tabla 2.1. A partir de estas den-
sidades se definen la MasaM, la energı́a cinéticaK, la energı́a potencialW y la energı́a
de autointeracciónI . Las cantidades con barras son adimensionales y las dimensiones se
recuperan con los factores que aparecen en la extrema derecha de la segunda columna.
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Φ = exp[− i
~
mc2t]Ψ = Ψ0exp[− i

~
mc2t]Ψ̄ Ψ0 =

ǫ2c2

~
√

4πG

Configuraciones de equilibrio Ψ̄(r̄ , t̄) = exp[−iγ̄t̄]φ̄(r̄)

Ψ = Ψ0exp[− i
~
mc2γt]φ̄ γ = ǫ2γ̄

M =
∫

φ̄2r̄2dr̄ǫ
m2

pl

m = M̄ǫ
m2

pl

m

K = −
∫

φ̄∇̄2φ̄r̄2dr̄
ǫ3m2

pl

m c2 = K̄ǫ3 m2
pl

m c2

W =
∫

Ūφ̄2r̄2dr̄ǫ3 m2
pl

m c2 = W̄ǫ3 m2
pl

m c2

I = Λ̄
∫

φ̄4r̄2dr̄ǫ3 m2
pl

m c2 = Īǫ3 m2
pl

m c2

Cuadro 3.2: Expresiones para la MasaM, la energı́a cinéticaK, la energı́a potencialW
y la energı́a de autointeracciónI para configuraciones de equilibrio. En la Tabla 3.3, que
aparece al final de este capı́tulo, se listan los valores de estas cantidades fı́sicas, para algunas
configuraciones de equilibrio especı́ficas.
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Nodos Λ̄ γ̄ Ū(0) M̄ r̄95 K̄ W̄ Ī C = 2M̄
r̄95

8πG~2m2

ǫ2c2 ǫ2 ǫ2c2 ǫ
mpl2

m
1
ǫ
~

mc ǫ3 mpl2c2

m ǫ3 mpl2c2

m ǫ3 mpl2c2

m ǫ2

0 0,0 −0,692 −1,342 2,062 3,799 0,952 −1,903 0,0 1,086
0 0,2 −0,773 −1,517 2,437 3,870 1,047 −2,563 0,156 1,579
0 0,5 −0,921 −1,834 3,153 3,990 1,216 −4,053 0,540 1,580
0 1,0 −1,246 −2,505 4,837 4,226 1,569 −8,647 1,836 2,290

1 0,0 −0,648 −1,503 4,587 7,844 1,981 −3,962 0,0 1,170
1 0,2 −0,707 −1,641 4,990 7,751 2,208 −4,744 0,110 1,290
1 0,5 −0,816 −1,885 5,720 7,611 2,632 −6,342 0,359 1,500
1 1,0 −1,055 −2,412 7,349 7,388 3,631 −10,726 1,155 1,990

2 0,0 −0,631 −1,581 7,097 11,955 2,985 −5,969 0,0 1,187
2 0,2 −0,683 −1,707 7,553 11,714 3,316 −6,906 0,092 1,290
2 0,5 −0,773 −1,926 8,333 11,316 3,937 −8,706 0,293 1,473
2 1,0 −0,973 −2,393 10,028 10,684 5,386 −13,352 0,906 1,877

Cuadro 3.3: Valores de las cantidades fı́sicas de distintasconfiguraciones de equilibrio
con distintos número de nodos y distintos valores del parámetro de autointeracciónΛ. La
escala y las dimensiones de estas cantidades se recuperan almultiplicar por los factores
respectivos que aparecen en el segundo renglón.
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Colapso No Esf́erico

En el capı́tulo anterior se construyeron configuraciones deequilibrio de las ecuaciones
de Schrödinger-Poisson, las cuales son soluciones armónicas, esféricamente simétricas y
regulares en cualquier punto en el que están definidas. Vimos además que las soluciones
sin nodos son estables ante pequeñas perturbaciones radiales. En este capı́tulo estudiare-
mos la evolución temporal de configuraciones de equilibriobajo perturbaciones finitas con
simetrı́a esférica y con simetrı́a axial. Además estudiaremos la evolución de configuracio-
nes arbitrarias de campo escalar con simetrı́a axial. Los resultados principales son que los
estados base también son estables ante perturbaciones finitas, en el sentido de que evolu-
cionan hacia nuevos estados base y además que son configuraciones atractoras de confi-
guraciones iniciales arbitrarias. Dado que las configuraciones de equilibrio, en especial los
estados base, pueden asociarse con objetos de interés astrofı́sico el estudio de su evolución
ante perturbaciones arbitrarias es importante; pues nos darı́a información acerca de la es-
tabilidad de dichos objetos. Por otra parte, podrı́amos inferir cómo es que estos objetos se
forman a partir del estudio de la evolución de configuraciones iniciales arbitrarias de campo
escalar.

Básicamente, el sistema de ecuaciones SP consiste en una ecuación de constricción que
es la ecuación de Poisson (de hecho es la forma Newtoniana dela constricción hamilto-
niana) y una ecuación de evolución, la ecuación de Schrödinger. El hacer la evolución de
dicho sistema consiste entonces en resolver la ecuación dePoisson con condiciones de fron-
tera adecuadas para una densidad inicial de campo escalar, obteniendo el potencial gravita-
cional al tiempot. Una vez obtenido el potencial, resolviendo la ecuación deSchrödinger
se calcula la distribución del campo escalar al tiempot + δt, se resuelve entonces nue-
vamente la ecuación de Poisson para la nueva densidad de campo escalar obteniéndose
el potencial al tiempot + δt y se repiten éstas operaciones. Este proceso se lleva a cabo
utilizando métodos numéricos que involucran diferencias finitas, es decir, se discretiza el
dominio espacial y temporal de manera que las funciones soloestarán definidas en cier-
tos puntos de su dominio y se aproximan los operadores diferenciales quedando definidos
a partir de los valores de las funciones en dichos puntos; pasando ası́ de un problema de

51
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ecuaciones diferenciales a un problema puramente algebraico. En principio sonarı́a un poco
sospechoso este procedimiento puesto que no se resuelven las ecuaciones en el continuo,
sin embargo utilizándolo es posible reproducir resultados conocidos, como veremos más
adelante y además existen ciertos conceptos importantes,en el marco de los métodos de
diferencias finitas, que nos garantizan que las soluciones que obtenemos son confiables, el
mas importante de ellos: la convergencia.

En la primera sección de éste capı́tulo describiremos losmetódos numéricos que em-
plearemos en la evolucion de las configuraciones de campos escalares iniciales, men-
cionaremos cuales son los conceptos importantes que nos garantizan soluciones confiables,
describiremos el codigo numérico que construimos para la evolución, ası́ como las pruebas
de que funciona, es decir reproduciremos con éste resultados esperados. En la segunda sec-
ción haremos la evolución de estados base perturbados pordensidades de campo escalar
con simetrı́a axial y comprobaremos que tienden a nuevos estados base. Finalmente en
la tercera sección evolucionaremos configuraciones iniciales axialsmimétricas arbitrarias
comprobando que los estados base son configuraciones atractoras.

4.1. Código Numérico

Para estudiar configuraciones con simetrı́a axial se eligieron coordenadas cilı́ndricas
denotadas por (x, z), dondex es la coordenada radial yz la axial. El sistema SP en estas
coordenadas se escribe de la siguiente manera

i
∂ψ

∂t
= −1

2

(

∂2ψ

∂x2
+

1
x
∂ψ

∂x
+
∂2ψ

∂z2

)

+ Uψ, (4.1)

∂2U
∂x2

+
1
x
∂U
∂x
+
∂2U
∂z2
= ψ∗ψ. (4.2)

En el código numérico construido, se aproximaron estas ecuaciones continuas (4.1-4.2)
usando diferencias finitas centradas para ambas coordenadas x y z. El dominio numérico se
definió porx = p∆x y z = q∆z, con p y q enteros, y se usó la misma resolución en ambas
direcciones, ésto es,∆x = ∆z. El operador diferencial espacial es el mismo en ambas
ecuaciones y fue tratado de la misma manera en ambos casos: fuera de las expresiones
usuales en diferencias finitas solo dos puntos delicados fueron incluidos relacionados con
las derivadas de primer orden con respecto ax en (4.1-4.2):i) la red fue desplazada en la
direcciónx un intervalo∆x/2 de manera que evitáramos la divergencia de este término y
ii ) se transformó dicho término en1x

∂ψ

∂x = 2 ∂ψ

∂x2 , donde la última expresión es la derivada
respecto ax2.

Para la ecuación de Schrödinger se discretizó el tiempot = n∆t, con n entero y∆t
la resolución en el tiempo. Esta ecuación se resolvió utilizando un integrador temporal
explı́cito con segundo orden de precisión, el cual es una versión modificada de el método
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iterativo de tres pasos Crank-Nicholson.
Para simular fronteras abiertas en las orillas del dominio numérico, se usó una “esponja”

en la región más alejada del dominio. La esponja ha sido un concepto usado exitosamente
al trabajar con la ecuación de Schrödinger. Esta técnicaconsiste en sumar al potencial
en la ecuación de Schrödinger un potencial imaginario. Elresultado es que en la región
donde se define este potencial ficticio se simula un sumidero de partı́culas, y por lo tanto la
densidad de probabilidad en ésta región tenderá a cero demanera que se obtiene el efecto
de una frontera abierta. Ejemplos en los que esta esponja ha sido usada para sistemas que
involucran la ecuación de Schrödinger son [15, 21, 9].

La ecuación de Poisson (4.2) es una ecuación elı́ptica para U, la cual se resolvió usan-
do el arreglo de cinco puntos en dos dimensiones para las derivadas y sucesivamente un
algoritmo de relajación con parámetro óptimo de aceleración conocido como SOR. Para
imponer las condiciones de frontera se cuidó que estas fronteras numéricas estuvieran lo
suficientemente lejos de manera que el valor de la masaM =

∫

|ψ|2d3x fuera el mismo
a lo largo de las tres caras del dominio, se usó entonces el t´ermino monopolar del poten-
cial gravitacionalU = −M/r con r =

√
x2 + z2, como condición de frontera. En el eje se

demandó que el potencial fuera simétrico respecto al eje.

4.1.1. Pruebas al ćodigo numérico

La naturaleza del sistema SP nos permite tenener plena libertad de elegir el dato inicial
ya que una vez que elegimos una distribución inicial de campo escalarψ solo basta inte-
grar la ecuación (4.2) al tiempo inicial; ésto significa que la funciónψ puede ser bastante
arbitraria. Sin embargo, antes de evolucionar distribuciones arbitrarias, para hacer pruebas
al código numérico, se decidió evolucionar un estado base de los que se construyeron en el
capı́tulo anterior.

Los pasos seguidos en la construcción de soluciones al sistema SP pueden ser resumidos
de la siguiente manera:i) elegimos una distribución inicialψ(x, 0) para la superficie tempo-
ral t = 0, ii ) se llena el dominio numérico con esos datos,iii ) se resuelve la ecuación (4.2)
y se obtiene un potencial gravitacional,iv) usando dicho potencial se obtieneψ(x, 0+ ∆t),
v) usando la función de onda obtenida se resuelve nuevamente(4.2),vi) se repite en ciclo
desde el pasoiv) hasta que los datos obtenidos comiencen a ser inconsistentes con la fı́sica
esperada.

El código se probó utilizando como datos iniciales estados base, cuyas propiedades
conocemos de su construcción. Sabemos por ejemplo, que en el lı́mite continuo, la fun-
ción de onda de estos estados, oscila con una frecuencia constanteγ, lo cual implica que
la densidad de masaρ y por lo tanto el potencial gravitacional permanecen independi-
entes del tiempo. Sin embargo, numéricamente se resuelvenlas versiones discretizadas del
sistema SP, las cuales son aproximaciones en diferencias finitas que se obtienen de las ex-
pansiones truncadas de los operadores diferenciales. Por lo tanto, no es difı́cil imaginar
que las caracterı́sticas de las funciones que se obtienen alresolver el sistema discreto no
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sean exactamente las mismas que las del sistema continuo. Dado que intrinsecamente se
introduce cierto error al resolver las versiones discretizadas es necesario asegurarse de que
la discrepancia entre estas soluciones y las de las ecuaciones continuas se debe a este error
intrı́nseco y no a una mala implementación de los algoritmos numéricos empleados en la
construcción del código. Una herramienta útil, en el esquema de las diferencia finitas, para
probar y validar los códigos numéricos es el concepto de convergencia de las soluciones. Al
aproximar los operadores diferenciales por diferencias finitas lo hacemos con cierto orden
de exactitud en los elementos∆x en los que se discretiza el dominio. Por ejemplo, si la
derivada de una funciónu(x) denotada comou′(x) se aproxima por el operador en diferen-
cias finitasDu(x) de manera que el error definido como su diferencia es proporcional a∆x2,
esto es,Du(x) − u′(x) ∼ O(∆x2) decimos que hemos hecho una aproximación del operador
continuo a segundo orden de exactitud. El orden de exactituden la aproximación de los
operadores diferenciales es algo que podemos elegir. Sin embargo, el que los operadores
de las ecuaciones discretas sean aproximados con cierto orden de exactitud no implica que
las soluciones de las ecuaciones discretizadas difieran también de la solución exacta por un
error del mismo orden. En general ésto depende del método numérico empleado. Si teori-
camente se prueba que un método numérico genera soluciones y(x) con segundo grado de
exactitud por ejemplo, entonces estas soluciones están relacionadas con la solución exacta
y0(x) de la siguiente manera

y(x) = y0(x) + E(x)(∆x2) +O(∆x3) (4.3)

dondeE denota el término de error. El saber que es posible escribirla solución aprox-
imada de esta manera es muy importante puesto que implica queel método numérico
es convergente o bien que las soluciones convergen, es decir, si calculamos una nueva
solución numéricay1(x) pero ahora doblando la resolución, esto es, hacemos los interva-
los del dominio más pequeños tal que sean de magnitud∆x/2 y calculamos la diferencia
(y− y0)/(y1 − y0) necesariamente esperamos obtener

y− y0

y1 − y0
=
∆x2 +O(∆x3)
∆x2 +O(∆x3)

=
∆x2 +O(∆x3)
1
4∆x2 +O(∆x3)

= 4+O(∆x3), (4.4)

decimos entonces que el método numérico es convergente y que las soluciones convergen
a segundo orden (hay que notar que el 4 depende del factor en que aumentó la resolución).

En nuestro caso, se sabe teoricamente que los métodos numéricos implementados en
el código generan soluciones con segundo orden de aproximación entonces las soluciones
obtenidas mediante este código necesariamente serán convergentes a segundo orden.

La solución conocida con la que probamos convergencia de las soluciones obtenidas
con el código numérico fue el estado base conψ(0, 0) = 1 que en el lı́mite continuo,
como mencionamos anteriormente, tiene una densidad central independiente del tiempo,
esto es,ρ(0, t) = ρ(0, 0) = 1 para todot; En la Figura 4.1 se muestra la convergencia
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a de segundo orden para todo tiempot de la densidad central, es decir, al aumentar la
resolución, disminuyendo los intervalos espaciales de∆x = ∆z = 0,2 a∆x = ∆z = 0,1, el
valor promedio de la densidad disminuyó en un factor de cuatro. Además la Figura 4.2 se
muestra que el estado base es un sistema virializado en el lı́mite continuo pues la relación
2K +W = 0 se satisface con segundo orden de convergencia.

Es importante notar que a pesar de la convergencia de las soluciones, la independencia
temporal de la densidad no es satisfecha estrictamente de hecho el estado base se está com-
portando como un estado perturbado, recordemos que la densidad de un estado base pertur-
bado oscila con una frecuencia caracterı́stica, ver la sección 3.2. Necesariamente el error de
truncamiento debido a la discretización introduce una perturbación para todot de la evolu-
ción. El punto es qué clase de perturbación esperamos quese introduzca numéricamente,
nos gustarı́a que fuera pequeña de manera que al evolucionar un estado base no encon-
traramos que dicho estado fuera inestable contradiciendo los resultados de la teorı́a de per-
turbaciones. Esta exigencia en realidad constituye una segunda prueba al código numérico.
En el caso de la evolución del estado base conψ(0, 0) = 1 especı́ficamente estamos pi-
diendo que la densidadρ de la función de onda tenga un comportamiento estacionariode
manera que su frecuencia de oscilación coincida con la predicha por la teorı́a de perturba-
ciones calculada en la sección 3.2. Que el código satisface también esta segunda prueba
es claro de la Figura 4.3, ésta es la gráfica de la transformada de Fourier de la evolución
temporal de la densidad central del dato inicial y muestra que su frecuencia de oscilación
esγ = 0,046 coincidiendo con la calculada para una perturbación lineal, via la teorı́a de
perturbaciones.

4.2. Perturbaciones no esf́ericas

Hemos visto en la sección anterior que los estados base al ser evolucionados con el códi-
go numérico con simetrı́a axial se comportan como lo harı́aun estado base perturbado por
una perturbación radial e infinitesimal. En ésta secciónestudiaremos el comportamiento de
un estado base ante perturbaciones pequeñas no esféricas. El dato inicial que se evoluciona
es de la forma

ψ(x, t) = ψground+ δψ, (4.5)

dondeδψ = e−ikr

√
x2+y2

(

∑2
l=0 alY0

l

)

, y los coeficientesal = Ale−(
√

x2+z2−r0)2/σ2
son cáscaras de

tipo gausiano las cuales son agregadas a la parte real de la función de onda de un estado

base. Por otra parte, el factore−ikr

√
x2+y2

contribuye con una velocidad inicial distinta de
cero a la perturbación y losY0

l son harmónicos esféricos con simetrı́a axial. Tenemos en-
tonces que la perturbación está caracterizada completamente por los parámetrosr0, Al, σ y
kr .

Se hicieron diferentes corridas para distintas combinaciones de los parámetros de la
perturbación encontrando para todas ellas resultados similares: 1) el sistema inicial después
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Figura 4.1: Se muestra que la densidad central presenta convergencia de segundo orden
al usar dos diferentes resoluciones. Las corridas fueron llevadas a cabo en un dominio de
x ∈ [0, 20], z ∈ [−20, 20] con resoluciones∆x = ∆z = 0,1, 0,2. El hecho de que con la
menor resolución la densidad central sea cuatro veces másgrande que cuando la resolución
es menor indica convergencia de segundo orden.
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Figura 4.2: En esta gráfica se muestra el significado de una configuración virializada. De-
bido a los errores de discretización al resolver el sistemaSP se introduce un error en los
cálculos, entonces formalmente el sistema solo estará virializado en el lı́mite continuo.
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Figura 4.3: Transformada de Fourier para la densidad central después de que la evolución
se ha llevado a cabo. El pico principal muestra queγ = 0,046, lo cual coincide con el
resultado obtenido usando teorı́a de perturbaciones radiales pequeñas [15].

de cierto tiempo se relaja y virializa, es decir alcanza un estado de equilibrio, 2)más aún, la
configuración inicial tiende al estado base inicialψground, ésto se verifica al observar que la
masaM y la energı́a total se aproximan a los respectivos valores deψground.

Los resultados que aquı́ se presentan son los obtenidos de laevolución del estado base
perturbado con una perturbación inicial cuyos parámetros caracterı́sticos tienen los valores:
r0 = 10,0, A0 = A1 = 0, A2 = 0,02,σ = 2,0, kr = −2,0. La evolución se llevo a cabo en un
dominio numérico para el cualx ∈ [0, 20], z ∈ [−20, 20] con resolución∆x = ∆z = 0,2 y
la masa de la perturbación es de alrededor del 0,8 % la del estado base.

En la Figura 4.4 se muestra que la configuración inicial tiende a un estado de equilibrio
virializado mientras que la Figura 4.5 muestra que la energ´ıa total se aproxima a la del
estadoψground.

4.3. El colapso

En esta sección se estudia el colapso de configuraciones no esféricas de campo escalar
y se muestra que los estados base son atractores para dichas configuraciones iniciales.

El procedimiento que se sigue para verificar que una configuración inicial evoluciona
hacia un estado base y además determinar cual es dicho estado base es el siguiente:i) Dada
la evolución de un estado inicialψ(x, t) se obtiene via la Transformada de Fourier de una
cantidad fı́sica, por ejemplo de la densidad centralρ

ψ
c , la frecuenciaβ del modo fundamental

de oscilación del sistema. Se asume que dichaβ está asociada a la frecuencia caracterı́stica
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de oscilaciónf = β/2π de un estado base perturbadoψperturbedcuya perturbación es lineal y
radial y que el sistema inicial está evolucionando a dicho ´estado perturbado. Esto es debido
a que aun para tiempos largos de evolución numérica el éstado inicial a lo más puede tender
a un estado perturbado ya que la aproximación de las ecuaciones al discretizarlas introducen
una perturbación intrı́nseca al sistema.ii ) Una vez conocidaf se puede se puede calcular
el parámetro de rescalamientoλ que relacionaψperturbed y el estado base con̂ψ(x, 0) = 1.
Usando la relación parat dada por (3.9) el parámetro de rescalamiento es calculado como
λ = ( f / f̂ )1/2; iii ) Conociendoλ se pueden calcular de manera directa las cantidades para
el estado base cuyo estado perturbado esψperturbed. Debido a que no estamos resolviendo el
sistema continuo de ecuaciones, lo que podemos esperar es que las cantidades fı́sicas para
ψ(x, t), como su densidad centralρψc y su masaMψ, converjan a los del estado base cuya
configuración perturbada corresponda alψperturbed. iv) También es necesario checar que el
estado final deψ es una configuración con simetrı́a esférica. Definimos entonces la función
elipticidad como la diferencia integrada entreρψz = ρ(0, z, t) y ρψx = ρ(x, 0, t) medida desde
el centro de masa de la configuración. Se observó para todaslas configuraciones iniciales
con simetrı́a axial que después de un cierto tiempo la elipticidad del sistema se relajaba y
tendı́a a cero en el lı́mite continuo.v) Finalmente se verificó que todas las configuraciones
iniciales tendieran a estados virializados.

A continuación describiremos la evolución de una configuración inicial que consiste
en un estado base más una perturbación con simetrı́a axial. Siguiendo el procedimiento
anteriormente descrito, se encuentra el estado base al cualtiende la configuración inicial.
La configuración inicial está dada por

ψ(x, t) = ψground+ Σ
2
l=0alY

0
l (4.6)

dondeal = Al exp[−r2/σ2
l ] es una gausiana conr =

√
x2 + z2 centrada en el origen, conσl

y amplitud realAl. Realizamos varias corridas para diferentesAl y σl, aquı́ presentaremos
sólo una representativa. En todos los casos el resultado esque el sistema completo evolu-
cionó hacia un estado base con masa considerablemente másgrande que la del respectivo
ψground pero menor que la de la configuración inicial de manera que emite campo escalar
durante la evolución.

Este comportamiento atractor de los estados base fue mostrado en el caso de configura-
ciones iniciales con simetrı́a esférica en [21] y fue mostrado en [22] por primera vez para
el caso de configuraciones iniciales no esféricas. Los resultados que se presentan aquı́ son
los de la evolución de una configuración inicial para la cual ψground(0, 0) = 2, l = 1, Al = 1
y σl = 2. La masa inicial agregada al sistema es del orden del∼ 3 % de la masa original
para el estado base y es considerablemente mayor que en el caso de la perturbación no
esférica anterior. En éste caso, a diferencia del anterior, en el que la configuración inicial
evolucionó al estado base que se perturbó, el sistema evoluciona a un estado base con may-
or masa que el original perturbado. Se encuentra entonces que parte del campo escalar de
la perturbación se fusiona alψground y parte es emitido durante la evolución.
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La evolución fue llevada a cabo en un dominio numérico conx ∈ [0, 12], z ∈ [−12, 12]
y resoluciones∆x = ∆z = 0,1 y ∆x = ∆z = 0,15 . La frecuencia fundamental resultó se
de f = 0,0983, lo cual implica un parámetro de reescalamiento deλ = 1,462. La densidad
central y la masa del estadoψλ asociada con ésteλ especı́fico sonMλ = 3,014 yρλc = 4,563.
En la Figura 4.6, se muestra el valor de la masaMψ contra la densidad centralρψc del estado
ψ para las dos diferentes resoluciones anteriormente especificadas. La lı́nea sólida es la
rama de todos los estados base y se construye como se indica enla última sección del
capı́tulo anterior. La cruz sobre la rama corresponde al estado base conMλ = 3,014 y
ρλc = 4,563.

La convergencia de las cantidadesMψ andρψc también se muestra en la Figura 4.6. La
convergencia es de segundo orden y las estrellas indican la configuración hacia la que el
sistema se aproxima al relajarse para cada resolución. Un análisis de convergencia revela
que ésta es de segundo orden hacia la configuración marcadacon la cruz. En la Figura
Fig. 4.7, se muestra que la función elipticidad se relaja y la configuración tiende a una
configuración esférica y virializada. .
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Figura 4.6: Evolución de la masa de la configuración inicial contra la densidad central
especificada en el texto. Las resoluciones que se usan son∆x = ∆z = 0,1 (puntos) y
∆x = ∆z = 0,15 (lı́neas cortadas). La lı́nea sólida representa la ramade estados base
esféricos. Las estrellas marcan los valores a los que tienden la masa y la densidad central en
las distintas corridas. Considerando que los cálculos numéricos son convergentes a segundo
orden, de estas dos corridas con distintas resoluciones, seinfiere que la configuración en el
lı́mite continuo es la que está marcada con la cruz .

Como punto final en este capı́tulo se mostrarán los resultados obtenidos al evolucionar
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una configuración inicial axialsimétrica que no resulta de una perturbación a un estado
base. La configuración inicial es de la forma

ψ(x, t) = Σ3
l=0Al exp[−r2/σ2

l ]Y
0
l (4.7)

donder =
√

x2 + z2, σl es el ancho de la gausiana yAl una amplitud real. Varias corridas
se hicieron para diferentes valores deAl y σl. Aquı́ se presentan los resultados para una
configuración inicial conA0 = 9,0, A1 = A2 = A3 = 1,0 y σ0 = σ1 = σ2 = σ3 = 1,5.
La evolución se llevó a cabo en una red numérica para la cual x ∈ [0, 12], z ∈ [−12, 12] y
con resoluciones∆x = ∆z = 0,1 and∆x = ∆z = 0,15. Para ésta configuración se encon-
tró la frecuencia fundamental def = 0,128 lo cual implica un parámetro de reescalamiento
λ = 1,669. El valor central de la densidad y masa del estado baseφλ asociado con ésta
especı́ficaλ sonMλ = 3,441 yρλc = 7,75 respectivamente, la intersección de dichos valores
está marcado con una cruz en la Figura 4.8. También en éstafigura se muestra la evolución
de la la masaMψ contra la densidad centralρψc del estadoψ para las dos resoluciones del
dominio numérico previamente especificadas. La lı́nea sólida es la rama de todas las con-
figuraciones de estados base. Los asteriscos son las configuraciones a las que el sistema se
aproxima para las distintas resoluciones y asumiendo que los algorı́tmos empleados en los
códigos numéricos tienen convergencia de segundo orden la configuración marcada con la
cruz es a la que dichas configuraciones convergen a segundo orden. En la Figura 4.9 se
muestra que el sistema evoluciona a una configuración esférica y virializada. .
.
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Figura 4.7: Evolución de la relación virial 2K +W y la Elipticidad. Después de un tiem-
po, la configuración inicial axialsimétrica evoluciona hacia una configuración con simetrı́a
esférica y virializada. Las amplitudes de oscilación de la elipticidad y de la cantidad 2K+W
se hacen más pequeñas conforme el tiempo avanza y tienden acero.
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Figura 4.8: Evolución de la densidad central y la masa para la configuración inicial especifi-
cada en el texto. Usamos resoluciones de∆x = ∆z= 0,1 (lı́neas cortadas) y∆x = ∆z= 0,15
(puntos). La lı́nea sólida representa estados base con simetrı́a esférica.Las estrellas mar-
can los valores a los que tienden la masa y la densidad centralen las distintas corri-
das.Considerando que los cálculos numéricos son convergentes a segundo orden, de estas
dos corridas con distintas resoluciones, se infiere que la configuración en el lı́mite continuo
es la que está marcada con la cruz.
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Figura 4.9: Monitoreo de la elipticidad y la relación virial 2K + W. Se concluye que la
configuración inicial tiende a una configuración con simetrı́a esférica y virializada.





Caṕıtulo 5

Choques frontales

En este capı́tulo se estudia el caso de interacciones frontales entre configuraciones de
campo escalar en el estado base. El código numérico que se emplea es básicamente el mis-
mo que el del capı́tulo anterior puesto que para estudiar interacciones frontales de configu-
raciones esféricas es suficiente contar con un espacio axialsimétrico. En la primera sección
se describe cómo se construyen en general las configuraciones iniciales que se evolucionan
mientras que en la segunda y última sección se muestran losresultados de la evolución para
distintas configuraciones especı́ficas.

5.1. Configuraciones iniciales

Las configuraciones iniciales se construyen a partir de estados base como los que se
encontraron en el caṕıtulo 3 de la siguiente manera:i) se interpola la función de ondaψ1

de uno de los estados base en la red axialsimétrica de maneraque su centro se encuentre
en (0, z0) ii ) se interpola también en la red la otra configuración de equilibrio ψ2 pero en
éste caso se centra en el punto (0,−z0), iii ) se resuelve la ecuación de Poisson para esta
configuración. Tenemos entonces el dato inicial correspondiente a dos configuraciones de
equilibrio en el estado base. En la Figura 5.1 se muestra el perfil de densidad de dos distintos
datos iniciales a evolucionar uno de ellos consiste de dos estados base con amplitud central
1 y separados de centro a centro una distancia de 20 y el otro delos mismos estados base
pero separados una distancia de 30.

Es necesario tener especial cuidado cuandoΛ es distinto de cero porque en este caso la
ecuación de Schrödinger es no lineal de manera que la superposición de funciones de onda
que son solución al sistema SP por separado no son soluciónde la ecuación no lineal. Con
el fin de disminuir el efecto de interferencia inicial deψ1 conψ2, descrita por< ψ1, ψ2 >,
demandamos que esta cantidad sea del orden de presición de los cálculos numéricos, es
decir que sean a los más del orden de presición de la interpolación de los datos en la
red axial. Un ejemplo del término de interferencia para lasconfiguraciones iniciales del la

65



66 Caṕıtulo 5. Choques frontales

Figura 5.1 se muestra en la Figura 5.2. En el caso en el que la los estados base se encuentran
separados de centro a centro una distancia de 20 la interferencia es del orden de 1e− 8
mientras que cuando se encuentran a una distancia de 30 la interferencia es del orden de
1e− 14.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

-30 -20 -10  0  10  20  30

ρ

z

z0 =-10, z0 =10
z0 =-15, z0 =15

Figura 5.1: perfiles de densidad de dos configuraciones iniciales que corresponden a estados
base con amplitud central 1 con diferentes separaciones de centro a centro, en uno de los
datos iniciales esta distancia es de 20 mientras que en el otro es de 30. El momento inicial
de ambos datos iniciales es depz = 3,0.

Otro ingrediente importante del dato inicial a evolucionares el momento en dirección
z que los estados base tengan inicialmente. En el capı́tulo 2 vimos que la densidad de
momento lineal está dada por la expresión

pi =
i
2

(ψ∗∂iψ − ψ∂iψ
∗) (5.1)

entonces multiplicando el estado baseψ1 = eiγtφ(r) por una funcióneipzz ψ1 → ψ1eipzz

generaremos una configuración con momento inicial distinto de cero que se mueve en sen-
tido de izquierda a derecha sobre el ejez; la configuraciónψ2 → ψ2e−ipzz se moverá en-
tonces en dirección contraria a la primera. Es claro que aunconpz = 0, las configuraciones
se atraerán una a otra debido a la gravedad y se superponendrán en algún instante. Sin em-
bargo el hecho de tener momento inicial distinto de cero har´a que lo hagan en un tiempo
menor.
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Figura 5.2: Se muestra la interferencia< ψ1, ψ2 > para los dos datos iniciales cuyas densi-
dades se muestran en la Figura 5.1.

.

5.2. Colisiones

El primer escenario que consideraremos es el que corresponde a la colisión frontal de
estados base con masas iguales. En la figura 5.3 se muestran las instantáneas de los perfiles
de densidad a lo largo del ejez para la configuración inicial conpz = 3,0 y z0 = 15 en
el caso cuandoΛ = 0. Lo que se encuentra es que las dos configuraciones se mueven
una hacia otra acelerándose debido al potencial gravitacional entre ellas y eventualmente
se superponen, es en este momento cuando un patrón de interferencia se forma, después
de un tiempo una configuración se mueve hacia la izquierda y otra hacia la derecha. La
interpretación de ésto es que las configuraciones iniciales se traspasan una a la otra. Es
claro que el perfil de densidad de ambos objetos se distorsiona a medida que se encuentran
más proximos, esto no es dificil de explicar si consideramosla idea de que un estado base
está constitudo por partı́culas (no autointeractuantes en el caso cuandoΛ = 0) que se
atraen unas a otras por medio del potencial gravitacional que se ejerce entre ellas. Se tiene
entonces que los estados base son configuraciones no rı́gidas; entonces la parte del estado
base que se encuentra mas cerca del otro estado base, “sentirá” una fuerza gravitacional
atractiva mayor que la parte más alejada, sufrirá una aceleración mayor provocando la
distorsión del perfil de densidad. Después de traspasarse, las distribuciones se aproximan
a la frontera (localizada enz = ±30) y la densidad de probabilidad es absorbida por la
esponja por lo que la integral deM cae a cero. En la Figura 5.4 se muestra el patrón de
interferencia que se forma alrededor al tiempot ∼ 5.

Otro experimento numérico que se llevó a cabo, fué la evolución de un dato inicial
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Figura 5.3: Instantáneas de la la evolución de la densidadde probabilidad de dos estados
base con amplitud central 1,Λ = 0, pz = 3,0 y z0 = 15. Los dos estados se aproximan,
mientras la distancia entre sus máximos disminuye los perfiles se distorsionan, en el mo-
mento en el que se superponen se forma un patrón de interferencia, el cual se muestra en
la Figura 5.4. Tiempo después los estados se traspasan. La energı́aE de esta configuración
es todo el tiempo positiva de donde se deduce que el estado no está ligado. Después de
un tiempo de permanecer superpuestos los estados se separanhasta que alcanzan la fron-
tera donde son absorbidos por la esponja. El dominio numérico utilizado esx ∈ [0, 30],
z ∈ [−30, 30] con reslución∆x = ∆z= 0,125.
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Figura 5.4: Patrón de interferencia formado durante la colisión de dos configuraciones con
Λ = 0,z0 = 15, pz = 3,0. Las instantáneas de la densidad de esta configuración semuestran
en la Figura 5.3. Dado que los perfiles de densidad se deformanaún antes de que los objetos
colisionen no podemos decir que estos objetos son solitonesy a lo más es posible decir que
el comportamiento es solitónico.

consistente de dos estados iniciales con la misma masa y amplitud central igual a uno, con
momento inicialpz igual a cero yΛ = 0. En este caso lo que se encontró fue que ambas
configuraciones se aproximaron al centro de masas, esto es, al centro del dominio numérico
y a diferencia del caso anterior no se separaron nuevamente.A partir de que se fusionaron
continuaron la evolución como una de las configuraciones iniciales que mostramos en el
capı́tulo anterior para un sola coonfiguración inicial. Después de un tiempo, las amplitudes
centrales de las configuraciones evolucionaron y formaron una sola bola, cuya masa se
estabilizó en torno a una constante y lo mismo sucedió con la energia. Se midió la relación
virial y se encontró que el sistema evoluciona a un estado virializado. La amplitud de la
densidad central también empezó a oscilar alrededor de unvalor fijo. Las instantáneas de la
evolución de la densidad se muestran en la Figura 5.5. Los valores de la densidad central,
la masa, la energı́a y la relación virial se muestran en la Figura 5.6.

Una diferencia importante entre las configuraciones que se evolucionaron en el primer
caso, donde los estados base se traspasan y éste, es el signode la Energı́a total, en el primer
caso la energı́aE siempre fue positiva mientras que en el segundo la energı́a fue negativa.
Concluimos entonces que estos son ejemplos de evoluciones para sistemas no ligados y
ligados.

Se analizaron más casos encontrando que no todas las configuraciones iniciales cons-
truidas presentaron el mismo comportamiento, de hecho se encontró que el valor total de
la energı́aE = K +W + I puede ser tomado como criterio para decidir si los estados base
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Figura 5.5: Instantáneas de la la evolución de la densidadde probabilidad de dos estados
base con amplitud central 1,Λ = 0, pz = 0,0 y z0 = 10. Los dos estados se aproximan, y se
fusionan en el centro de la malla, y forman un solo objeto El dominio numérico utilizado
esx ∈ [0, 30], z ∈ [−30, 30] con reslución∆x = ∆z= 0,1.
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Figura 5.6: Se muestra la densidad central, el Número de partı́culas, la EnergiaE y la
relación virial 2E+K para la evolución de una configuración inicial consistente en dos es-
tados base con amplitud central 1,Λ = 0, pz = 0,0 y z0 = 10. El sistema se comporta como
un estado perturbado que tiende a una configuración de estado base.El dominio numérico
utilizado esx ∈ [0, 30], z ∈ [−30, 30] con reslución∆x = ∆z= 0,1.

se traspasan uno al otro o se fusionan formando una sola configuración esférica final. En
la Figura 5.7 se muestran las energı́as totales para diferentes tipos de configuraciones ini-
ciales. En la figura 5.7 las energı́as corresponden a configuraciones iniciales conΛ = 0.
Dos casos particulares resaltan. El primero cuandopz = 1,0, para ese caso la energı́a to-
tal inicial es grande y positiva y el sistema se comporta comoel descrito anteriormente
con pz = 3,0, es decir, se traspasan las bolas iniciales. La energı́a essiempre positiva y se
aproxima a cero porque las configuraciones salen del dominionumérico. El segundo caso
es para el quepz = 0, la energı́a total siempre es negativa y la configuración final a la que
se aproxima el sistema es la de una sola configuración. Acerca de los casos en la misma
gráfica conpz = 0,75, 0,71, 0,7 no es claro, dentro del tiempo que toman las corridas, el
estado final al que la configuración inicial evoluciona, lo ´unico que se puede observar es
que los perfiles de densidad se distorsionan fuertemente debido a la colisión.

Con este tipo de ejemplos en los que las configuraciones iniciales están formadas por
dos estados base con masa igual no es posible determinar si los estados base, cuando no
terminan formando un solo objeto autogravitante, se traspasan uno al otro y conservan el
sentido de su movimiento a lo largo de la direcciónz. Esto se debe a la simetrı́a que pre-
sentan dichas configuraciones iniciales: tanto la masa comoel momento lineal en los dos
semiplanosz > 0 y z < 0 conservan los mismos valores para todot de la evolución. Es
necesario entonces romper ésta simetrı́a considerando configuraciones iniciales que com-
prendan estados base con distintas masas.
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Figura 5.7: Energı́a totalE = K + W + I para diferentes parámetros iniciales, todas con
Λ = 0 andz0 = 10. Las configuraciones conpz = 2,0, 1,0 empiezan a evolucionar con
valores totales de la energı́a grandes y positivos y muestran comportamiento solitónico; la
energı́a total tiende a cero una vez que los perfiles de densidad llegan a las fronteras del
dominio numérico. La configuración conpz = 0 permanece con energı́a total negativa de
manera que el sistema es acotado, los dos estados base se fusionan y permanencen ası́.
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Los casos con masas distintas tienen la ventaja de que permiten distinguir las con-
figuraciones por sus momentos lineales en la direcciónz. En la Figura 5.8 se muestran
las instantáneas de la evolución de una configuración inicial con energı́a inicial positiva
y Λ = 0,2 y cuyos estados base tienen distintas masas y por tanto las magnitudes de sus
momentos son también distintos, se usanpz = 3,0 y z0 = 15. Se nota claramente que
los estados base se traspasan uno al otro aun cuando su perfil de densidad se distorsiona
ligeramente.

En la Figura 5.10 se muestra la transferencia de masa del semiplanoz > 0 al z < 0 y
visceversa. Es claro que la masa se transfiere de un lado al otro de una manera muy eficiente.
También se muestra el valor del momento lineal en la dirección z en ambos semiplanos,
también es claro que los momentos se transfieren.

Como resultado final mostraré un estudio más detallado de la evolución de una config-
uración inicial que presenta energı́a total negativa. En la Figura 5.5 se muestra el perfil de
densidad a lo largo de la direcciónzpara una colisión en la queΛ = 0, z0 = 10 andpz = 0,
esto es, solo la fuerza gravitacional determina la dinámica del sistema. Es posible ver que
los estados base se fusionan en una sola configuración autogravitante y que el máximo de
su densidad permanece en el centro de masas de la configuraci´on inicial. A medida que
transcurre el tiempo la amplitud de oscilación de la densidad central se hace más pequeña
tendiendo a estabilizarse al rededor de un valor central y tanto la masa como la energı́a total
tienden a un valor fijo. La relación virial partiendo del valor cero toma un valor máximo en
el momento en el que la densidad central tambén lo hace.

Para ilustrar el significado fı́sico de los resultados de la Figura 5.5 asumiremos que la
masa de los estados base de la configuración inicial es del ordenM ∼ 1011M⊙ y que la masa
del boson esm= 10−23eV; estos valores nos fijan el valor deǫ de manera que la separación
inicial entre los estados base es del orden de∼ 3,52kpc y el tiempo en el que la densidad es
máxima estcollision ∼ 52,5 ∼ 8,3× 106yr. La velocidad relativa máxima antes de la colisión
es dev ∼ 830km/s. Estos parámetros corresponden a escalas galácticas, y en principio las
escalas de tiempo son una predicción de este modelo.
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Figura 5.8: Instantáneas de la densidad de probabilidad para la interacción de dos estados
base con masas distintas yΛ = 0,2, pz = 3,0 y z0 = 15. Las configuraciones muestran
comportamiento solitónico en el sentido de que se traspasan. Su energı́a es siempre positiva
E ∼ 35, hasta que las densidades llegan al las fronteras del dominio numérico. El dominio
numérico esx ∈ [0, 30] andz ∈ [−30, 30] con resolución∆x = ∆z= 0,125.
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Figura 5.9: Se muestra la transferencia de partı́culas de los semiplanosz < 0 al z > 0
y visceversa. La masa en cada semiplano también es mostrada. la configuración inicial
consistió en dos estados base conΛ = 0,2, valores centrales respectivosψ(0, 0) = 1, 0,7 y
masasM = 2,437, 1,9383. El momento inicial fue depz = 3,0.
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Figura 5.10: Se muestra la transferencia de momento para lasevolución del dato inicial de
la Figura anterior.





Caṕıtulo 6

Estrellas de Bosones relativistas

Con la experiencia adquirida en la solución del sistema SP dependiente del tiempo, se
explora en este capı́tulo la evolución de estrellas de bosones (EB) totalmente relativistas
de la sección 1.3. Es decir, se resuelve el sistema de ecuaciones dependiente del tiempo
usando métodos numéricos nuevamente. Se prueba que en efecto, las configuraciones de
equilibrio tienen ramas estable e inestable, como se menciona al principio de este trabajo y
que la inestabilidad es de dos tipos, como sugiere la Figura 1.3. Hasta donde conocemos,
este es el primer trabajo que presenta los dos tipos de inestabilidad para EB de manera
formal.

6.1. Evolucíon del espacio-tiempo

Dado que consideramos la evolución del sistema EKG y no solamente construı́mos
las configuraciones de equilibrio, es necesario relajar la métrica que describe al espacio-
tiempo. Eleginos las coordenadas de Schwarzschild, pero esta vez se permite que las fun-
ciones métricas dependan del tiempo:

ds2
= −α(r, t)2dt2 + a(r, t)2dr2

+ r2dΩ2, (6.1)

donde se ha mantenido la coordenada radial por simplicidad.Usando este nuevo elemento
de lı́nea es conveniente separar las partes real e imaginaria del campo escalarφ = φ1 +

iφ2. Con el fin de tener una implementación sencilla de las ecuaciones de evolución, es
conveniente definir variables de primer orden para el campo escalar:πi =

a
α
∂tφi y ψi = ∂rφi,

para cadai = 1, 2. Con estas nuevas variables y para la métrcia (6.1), la ecuación de Klein-
Gordon se traduce en el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de primer
orden enr y t:
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∂tφ1 =
α

a
π1,

∂tφ2 =
α

a
π2,

∂tψ1 = ∂r

(

α

a
π1

)

,

∂tψ2 = ∂r

(

α

a
π2

)

, (6.2)

∂tπ1 =
1
r2
∂r

(

r2α

a
ψ1

)

− aα
dV

d|φ|2
φ2.

En términos de estas variables de primer orden las ecuaciones de Einstein son

∂ra
a
=

1− a2

2r
+

r
2

[π2
1 + π

2
2 + ψ

2
1 + ψ

2
2 + a2V] (6.3)

∂rα

α
=

a2 − 1
r
+

a′

a
− ra2V (6.4)

∂ta = αr[ψ1π1 + ψ2π2]. (6.5)

Estas ecuaciones corresponden a: la constricción Hamiltoniana, la condición de folicación
y la constricción de momento respectivamente. Claramente, este sistema de ecuaciones
está sobredeterminado y es necesario escoger dos de las tres ecuaciones como el conjunto
a ser resuelto. En este caso se elige no resolver la constricción de momento (6.5) durante
la evolución, y se decidió usarla solamete para monitorear la precisión de los cálculos
numéricos. Por tanto, el algoritmo para la evolución consiste en:

- usar (6.2) para evolucionar el sistema,

- después resolver (6.5) y

- usar los nuevos valores de las funciones métricas para evolucionar nuevamente.

Para conseguir esta evolución utilizamos una aproximaci´on en diferencias finitas de
segundo orden, como la descrita en el Capı́tulo 4, pero esta vez, vale notar que solamente
hay una coordenada espacial, lo que permite implementar un código mas sencillo que el
descrito en las secciones previas, pero útil para el caso esférico en condiciones de gravedad
fuerte.

Las condiciones de frontera para el campo escalar son las de onda esférica saliente en
un espacio-tiempo de Schwarzschild, que en su forma de ecuación diferencial se lee:

∂rπi + ∂tπi + πi/r = 0, ψi = −πi − φi/r, (6.6)
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para cadai = 1, 2. O sea, las partes real e imaginaria del campo escalar se consideran ondas
salientes por separado. Esta es una condición de frontera muy simple que con certeza se
puede mejorar, pero que ha bastado para el presente estudio.Lo único que se pidió a la
condición de frontera ha sido que preserve la convergenciade segundo orden de los cálculos
numéricos y que esto ocurra para varios escalas de tiempo decruce de una señal a lo largo
del dominio numérico.

6.2. Los tres posibles destinos de las Estrellas de Bosones

Con la finalidad de mostrar los tres tipos de comportamiento de las estrellas de bosones,
construimos un gráfico semejante al de la Figura 1.3, pero esta vez indicando los compor-
tamientos esperados en cada rama de las familias de soluciones. Este nuevo gráfico se
muestra en la Figura 6.1.
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Figura 6.1: Familias de configuraciones de equilibrio para dos valores deΛ. Las configu-
raciones a la izquierda del máximo son configuraciones estables, como las configuraciones
indicadas con cı́rculos blancos. Las configuraciones entrelos cı́rculos negros y los triángu-
los negros se colapsan para formar hoyos negros, como las configuraciones indicadas con
un cuadrado blanco. Las configuraciones como los trı́angulos blancos explotan.

Los estados que estudiamos son representativos y se muestran en la Tabla 6.1. Además
estas configuraciones particulares están indicadas en la Figura 6.1 con cı́rculos, cuadrados
y triángulos blancos. Las configuraciones inestables se perturban con una capa gaussiana
de campo escalar con la misma fase que el que compone a la estrella de bosones y cada
una de las configuraciones reaccionará de una manera caracterı́stica. La perturbación se
aplica de la siguiente manera: se aplica un perfil gaussiano aφ1 (φ1 → φ1 + gaussiana),
y se resuelven la constricción Hamiltoniana y la condición de foliación; esto garantiza que
el dato inicial satisface las ecuaciones de Einstein; entonces se procede a evolucionar el
sistema mediante el proceso mencionado arriba.



80 Caṕıtulo 6. Estrellas de Bosones relativistas

 1.11177

 1.11178

 1.11179

 1.1118

 1.11181

 1.11182

 1.11183

 1.11184

 1.11185

 1.11186

 0  200  400  600  800  1000  1200  1400  1600  1800  2000

m
ax

(a
)

t

C1
∆r=0.01
∆r=0.02

1.111782

 1.14899

 1.14899

 1.14899

 1.14899

 1.14899

 1.14899

 1.14899

 0  200  400  600  800  1000  1200  1400  1600  1800  2000

m
ax

(a
)

t

C4

∆r=0.01
∆r=0.02

1.148990545

 1e-05

 1e-04

 0.001

 0.01

 0  0.5  1  1.5  2

D
F

T
(φ

(0
,t

))

2 π ω

∆r=0.01

 1e-06

 1e-05

 1e-04

 0.001

 0.01

 0.1

 0  0.5  1  1.5  2

D
F

T
(φ

(0
,t

))

2 π ω

∆r=0.01

 0

 2e-07

 4e-07

 6e-07

 8e-07

 1e-06

 1.2e-06

 1.4e-06

 0  200  400  600  800  1000  1200  1400  1600  1800  2000

n
m

2
(M

)

t

∆r=0.01
∆r=0.02

 0

 5e-09

 1e-08

 1.5e-08

 2e-08

 2.5e-08

 3e-08

 3.5e-08

 0  200  400  600  800  1000  1200  1400  1600  1800  2000

n
m

2
(M

)

t

∆r=0.01
∆r=0.02

Figura 6.2: (Arriba) Convergencia de segundo orden demax(a) para las configuraciones
1 y 4. La lı́nea constante indica el valor demax(a) al tiempo inicial, que es el valor que
se supone debe preservar a lo largo de la evolución. La convergencia de segundo orden a
dicho valor es un buen indicador de que la evolución aporta resultados consistentes con lo
esperado. (En medio) Transformada de Fourier del valor central deφ1 para las mismas con-
figuraciones. El pico aparece al valorω = 1

2π . Esto indica que el campo escalar oscila con
la frecuencia correcta según las unidades reescaladas. (Abajo) Convergencia de segundo
orden de la norma euclidiana de la constricción de momento (6.5) a cero; el objeto de esta
gráfica es mostrar que la constricción de momento (que es una ecuación que no se ha re-
suelto durante la evolución) converge al valor correcto: cero. Para conseguir estas gráficas
se usaron dos resoluciones distintas, como demanda una prueba de convergencia.
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Figura 6.3: (Arriba) Máximo dea y mı́nimo deα para las configuraciones C2 y C5. Se
muestra el colapsodel lapso a cero y la divergencia dea, lo cual indica la formación de
un hoyo negro según las coordenadas que se usaron. (Abajo)a y α para distintos tiempos,
donde se puede apreciar el proceso de colapso. La resolución usada está indicada en los
gráficos y el dominio espacial esr ∈ [0, 30].
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Figura 6.4: (Arriba)a y α para distintos valores del tiempo para las configuraciones C3 y
C6. Claramente, la métrica evoluciona hacia una métrica plana en coordenadas esféricas.
(En medio) Masa vs tiempo. Estas gráficas indican que la masaesta saliendo del dominio
numérico y está siendo emitida hacia el infinito espacial (no sabemos exactamente la ve-
locidad de propagación del campo escalar). (Abajo) Valor central del escalar de Ricci, el
cual tiende a cero, lo cual indica que en efecto la curvatura esta correspondiendo a la de un
espacio-tiempo plano de manera independiente a la elección de coordenadas. La resolución
usada y el dominio numérico son los que aparecen en las gráficas.
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Label M Mpert % r95 r0 A

C1 0.620882 0. 7.66
C2 0.608758 0.60937 0.1 4.84 6. 0.0008
C3 0.5248 0.52537 0.1086 3.68 5. 0.0012
C4 1.390156 0. 12.27
C5 1.389544 1.39101 0.105 7.62 9. 0.0008
C6 0.9043 0.905234 0.103 5.66 7. 0.0008

Cuadro 6.1: Configuraciones usadas para presentar los tres distintos tipos de compor-
tamiento. Las propiedades de la capa gaussiana que actúa como perturbación, y la magnitud
de la perturbación también se indican.

La teorı́a predice que: las configuraciones 1 y 4 deben permanecer estables; las confi-
guraciones 2 y 5 deben colapsar y formar hoyos negros; finalmente, las configuraciones 3
y 6 deben explotar y dispersarse.

6.2.1. Destino 1: configuraciones estables

La prueba consiste en mostrar que la hipótesis básica en laconstrucción de Estrellas de
Bosones, es decir, la dependencia temporal armónica del campo escalar y la independencia
temporal de la geometrı́a del espacio-tiempo. Las configuraciones elegidas para esta prueba
son -como se mencionó arriba- las 1 y 4, marcadas con cı́rculos blancos en la Figura. 6.1.

En la parte alta de la Figura 6.2 se muestra el máximo de la función métricaa. Debido
al error de discretización, las configuraciones estan siendo perturbadas permanentemente, y
por tanto la métrica aparece oscilando en el tiempo. Lo importante por tanto es mostrar que
la amplitud de estas oscilaciones converge a cero conforme la resolución aumenta, es decir,
conforme uno se aproxima al lı́mite continuo. Esto es equivalente a pedir que el máximo de
a converga al valor de la solución analı́tica, pero como no contamos con tal, pedimos por
lo menos que converja al valor calculado cuando se construy´o la Estrella de Bosones. Estas
oscilaciones han sido incluso interpretadas como oscilaciones de modos cuasinormales,
que son usualmente calculados para estrellas de fluidos perfectos. Dado que al usar dos
resoluciones (una el doble de la otra) la amplitud obtenida cuando se usa la resolución baja
es cuatro veces mayor que cuando se usa la alta resolución, concluimos que la convergencia
es de segundo orden.

Una vez probado que la geometrı́a converge a un estado de independencia temporal
(obtenida a través del monitoreo demax(a)), la prueba de fuego consiste en mostrar que el
campo escalar esta realmente oscilando con la frecuencia correcta. En la parte media de la
Figura 6.2 se presenta la transformada de Fourier del valor central deφ1. El resultado indica
que la frecuencia de oscilación del campo escalar corresponde al valor propio calculado al
momento de construir la solución de Estrella de Bosones (recordar que el tiempo ha sido
reescaladõt = ωt; en estas unidades, la frecuencia esω = 1/2π).
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Por completitud, en la parte baja de la misma Figura, se muestra la convergencia de
segundo orden de la constricción de momento, para lo cual sehan usado dos resoluciones.

A estas configuraciones estables no se aplica una perturbación explı́cita pues consid-
eramos de mayor importancia, determinar si el campo escalaroscila con la frecuencia co-
rrecta, pues esto indica que el código numérico ha sido implementado correctamente. Sin
embargo se hicieron diversos experimentos numéricos y se verificó la estabilidad de este
tipo de configuraciones bajo perturbaciones explı́citas, cosa que ha sido ya bien estudiada
(ver por ejemplo [9]).

6.2.2. Destino 2: configuraciones inestables ligadas

Estas son las configuraciones conEB < 0, por lo que se espera que estas configuraciones
colapsen. Para este segundo caso elegimos las configuraciones 2 y 5, que presentan energı́a
de amarre negativa. En principio el error de discretización es suficiente para lograr que
configuraciones de este tipo colapsen. Sin embargo, con el finde lograr un colapso en
una simulación mas corta usamos una perturbación explı́cita de perfil gaussiano, cuyas
propiedades aparecen en la Tabla 6.1. Vale notar que la cáscara gaussiana aumenta la masa
de la configuración inicial.

Los resultados de la evolución aparecen resumidos en la Figura 6.3, donde se muestran
instantáneas deα y dea; de hecho el lapso colapsa a cero en la región donde se esperaque
está cubierta por un horizonte aparente, y la función métricaa comienza a diverger debido
al uso de coordenadas de Schwarzschild. En estas coordenadas, un horizonte aparente se
forma cuando el lapso es suficientemente cercano a cero. Sin embargo, es sencillo usar dis-
tintas coordenadas que permiten calcular la posición, masa y oscilaciones de un horizonte
aparente. Un análisis completo de un caso, en el cual incluso el horizonte de eventos es
calculado para el colapso de una configuración que colapsa se encuentra en [11].

6.2.3. Destino 3: configuraciones inestable no ligadas

En este caso la energı́a de amarre es positiva, lo que indica que no es necesario imprimir
trabajo para desensamblar la configuración. Este es un casoque apenas se menciona en la
literatura, y solamente se indica cuál ha de ser el comportamiento final, y parece ser que
esta Tesis es el primer documento donde se estudian este tipode configuraciones, aparte
del caso aislado de [11].

En este caso se procede de la misma manera que en el caso anterior, y tambien la per-
turbación aumenta la masa de la configuración de equilibrio, de modo que incluso agregar
masa al sistema activa la explosión de este tipo de configuraciones.

En la Figura 6.4 se muestran los resultados obtenidos de la evolución de las configura-
ciones C3 y C6 y lo que ocurre es lo siguiente: i) las funcionesmétricasa y α se vuelven
constantes después de un tiempo finito, ii) la función de masa decrece a cero durante una
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escala de tiempo semejante, y iii) el valor central del escalar de Ricci tiende a cero también,
como es de esperarse para un espacio-tiempo plano.

Cabe resaltar que agregar partı́culas al sistema no ha cambiado la naturaleza explosiva
de este tipo de configuraciones.





Caṕıtulo 7

Conclusiones y Perspectivas

La lista de resultados originales obtenidos en este trabajode tesis, sus implicaciones y
extenciones posibles aparecen a continuación.

- El formalismo Postnewtoniano fue útil para demostrar queen el lı́mite de campo
gravitacional débil y campo escalar no relativista, las ecuaciones de Einstein Klein-
Gordon se reducen a las de Schrödinger-Poisson, y para definir en este régimen, sin
ambigüedades, las cantidades fı́sicas de configuracionesautogravitantes y autointe-
ractuantes de campo escalar. Esto es importante porque dichas cantidades son las
“observables” potenciales de objetos astrofı́sicos formados por campos escalares.

- Se demostró que, en el lı́mite Newtoniano, los estados base son estables no solamente
bajo perturbaciones radiales cono se indica en [21], sino también ante pertrubaciones
con simetrı́a axial. Resultarı́a interesante verificar este resultado en el contexto rela-
tivista y generalizar los estudios plasmados en [25].

- Otro resultado importante que se desprende de este trabajo, es que distribuciones de
campo escalar arbitrarias al evolucionar terminan formando estados base. El punto
anterior y éste hacen más factible que objetos del tipo de los estados base existan en
la Naturaleza puesto que demuestran que serı́an estables ante perturbaciones menos
restrictivas que las radiales y que pordrı́an ser formados por sobredensidades de ma-
teria escalar más generales.

- El comportamiento solitónico de los estados base es una caracterı́stica muy especı́fica
de los objetos formados por campos escalares y puede ser determinante para verificar
su existencia. Esta caracterı́stica puede ser una seña partı́cular que aporte evidencia
de que la materia oscura en el Universo es de naturaleza escalar [29].

- El patrón de interferencia formado en el choque de dos estados base también es una
caracterı́stica única de la dinámica de estos estados. El“lensing” gravitacional gene-
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rado por este patrón podrı́a confirmar la existencia de configuraciones autogravitantes
de campo escalar.

- En el régimen relativista se analizó la estabilidad de las estrellas de bosones. Se
presentó por primera vez la fisión de una estrella de bosones como una propiedad de
un conjunto de soluciones de estrella de bosones con una energı́a de amarre con signo
dado [30]. Se arguye que el mecanismo por el cual las estrellas de bosones son esta-
bles es el principio de incertidumbre, a diferencia de las estrellas de fermiones donde
la presión hacia afuera es ejercida por la degeneración delos fermiones. Esta es una
opinión que no ha sido mostrada con detalle y aquı́ damos el primer paso. Las con-
figuraciones que explotan aportan luz en esta dirección, porque son tan compactas,
o sea, tan localizadas, que en efecto, es posible pensar en que la energı́a cinética de
esas configuraciones es enorme.

- Las lı́neas de estudio de estrellas de bosones más activasson las siguientes: las estre-
llas de bosones como fuentes de ondas gravitacionales [25],y los conjuntos binarios
de estrellas de bosones [26]. Con las herramientas aprendidas en este trabajo, en
combinación con las desarrolladas en [11], es posible contribuir en estas lı́neas de in-
vestigación. Sin embargo, es tentador determinar si las estrellas de bosones se pueden
formar mediante un proceso de colapso, cuales son las condiciones de ener-
gı́a cinética versus potencial para que se formen, y cualesson las restricciones de
estos parámetros fı́sicos que corresponden a configuraciones explosivas que a todas
luces nunca podrı́an formarse.
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