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玻色-费米超流混合体系中的相互作用
调制隧穿动力学*

徐红萍†    贺真真    鱼自发    高吉明

(西北师范大学物理与电子工程学院, 兰州　730070)

(2021 年 11 月 24日收到; 2021 年 12 月 20日收到修改稿)

研究了玻色-费米超流混合体系中的相互作用调制隧穿动力学特性, 其中玻色子位于对称双势阱中, 费

米子位于对称双势阱中心的简谐势阱中. 采用双模近似方法得到描述双势阱玻色-爱因斯坦凝聚的动力学特

性方程组, 并将其与简谐势阱中分子玻色-爱因斯坦凝聚的 Gross-Pitaevskii方程进行耦合. 通过对不同参数

下玻色-费米混合体系中的隧穿现象进行数值研究, 发现简谐势阱中费米子与双势阱中玻色子的相互作用使

双势阱玻色-爱因斯坦凝聚的隧穿动力学特性更加丰富. 不但驱使双势阱中玻色-爱因斯坦凝聚从类约瑟夫森

振荡转变为宏观量子自囚禁, 而且宏观量子自囚禁表现为三种不同的形式: 相位与时间呈负相关并随时间单

调减小的自囚禁、 相位随时间演化有界的自囚禁以及相位与时间呈正相关并随时间单调增大的自囚禁.
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1   引　言

20世纪 80年代以来, 量子光学发展了若干种

方法: 冷原子云释放再捕获 (release and recapture,

RR)[1]、冷原子云受迫振荡 [2]、冷原子光谱分析 [3]、

非平衡四波混频 [4]、飞行时间光谱 (time of flight,

TOF)[5] 和二维飞行时间吸收成像 [6] 等. 目前, 实

验上不仅实现了稀薄超冷原子气体的玻色-爱因斯

坦凝聚 (Bose-Einstein condensate, BEC) [1], 还实

现了双组份超冷玻色-费米混合气体的量子简并,

如 :  7Li-6Li[2],  41K-40K[3],  23Na-6Li[4],  87Rb-6Li[5] 和
87Rb-40K[6] 体系. 超冷多体量子简并气体促进了当

前原子分子物理、凝聚态物理、光学物理和量子信

息等领域的研究. 超冷原子气体在实验上的可控

性 (如利用 Feshbach共振技术, 通过调节外部磁

场来改变原子间相互作用, 以及操控光晶格外势对

系统进行周期调制, 改变原子在不同格点的占据数

和跃迁等)吸引研究者对该体系中的动力学特性展

开了大量研究. 在理论上, 人们在对超冷双组份混

合气体的研究中发现了一系列奇特的现象: 约瑟夫

森振荡、隧穿现象、涡旋 [7]、对称性破缺 [8]、孤子 [9]、

超固体 [10]、超流体 [11,12]、安德森局域化 [13]、量子液

滴 [14] 等.

宏观量子隧穿显示了量子多体波函数的聚集

隧穿行为, 在各种系统中都被研究过. 两个弱耦合

BEC之间的量子隧穿包括约瑟夫森振荡、非线性

朗道-齐纳隧穿 [15]、Rosen-Zener隧穿 [16] 等. 特别

地, 随着时间的演化, 在对称双势阱中的 BEC的

大多数粒子局域在一个势阱中, 表现出高度不对

称的宏观量子自囚禁现象 (macroscopic quantum

self-trapping, MQST) [17]. 量子隧穿现象中很多参

数在实验上可以被直接调节, 如: 基态能量差、 隧

穿系数、 粒子数等, 因此超冷原子气体背景下的宏
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观量子隧穿现象的研究受到了广泛关注. 光晶格中

费米超流气体约瑟夫森振荡现象的研究为探究

整个 Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS)超流端到

BEC端渡越区中的费米超流体提供了难得的机会.

在实验方面, 研究者们在光晶格中观察、研究了玻

色-费米混合体系的输运现象. 但是, 在不同势阱中

具有种间、种内相互作用的玻色-费米混合体系的

动力学研究很少受到关注.

π

本文利用双模近似研究了玻色-费米超流混合

物中的相互作用调制隧穿动力学, 其中对称双势阱

中玻色子的隧穿性质受到位于双势阱中心的简谐

势中的费米子相互作用的调制. 首先利用双模近似

求解耦合含时 Gross-Pitaevskii (GP)方程, 得到

系统的动力学方程组, 在不同的参数下绘制了 0-模

和   -模下的动力学相图, 并对这些相图进行了分

析. 发现简谐势阱中费米子与双势阱玻色子的相互

作用, 丰富了双势阱 BEC的隧穿动力学特性. 不

但通过改变不同的初始参数使双势阱 BEC从类约

瑟夫森振荡转变为 MQST, 而且发现 MQST表现

为三种不同的形式. 

2   物理模型

基于玻色-费米混合体系的实验和理论研究,

探究了玻色-费米超流混合体系的隧穿动力学. 其

中弱排斥相互作用的玻色原子气体囚禁于双势阱

中, 在双势阱中心位置处对称放置的简谐势阱中

囚禁了粒子数相等的双组份费米气体. 当体系的温

度足够低时, 对于粒子数足够多且处于同一量子态

的玻色原子, 可以用 GP方程来描述其动力学特

性. 对于简谐势阱中的费米气体, 利用 Feshbach

共振技术调节费米原子间的相互作用可以实现从

BCS超流端渡越到 BEC端. 此时, 贋自旋方向向

上和向下的两个费米原子构成了弱相互作用的两

体束缚态. 远离幺正区域时, 处于 BEC端的费米

气体可以看作弱相互作用的分子 BEC, 因此 BEC

端的费米气体也可以用 GP方程来描述. 这里仅探

究一维的情况, 耦合含时玻色-费米超流混合物在

零温时可以用如下 GP方程来表述 [18−20]: 

iℏ
∂ψb

∂t
= − ℏ2

2mb

∂2ψb

∂x2
+
(
VD + gb|ψb|2 + gbf|ψf|2

)
ψb,

(1)
 

iℏ
∂ψf

∂t
= − ℏ2

2mf

∂2ψf

∂x2
+
(
VH + gf|ψf|2 + gbf|ψb|2

)
ψf,

(2)

ψb(x, t) ψf(x, t)∫
dx|ψb, f(x, t)|2 = Nb, f Nb Nf

mf

mb = 2mf

VD=(1/2)mω2x2 + de−x2/σ VH = (1/2)×

mω2x2 d ω

σ gb = 4π ℏ2abb/mb

gf = 4π ℏ2aff/mf

gbf = 2π ℏ2abf/mR

mR = mbmf/(mb +mf)

abb aff abf

ℏ = mf = ω = 1

其中,    和   分别为玻色子和费米子的

序参量, 满足  ,   ,   分别

为玻色子和费米子的原子数;   为费米子的质量;

玻色子的质量  ; 参照文献 [15], 取双势阱

 , 简谐势阱 

 ,    为双势阱的势垒高度,    为简谐势的捕

获频率,   为高斯势垒宽度;   为玻

色-玻色种内相互作用系数,    为费

米-费米种内相互作用系数,   为玻

色-费米种间相互作用系数,  

为约化质量,   ,   和  分别为玻色-玻色散射长

度、 费米-费米散射长度和玻色-费米间散射长度.

取简谐振荡的无量纲单位  .

ψb(x, t)

双模近似方法在研究双势阱中 BEC的动力学

特性时被广泛使用 [21−23]. 在弱耦合极限下, 采用双

模近似, 双势阱中玻色原子凝聚体的序参量 

可以写为
 

ψb = b1(t)ψ1(x) + b2(t)ψ2(x), (3)

ψ1,2(x)

∫
dxψi(x)

ψj(x) = δij b1,2(t) =
√
N1,2(t)eiθ1,2(t) |b1,2(t)|2 =

N1,2(t) N1(t) +N2(t) = Nb b1,2(t)

N1,2(t)

Nb θ1,2(t)

其中 , 假设双势阱的左右阱中凝聚体的波函数

 是实函数 , 满足正交归一条件  

 ;    ,   

 ,    ,    为每个阱中凝

聚体波函数的振幅,   为每个势阱中的玻色原

子数,   为双势阱中总的玻色原子数,   为双

势阱中 BEC随时间演化的相位.

ψ1(x) ψ2(x)

b1,2(t) θ1,2(t)

将方程 (3)代入到方程 (1)中, 在方程两边分

别乘以  和  , 然后在全空间积分, 利用正

交归一条件, 可以得到  ,   所满足的动力

学方程:
 

i
∂b1(t)

∂t
= (E0

1 + U1N1 + U1
bf)b1(t)− kb2(t), (4)

 

i
∂b2(t)

∂t
= (E0

2 + U2N2 + U2
bf)b2(t)− kb1(t), (5)

E0
1 E0

2 U1 U2

U1
bf U2

bf

k

这里,    ,    为左右阱中的零点能;    ,    是与

左右阱中玻色子相互作用能有关的系数;   ,  

是与左右阱中玻色子-费米子之间的相互作用能有

关的系数;   是与隧穿振幅有关的参数.

其中,
 

E0
i =

∫ (
1

4
|∇ψi(x)|2 + VD|ψi(x)|2

)
dx (i = 1, 2),

(6)
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Ui = gb

∫
|ψi(x)|4dx, (7)

 

U i
bf = gbf

∫ (
|ψf(x)|2|ψi(x)|2

)
dx, (8)

 

k =−
∫ (

1

4
∇ψ1(x)∇ψ2(x) + ψ1(x)VDψ2(x)

+ gbfψ1(x)|ψf(x)|2ψ2(x)

)
dx. (9)

Zb(t)=
N1(t)−N2(t)

Nb
ϕb(t) = θ2(t)− θ1(t) d = 7 σ = 5

VD(x) = VD(−x) ψ1(x) =

ψ2(−x) E0
1 − E0

2 = 0 U1 = U2 = Ub

定义每个阱中的粒子布居数差 

和相对相位   , 取   ,    ,

在对称双势阱中有   , 所以  

 , 由此可以得到  ,   .

b1,2(t)通过把  的表达式代入到 (4)式和 (5)式,

分离虚部和实部, 再把方程 (3)代入到方程 (2)中,

可以得到玻色-费米超流混合体系最终的演化方程: 

Żb(t) = −2k
√
1− Z2

b sinϕb, (10)
 

ϕ̇b(t) = UbNbZb + 2k
Zb√
1− Z2

b

cosϕb + (U1
bf − U2

bf),

(11)
 

i
∂ψf

∂t
=

(
−1

2

∂2

∂x2
+ VH + gf|ψf|2 +

1

2
gbf(1 + Zb)

× Nb|ψ1|2+
1

2
gbf(1− Zb)Nb|ψ2|2

)
ψf. (12)

 

3   数值模拟

⟨Zb(t)⟩ = 0

⟨ϕb(t)⟩ = 0 π
π

⟨Zb(t)⟩ = 0 ⟨ϕb(t)⟩ = π

⟨Zb(t)⟩ ̸= 0 π

目前, 各研究小组已经研究了双组份 BEC在

双势阱中的玻色-玻色隧穿动力学 [24,25]、 费米-费米

隧穿动力学 [26] 及玻色-费米隧穿动力学 [27]. 研究结

果表明, 玻色-爱因斯坦凝聚的隧穿动力学大致可

以分为 3种模式: 1) 0相位振荡模式 (0-模), 即粒

子布居数差在一个周期内的平均值  , 相

位平均值  的振荡模式; 2)   相位振荡模

式 (  -模), 即粒子布居数差在一个周期内的平均值

 , 相位平均值   的振荡模式 ;

3) MQST模式, 即粒子布居数差在一个周期内的

平均值  , 相位平均值可以为正负、零或 

的振荡模式. 下面对以上 3种模式进行详细讨论.

Nb1) 双势阱中的初始粒子数  对 0-模的影响

Nb = 0.3Nf当  时, 玻色原子数较小, 原子间相

互作用较弱, 原子可以自由地在两个势阱中来回隧

Zb-ϕb

Nb = Nf

⟨Zb(t)⟩ < Zb (0)

Zb-ϕb

Nb = 2.2Nf

Nb = 5.5Nf

⟨Zb(t)⟩ > Zb (0)

Zb-ϕb

Nb =

7Nf ⟨Zb(t)⟩ > Zb (0)

Zb-ϕb

穿. 双势阱中玻色子的粒子布居数差随时间的变化

表现为正弦振荡 , 相位随时间的变化是有界的 ,

 相图表现为一个封闭的圆圈 , 这种振荡模

式被称为类约瑟夫森振荡 , 如图 1(a)所示 . 当

 时, 随着玻色原子数增加, 原子间排斥相

互作用增强, 粒子隧穿效应受到抑制, 进而局域

在双势阱的某一侧, 体系进入了自囚禁状态, 具体

表现为   . 相位与时间呈负相关, 并

随时间单调减小 , 此时   相图不再封闭 , 称

此囚禁模式为 MQST1 模式 , 如图 1(b)所示 . 当

 时, 由于玻色子和费米子种内相互作用

相差很小, 不会改变玻色原子所处的相, 体系又回

到与图 1(a)相同的类约瑟夫森振荡, 如图 1(c)所

示. 继续增大玻色粒子数, 当   时, 玻色

原子种内相互作用大于费米原子种内相互作用, 由

于非线性相互作用的增大会抑制原子隧穿, 此时体

系处于自囚禁状态  , 相位随时间演

化是有界的, 此时   相图是封闭的, 称这种囚

禁模式为 MQST2 模式 , 如图 1(d)所示 . 当  

 时, 体系仍然处于自囚禁状态  ,

此时相位与时间呈正相关, 并随时间单调增大, 此

时   相图不再封闭, 称此囚禁模式为 MQST3
模式, 如图 1(e)所示.

Nb π2) 双势阱中初始粒子数  对  -模的影响

⟨Zb(t)⟩ < Zb(0)

⟨Zb(t)⟩ > Zb (0) π

⟨Zb(t)⟩ > Zb (0) ⟨Zb(t)⟩<Zb (0)

如图 2所示, 双势阱中玻色子的振荡开始表现

为类约瑟夫森振荡, 随玻色原子数的增加依次由

MQST2 模式转变为MQST1 模式再回到类约瑟夫

森振荡, 最后进入 MQST3 模式. 然而 0-模时体系

开始表现为类约瑟夫森振荡, 之后随着玻色原子数

的增加, 经历由MQST1 模式到类约瑟夫森振荡再

到 MQST2 模式的转变 , 最后进入 MQST3 模式 ,

其中MQST1 模式时  , MQST3 模式

时   . 而对于   -模 ,  MQST1 模式时

 , MQST3 模式时  , 这

与 0-模时的情况有显著不同. 

4   相图和相变分析

π

Nf = 300

Zb - ϕb

Nb = 10 π

已经分析了当费米粒子数不变, 0-模和  -模时

双势阱中玻色粒子数目对双势阱中 BEC隧穿动力

学的影响. 接下来, 当费米粒子数目   时,

改变玻色粒子布居数差, 得到了  平面内的相

图, 如图 3所示. 当  时, 体系在 0-模及  -模
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Zb(t) ϕb(t) t Zb-ϕb Nb = 0.3Nf

Nb = Nf Nb = 2.2Nf Nb = 5.5Nf Nb = 7Nf Zb(0) = 0.6 ϕb(0) = 0 Nf = 260

gb = 2× 10−4 gf = 2× 10−4 gbf = 2× 10−2

图  1    0-模时双势阱玻色子初始粒子布居数差   和相对相位   随时间   的变化关系 , 以及   相图　(a)  ;

(b)  ;  (c)  ;  (d)  ;  (e)  .  (a)—(e)图中的初始条件为   ,    ,    ,

 ,   ,  

t t

Nb = 0.3Nf Nb = Nf Nb = 2.2Nf Nb = 5.5Nf Nb = 7Nf

Zb(0) = 0.6 ϕb(0) = 0 Nf = 260 gb = 2× 10−4 gf = 2× 10−4 gbf = 2× 10−2

Fig. 1. For zero mode, population imbalance change with time    , phase change with     and population imbalance change with the

phase of the double-well: (a)  ; (b)  ; (c)  ; (d)  ; (e)  . For (a)–(e) figures the ini-

tial condition is set to   ,   ,   ,   ,   ,   .
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图  2      -模时双势阱玻色子初始粒子布居数差   和相对相位   随时间   的演化 , 以及   相图　 (a)  ;

(b)  ; (c)   ; (d)  ; (e)   . (a)—(e)图中的初始条件为  ,   ,   ,  

 ,   ,   .

π t t

Nb = 1/30Nf Nb = 0.1Nf Nb = Nf Nb = 2Nf Nb = 4Nf

Zb(0) = 0.4 ϕb(0) = π Nf = 300 gb = 2× 10−4 gf = 2× 10−4 gbf = 1× 10−2

Fig. 2. For     mode,  population imbalance  change  with  time    ,  phase  change  with     and population imbalance  change  with  the

phase of the double-well: (a)  ; (b)  ; (c)  ; (d)  ; (e)  . For (a)–(e) figures the ini-

tial condition is set to   ,   ,   ,     ,   ,   .
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Nb = 30

Zb(0) Zb(0)

Zb(0) = 0.92 π Zb(0)

Zb(0)

Zb(0) = 0.87

Nb = 300

时只存在类约瑟夫森振荡 , 如图 3(a)所示 . 当

 时 , 体系存在 3种振荡模式 :  0-模时 , 当

 较小时, 体系处于类约瑟夫森振荡; 随  

的增大, 体系由类约瑟夫森振荡向MQST1 模式转

变, 转变的临界值为  .   -模时, 当 

较小时, 体系处于 MQST2 模式; 随着   的增

大, 体系由 MQST2 模式向类约瑟夫森振荡转变,

转变的临界值为   , 如图 3(b)所示. 当

 时, 0-模时与图 3(b)的演化过程相同, 但

是体系由类约瑟夫森振荡向 MQST1 转变的临界

Zb(0) π

Zb(0) Nb = 600

Zb(0) π

Zb(0)

Nb = 1800

Zb(0) π

值   为 0.58;    -模时, 体系只存在自囚禁模式,

体系由 MQST1 向 MQST2 模式转变的临界值

 为 0.8, 如图 3(c)所示 . 当   时 ,  0-模

时体系由类约瑟夫森振荡向 MQST1 转变的临界

值  为 0.65;   -模时与图 3(b)和图 3(c)的演化

不同, 体系一开始处于类约瑟夫森振荡, 当  增

大到 0.83时, 体系向MQST3 模式转变, 如图 3(d)

所示. 当  时, 0-模时体系只存在自囚禁模

式, 体系由 MQST3 向 MQST2 模式转变的临界值

 为 0.51;    -模时与图 3(d)的演化过程相同 ,
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图  3      平面内的相图 . 费米子数   , 其中图 (a)—(f)中 ,      . 红色线表示  

 时的演化轨迹, 黑色线表示   时的演化轨迹, 蓝色的点线表示 0-模时相轨迹转变的临界值, 绿色的点线表示   -模时相轨

迹转变的临界值.

ϕb-Zb Nf = 300 Nb = 10, 30, 300, 600, 1800, 2100

ϕb(0) = 0 ϕb(0) = π

π

Fig. 3. Phase diagram in the    .  The number of fermions is     with (a)–(f)  . Tra-

jectories with    are depicted in red while those with    are depicted in black. The blue dot line indicates the crit-

ical value of phase trajectory transition at 0 phase mode. The green dot line indicates the critical value of phase trajectory trans-

ition at    phase mode. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 9 (2022)    090301

090301-6

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


Nb = 2100

但是体系由类约瑟夫森振荡向 MQST3 转变的临

界值为 0.27, 如图 3(e)所示. 进一步增加玻色粒子

数目, 当  时, 体系又重复图 3(e)的过程,

如图 3(f)所示.

π

由图 3的相图可以看到, 0-模时, 随玻色粒子

数增加, 体系由类约瑟夫森振荡向MQST1 模式转

变的临界值先减小后增大, 最后仅存在自囚禁相.

由此说明玻色粒子数增加抑制了双势阱中 BEC

的隧穿效应. 同时, 简谐势阱中的费米原子丰富了

双势阱 BEC动力学, 使其出现了 3种不同特征的

MQST模式. 而   -模时情况较复杂, 玻色粒子数

较小时, 体系由MQST2 模式向类约瑟夫森振荡转

变; 增大玻色粒子数, 体系只存在自囚禁模式; 进

一步增大玻色粒子数, 体系由类约瑟夫森振荡向

MQST3 模式转变, 转变的临界值随玻色粒子数增

加而减小.

Nb/Nf gb gf gbf

简谐势阱中费米子对双势阱中玻色子的调制

与二者之间的相互作用能有关, 然而粒子数比值

 和相互作用强度  ,   ,   都会影响二者之

间的耦合强度, 进而共同调制双势阱 BEC的隧穿

Nb/Nf gb gbf

Nb

Nb/Nf gb gbf

动力学 . 图 4展示了双势阱 BEC在粒子数比值

 和相互作用强度  ,   下的相图. 除了前面

讨论的增加   可以使双势阱 BEC由类约瑟夫

森振荡向自囚禁转变外, 从图 4可以得出, 固定

 之值, 增大   和   的值也能使体系产生由

类约瑟夫森振荡向自囚禁相的转变. 

5   结　论

本文研究了玻色-费米超流混合物的隧穿动力

学特性, 其中玻色子位于双势阱中, 费米子位于双

势阱中心的简谐势阱中. 利用双模近似方法得到描

述双势阱 BEC的动力学特性方程组, 并将其与描

述简谐势阱中分子 BEC的 GP方程进行耦合, 通

过数值模拟讨论了玻色-费米超流混合物相互作用

调制的隧穿动力学特性. 研究发现, 通过改变体系

的初始参数, 如玻色粒子数、费米粒子数、玻色子

间相互作用强度、费米子间相互作用强度、玻色-费

米间相互作用强度以及粒子布居数差和相对相位,

都能使双势阱中的 BEC由类约瑟夫森振荡向自囚
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图  4      (a),  (c)  0-模和 (b),  (d)  -模时 ,    和   平面内的相图 , 其中 (a),  (b)参数为   ,   

 ; (c), (d)参数为   ,  

π Nb/Nf-gb Nb/Nf-gbf

gf = 2× 10−4 gbf = 2× 10−2 gb = 2× 10−4 gf = 2× 10−4

Fig. 4. For  (a),  (c)  zero  mode  and  (b),  (d)    mode,  the  phase  diagram  in  the      and      plane  with  (a),  (b)

 ,    and (c), (d)   ,   .
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π

禁模式转变. 0-模时随着玻色原子数的增加, 体系

依次经历了以下变化: 类约瑟夫森振荡→相位随时

间单调减小并始终小于零的自囚禁 (MQST1)→类

约瑟夫森振荡→相位随时间在有界范围内变化的

自囚禁 (MQST2)→相位随时间单调增大并始终大

于零的自囚禁 (MQST3).    -模时随着玻色原子数

的增加, 体系依次经历了以下变化: 类约瑟夫森振

荡→相位有界的自囚禁 (MQST2)→相位随时间单

调减小并始终小于零的自囚禁 (MQST1)→类约瑟

夫森振荡→相位随时间单调增大并始终大于零的

自囚禁 (MQST3). 以上变化过程与双势阱中

BEC的隧穿特性显著不同. 由此可以得出, 位于双

势阱中心简谐势阱中的费米子与双势阱中玻色子

之间的相互作用丰富了双势阱 BEC的隧穿动力学

特性.
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Abstract

In this paper, we study the interaction-modulated tunneling dynamics of a Bose-Fermi superfluid mixture,

where  a  Bose-Einstein  condensate  (BEC)  with  weak  repulsive  interaction  is  confined  in  a  symmetric  deep

double-well potential and an equally populated two-component Fermi gas in a harmonic potential symmetrically

is positioned in the center of the double-well potential. The tunneling between the two wells is modulated by

fermions  trapped  in  a  harmonic  potential.  When  the  temperature  is  adequately  low  and  the  bosonic  particle

number is adequately large, we can employ the mean-field theory to describe the evolution of the BEC in the

double-well potential through the time-dependent Gross-Pitaevskii equation. For the Fermi gas in the harmonic

potential  trap,  we  consider  the  case  where  the  inter-fermion  interaction  is  tuned  on  the  deep  Bose-Einstein

condensate of the inter-fermion Feshbach resonance, where two fermions of spin-up and spin-down form a two-

body bound state. Within the regime, the Fermi gas is well described by a condensate of these fermionic dimers,

and  hence  can  be  simulated  as  well  by  a  Gross-Pitaevskii  equation  of  dimers.  The  inter-species  interactions

couple the dynamics of the two species, which results in interesting features in the tunneling oscillations. The

dynamic equations of the BEC in the double-well potential is described by a two-mode approximation. Coupling

it  with  time-dependent  Gross-Pitaevskii  equation  of  the  harmonically  potential  trapped  molecular  BEC,  we

numerically  investigate  the  dynamical  evolution  of  the  Boson-Fermi  hybrid  system  under  different  initial

conditions. It is found that the interaction among fermions in a harmonic potential leads to strong non-linearity

in the oscillations of the bosons in the double-well potential and enriches the tunneling dynamics of the bosons.

Especially, it strengthens macroscopic quantum self-trapping. And the macroscopic quantum self-trapping can

be expressed in three forms: the phase tends to be negative and monotonically decreases with time, the phase

evolves with time, and the phase tends to be positive and increases monotonically with time. This means that it

is possible the tunneling dynamics of the BEC in double-well potential is adjustable. Our results can be verified

experimentally  in  a  Bose-Fermi  superfluid  mixture  by  varying  different  interaction  parameters  via  Feshbach

resonance and confinement-induced resonance.

Keywords: Bose-Fermi mixture, tunneling dynamics, Josephson oscillation, self-trapping
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