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近些年来, 非厄米与强关联两种元素开始融合并形成物理学中的一个重要研究领域, 相关理论与实验的

进展重塑了人们对于物质的理解. 在该领域中, 研究对象并不局限于非厄米元素对多体系统能谱以及本征态

性质的影响, 研究者们更加关注对量子态的操纵. 例外点作为非厄米量子力学区别于厄米量子力学中最显著

的特征得到了大家广泛的关注. 除了围绕能谱例外点的非厄米拓扑能带理论以及量子探测等最新进展外, 本

文重点阐述以能谱例外点为基础的临界动力学现象及其在量子多体系统中的应用. 当系统处于能谱例外点

上时, 属于例外点合并子空间中的任意初始态都将投影到体系的合并态上. 基于量子态演化的方向性, 本文

回顾了近年来本课题组在量子自旋系统所发现的外场诱导的动力学磁化、横场 Ising模型中的有限温相变、

中心-环境系统中的量子铸模以及非厄米强关联系统中的超导态制备等几个代表性工作, 着重讨论了与例外

点相关的新的非平衡量子态制备方法以及探测方案.
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1   引　言

哈密顿量的厄米性是量子力学中的一个重要

假设. 它确保了孤立量子系统的几率守恒以及力学

可观测量的实数性. 然而, 由于人们所考虑的系统

不可避免地与周围环境发生能量、粒子以及信息的

交换, 因此人们所观测到的系统概率不守恒现象在

自然界中普遍存在. 从历史上来看, 对此类开放系

统的研究可以追溯到 Gamow[1], Siegert[2], Major-

ana[3] 和 Feshbach[4,5] 的早期工作. 他们考虑了核

反应中的辐射衰变, 该衰变可以通过一个与量子态

几率衰减相关的非厄米有效哈密顿量来描述, 他们

从动力学的角度解释了流向核外的非零几率流. 沿

着这条主线发展起来的理论方法被称为 Feshbach

或 Cohen Tannoudji投影方法, 其在后续介观物

理以及原子和分子物理学研究领域中得到了广泛

的应用. 另一方面, 由于单粒子的量子力学与经典

波动方程的数学形式等价 [6], 非厄米的描述可以被

应用到不同的非保守经典物理系统中去. 这些非保

守的经典系统提供了一个在不同物理领域中 (如光

学、光子学、电子电路、机械系统、腔光力学系统、

生物输运、声学以及流体)研究非传统波动现象的

理想平台. 由于波的本质以及方程的数学等价性,

固体物理中的能带理论可以被直接推广到具有周

期性结构的经典系统中. 最近, 由于非厄米量子力

学与经典系统的这种相关性, 传统凝聚态物理中的

拓扑能带概念已经被扩展到非厄米体系中, 这直接
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导致了一系列超越厄米能带理论现象的发现 [7].

随着实验上量子相干控制技术的进步, 量子光

学领域还发展出了一种处理开放量子系统的理论

方法. 基于此, 人们可以在实验上高度可调的领域

中探寻少体物理机理 [8]. 相比之下, 量子物理学中

另一个非常有趣的现象是当系统中存在大量相互

作用粒子时所展现出的集体动力学行为 [9]. 原子、

分子和光学的最新实验进展已经使得人们能够在

多体领域中探索量子开放系统. 从这个角度来看,

这些进展为曾经被认为只是出于基本理论建设以

及学术兴趣的早期理论研究提供了新的视角, 如非

幺正量子场论中的李-杨奇点等 [10]. 从理论上来讲,

此类开放系统在马尔可夫近似下由主方程描述. 系

统与环境之间耦合导致了与量子跳跃项 (quantum

jump)相关的 Lindblad耗散算符的出现, 其代表

在环境的影响下系统偏离自身的幺正演化行为. 真

正的非厄米量子系统恰是来源于系统与环境的相

互作用. 当量子跳跃项发生作用的时间小于系统的

特征时间时, 主方程中的量子跳跃项可以忽略, 此

时主方程与薛定谔方程等价. 但是描述系统动力学

的哈密顿量不再具有厄米性而具有非厄米性. 从算

符的角度来讲, 算符的演化应当满足郎之万方程.

究其本质而言, 非厄米哈密顿量就是郎之万方程所

对应的有效哈密顿量 , 它是利用海森伯方程在

Weisskopf-Wigner近似下推导郎之万方程的直接

结果. 近些年来, 探究非厄米哈密顿量与开放系统

之间的联系这一课题, 引起了很多国内外理论与实

验组的重点关注 [11−22]. 另一方面, 对于系统的测量

过程, 究其本质而言也是一个系统与环境的相互作

用过程. 非幺正的微扰也可以显著地改变系统潜在

的动力学现象, 一个典型的例子就是所谓的连续量

子芝诺效应 [23]. 在此现象中, 系统与测量仪器 (环

境)之间的耦合足够强以至于可以抑制量子态之间

的隧穿概率 (即所谓的量子跃迁). 这种抑制机制背

后的物理也可以通过分析有效非厄米哈密顿量的

能谱特性来得到. 连续量子芝诺效应通常表现为其

复本征值的的虚部被抑制 [24−27]. 这一特征在量子

少体以及多体系统中鲜有发现, 而后者可以导致更

丰富的物理现象, 如粒子间关联的增强、量子临界

点的移动 [28,29]、非阿贝尔规范场工程、晶格约束诱

导的多带效应 [30,31]、以及非稳定量子态的长弛豫过

程 [32−39].

近十年来, 从离散非厄米哈密顿量出发探究其

能谱及本征态的基本性质已经成为当下非厄米研

究领域的前沿问题. 除了能谱结构的特殊性质, 非

厄米系统还表现出许多在厄米系统中从未出现过

的特殊动力学行为, 其中一个显著特征是临界动力

学 [40−47]. 这种特殊动力学行为以非厄米系统中的

例外点为基础 [47−54]. 所谓例外点是指非厄米系统

中本征态的合并, 其导致系统希尔伯特空间的不完

备. 因此, 非厄米哈密顿量在此时不能够被对角化.

这一非厄米所独有的行为显著区分于厄米系统中

能级的简并现象, 简并不会导致希尔伯特空间的缺

失. 狄拉克概率不守恒及例外点的存在造就了非厄

米系统不同于厄米系统的特殊动力学行为. 虽然基

于例外点的相关非平衡物理在单体系统中得到了

深入的研究 [55,56], 但在多体系统中则较少涉及. 可

以肯定的是非厄米性和相互作用之间的结合必定

会产生新奇的量子多体效应, 并且可以显著地改变

厄米物理中已经确立的宏观集体激发行为 [37].

本综述简要总结了近年来本课题组在非平衡

量子多体物理方面的几个代表性工作, 着重讨论与

非厄米例外点相联系的非平衡多体物态的制备. 本

文涉及的非厄米哈密顿量不仅可以在短时间内很

好地捕获非平衡系统的动力学特征, 而且可以很好

地与量子跳跃项一起决定量子态演化的一条量子

轨迹 [57]. 由于密度矩阵可以被视为纯态在经典概

率下的叠加, 那么通过对所有可能的量子轨迹进行

加权便可以得到密度矩阵在量子主方程下的演化.

因此研究非厄米哈密顿量在例外点附近的动力学

特性为在开放系统中发现奇特的量子态有着重要

的理论意义. 本文第 2节首先基于厄米系统的简并

子空间, 给出构建具有例外点的非厄米非平庸哈密

顿量的一般方法. 以此为基础, 阐明非厄米系统在

例外点时的一般演化规律, 并揭示具有不同阶数例

外点下系统所独有的的动力学规律. 第 3节主要侧

重于将第 2节发展的非厄米临界动力学理论应用

到具体的多体系统. 具体来讲: 第 3.1节介绍自旋

系统中由临界外场诱导的高阶例外点, 并探讨铁磁

海森伯系统自发磁化过程以及在时间域上形成的

磁滞回线 [58]. 第 3.2节着重讨论横场伊辛模型对于

非局域外场的动力学响应. 阐明在有限温下, 外场

所诱导的能级合并现象是系统保持零温相图的关键[59].

第 3.3节回顾了通过合理设置中心-环境系统的非

厄米耦合形式, 以时间演化为基础, 在中心系统中

制备非平庸拓扑物态的量子铸模方法 [60]. 第 3.4节
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讨论了非平衡多体系统中临界动力学演化框架下

的 h 对态制备方案 [61]. 最后对非厄米临界动力学

理论进行总结和展望. 

2   非厄米临界理论

本节首先通过简并厄米模型给出具有例外点

的非厄米模型的一般构建方法, 在此基础上探讨例

外点系统中态的演化规律. 

2.1    具有例外点的非厄米模型的构建

一般情况下, 一个处于例外点的系统可以通过

调整非厄米参数 (如复数势、复数磁通、复数相互

作用及不等幅跳跃)得到. 在例外点附近的系统表

现出能级排斥现象 [47]. 超越例外点时, 系统将经历

实数能级向复数能级的转换. 参数临界值通常是某

个超越方程的解, 并且例外点系统对复参数非常敏

感. 因此, 在实验中使一个系统精确地位于例外点

并不容易. 本节将提出一种基于能谱简并点建立例

外点系统的一般性理论, 利用这种理论得到的例外

点对非厄米参数的强弱程度不敏感.

考虑如下形式的非厄米哈密顿量: 

H =H0 +H
′, (1)

该哈密顿量可以分成两部分, 即厄米部分和非厄米

部分: 

H0 = (H0)
†
, H ′ ̸= (H ′)

†
. (2)

H =H0+

H ′

定理　当以下条件满足时, 哈密顿量 

 的能谱中一定拥有例外点:

H0 |A⟩ |B⟩1)   有二重简并态  与  , 其对应的能量

为 E;

|A⟩ (|B⟩) H(H†)2)   是哈密顿量  能量为 E 的非

简并本征态.

H†

H† E∗

1

0

H(H†) |A⟩ |B⟩

证明　对于非厄米哈密顿量 H, 其本征态的

正交性无法保证, 通常从数学上引入由 H 的本征

态和   的本征态组成的一组双正交基矢来对

H 做研究. 常规情况下, H 本征值为 E 的本征态与

 本征值为  的本征态可以被双正交归一化, 即

它们的交叠可以被归一化为   ; 在例外点处, 这组

本征态无法被双正交归一化, 它们的交叠为   . 基

于  的假设, 对于两个态  和  : 

H |A⟩ = E |A⟩ , H† |B⟩ = E |B⟩ , (3)

|A⟩ |B⟩这意味着两个态  和  自发双正交, 其双正交模

⟨B |A⟩ ⟨B |A⟩ = 0

⟨B |A⟩ = 0 |A⟩
|A⟩
H0

H† |A⟩ |B⟩
|A⟩ |B⟩ H0

H†

H0

H ′ |A⟩ = 0 (H ′)
† |B⟩ =

0 H ′

κa†iaj (i ̸= j) ai aj

aj |A⟩ = 0 ai |B⟩ = 0

|A⟩ |B⟩

为   . 条件 1)表明   . 根据非厄米量

子力学的相关理论 [62], 如果   , 则   是

H 的合并态, 即哈密顿量 H 拥有合并态为  的例

外点. 这清楚地表明: 如果一个厄米系统   和一

个非厄米系统 H(  )具有共同本征态   (  ),

对应能量都为 E, 并且   (  )对于   简并但对

于H(  )不简并, 则 H 具有例外点. 该定理有两个

明显的优势: 首先, 定理对于   的具体形式没有

任何要求, 对于非相对论和相对论、连续和离散的

哈密顿量都成立, 不需要做矩阵的对角化就可以得

到系统的例外点. 其次, 围绕例外点的动力学一般

需要明确系统合并态的物理性质. 一般非厄米哈密

顿量的合并本征态由于依赖系统非厄米元素的具

体形式而变得非常复杂. 该定理则直接指明合并态

为相关厄米系统的简并态, 这为后续通过非厄米临

界动力学制备具有新奇性质的目标量子态提供了

理论基础. 作为一个简单的特例, 将其应用于紧束

缚模型, 根据上述两个条件,   ,  

 , 就可以发现满足此条件的  所具有的最简形式

是非对称跳跃项, 即   , 这里   和   是

费米子或玻色子算符. 当  且  时,

以上两个条件成立. 这意味着两个态  和  在格

点 j 和 i 处有零点 [63]. 

2.2    例外点动力学

2

例外点的存在导致系统的哈密顿量矩阵不能

被对角化, 但是总可以通过相似变换将其约化为一

个具有相同本征值的约当块 (Jordan block). 考虑

一个具有  阶例外点的非厄米矩阵: 

H =

(
iγ γ

γ −iγ

)
, (4)

E = 0 |ψ⟩ = ( i 1 )T其只具有一个能量   , 形式为  

的合并本征态. 在相似变换 

V =

(
i 1/γ

1 0

)
(5)

的作用下, 非厄米矩阵 H可以变换为约当块的标

准形式, 即 

h = V −1HV =

(
0 1

0 0

)
.

显然对于一个含有 n 阶例外点的非厄米哈密顿量,

其必然可以通过相似变换转化为一个 n 阶的约当

块形式. 因此, 系统在例外点上的动力学行为将主
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(M)i,j = λδi,j+

δi+1,j (λ ∈ C) δi,j

要由约当块的阶数来决定. 研究一个定义在 N 维

复数空间的约当块M, 其矩阵元为 

    . 这里  为克罗内克尔符号, 

δi,j =

{1, i = j,

0, i ̸= j.
(6)

1 λ ψc

(ψc)i,1 = δi,1

U = exp{−iλt} exp{−iDt}

该矩阵有且仅有  个能量为  的合并本征态  , 相

应的矩阵元为   . 该矩阵的时间演化算

符可以写为   , 其中 D为

N 阶幂零矩阵, 满足如下性质: 

(Dn)i,j = δi+n,j , (7)

n > N − 1 Dn从 (7)式可以看到, 当  时,   为零矩阵.

利用这一性质, 算符U的矩阵元可以表示为 

(U)p.q = e−iλt (−it)q−p

(q − p)!
h (q − p) , (8)

其中 

h (q − p) =

{
1, q ⩾ p

0, q < p
(9)

ψ0

(ψ0)l,1 = cl

为阶跃函数. 考虑一个初始态列向量  , 其矩阵元

为   . 在时间演化算符 U的作用下, t 时

刻的演化态的矩阵元可以表示为 

(ψt)l,1 =

N∑
n=l

e−iλt (−it)
n−l

(n− l)!
cn, (10)

cN = 0 ψt tN−1 cN = cN−1 =

0 ψt tN−1 tN−2

cn 0 ψt

n− 1

2 (n− 1)

(ψt)1,1

ψc

容易看出,   时,   不含  项;  

 时,    不含   以及   项. 换言之, 对于初始

态含有最高  不为  的态来说,   含有的 t 的最高

次幂为   , 相应的的狄拉克概率含有的 t 的最

高次幂为   . 这说明无论初始态如何选取,

当考虑长时间演化时,   将始终含有 t 的最高

次幂, 其成分在演化态中随着时间的推移将占据主

导地位 [61]. 这同时表明在例外点上, 态的演化具有

方向性, 即指向系统的合并本征态  . 这里需要指

出的是例外点动力学是一种特殊的非平衡动力学,

其最终稳态是非厄米系统的合并本征态, 这种非厄

米方向演化性与非平衡动力学中的稳态有着本质

的不同. 在非平衡动力学中, 稳态意味着物理可观

测量在长时间平均下保持不变, 但是其随时间变化

呈现出围绕某些定值的周期振荡行为, 而非厄米临

界动力学在经过特定的弛豫时间后, 任意的初始态

完全投影到合并态中, 相应的物理可观测量将保持

定值. 本文的后半部分将利用此性质在不同的量子

多体系统中, 发展临界量子态操控的方法, 以及探

究其背后有趣的物理图像. 

3   非厄米临界理论在多体系统中的
应用

本节将回顾本课题组基于非厄米临界动力学

演化规律在多体系统中发展的一些新理论与新方

法. 主要围绕非厄米局域外场下量子自旋模型中的

动力学磁化、有限温量子相变探测、中心-环境系统

中多体拓扑物态制备以及 Hubbard系统中超导对

态制备 4个方面展开论述. 

3.1    非厄米自旋模型中的动力学磁化

海森伯模型作为描述 Hubbard模型在半满填

充时基态以及低能激发态行为的有效模型在量子

磁性理论中取得了巨大的成功. 随着冷原子实验及

单格点分辨技术的进展, 人们已经可以在光晶格超

冷原子实验中模拟海森伯模型并成功实现了对其

系统磁性的操纵. 另一方面, 量子模拟实验中所涉

及到的系统基本上都是耗散系统, 描述其动力学行

为的有效哈密顿量都不再具备厄米特性. 系统的耗

散不可避免地导致量子态的退相干行为. 然而最近

的研究表明, 人们可以通过有效的耗散去实现对量

子态的测量以及操纵、制备. 这些新的思想为耗散

系统中操纵量子态奠定了重要基础 [29,64,65]. 受此启

发, 我们详细研究了外场下自旋系统的动力学行

为, 其核心在于临界外场可以诱导单个自旋的磁

化. 如果系统不存在相互作用, 那么一个全局的复

数磁场可以诱导所有的自旋沿着特定的取向. 当系

统存在相互作用时, 局域磁场与相互作用之间的协

作可以诱导系统中所有的自旋以集体运动的形式

激发, 其基本机制可由图 1表示. 这一现象与厄米

外场有着重要的区别, 在厄米系统中, 磁场只会导

致自旋沿着布洛赫球做周期性的旋转.

具体来讲, 考虑局域复数外场下的自旋系统,

其哈密顿量为 

H =H0 +HI, (11)
 

H0 = −
∑
⟨i,j⟩

Jijsi · sj , (12)
 

HI = g1h · s1, (13)

si = (sxi , s
y
i , s

z
i )

h = (1,−iγ, 0) Jij > 0

H0 H0

其中   是定义在第 i 个格点上的自

旋算符, 复数磁场为  以及  . 此

时,    代表铁磁海森伯哈密顿量. 由于   具有
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SU(2)
[
H0, s

2
]
= [H0, sz] = 0

N + 1 {|Gn⟩} s−

|⇑⟩

+z |Gn⟩ =
(∑

i
s−i

)n−1

|⇑⟩

n = 1, 2, · · · , N + 1 HI H0

SU(2)

HI s = N/2

{|Gn⟩}

 对称性 , 即   , 那么它

的基态是  重简并. 基态  可以通过  算

符作用在铁磁态   (代表系统所有自旋都向沿着

 的方向)上来得到, 即  ,

(              ).    的存在破坏了   的

 对称性进而使得相应的简并能级退简并. 为

了后续讨论的简化 , 给出   在   子空间

 上的矩阵表示:
 

Wm,n = gj
√
(N + 1−m)m[(1 + γ) δm+1,n

+ (1− γ) δm,n+1]/(2N). (14)

|γ| = 1

|⇑⟩ N + 1

{|Gn⟩}
∑

n
cn (0) |Gn⟩

cm (t)

根据文献 [58], 这在数学上与一个非厄米超对称立

方体结构等价. 当  时, 系统的所有简并态合

并为   , 形成   阶的高阶例外点 . 在子空间

 中, 对于任意的初始态   , 振

幅  可以表示为
 

cm(t) = cm(0) +
∑
n ̸=m

(−it/N)n−m(n−m)!h(n−m)

×

[
m−1∏
p=m

p (N + 1− p)

]1/2
cn (0) .

(15)

cn (0)

c1 (t)

从 (15)式可以看出, 无论初始态系数  如何选

取, 系统的演化末态中  的成分最大, 保证了演

化的方向性, 即经过一定的弛豫时间, 系统演化到

合并态上.

|ΨI (0)⟩ =

|↑↓↑↓ · · · ↑↓⟩ |ΨII (0)⟩ = |⇓⟩
利用这一特性, 通过不同的初始态,   

 及  , 在时间域上实现了磁

滞回线, 磁滞回线的高度、宽度、面积等性质可以

客观地反映系统的耗散等特征量, 如图 2所示. 除

此之外, 磁滞回线的构型对初始态的选择也非常敏

感, 这一事实为在开放系统中的量子探测提供了一

种可能的理论方案.
 

3.2    非零温横场 Ising 模型中的量子相变

量子相变是指系统在零温时的相变现象, 是由

量子涨落而非热涨落驱动. 量子相变的发生一般

代表着量子多体系统中基态的性质随参数变化发

 

2(a)

(b)

(c)

EP2

+1

EP(+1)

+1

EP(+1)

Jij

图  1    自旋在 (a)局域磁场、 (b)各向同性全局复数磁场

及 (c)粒子与粒子相互作用与局域复数磁场共同作用下的

动力学演化示意图 . 复数磁场通过绿色阴影部分标注 . 自

旋与自旋的非各项同性相互作用   通过不同的颜色来区

分. 根据非厄米临界动力学的理论, 图 (a) 中含有一个二阶

例外点 , 对应两个简并态合并 . 图 (b)和图 (c)有 N 个简并

态合并对应 N 阶例外点 . 从图中可以看到 , 局域的复数磁

场可以通过与相互作用的协作来影响系统自旋的整体取向

Jij

Fig. 1. Schematics of spins subjected to (a) a local complex

field,  (b)  a  global  complex  field,  and  (c)  a  local  complex

field and interaction. The complex magnetic field is shaded

green. The couplings between different spins are denoted by

different  colors  representing  inhomogeneous  coupling    .

Two  states  coalesce  in  panel  (a)  and N  states  coalesce  in

panels  (b)  and  (c).  Local  complex  field  only  affects  local

spin without interaction, but can affect globally with inter-

action. 
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|ΨI (0)⟩ |ΨII (0)⟩
0.02 0.1 tf = 2× 103J−1 tf = 3× 103J−1

图 2    (a) 对于初始态   在时间域上的磁滞回线; (b), (c) 对于初始态   的磁滞回线. 这里局域的复数外场被施加到格

点 1上. 其强度在图 (a)中为   , 在图 (b)和图 (c)中为   . 弛豫时间分别为 (a), (b)   及 (c) 

|ΨI (0)⟩ |ΨII (0)⟩ g1 0.02

0.1 tf = 2× 103J−1 tf = 3× 103J−1

Fig. 2. Hysteresis loops for the initial state     in (a) and     in (b), (c). The critical local complex field     is     in

panels (a) and (b), and     in panel (c). The relaxation time is     in panels (a) and (b), and     in

panel (c). 
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生突变. 然而, 在实验上系统不可能冷却至零温,

因而在有限温下探测量子相变成为了研究者们长

期追求的目标. 基于非厄米临界动力学现象, 在有

限温度下, 我们提出利用非厄米非局域外场探测量

子相变的动力学方案. 在不同的物质相内, 热态对

于非厄米外场的响应不同, 其可以通过施密特回

波 (Loschmidt echoes)的动力学行为来刻画. 该动

力学特性对于有限温系统依然成立, 这一发现不仅

为有限温下的体边对应原则提供了依据, 而且为人

们理解非零温下量子自旋系统中的相变提供了新

的动力学视角.

这里简要地介绍一下该工作涉及的开放边界

条件下量子自旋系统的能谱及其在非厄米外场下

的临界动力学现象. 考虑如下的横场 Ising模型, 其

哈密顿量为
 

H = −J
N−1∑
j−1

σx
j σ

x
j+1 + g

N∑
j=1

σz
j , (16)

σα
j (α = x, y, z)

J = 1

[p,H] = 0

p=
∏N

j=1
(−σz

j ) σz
j =σ

z
j+N

g = 1

g < 1

其中  是格点 j 上的泡利算符, 非负

的参数 g 代表横场强度. 为了简明起见, 在下面的

讨论中耦合强度取为  . 该模型存在两种对称

性 : 第一种是宇称对称性 , 即   , 其中

 . 在周期边界条件下, 即  ,

系统可以精确求解. 在零温时, 系统在  的地方

经历了铁磁到顺磁相的量子相变. 一般来说, 在热

力学极限下, 模型的性质对边界条件不敏感. 然而

当考虑开放边界条件的时候 , 模型会在铁磁相

 的地方涌现出另一种新的对称性. 为了清楚

起见, 定义非局域算符
 

D =
1

2

√
1− g2

N∑
j=1

gj−1Dj , (17)

其中
 

Dj =
∏
l<j

(−σz
l )σ

x
j − i

∏
l<N−j+1

(−σz
l )σ

y
N−j+1. (18)

[D,H] =
[
D†,H

]
=

0 g < 1

{D,D†} = 1 D2 =
(
D†)2 = 0

在热力学极限下, 其满足对易关系 

 . 从这个角度来讲, 系统在  的相中满足另一

种对称性. 除此之外, D算符满足费米子算符的对

易关系, 即   及   , 且通

过 Jordan-Wigner变换可以和 Kitaev链中的边缘

模算符相联系 [66]:
 

D → 1

2

√
1− g2

N∑
j=1

[ (
gj−1 + gN−j

)
c†j

+
(
gj−1 − gN−j

)
cj

]
. (19)

g < 1 En

{|ψ+
n ⟩ , |ψ−

n ⟩} ±
p |ψ±

n ⟩ = ± |ψ±
n ⟩

这里需要指出的是, 算符D是关于 g 的函数, 因此

依赖于模型. D与 H的对易关系保证了简并子空

间的存在. 在   的区域, 定义能量为   的简并

态   （这里   代表宇称算符的本征值,

即  ）, 在 D算符的作用下我们有如

下结论: 

D
∣∣ψ+

n

⟩
=
∣∣ψ−

n

⟩
, D† ∣∣ψ−

n

⟩
=
∣∣ψ+

n

⟩
, (20)

 

D† ∣∣ψ+
n

⟩
=D

∣∣ψ−
n

⟩
= 0. (21)

0 < g < 1

H =

H + κD 0 < g < 1

En {|ψ+
n ⟩ , |ψ−

n ⟩}

由于这种简并满足下面两个条件: i)二重简并存在

于全能谱 (如图 3所示); ii)在外场 g 存在无序的

时候依然存在, 代价是 D算符的具体形式需要重

新定义. 我们将其称为拓扑的类 Kramers简并. 如

果将 D算符当作非厄米外场 , 那么其将会使得

 区域中包含基态在内的所有的二重简并

能级合并. 具体来说, 考虑非厄米哈密顿量  

 . 在铁磁相   的区域, 任何一对能

量为  的简并态  所张成的子空间中,

哈密顿量的矩阵表示为 

Hn =

(
En 0

κ En

)
. (22)

|ψ−
n ⟩显然这是一个约当块的结构, 其合并态为  . 按

照第 2节中关于例外点动力学的理论, 在铁磁相中

的动力学由以下时间演化算符主导: 

U (t) = e−iHt =
∏

n
Un (t) , (23)

 

Un (t) = e−iEnt [1− i (Hn − En) t] , (24)

|ψ−
n ⟩ g > 1

因此在时间演化算符的长时间作用下, 任意一个初

始态投影到分量   . 当系统处在顺磁相中  

的区域中时, 系统不存在这种类 Kramers简并结

构, 因此外场不会诱导合并本征态进而系统的演化

态只会在低能激发态附近振荡. 由于这种简并性涉

及到系统的全能谱范围中, 所以即使是考虑有限温

下的动力学演化, 其依然成立. 系统在不同量子相

中的显异动力学行为可以被用来在有限温度下探

测量子相变, 为了达成这一目的, 引入施密特回波: 

L (t) =

[
Tr
√√

ρ (0)ρ (t)
√
ρ (0)

]
, (25)
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ρ (t) = e−iHtρ (0) eiH
†t

ρ (0) = e−βH/Tr
(
e−βH

)
L (t) ≈ 1

L (t) ≈ 0.5

其中 ,    . 考虑初始态为热态

 , 可以证明 [59]: 经过比较长

的时间演化后, 当系统处于顺磁相时,   ; 当

系统处于铁磁相时,    . 这一结果对于初

始温度不敏感（如图 4所示）, 因此该非厄米探测方

案为理解与探测有限温相变提供了新的理论视角.
 

3.3    基于非厄米临界动力学的量子铸模

本节提出的量子铸模方案, 即通过平庸初始态

的淬火演化来按需制备特殊量子态. 淬火动力学将

原系统的基态在新的哈密顿量下进行演化, 通过施

加驱动场或者将能量和粒子从外部储库泵浦到系

统等方式使系统处于非平衡状态, 是一类非常典型

的远离平衡态的过程, 并具有非常广阔的应用场景.

基于中心-环境系统（如图 5所示）, 利用非厄

米临界动力学中演化的单向性, 铸造一个稳定的非

平庸量子态是本方案的核心内容. 我们考虑含时的

非厄米哈密顿量
 

H = Hc +Hs +Hin, (26)

其中
 

Hc =

N∑
i,j=1

(
Tija

†
ibj +Aija

†
iaj +Bijb

†
ibj + H.c.

)
,

(27)

以及
 

Hs = µ(t)

N∑
j=1

d†jdj ,Hin = γ

N∑
j=1

b†jdj , (28)

aj bj dj µ(t) = µ0 +
W

2
×

cos(ωt) {Tij , Aij , Bij}

这里  ,   以及  是费米子算符,  

 是周期性驱动的化学势. 参数 
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β−1 gc

Eg N = 50 J = 1

g < 1

图 3    (a) 通过施密特回波所给出的相图; (b) 关联函数所给出的相图, 这里   是温度,   是量子相变点; (c) 有限横场 Ising模

型低能激发谱随着参数 g 的变化.   代表基态能量. 其他系统参数为   和   . 系统的不同相通过两种不同颜色来区分.

通过图 (c)可以发现, 当   时, 系统的能谱都变为二重简并

β−1 gc

Eg

N = 50 J = 1

Fig. 3. (a) Phase diagram detected from the Loschmidt echoes in this work. (b) Phase diagram studied in term of correlation func-

tion in the work of Sachdev et al.. Here     is the temperature and     is the quantum critical point. (c) Spectrum of the low-ly-

ing states for a finite quantum Ising chain as a function of g, obtained numerically through exact diagonalization.    is the ground-

state energy. System parameters:    and   . The energy gap closes at a quasicritical point, indicated by the boundary of

the two  shaded  areas.  Notably,  all  energy  levels  become twofold  degeneracy  simultaneously  at  one  point,  protected  by  the   sym-

metry of the quasi-zero-mode operator D. 

 

0 25 50 75 100

/-1

1.0

0.8

0.6

0.5


(
)

=1.5

=1.1

=0.9

=0.5

=0.1

β = 5 β = 10 N = 10 κ =

0.1 J = 1

1.0 0.5

g > 1

H = H + κD1

图 4    施密特回波随时间变化曲线. 线和点分别代表不同

的温度, 即   和   . 其他系统参数为   ,  

 及   . 施密特回波在不同物质相内的动力学行为不

同 , 最终趋近于   和   两个定值 . 需要注意的是这个结

果独立于初始热态的温度. 因为 D 依赖于参数 g, 并且其在

 时发散, 所以在这里的数值模拟中, 非厄米外场只取

D 的主导项, 即  

β = 5 β = 10

N = 10 κ = 0.1

J = 1

1.0 0.5

Fig. 4. Loschmidt echoes of different g values. The lines and

dots represent the Loschmidt echoes for    and   ,

respectively.  Other  parameters:    ,    ,  and

 . The profiles of the Loschmidt echoes in the two re-

gions  are  distinct,  independent  of  the  temperature  of  the

initial  thermal  states,  and  converge  to      and    ,  re-

spectively. 
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Hc

Hin

(a†k b†k d†k)

H =
∑

k
Hk

依赖于中心系统   的构型. 系统的非厄米性来源

于中心系统与环境的耦合   . 在 Nambu基矢

 下, 系统的布洛赫哈密顿量可以表示为

 , 其中
 

Hk =
(
a†k b†k d†k

)
hk

 ak

bk

dk

 , (29)

以及 

hk = |B(k)|

 cos θk sin θke−iφk 0

sin θkeiφk − cos θk γk

0 0 ∆k

 ,

(30)

B(k) {Tij , Aij , Bij}矢量   可以通过系统参数   待定 ,

矩阵元中的其他参数被定义为 

cos θk =
Bz(k)

|B(k)|
, tanφk =

By(k)

Bx(k)
,

γk = γ/εk, ∆k = µ/εk, εk = |B(k)| . (31)

γk hk由于  的存在,   是一个非厄米矩阵, 其本征态为 

∣∣ψ+
k

⟩
=


cos

θk
2

eiφk sin
θk
2

0

 ,
∣∣ψ−

k

⟩
=


− sin

θk
2

eiφk cos
θk
2

0

 ,

∣∣ψ∆
k

⟩
=

1√
Λ


γke−iφk sin θk

γk (∆k − cos θk)

∆2
k − 1

 , (32)
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Hc Hs Hin Hc Hs
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图 5    量子铸模系统示意图　(a)系统由两部分组成, 中心系统   和源系统   .   为非厄米项, 表示   和   之间的连接, 并

承担从   向   单向传输费米子的任务. (b)该方案的紧束缚模型, 包含三种格点 A, B 和 D. 嵌入阴影区域的晶格 A 和 B (红色

和蓝色实心圆)是拓扑绝缘体, 而晶格 D (黄色实心圆)是一个无跳跃的平带系统, 但具有振荡的化学势. 绿色箭头表示从 D 点到

B 点的单向跳跃. 本工作的目的是通过时间演化实现以下过程: 初始时刻 D 格点填充满粒子, 而 A 和 B 格点无粒子; 最终末态是

 半满填充的基态. (c)动力学过程的基本机制. 在瞬时   ,   的化学势和   的能级共振导致例外点. 相应的例外点动力学允

许费米子在简并能级之间完全转移, 并且在长时间极限下, 这样的动力学过程发生在每个   子空间.   的能带颜色表示能带反

转, 说明能带可以是拓扑绝缘带. 预计   的下带可以完全填充

Hc

Hs Hc Hs

Hc Hs Hin

Hc Hs Hs Hc

Hc tk

Hc

k Hc

Hc

Fig. 5. Schematics for the system and process of quantum mold casting: (a) The system consists of two parts, central system   

and source system   . The target state is the ground state of   , which can be topologically non-trivial or not.    is a topologic-

ally trivial system, providing the supply of fermions. Both    and    are Hermitian, while    is non-Hermitian, representing the

connection between     and    ,  and taking the role to transport fermions unidirectionally from     to    .  (b) A tight-binding

model for the scheme, which contains three sets, A, B, and D. Lattices A and B (red and blue filled circles) embedded in the shad-

ow area is topological insulator, while lattice D (yellow filled circle) is a flat-band (hopping-free) system but with oscillating chemic-

al potential. Green arrows represent unidirectional hopping from D to B  lattices. The aim of this work is to realize the following

process via time evolution. Initially, D  lattice is fully filled, while A and B are empty. The final state is expected to a half-filled

ground state of   . (c) The underlying mechanism of the dynamic process. At instant   , the chemical potential and energy levels

of    are resonant, leading to exceptional points. The corresponding (EP) dynamics allows a complete transfer of fermions between

the degenerate energy levels. In the long-time limit, such dynamics occurs at each    sector again and again. The band color of  

illustrates the band inversion, indicating that the energy band can be topological insulating band. It is expected the lower band of

  can be completely filled. 
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以及相应的本征能量为 

ε±k = ±εk, ε∆k = ∆kεk. (33)

Λ = ∆4
k +∆2

kγ
2
k − 2∆2

k − 2∆kγ
2
k cos θk + γ2k + 1

∆k = ±1

t = tk hEP
k∣∣ψ∆

k

⟩
=
∣∣ψ±

k

⟩
  是狄

拉克内积的归一化系数 . 当   (令该时刻

 ),    具有例外点 , 相应的合并本征态为

 . 考虑系统的时间演化算符
 

U(t) = exp(−iHt) =
∏

k
Uk(t), (34)

其中 

Uk(t) = T exp
[
−i
∫ t

0

Hk(t
′) dt′

]
, (35)

T t = tk

Uk(tk)

  是编时算符. 可以证明   时刻的演化算符

 在时间演化中起主导作用 [60], 此时 

Uk(t) ≈ exp[−iHk(tk)t], (36)

其中具有例外点的布洛赫哈密顿量为 

hEP
k = εk

 cos θk sin θke−iφk 0

sin θkeiφk − cos θk γk

0 0 −1

 , (37)

可以通过相似变换将其变为标准的约当块形式并

满足 

hEP
k

∣∣ψ±
k

⟩
= ±εk

∣∣ψ±
k

⟩
, (38)

 

A |ψa
k⟩ =

∣∣ψ−
k

⟩
, (39)

矩阵 

A=

(
hEP
k

εk

)2

− I3=


0 0 − sin

θk
2

0 0 eiφk cos
θk
2

0 0 0

 . (40)

|ψa
k⟩ = (0, 0, 1)

T考虑初始态  , 通过临界动力学可以

求得相应的演化态为  ∣∣ψEP
k (t)

⟩
= exp

(
−ihEP

k t
)
|ψa

k⟩

= − γkεkt

2
[sin (εkt) + i(1 + 2 sin2

εkt

2
)]
∣∣ψ−

k

⟩
+ cos (εkt) |ψa

k⟩

− i sin (εkt)
(
hEP
k

εk
|ψa

k⟩+
γk
2

∣∣ψ−
k

⟩)
. (41)

d†k |0⟩k |0⟩k
ak bk dk

∣∣ψ−
k

⟩
Uk(t) ∣∣ψ−

k

⟩

这个结果说明位于源的初始态   (  是费米

子算符  ,   , 以及  的真空态)在经过长时间演

化后, 由于时间的线性依赖关系, 趋近于合并态

 . 演化算符   的作用是将位于该子空间中

的任意初始纯态投影到   上, 该动力学过程意

味着费米子从环境源到中心系统的完全输运.

基于单向共振接口和例外点动力学这两个核

心机制, 如果将具有特殊性质的目标量子态, 设计

为复合系统的合并态, 那么对于任意初始态, 在淬

火动力学的作用下, 演化末态都将变为计划制备的

目标态. 基于这一理解, 我们在工作 [60] 中, 提出了

利用非厄米临界动力学在拓扑绝缘体中制备出拓

扑绝缘态以及边界态的方案. 相关研究内容丰富了

量子态制备方案, 并为单向量子器件的制造带来一

些启示.
 

3.4    Hubbard 模型中局域磁场所诱导的非
对角长程序稳态

SO(4)

Hubbard模型作为描述巡游电子磁性的有效

模型在传统凝聚态领域得到了广泛关注, 特别是随

着近些年来冷原子实验的进展, Hubbard模型已

经可以通过量子系统进行模拟, 并在实验高度可调

的范围内去探讨传统凝聚态领域所未关注的量子

态特性. 然而, 冷原子实验中系统不可避免地与外

界环境交换能量与信息. 这导致量子态随时间演化

的概率不再是一个守恒量, 因此描述该相互作用体

系的哈密顿量不再具有厄米性. 为了有效地描述量

子态随时间的演化, 人们除了利用主方程的方法去

处理该问题以外, 还从非厄米量子力学出发, 基于

非厄米的哈密顿量去探讨非厄米性的引入会在多

大程度上影响系统的动力学特性 . 研究组在

2017年就对该问题进行了深入的探讨, 特别是对

冷原子气体的研究, 我们揭示了该系统中可能存在

的碰撞湮灭动力学等特征 [67]. 随着单格点分辨技

术的进步, 人们已经可以利用量子气显微镜来探测

原子的磁性、超导等特性. 特别是近些年来, 研究

者们发展了一系列非平衡态物理的处理办法, 基

于 Hubbard系统中的绝缘态来实现超导. 受此启

发, 我们利用系统的   对称性, 基于 h 算符与

系统哈密顿量的对易, 发展了一套外场诱导产生

h 对态的动力学方案. 该方案的核心是基于 h 算符

的简并子空间, 将临界外场当作微扰, 通过高阶例

外点的演化生成 h 对态. 考虑复数外场下的费米

Hubbard模型, 其哈密顿量为
 

H = H0 +HI, (42)
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H0 = −
∑
⟨i,j⟩

∑
σ=↑,↓

Jijc
†
i,σcj,σ + H.c.

+ U

2N∑
j=1

(
nj,↑ −

1

2

)(
nj,↓ −

1

2

)
, (43)

 

HI =
∑

j
hj · ηj , (44)

hj = gj (λ/2, λ/2, iγ) {gj}

ηj = (+, −, z) (x, y, z)

[η+j , η
−
j ] = 2ηzj [ηzj , η

±
j ] =

±η±j

其中复数外场  , 这里  代表

系统的各项异性. 这里  而非  .

h算符遵循李代数, 即       和      

 . 具体形式为
 

η+j = ηxj + iηyj = (−1)
j
c†j,↑c

†
j,↓, (45)

 

η−j = ηxj − iηyj = (−1)
j
cj,↓cj,↑, (46)

 

ηzj =
1

2
(nj,↑ + nj,↓ − 1) , (47)

[H0, η
±] = [H0, η

z] = 0

H0

由于   , 因此 h算符的本征值

可以作为好量子数将  划分为不同的子空间. 我们

{
∣∣ψNη

⟩
}

∣∣ψNη

⟩
=

Ω−1 (η+)
Nη |Vvac⟩ |Vvac⟩ cj,σ

Nη

{|N, l⟩}

|N, l⟩ = Ω−1 (η+)
N+l |Vvac⟩ Ω =

√
CN+l

2N

η2 ηz

关注 h 配对态所张的子空间  . 这里 

 , 其中   是费米子算符   的

真空态,    代表态中 h 配对的个数. 为了清楚起

见, 重新定义  为所研究子空间的态矢量, 这

里   和   , 其中

N 与 l 通过下面等式与算符  和  建立起联系: 

η2 |N, l⟩ = N (N + 1) |N, l⟩ , (48)
 

ηz |N, l⟩ = l |N, l⟩ , l ∈ [−N,N ] . (49)

|γ| → |λ|考虑大 U 极限以及  的条件, 可以将各向同

性的外磁场在此空间中表示为 

Hd =
λG

4N

N−1∑
l=−N

Jl |N, l⟩⟨N, l + 1|+ H.c.

+
N∑

l=−N

(
iγlG
2N

+
NU

2
) |N, l⟩⟨N, l| , (50)

G =
∑

j
gj 1/(2N)

|λ| = |γ|

其中   以及   来源于 h 配对态的平

移对称性. 当  时, 无论局域外场在空间中如
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HI tf = 400/J

tf = 100/J i ̸= j ⟨Ψ (tf) |η+i η−j |Ψ (tf)⟩ = 1/4 i = j ⟨Ψ (tf) |η+i η−j |Ψ (tf)⟩ = 1/2

图 6    (a)—(d) 4格点 Hubbard模型中关联函数   以及   随时间的变化图. 初始态被制备在

 的真空态   中 , 其相互作用强度   . 随后其运动由外加局域虚数磁场来驱动 . 对于图 (a)和图 (c), 局域虚数磁场为

 ; 对于图 (b)和图 (d), 系统受到一个各向同性的磁场驱动, 其强度为      . 需要注意的是

此时外场   处于例外点上. (e), (f) 稳态关联函数与相对距离之间的函数曲线. 对于图 (e), 弛豫时间为   , 而对于图 (f),

 . 从图中可以看到当  时,   ; 当  时,   , 与正文中的结论一致

|⟨Φ (t) |η+i |Φ (t)⟩ | ⟨Φ (t) |η+i η−i+r |Φ (t)⟩ 4

|Vvac⟩ H0 U = 2J

g1 = g = 0.2J gj = g = 0.2J

(j = 1, · · · , N) HI λ/γ = 1

⟨Ψ (tf) |η+i η−j |Ψ (tf)⟩ tf = 400/J tf = 100/J

⟨Ψ (tf) |η+i η−j |Ψ (tf)⟩ = 1/4 i ̸= j ⟨Ψ (tf) |η+i η−j |Ψ (tf)⟩ = 1/2 i = j

Fig. 6. (a)–(d) Evolution of the correlators    and   , averaged over all sites for the   -site Hub-

bard model. The initial state is prepared in vacuum state    of    with interaction   , and then it is driven by the sys-

tem  with  the  local  imaginary  field      for  panels  (a)  and  (c),  and  homogeneous  dissipation   

  for panels (b) and (d), respectively. Notice that     is at EP such that    . (e), (f) The correlation values of

steady state for different relative distance (  ) at relaxation time     for panel (e) and     for

panel (f). It is shown that     for     and     for    , which confirms the

understanding in the main text. 
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2N + 1何分布, 系统都会存在一个  阶的例外点, 相

应的合并态为 

|Φc⟩ =
(

i
2

)N N∑
l=−N

√
CN+l

2N (i)l |N, l⟩ . (51)

j = 1

λ = γ

|Φ (0)⟩ =
∑

l
cl (0) |N,Al⟩

cm (t)

根据第 1节中的理论, 令局域外场只在   的格

点上有作用, 并令   . 如果考虑此空间中的任

意初态  , 那么演化态振幅

 可以表示为 

cm (t) =
∑
l

(−itg1/2N)
l−m

(l −m)!
h (l −m) cl (0) . (52)

经过一定的弛豫时间 

tf =
N

g1
(fc − 1)

−1/2
, (53)

fc = (0.99)
−1/2N |Φc⟩其中  

[61], 演化态将变为合并态 

（如图 6所示）. 可以证明 h算符的关联函数为 

⟨Φc|η+i η
−
j |Φc⟩ =

{
1/4, i ̸= j，

1/2, i = j.
(54)

这说明最终的演化稳态具有与相对距离无关的非

对角长程序, 因此可以认为系统处在稳定的非平衡

超导相中.

SO(4)

该方案的好处是此过程只是一个动力学演化

的结果, 其并不依赖于外界额外的操作. 另一方面

该方案只要求系统具有  对称性, 对于临界外

场的位置、强度均不作特定的限制. 系统的演化末

态对一些无序的微扰来说也并不敏感. 这些特性为

在实验上制备 h 对态并实现稳定的非平衡超导相

提供了一种有效非厄米临界动力学方案. 

4   总结与展望

本文综述了非厄米临界动力学在非厄米多体

系统中的应用与发展. 除了从非厄米量子力学角度

阐述这一动力学规律以外, 该理论还适用于遵循马

尔可夫近似下量子开放系统中的短时动力学描述.

文中通过厄米系统的简并子空间给出了构造具有

例外点非厄米哈密顿量的普适方法. 当非厄米系统

处于例外点时, 它的矩阵表示必然等价于一个约当

块的矩阵形式, 其维度依赖于例外点的阶数. 在此

约当块所涉及到的子空间中, 任意的初态在狄拉克

几率归一化下都将演化至系统的合并态. 利用非厄

米哈密顿量的这一临界动力学特性, 分别在量子自

旋系统中观察到了局域外场所诱导的动力学磁化、

横场 Ising模型中的有限温相变、中心-环境系统中

的量子铸模以及费米 Hubbard模型中临界外场所

诱导的非平衡超导相等一系列新奇的动力学现象.

该临界动力学思想的提出, 不仅仅丰富了动力学操

控量子态的手段, 更为在开放系统中非平衡地调控

物相提供了重要的理论基础. 未来, 高分辨显微技

术以及单原子操控技术的进步势必会令研究者们

在多体系统中更加关注量子态的特性. 我们期待本

文涉及的非厄米调控机制会在不同的开放量子体

系下得到检验, 并在不同的物理分支上得到进一步

发展. 由于具有独特而有趣的物理性质, 非厄米临

界动力学对于理解各种物理平台下的多体耗散动

力学机制势必会有新的帮助.
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Abstract

In recent years,  two independent research fields,  i.e.  non-Hermitian and strongly correlated systems have

been merged, forming an important research field in physics. The progress of relevant theories and experiments

has  reshaped our understanding of  matter.  In this  field,  the research object  is  not  limited to the influence of

non-Hermiticity on the energy spectrum and the eigenstate properties of many-body systems. Researchers have

paid more attention to the manipulation of quantum states. It is universally received that the exceptional point

is  the  most  significant  featurethat  distinguishes  non-Hermitian  quantum mechanics  from  Hermitian  quantum

mechanics. In addition to the recent advances in non-Hermitian topological band theory and quantum sensing

around  the  exceptional  points,  this  paper  concentrates  on  the  non-Hermitian  critical  dynamical  phenomenon

and its application to the quantum many-body system. When the system has an exceptional point, an arbitrary

initial  state  belonging  to  the  coalescent  subspace  will  be  projected  on  the  coalescent  state.  Based  on  the

directionality of the evolved quantum state,  this paper reviews our several representative researches in recent

years, including local-field-induced dynamical magnetization, quantum phase transition in transverse field, Ising

model  at  non-zero  temperature,  quantum  mold  casting  in  the  center-environment  system,  as  well  as

superconducting state preparation in the non-Hermitian strongly correlated system. We also focus on the new

preparation methods and detection schemes of non-equilibrium quantum states related to exception points.

Keywords: non-Hermitian system, quantum many-body system, exceptional point
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