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摘要: 在致密星体内部极高密度条件下，强子物质可能发生退禁闭相变成为夸克物质，即强子-夸克相变。这

种相变过程对于中子星的性质有着重要影响。考虑库仑能和表面能的影响， 即有限尺度效应，相变过程中的

混杂相包含了被称为 pasta相的几何结构。 强子-夸克共存相的平衡条件是通过求总能量的最小值得到的。采

用相对论平均场 (RMF)模型来描述强子物质相， 采用Nambu-Jona-Lasinio (NJL)模型来描述夸克物质相。

有限尺度效应一定程度上增加了中子星的最大质量， 增加幅度取决于强子-夸克表面张力的大小。有限尺度

效应能够降低混杂相的范围，其结果介于Gibbs结构和Maxwell结构的结果之间。 研究结果表明，中子星中

可能包含一个混杂相的核心部分，其大小受到表面张力等参数的影响。
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1 引言

中子星提供了研究低温高密物质的独特环境。关于

中子星性质的研究，目前存在很多基于各种理论模型的

讨论，一般认为强子-夸克相变过程会发生在中子星的

内核部分
[1–3]
。在过去几十年里，许多作者研究了中子

星内部的退禁闭相变过程和该过程对中子星性质的影

响
[4–14]

。早期，Heiselberg等[15] 研究了强子-夸克混杂

相中库仑能和表面能的影响
[15]
，由于强子物质和夸克

物质的分布变化，可能出现几何结构分布
[16–20]

，随着

密度增加，可能有液滴形 (droplet)，圆柱形 (rod)，片

形 (slab)，圆筒形 (tube)，气泡形 (bubble)。混杂相的

几何结构和大小可以通过表面能和库仑能的竞争决定。

文献[15, 19, 21]中的一些研究表明，共存的强子相和夸

克相应当满足吉布斯平衡关系。表面张力可能引起的压

强增加在文献[16]中有所讨论。事实上，平衡条件中应

当包含表面能和库仑能的贡献
[22, 23]

，这可以通过对总

能量取极小得到。

强子相与夸克相之间的表面张力对于决定混杂相

的结构非常重要。很多文献从不同的理论模型出发，

对此作了相关研究。采用MIT口袋模型和多重反射

拓展方法 (multiple reflection expansion method)得到

的表面张力为σ ∼ 10 MeV/fm2[24]，采用包含色超导

的Nambu-Jona-Lasinio (NJL)模型给出了σ ∼ (145 ∼

165) MeV/fm2的结果
[25]
，在文献[26]中采用了几何方

法得到的表面张力为σ∼ (7∼ 30) MeV/fm2。我们在本

文的计算中参考文献[15, 16]中的方法，把表面张力的

值作为一个自由参数来处理。

2010年观测到PSR J1614-2230的质量为 1.928±
0.017 M⊙

[27]
，2013年观测到PSR J0348+0432的质量

为 2.01±0.04 M⊙
[28]
。这些观测结果提供了关于中子星

物质状态方程的严格约束。

2 理论框架

我们采用相对论平均场 (RMF)模型描述强子相，

这里给出拉氏量

LRMF =
∑
i=n,p

ψ̄i [iγµ∂
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ψ̄l [iγµ∂
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该拉氏量表示重子间通过交换不同介子相互作用，重子

只包含核子 (n,p)，交换的介子包括：同位旋标量-标量
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介子σ，同位旋标量-矢量介子ω，同位旋矢量-矢量介

子 ρ。Wµν和Rαµν 分别为矢量介子ω和 ρ的场张量。

ψl表示轻子的狄拉克旋量，ml表示轻子的质量，轻子

在这里包括 e−和µ−。

从该拉氏量出发，我们可以得到一组欧拉-拉格朗

日方程。应用平均场近似方法，介子场算符可以被他们

的期待值代替，可以得到介子场的运动方程

m2
σσ+g2σ

2+g3σ
3 =−

∑
i=n,p

gσ
⟨
ψ̄iψi

⟩
， (2)

m2
ωω+c3ω

3 =
∑
i=n,p

gω
⟨
ψ̄iγ

0ψi

⟩
， (3)

m2
ρρ=

∑
i=n,p

gρ
⟨
ψ̄iγ

0τ3ψi

⟩
。 (4)

强子物质满足化学平衡和电中性条件

µn =µp+µe, µµ =µe, (5)

np =ne+nµ 。 (6)

通过自洽求解这些方程 (2–6)，可以得到计算强子

物质状态方程 (EOS)所需要的物理量。在本章中我们

选取TM1参数用于RMF模型的计算，具体参数如表 1

所列。

表 1 TM1参数组，质量单位为MeV

M mσ mω mρ gσ gω gρ g2/fm−1 g3 c3

938.0 511.198 783.0 770.0 10.0289 12.6139 4.6322 −7.2325 0.6183 71.3075

我们采用三味NJL模型描述退禁闭的夸克物质相，

拉氏密度由下式给出

LNJL =q̄
(
iγµ∂

µ−m0
)
q+Lsym+Ldet ， (7)

式中， q表示三味 (Nf =3) 的夸克场。 我们采用

m0 = diag
(
m0

u,m
0
d,m

0
s

)
表示流夸克质量矩阵，我们

假设 u, d夸克满足同位旋对称性m0
u = m0

d ≡ m0
q。

Lsym和Ldet 分别表示四费米子相互作用项和六费米

子相互作用项，表达式如下：

Lsym =G
8∑

a=0

[
(q̄λaq)

2+(q̄iγ5λaq)
2
]
, (8)

Ldet =−K {det [q̄ (1+γ5)q]+det [q̄ (1−γ5)q]} 。
(9)

式中，G和K 是耦合常数。NJL模型有5个独立参数，

包括流夸克质量m0
q和m0

s，耦合常数G，K，以及为了

解决积分发散问题引入的三维动量截断Λ。本文中我们

采用的参数取自文献[29]：m0
q = 5.5 MeV，m0

s = 140.7

MeV，Λ = 502.3 MeV，GΛ2 = 1.835，KΛ2 = 12.36。

在中子星内部，夸克相满足化学平衡和电中性条件

µs =µd =µu+µe, (10)

2

3
nu−

1

3
(nd+ns)−ne−nµ =0。 (11)

夸克的有效质量满足如下能隙方程：

m∗
i =m0

i −4G⟨q̄iqi⟩+2K⟨q̄jqj⟩⟨q̄kqk⟩ ， (12)

其中 (i, j,k)表示 (u,d,s)的任意排列方式。

为了描述包含有限尺度效应的强子-夸克混杂相，

我们采用Wigner-Seitz近似。假设在元胞中共存的强子

相和夸克相有明显的分界面，并且轻子在元胞中是均匀

分布的。随着密度增加，元胞的几何结构会发生变化，

从低密到高密分别为液滴形，柱形，片形，圆筒形和气

泡形
[1, 16]

。为了简化计算，我们只考虑液滴形和气泡

形。当在强子-夸克共存相中考虑有限尺度效应时，平

衡条件中需要包含库仑能和表面能的影响。平衡条件可

以通过总能量最小化得到，这与吉布斯平衡条件有些不

同。强子-夸克混杂相的总能量包含以下各项：

εMP =uεQP+(1−u)εHP+εsurf +εCoul ， (13)

其中u= VQP/(VQP+VHP)表示夸克相在元胞中所占的

体积比，εHP和 εQP表示强子相和夸克相的能量密度。

对于液滴形和气泡形元胞，表面能密度和库仑能密度可

以表示为：

εsurf =
3σuin
r

, (14)

εCoul =
e2

5
(δnc)

2 r2uinD (uin) ， (15)

式中

D (uin)= 1− 3

2
u
1/3
in +

1

2
uin 。 (16)

这里，uin表示元胞内部所占的体积比，σ表示强子-夸

克分界面的表面张力，δnc = nHP
c −nQP

c 表示强子相和

夸克相的电荷密度之差。

我们通过对混杂相的能量密度 εMP取极小值得到

相应的平衡条件。求极值时需要满足整体电中性和平均

重子数密度ni不变，
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0=
u

3
(2nu−nd−ns)+(1−u)np−ne−nµ, (17)

ni =
u

3
(nu+nd+ns)+(1−u)(np+nn) 。 (18)

通过对这两个约束引入拉格朗日乘子µe和µn构造以下

函数

w=εMP−µn

[u
3
(nu+nd+ns)+(1−u)(np+nn)

]
−µe

[
ne+nµ−

u

3
(2nu−nd−ns)−(1−u)np

]
。

(19)

求w关于各个粒子数密度的极小值，得到如下化学平衡

关系：

µu−
4εCoul

3uδnc
=
1

3
µn−

2

3
µe, (20)
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1

3
µn+

1

3
µe, (21)

µs+
2εCoul

3uδnc
=
1

3
µn+

1

3
µe, (22)
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=µn−µe, (23)

µµ =µe 。 (24)

对w关于夸克相体积比u取极小值得到了混杂相压强间

的平衡关系

PHP =PQP− 2εCoul

δnc

[
1

3u
(2nu−nd−ns)+

1

1−unp

]
∓ εCoul

uin

(
3+uin

D
′

D

)
， (25)

其中对于液滴形元胞，最后一项的符号为“−”，对于气

泡形元胞，最后一项的符号为“+”。式(20)–(25)即是包

含有限尺度效应的平衡方程，在不考虑有限尺度效应影

响时，εCoul =0，上述表达式简化为吉布斯平衡条件。

通过求解方程组 (20)–(25)，我们可以得到计算

强子-夸克共存相的性质所需的物理量，这与采用

吉布斯平衡条件有所不同。当考虑了库仑能和表面

能的贡献时，我们可以通过类似于核物质在低密度

的液气相变的处理方法
[22, 23, 30]

来计算 混杂相的压

强PMP =n2
i
∂ (εMP/ni)

∂ni
.

3 结果与讨论

我们在图 1中给出了中子星物质的状态方程，压

强P 随重子数密度nb的变化。在该图中，物质由低密

度区域的强子物质相，经过强子物质与夸克物质共存的

混杂相，最终在高密度区域转变为纯夸克物质相。

图 1 (在线彩图)相变过程中的压强P 作为重子数密

度nb的函数，表面张力σ = 10 MeV/fm2和σ = 40

MeV/fm2的结果与麦克斯韦和吉布斯结构的结果比

较

图 1(a) 和图 (b) 的表面张力取值分别为σ = 10

和 40 MeV/fm2。吉布斯结构和麦克斯韦结构的压强

在图中用蓝色虚线和绿色点线表示。有限尺度效应的

结果介于吉布斯结构和麦克斯韦结构的结果之间。由

图可见，σ = 10 MeV/fm2的结果与吉布斯结构的结果

非常接近，与σ = 40 MeV/fm2的结果相比具有更宽的

混杂相范围，两种几何结构 (液滴形和气泡形)的范围

均比σ = 40 MeV/fm2的结果宽。σ = 40 MeV/fm2的

结果与σ = 10 MeV/fm2的结果相比更接近麦克斯韦结

构，混杂相的范围相对较小，在文献[16, 21]中也发现并

讨论了类似的行为。

为了检测有限尺度效应对中子星性质的影响，我们

求解了Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV)方程，所

得到的中子星质量-半径关系在图 2中给出。图中细实线

表示纯强子物质的状态方程，其最大质量为 2.18 M⊙，

M⊙表示太阳质量。包含夸克自由度会显著地软化状态

方程并降低中子星的最大质量。在吉布斯结构下，中子

星最大质量降低到 1.91 M⊙。当考虑有限尺度效应时，

中子星最大质量会比吉布斯结构的结果有所提高，其提

高程度取决于表面张力σ参数的选取，较大的σ值能够

更多提升中子星质量。在表 2中，我们给出了最大质量
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中子星性质的详细结果。

图 2 (在线彩图)对于不同的EOS的中子星的质量-半径

关系

表 2 最大质量中子星性质，Mmax表示中子星质量，
nc表示中子星中心重子数密度。RQP，RMP和R
分别表示夸克相，混杂相和中子星整体的半径。

Method Mmax nc RQP RMP R

/M⊙ /fm−3 /km /km /km

Gibbs 1.91 0.76 - 7.80 13.09

σ = 10
MeV/fm2 1.94 0.70 - 5.60 13.30

σ = 40
MeV/fm2 2.00 0.69 - 3.64 13.37

Maxwell 2.04 0.77 0.82 - 13.40

采用不同的表面张力取值，σ = 0 (Gibbs)，10，和40

MeV/fm2，中子星内部可能存在强子-夸克混杂相，但

其中心密度不足以支持纯夸克相的出现。采用吉布斯

结构可以得到混杂相的半径约为 7.80 km，在表面张

力σ = 40 MeV/fm2时混杂相的半径降低到 3.64 km。

关于麦克斯韦结构的状态方程，如图1所示，在强子相

和纯夸克相之间存在一定密度范围的压强为常数的混杂

相。但是，这种混杂相是不会出现在中子星内部的。因

为中子星由内向外压强和引力场都应该是单调降低的，

从而保证它的力学平衡。因此，在中子星内部不可能存

在常数压强的相，但是可能出现半径较小的纯夸克相的

核心部分。

4 结论

我们研究了有限尺度效应对强子-夸克相变的影响，

该过程有可能影响中子星的内部结构和性质。我们采

用RMF模型描述强子物质相，采用NJL模型描述夸克

物质相，通过Wigner-Seitz近似处理强子-夸克混杂相，

假设混杂相中的强子物质和夸克物质具有明确的分界

面。我们把表面张力作为自由参数处理，计算和研究了

中子星的结构性质。中子星最大质量计算结果在吉布斯

结构中为 1.91 M⊙，在麦克斯韦结构中为 2.04 M⊙，考

虑有限尺度效应的结果介于Gibbs结构和Maxwell结构

之间。这些结果接近目前关于中子星质量的观测数据。

在表面张力较小时，中子星内部可能出现强子-夸克混

杂相，而不足以支持纯夸克相的出现。我们的研究结果

表明，中子星内部可能包含一个强子-夸克混杂相的核

心部分，其大小受到表面张力等参数的影响。
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Hadron-quark Phase Transition with Finite-size
Effect in Neutron Stars

WU Xuhao, SHEN Hong

(School of Physics, Nankai University, Tianjin 300071, ChinaChina )

Abstract: It is generally considered that hadron matter may undergo a deconfinement phase transition becom-

ing quark matter at very high density in massive neutron stars. This hadron-quark phase transition has important

impact on neutron stars, which has received much attention. We consider finite-size effect in this phase transition

process, which contains the impact of Coulomb energy and surface energy. By including this effect, the mixed

phase forms the pasta structures. The equilibrium conditions for coexisting hadronic and quark phases are de-

rived by minimizing the total energy including the surface and Coulomb contributions. We employ the relativistic

mean-field(RMF) model to describe the hadronic phase, while the Nambu-Jona-Lasinio(NJL) model is used for

the quark phase. We conclude that the finite-size effect will raise the stiffness of EOS, and then increase the

maximum mass of neutron stars, which depend on the value of surface tension. Our results show that finite-size

effects can significantly reduce the region of the mixed phase, and the results lie between those from the Gibbs

and Maxwell constructions. We show that a massive star may contain a mixed phase core and its size depends on

the surface tension of the hadron-quark interface.
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