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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar a interacdo dos buracos negros
primordiais com as principais espécies fisicas exéticas de matéria e energia que
foram teorizadas para explicar as observagdes cosmoldgicas da dltima década. A
interacdo com diferentes formas de energia escura a partir de campos escalares,
como a energia phantom, € modelos de quartesséncia, como o gds de Chaplygin,
associada a modelos ja existentes de interacdo com espécies fisicas mais bem
conhecidas, fornece resultados importantes e sugere comportamentos inesperados
na trajetoria dos buracos negros primordiais desde a sua formacao até os dias de
hoje.

Nossa andlise abrange os aspectos dindmicos e termodinamicos da acrecdo
e evaporagdo de buracos negros, explorando os limites de validade da teoria e
estudando o comportamento sob as condi¢des extremas que resultam desses novos
modelos de matéria e energia.

Finalmente, o estudo prossegue na dire¢cdo de um modelo de evolugao a partir
diretamente das equacdes de campo, em um espaco-tempo totalmente dinamico
em que buscamos paralelos com as descri¢des provenientes das hipdteses simpli-
ficadoras sobre que nos baseamos durante os estdgios anteriores.

Os resultados permitem fazermos uma descricao unificada da evolucdo dos
buracos negros, em que as relacdes entre todas as componentes sio transparentes
e suas contribuicdes individuais sdo facilmente identificadas. Associando-os a
descricdo termodinamica, € possivel tracar um quadro completo e abrangente do
problema, capaz de acomodar novos modelos e prover uma compreensdo profunda
da interac@o dos buracos negros com o meio cosmolégico.






Abstract

We study the interaction between primordial black holes and the exotic dark
matter and dark energy components which have been modeled to explain cosmo-
logical observations within the last decade. The interaction with different forms
of scalar field dark energy, such as phantom energy, and quartessence models as
the Chaplygin gas, together with the well-known interaction with the ordinary
forms of matter and energy, provides important results and suggests unexpected
behaviors on primordial black holes since their formation until the present time.

Our analysis encompasses dynamical and thermodynamical aspects of black
hole accretion and evaporation exploring the theory validity ranges and studying
its behavior under the extreme conditions which arise from these new dark fluid
models.

Finally, our study progresses towards an evolution model based solely on the
field equations, within a fully dynamical space-time in which we seek parallel
descriptions with previous models, which use simplifying hypotheses.

Our results provide a unified description of black hole evolution, in which
the role of all components and their relation to each other are clear and easily
identifiable. Along with the thermodynamical description, it is possible to make
a comprehensive picture of the problem, capable of accommodating new models
and furnish a deep understanding of black hole interaction with the cosmological
environment.
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Notacao e convencoes

“I am firm; you are obstinate; he is a pig-headed fool.”

— Bertrand Russel

A gravitacdo é uma drea da Fisica em que ndo ha consenso na determinacgdo
dos sinais durante a formulacdo da teoria. Ao contrdrio do Eletromagnetismo,
que em principio também permite uma ambiguidade na defini¢do dos sinais, mas
em que € indiscutivelmente unanime a convencao do sinal das cargas elétricas, a
Relatividade Geral sofre de niveis variados de heterogeneidade nas preferéncias
de adogao de sinais na métrica, no tensor de Riemann e no tensor de Einstein, além
de ndo existir também consenso sobre que tipo de alfabeto denota tipos diferentes
de ndices!'.

Neste trabalho sao adotadas as seguintes convengdes de sinal e notacgoes.

e A coordenada temporal é colocada na posicio x°
espaciais sao xi=1,2,3.

, enquanto as coordenadas

e Indices gregos percorrem as quatro coordenadas do espago-tempo, enquanto
indices latinos percorrem apenas as coordenadas espaciais.

e A assinatura da métrica é do tipo (+, —, —, —) %3,

e O tensor de Ricci tem 0 mesmo sinal do tensor de Riemann

5104
Ry = R% g

e O sinal das equacdes de Einstein € positivo

1
R,uV — EgHVR = STCGTIuv.

e A massa solar é representada por m, = 1,9884(2) x 1030kg!4,



xviii Notacao e convencoes

e Derivadas parciais na direcao radial sdo denotadas com uma linha sobres-
crita (/), enquanto derivadas na dire¢do temporal sio denotadas com um
ponto diacritico (°).

Exceto quando explicitado no texto, o sistema de unidades adotado neste tra-
balho € o das unidades de Planck, que utiliza a seguinte normalizac¢ao

1
c=h=G=kg=——=1.
4meg



Capitulo 1

Buracos negros

“Then something happened which unleashed the power of our imag-
ination:
We learned to talk.”

— Pink Floyd, Keep Talking
falado por Stephen Hawking

A teoria da Relatividade Geral, com sua interpretagdo do espago e do tempo
como uma Unica entidade dindmica, constitui um dos pilares da Fisica contempo-
ranea. Seus resultados carregam implicagdes para o estudo dos corpos celestes e
do Universo como um todo.

Um dos resultados mais fundamentais da Relatividade Geral, e que ndo € pre-
visto pela gravitacdo newtoniana, € a existéncia de buracos negros. Em termos
fisicos, um buraco negro € uma regido do espagco em que a gravidade € tao forte
que nada consegue escapar®!. Tudo o que acontece no interior dessa regiio é
incapaz de afetar os eventos na regido externa. Em outras palavras, o buraco ne-
gro € uma regido causalmente desconectada do espacgo externo. A fronteira entre
a regido exterior do espaco-tempo e o buraco negro € o chamado horizonte de
eventos.

Diversas observacdes indiretas confirmam a existéncia de buracos negros. Em
particular, a observacdo das orbitas de estrelas no centro da Via Lactea é uma forte
evidéncia da existéncia de um buraco negro supermassivo naquela regido!°.

Sendo objetos tdo exoticos, os buracos negros dao origem a muitos fendmenos
contra-intuitivos, e a fisica nos arredores de suas fronteiras, no que diz respeito a
efeitos quanticos, ainda ndao é bem compreendida, devido a falta de uma teoria
definitiva de gravitacdo quantica. Assim, a fisica de buracos negros, sob os pontos
de vista termodinamico, quantico e cldssico, € uma intensa drea de pesquisa e um
terreno pouco explorado pelo conhecimento humano, sobre o qual muitos avangos
e descobertas tém sido feitos ao longo das ultimas décadas.



2 Buracos negros

1.1 Estrelas congeladas

A origem astrofisica mais comum dos buracos negros provém dos estagios
finais da evolucdo estelar. O colapso gravitacional, quando ndao hd mais meca-
nismos hidrodindmicos capazes de manter a estabilidade da estrela, poderd, se a
massa for grande o suficiente, concentrar a matéria em uma regiao do espaco su-
ficientemente compacta para que a regido se caracterize como um buraco negro.
Esse processo depende do referencial do observador. Para um observador dis-
tante, o colapso nunca parecera terminar, e a camada exterior de matéria levara um
tempo infinito para atravessar a fronteira do horizonte de eventos. Eventualmente,
a estrela, que se torna mais avermelhada e escura, parecerd ter congelado. Um
observador comével com a matéria em colapso, no entanto, observa a formacao
do buraco negro em um tempo finito!’). Algumas solucdes exibem a formagio
do buraco negro em tempo finito mesmo para um observador distante, dadas as
devidas condicdes sobre as cascas de matéria em colapso!®l.

No nosso estudo, nos concentramos em buracos negros ja formados, ou seja,
em que a fase de colapso ndo € mais importante. Essa hipétese se justifica fisi-
camente no caso de buracos negros primordiais, em que o colapso ndo se da no
vacuo, ou no caso de buracos negros que ndo estdo em um espago de todo vazio
e possuem algum tipo de interagdo com o meio. Isso pode ser entendido como
a situacdo real, em que a poeira e o gds interestelar, além da radiacdo de fundo
e outros tipos de matéria e energia, permeiam o Universo. Como esses fluidos
sao muito rarefeitos durante a maior parte da histéria do Universo, a sua presenga
pode ser ignorada em uma primeira aproximacao.

1.1.1 A métrica de Schwarzschild

Partimos portanto da solu¢do mais simples possivel para as equacgdes de Eins-
tein que contém um buraco negro, que corresponde a uma massa puntiforme no
espaco vazio. Trata-se da métrica de Schwarzschild[”!

-1
ds? = (1—2—’") dr* — <1—2—m) dr? — r2dQ? (1.1)
r r
dada em coordenadas esféricas de curvatura.

Pelo principio da equivaléncia, essa solug¢do representa o espago-tempo ao re-
dor de um objeto de massa m na origem do sistema de coordenadas, e corresponde
a solugdo da gravitacdo de Newton para distancias grandes em coordenadas eucli-
dianas esféricas!'"l.

Ao nos aproximarmos do objeto central, podemos observar mais claramente os
desvios dessa solucdo em relacdo a gravitacdo newtoniana. Além das diferencas
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nas trajetdrias de particulas ao redor da massa central, que estudamos na se¢do
1.3.2, ha também uma singularidade em r = rg = 2m.

Essa singularidade, que corresponde ao horizonte de eventos do buraco negro
de Schwarzschild, ndo € uma singularidade real no espago-tempo, no entanto, mas
é um artefato resultante de uma ma escolha do sistema de coordenadas. De fato,
se fizermos a seguinte mudanca de coordenadas !

t > 1=t+2mln(r—2m) (1.2)

entdo a métrica (1.1) assume a forma

ds? = (1—2—’") 2 — M grar - (1+2—m) dr? — 2dQ? (1.3)
r r r

conhecida como coordenadas de Eddington—Finkelstein!?l. Essa solugdo é ana-
litica para todo r > 0. Analisando a trajetdria de particulas nesse espaco-tempo,
vemos que particulas que atravessam a fronteira r = 2m, independentemente de
sua velocidade (suposta v < 1), sdo inexoravelmente levadas até a singularidade
no centro do sistema de coordenadas (essa, sim, uma singularidade verdadeira do
espaco-tempo). Devido a essa propriedade, o objeto central é chamado de buraco
negro, e a fronteira rg é chamada de horizonte de eventos, por demarcar duas
regides do espaco-tempo desconectadas causalmente uma da outral'"l.

1.1.2 Vetores de Killing

Os vetores de Killing estdo associados as simetrias do espaco-tempo. Seja
uma métrica g,y independente de uma das coordenadas xK, de forma que

ag,uv

K = 0. (1.4)
Geometricamente, isso significa que, se tomarmos uma curva ao longo das coorde-
nadas x*, com u # K, entdo o comprimento da curva é preservado por translagdes
ao longo da direcdo xX 11,
O vetor dual

d

Cu = K (1.5)

que corresponde a 1-forma associada a essas translacdes locais, ¢ chamado de
vetor de Killing. Vetores da forma (1.5) satisfazem a chamada equacdo de Killing

&,U;v + gv;,u =0. (1.6)
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Uma propriedade importante dos vetores de Killing € que, se Y € uma geodé-
sica, com tangente u*, entdo ,u® é constante ao longo da Y. Podemos interpretar
esse fato como que cada familia de simetrias dd origem a uma quantidade conser-
vada para particulas e raios de luz!'!l.

A equacio de Killing (1.6) pode ser reescrita como!'?]

(%):ab™ = 28p,0EPE* =0 (1.7)
o que significa que a grandeza &2 é constante ao longo do vetor de Killing. Por-
tanto, podemos classificar vetores de Killing como tipo espaco, tipo tempo ou tipo
luz (nulo), de acordo com o sinal ou desaparecimento de &£
Uma maneira alternativa de escrevermos o vetor de Killing envolve o uso da
definicdo do tensor de curvatura de Riemann R" vop* Lembramos que o tensor de
Riemann esté relacionado com o fato de um vetor ndo voltar ao seu estado inicial
se for transportado paralelamente ao longo de uma curva fechada. Ou seja, para
um vetor qualquer o vale!'!]

d
wO‘:BW — wOﬁYﬁ = R[Sy(x (OF (1.8)

Se escrevermos (1.8) para um vetor de Killing E* e aplicarmos a equagéo de
Killing (1.6), temos

)
Sapey T Syocp = Ry Ss- (1.9)
Escrevendo a mesma equacao com permutagdes ciclicas dos indices e soman-
do-as com sinais convenientes, pelas simetrias do tensor de Riemann chegamos
finalmente a uma expressdo para o vetor de Killing em fun¢do do tensor de curva-
tura

o
éOC;B;'Y = _RYaB FDS' (1'10)

1.1.3 Gravidade superficial

A gravidade superficial de um buraco negro pode ser interpretada fisicamente
como a forga, exercida por um observador no infinito, necessaria para manter uma
particula-teste em repouso sobre o horizonte de eventos. Se & for um vetor de
Killing tipo tempo, a gravidade superficial k é definida como!! !

£ EP =K. (1.11)

No caso de um buraco negro de Schwarzschild, a gravidade superficial é Kk =
1

dm*
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1.2 Buracos negros primordiais

Embora normalmente se pense em buracos negros como sendo o produto do
colapso de estrelas massivas, € bem conhecida a possibilidade de as inomoge-
neidades iniciais do Universo terem também gerado pequenas regides cuja atra-
cdo gravitacional superasse a expansio, provocando o colapso em um buraco
negro!'?!. Buracos negros gerados dessa forma sio conhecidos como primor-
diais!"¥.

H4 muitos mecanismos diferentes formulados por hipéteses cosmolégicas!!”!
ou novas teorias fisicas!'%!”! que podem ter levado a formacdo de buracos negros
primordiais, mas a sua existéncia até hoje ainda nao foi observada. No entanto,
se de fato esses objetos existirem, suas propriedades os tornam excelentes fontes
para o estudo de vdrias dreas da Fisica, como o colapso gravitacional, a Fisica de
Altas Energias, o Universo jovem e a Gravitagdo Quantical'®l. Da mesma forma,
a ndo existéncia de buracos negros primordiais pode também nos fornecer limites
para as teorias cosmoldgicas.

Uma regido de raio R contendo matéria a uma densidade p, formada por par-
ticulas de massa y a uma temperatura 7', pode ter a energia térmica vencida pela
atracdo gravitacional e colapsar se seu raio for maior que o comprimento de Jeans

Ay 1ol

15T
A= m (1.12)

O colapso gravitacional de uma tal regido do Universo primordial est4 limi-
tado, portanto, pelo valor da densidade da regido na época t!'*!. Para que a forma-
¢do do buraco negro respeite os limites da causalidade, um buraco negro primor-
dial ndo deve ter ao se formar uma massa maior que da ordem da massa contida no
horizonte de particulas na época de sua formacao, se ela tiver ocorrido durante a
inflacdo, ou no horizonte de Hubble se o buraco negro tiver se formado depois!*"!
(ver figura 1.1). Ou seja, comparando-se a massa contida no horizonte, em fungao
da densidade, com o valor da massa m de um buraco negro de mesmo raio (211,

o 1015 !
mat 10 <m> (1.13)

Assim, podemos ter um espectro de massas muito grande para os buracos
negros primordiais, desde os que se formaram apds a época de Planck, com
m ~ 107> g, até por exemplo os que se formaram apés 1s, que podem ter até
m 105m@. Até o final da era da radiagdo, um eventual buraco negro contendo
toda a massa do horizonte poderia chegar até a m ~ 1017m@. Como ndo ha evidén-
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horizonte de
particulas de p

particula observada

particula ainda nao

observada por p

evemo; ue p
nunca ira observar

(a) Horizonte de particulas (b) Horizonte de eventos

Figura 1.1: Diferenca entre o horizonte de particulas e o horizonte futuro de even-
tos!??l. Um observador p sobre a sua linha de mundo pode observar a cada ins-
tante uma fra¢ao das particulas no espago-tempo se o infinito passado . ~ for tipo
espaco (a). Se o infinito futuro .#+ for também tipo espaco, entdo haverd even-
tos que nunca serao observaveis por p, o que constitui um horizonte de eventos
cosmoldgico (b).

cia que suporte a existéncia de objetos tdo grandes!, que deveriam em principio
existir estatisticamente, por algum tempo se generalizou a suposi¢io de que bu-
racos negros primordiais nunca se formassem. No entanto, essas massas enormes
sO sdo possiveis em uma andlise de acrecdo que despreze a expansao do Universo,
0 que € impreciso quando a massa do buraco negro se aproxima da massa do
horizonte.

A densidade elevada ¢ uma condi¢do necessdria para a formacdo de buracos
negros primordiais, mas néo é suficiente. E necessdrio que as flutuagdes de densi-
dade sejam grandes o suficiente. Fortes candidatas a esse papel sdo as flutuagdes
quanticas resultantes de algumas hipéteses inflaciondrias!**l. A abundéncia de
buracos negros observada hoje pode, portanto, servir como critério de exclusdao
para esses modelos inflaciondrios >/,

Um efeito importante da presenga dos buracos negros primordiais sobre o seu
ambiente vem de consequéncias do comportamento quantico devido as suas bai-
xas massas e tamanhos, como a evaporacdo de Hawking, que estudamos na secao
1.3.4. A evaporacdo pode terminar em um processo explosivo, que deve dei-
xar assinaturas observaveis na forma de raios c6smicos ou surtos de raios gama

'Por exemplo, a evidéncia observacional é de que a massa escura no aglomerado de Virgem
ndo pode estar em buracos negros de massa maior que 1010m@ pela ndo observagdo de efeitos de
£[23;14]
maré 23141,
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(GRBs?)!?°l, ou ser interrompida na escala da massa de Planck por outros ar-
gumentos de Gravitagdo Quantica, como apontamos no capitulo 4. Nesse caso,
os remanescentes de buracos negros primordiais também podem ser candidatos a
constituintes da matéria escural'8].

Os limites observacionais para a abundancia de buracos negros primordiais
de diferentes espectros de massa podem ser obtidos pela observagdo da radiacao
cosmica de fundo, que por exemplo limita a densidade de buracos negros que
evaporariam hoje (10" g) a um maximo de 10~8 vezes a densidade critica do
Universo”!. As medidas da época da reionizagdo indicam também que a con-
tribui¢do na radiacdo proveniente da evaporagdo de buracos negros € pequena na
época da formacio de estruturas!'>!. No entanto, buracos negros com massas mai-
ores que esse valor podem, em principio, sobreviver até hoje e constituir parte da
matéria escura na forma de WIMPs> ou, no caso de massas mais elevadas, MA-
CHOs*.

De fato, em alguns cendrios ndo convencionais de Inﬂagﬁo[27], 0s buracos
negros primordiais podem crescer substancialmente durante as fases iniciais da
Inflacdo, e assim gerar uma populacdo que evolui até a era da radiacdo sem ne-
cessariamente evaporar. Vdarios trabalhos tém estudado o problema da acre¢do de
radiacdo e outros campos de matéria pelos buracos negros*®l. Um resultado de
relevancia para esta proposta foi a existéncia de uma ampla faixa entre a massa do
horizonte e a massa que comeca a evaporar imediatamente (chamada na literatura
de massa critica'), que pode ser ocupada por buracos negros que crescem a ex-
pensas do ambiente, embora o facam, em geral, muito devagar. Descrevemos esse
efeito em detalhe na se¢ao 1.3.5.

Nas secOes e capitulos seguintes, ndo nos preocupamos em estudar os meca-
nismos de formagado dos buracos negros primordiais, mas nos apoiamos em (1.13)
para gerar um espectro amplo de massas iniciais. Esses objetos evoluem ao longo
da histéria do Universo de acordo com a sua interacdo com o ambiente, por acre-
¢do, evaporagdo e back-reaction. Este trabalho se dedica principalmente a estudar
os aspectos tedricos de alguns dos componentes dominantes dessa evolugao.

1.3 Interacao de buracos negros com o meio

1.3.1 Acrecao de Bondi

A forma principal de interagdo de um buraco negro com o meio € através da
captura do material ao redor devida a atracdo gravitacional. Esse mecanismo,

2Gamma ray bursts.
3Weakly interacting massive particles.
4Massive astrophysical compact halo objects.



8 Buracos negros

conhecido como acregdo, foi primeiramente caracterizado por Hoyle e Lyttle-
ton 29315321 como parte do estudo da estrutura e evolugio estelar, e depois anali-
sado em detalhe e enunciado precisamente por Bondil***#!, para algumas confi-
guragdes particulares de gases sob a ac¢ao gravitacional de uma estrela.

Em toda andlise de acrecdo, o objetivo principal do estudo é encontrar uma
expressao para a massa do objeto em questdo como funcio do tempo, em termos
das densidades e pressdes do material circundante, tipicamente tomado como um
fluido ou gds. O problema da acrecdo de um material em repouso distribuido
por todo o espaco por um objeto compacto esfericamente simétrico € conhecido
na literatura como acre¢ao de Bondi—Hoyle—Lyttleton, ou, mais frequentemente,
acre¢do de Bondi.

O primeiro dos casos particulares estudados por Bondi constitui o problema da
acrecdo de matéria por um objeto que se move através de uma nuvem de gas sem
pressdo a uma certa velocidade**. O segundo consiste em um objeto em repouso
em relacdo 4 matéria circundante**!, o que permite que os efeitos da pressdo do
gdas sejam levados em conta em detrimento dos efeitos dindmicos decorrentes do
movimento do objeto relativamente a nuvem. Concentramo-nos em particular no
segundo caso, considerando um gas cuja pressdo p € uma fun¢do da densidade p,
dada em toda parte pela equacdo de estado

p=wp? (1.14)

com w e Y constantes. Um gds com tal relacdo entre a pressdo e a densidade é
chamado de gds politrépico. A constante  é dada por!*”!

y:1+% (1.15)

em que n € chamado de indice politrépico do gas. No caso de um gés ideal isen-
trépico, Y é o chamado expoente adiabdtico, dado pela razdo entre os calores es-
pecificos do fluido a pressdo e volume constantes. O caso Y= 1 (n — o), que
corresponde a uma esfera isotérmica de gés autogravitante!*®!, chamado de gis
barotropico, € o mais comum para modelar fluidos na Cosmologia. Nesse con-
texto, a prépria constante w € tipicamente referida como a equagdo de estado do
material, em vez da expressao (1.14).

Consideremos um gas com a pressao dada por (1.14), sendo acretado por um
objeto de massa m em repouso localizado no centro do referencial. Utilizamos
coordenadas esféricas, em que r € a coordenada radial e r € a coordenada temporal,
e definimos v como a velocidade radial do fluido na direcdo do objeto central. As
equagdes cldssicas que governam o problema sdo a equagdo de continuidade

%” = 4nr’py (1.16)
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e algum vinculo sobre a velocidade do gas acretado, como por exemplo a equagao
de Bernoulli

2
v +/p d_p L (constante) = 0. (1.17)
2 . P T
em qUE Po € P SA0 a pressdo e a densidade do fluido no infinito, ou seja, longe da
influéncia gravitacional do objeto. A constante € igual a zero devido as condi¢oes
de contorno para o fluido no infinito.

Podemos reescrever as equacdes em termos da velocidade do som no fluido
no infinito

2=y (1.18)

p
O resultado da manipulacdo de (1.16) e (1.17) com o uso de (1.18) € que a
taxa de acrecdo ‘11—’;” ndo pode ser superior a

dm m?
dr T chp ( )

com A, dado por

I\ 75T /5 3y\ " 3rh
= — 37\ 2
e = ( = 0 . 1.20
)" (%) 1.2

Problemas tipicos de acrecao de Bondi consistem, portanto, em se encontrar
uma solu¢c@o ou comportamento geral para o sistema formado pelas equagdes
(1.14), (1.16) e algum equivalente a equacgdo (1.17), que depende das caracte-
risticas do sistema considerado.

1.3.2 Acrecao por captura de particulas

A acrecdo de Bondi se baseia na gravitacdo newtoniana. Apesar de despre-
zar os efeitos relativisticos, o tratamento ainda é adequado para estudar acrecao
sobre estrelas e até objetos compactos de baixa massa, como anas brancas. No
entanto, quando consideramos casos mais extremos como estrelas de néutrons ou
buracos negros, a andlise cldssica ndo € mais adequada, devido aos efeitos decor-
rentes da gravitacdo de Einstein ao entrarmos muito profundamente no potencial
gravitacional.

Uma anélise mais precisa da acrecdo sobre buracos negros deve levar em conta
as equagdes dinamicas da Relatividade Geral, portanto. Uma primeira aproxima-
¢do para esse problema, no caso esfericamente simétrico, consiste em modelarmos
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o material acretado como sendo uma cole¢do de particulas-teste se movendo em
torno de um objeto central que € o responsavel pelo campo gravitacional.

Para compreender o problema, recordemos o potencial efetivo de um sistema
de duas particulas na gravitacido newtonianal*’!

m (12

Uetp = ——
eff r + 2mr?

(1.21)

em que mp € a massa da particula-teste, m € a massa da particula central € a =
mpr2¢ ¢ o momento angular da particula-teste.

No potencial (1.21) a captura de uma particula por outra apenas pela acdo
gravitacional € impossivel se a # 0 (a menos de colisdes com a superficie), devido
ao infinito em r = 0, como pode ser visto na figura 1.2.

Uett ——

_3 | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

V/Zm

Figura 1.2: Potencial efetivo entre dois corpos na gravitagio newtoniana %!

Consideremos agora particulas que se movem em torno de um objeto central
segundo as equagOes da geodésica sobre a métrica de Schwarzschild (1.1).

Sabendo que o movimento orbital € planar, e escolhendo para a coordenada 6
o valor 6 = 7/2, as equagdes da geodésica para uma particula-teste na métrica de
Schwarzschild sdo, em coordenadas adimensionais, °*]
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NI | o=

a\* 1 [,
(&) =z 71
do 2 a? 1
(Tﬁ) = (1_¥> (1.23)

em que 7 = /rg € T = V/r; estdo em unidades do raio do horizonte de eventos rg =
2m, o elemento de distancia radial é dx = dr/1 — 1/7, mp € a massa da particula-
-teste, a = r*dr/dr faz o papel de momento angular da particula em unidades de
mpr € E € a energia da particula no espaco assintoticamente plano em unidades
de my, incluindo a energia de repouso, de forma que uma particula em repouso no
infinito tenha E = 1.

Pode-se definir uma espécie de potencial efetivo para uma particula ndo-re-
lativistica cuja velocidade longe do objeto central v., seja baixa (v < 1), 0 que
também significa £ ~ 1. Algumas curvas de “potencial efetivo” (que no caso
relativistico ndo se trata de um potencial de fato por ndo podermos definir a energia
mecénica propriamente dita’) para diversos valores do momento angular a sio
mostradas na figura 1.3.

- a—+a—] (1.22)

1.2
rG a=+5—
I =
NS TNy —
1
E
0.9 -
0.8 -
07 | | | | | | |

0 2 4 6 8 10 12 14
r/rG

Figura 1.3: “Potenciais efetivos” para uma particula na métrica de Schwarz-
schild !

>Nio podemos definir a invaridncia por translacdes temporais da mesma maneira que no caso
classico, exceto em métricas assintoticamente planas.
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Uma andlise do maximo local do potencial, como pode ser visto no grafico da
figura 1.3, nos mostra que particulas em velocidades baixas no infinito (£ = 1)
devem ser inexoravelmente capturadas pelo objeto central se tiverem momento
angular a < 2.

Podemos expressar essa afirmacdo em termos do parametro de impacto da
particula e de sua velocidade ao se aproximar do infinito

b~ rsin(Q— Qo) 7 (9 — Qo) (1.24)
d
Veo = — o [rcos (@ — @o)] (1.25)

em que Q.. € a dire¢do de incidéncia da particula.
Inserindo as definicoes (1.24) e (1.25) em (1.22) e (1.23), podemos expressar
o pardmetro de impacto em termos do momento angular da particula!'"!

a
b= —. 1.26

E conveniente expressar o problema em termos de uma sec¢io de choque. Po-
demos defini-la como a drea do circulo cujo raio corresponde ao parametro de
impacto da orbita mais proxima.

o = 47th> (1.27)

min-
Assim, uma particula se aproximando do infinito serd capturada se incidir den-

tro do circulo cujo raio é dado por (1.26) para a = 2. Temos assim a secdo de
choque de acrecgio de particulas frias por um buraco negro*’]

2
Om = 4T (r—G> . (1.28)

Voo

1.3.3 Acrecao de radiacao

Um caso importante é a acrecio das chamadas particulas ultrarrelativisticas®,

cuja velocidade é da ordem da velocidade da luz, como a radiagdo ou os neutri-
nos. Para analisd-la, podemos escrever o sistema formado por (1.22) e (1.23) para
uma particula ultrarrelativistica com v, — 1. Nesse caso, devido a normalizagao
utilizada, E — o0 € a — oo, mas, definindo [ = %, por (1.26), /e — . O sistema
fica

0 termo “ultrarrelativistico” ndo se refere a particulas com velocidade superior a da luz (ti-
quions).
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dx\ 2 12
(E> =1 G (1.29)

do\? 12 1
(d%’) :7_4(17). (1.30)

Podemos assim encontrar a relacdo entre a distancia de maior aproximagao e
o parametro de impacto!'’!

1
1 2m

Tmin

(1.31)

b = rmin

O menor valor do parametro de impacto para que (1.31) apresente uma solugao
de ponto de retorno ryi, € [ = %\/5 (ver figura 1.4).

Uma particula se aproximando do infinito serd capturada se incidir dentro do
circulo de raio %\/5 . A se¢do de choque para a acrecao de uma particula ultrarre-
lativistica €, usando (1.27) e (1.31), portanto,

27
ORr = ané = 27mm?. (1.32)
10
l(rmin) —
8 -
6 -
!
!

4 -

5V3
2 -
O | | | | | |

0 1 2 3 4 5 6 7

Tmin/rg

Figura 1.4: Pontos de retorno para uma particula ultrarrelativistica em funcao do
parimetro de impacto*”]



14 Buracos negros

Através da equacdo da continuidade (1.16), podemos entdo calcular a equagdo
para a variacdo da massa do buraco negro ao acretar radiacdo de um banho uni-
forme de densidade p;,q como sendo a energia que atravessa a drea da secdo de
choque (1.32)140

d
d—':‘ — 27 rag? (1.33)

E possivel fazer uma andlise da acrecio de radiacdo como um problema de es-
palhamento de uma particula que satisfaz a equag@o de Schrédinger independente
do tempo!*!!. Nesse caso, devem-se incluir na equagio da variagio de massa fato-
res de corre¢do que levam em conta a radiacdo refletida pelo horizonte de eventos.
Essa primeira aproximagdo para levar em conta o carater ondulatério das particu-
las incidentes ndo € considerada neste trabalho.

1.3.4 Evaporacao de Hawking

O tratamento cldssico de buracos negros estabelece que nenhuma particula
pode ser emitida pelo objeto central e escapar do horizonte de eventos. No entanto,
efeitos quanticos na vizinhanga do horizonte de eventos podem fazer com que a
emissdo de particulas seja possivel. A abordagem feita por Hawking[*?! utiliza
a aproximacao da Mecanica Quantica em espagos curvos, em que 0s campos de
matéria e radiacdo obedecem as equagdes de onda da Mecanica Quantica, mas em
uma métrica classica gy .

A derivagio original '*?! da evaporacio de Hawking consiste na decomposicio
espectral de um campo escalar ¢, utilizando como base os operadores de criacao
e aniquilacdo. Num espaco curvo, no entanto, essa decomposi¢dao nao fixa uni-
vocamente o espago das solugdes, o que gera uma imprecisdo na determinacao
do estado fundamental. A largura associada a essa incerteza pode ser relacionada
com a criacdo de particulas.

Os efeitos de criacdo de particulas pelo campo gravitacional sdo muito fracos
localmente, e s@o despreziveis em um espaco-tempo plano. Mas na vizinhanga do
horizonte de eventos de um buraco negro, devido as assimetrias locais na direcao
radial do espago-tempo decorrentes da curvatura, o efeito global € que o buraco
negro aparenta emitir particulas como um corpo negro cuja temperatura &%/

Ty = — (1.34)

2n
em que K € a gravidade superficial do buraco negro definida em (1.11). Tomando
um buraco negro de Schwarzschild, a temperatura de emissao de particulas € entdo

1

Tqy= —. (1.35)
8ntm
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Para calcular a variagdo na massa do buraco negro decorrente da emissao de
particulas, utilizamos a lei de Stefan—Boltzmann’

dE 4
— = A4oT 1.36
& (1.36)
P . .« . ~ ’ 2 z
em que E ¢ a energia emitida pela emissdo de particulas, ¢ = g; é a constante de
Stefan—-Boltzmann e 4 € a drea do horizonte de eventos do buraco negro. No caso
de Schwarzschild®, 4 = 16mm?.
Inserindo a temperatura (1.35) na expressao (1.36) chegamos a taxa de varia-
¢d0 na massa de um buraco negro devido a evaporacao de Hawking

dm 1 1
dr T 15360mm?’
E ficil verificar que um buraco negro cuja massa varia com (1.37) tem sua
massa diminuida até zero em um tempo finito. Podemos escrever a massa de um
buraco negro cuja massa inicial € m; no instante #; em fungdo do tempo

(1.37)

1 &
3
m(t) = |m; — t—f . 1.38
O tempo decorrido entre o instante inicial € 0 momento em que a massa do
buraco negro chega a zero, ou seja, o intervalo até a evaporagdo, pode ser entao
escrito como

fevap = 5120mm; . (1.39)

Generalizando o calculo do campo escalar, € possivel obter a poténcia de emis-
sdo especificamente para cada tipo de particulal*. A equacdo para a variacio na
massa do buraco negro (1.37) pode entdo ser generalizada, ficando

dm  o(m)

d  m?
em que o,(m) é chamada de running constant'**!, que conta os graus de liberdade
das particulas emitidas por radiacdo Hawking. O fator o(m) depende do modelo
de fisica de particulas utilizado no célculo. Considerando o modelo padrdo (sem
contar o béson de Higgs ou o graviton!*l), em unidades CGS, a/(m) = 7,8 x

10?6 g3 /s para buracos negros evaporando hoje*°.
A solugdo geral de (1.40) é

(1.40)

m(t) = [m? —3ou(m) (t — )] (1.41)

7Supomos a lei de Stefan-Boltzmann vilida pelo principio da equivaléncia.
8Ver capitulo 2 para uma discussio.
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Podemos assim calcular a massa inicial de um buraco negro primordial que
evaporaria hoje (r = ty) se estivesse sujeito apenas a emissao de radiacdo Hawk-
ing. Esse valor da massa, que chamamos my,y, ajustado aos dados, € aproximada-
mente ! mpaw ~10'3 g. Dessa forma, podemos comparar o tempo de evaporagio
t* de um buraco negro de massa m em termos de my,y através da solugao de (1.40)

3
t*(m)wto( ™ > . (1.42)

MHaw

1.3.5 Competicao entre acrecao de radiacio e evaporacao de
Hawking

A suposi¢do de que buracos negros sejam objetos termodindmicos com tem-
peratura 7y dada por (1.35) inspira um estudo sobre a interacdo desses objetos
com um ambiente preenchido por um banho térmico de radiacdo. Na natureza,
tal ambiente pdde ser encontrado durante a era da radiacdo, em que as demais
componentes eram despreziveis’. A acrecio de radiacdo por buracos negros de
baixa massa gerados antes dessas épocas (ver secao 1.2) pode ter competido com
0 mecanismo de evaporagdo de maneira a retardar o seu desaparecimento.

Para analisarmos o comportamento da massa de um buraco negro durante a
era da radiacdo, escrevemos uma equacao para a evolucao da massa de um buraco
negro sujeito a acrecdo de radiacdo e a evaporagdo Hawking. Juntando as contri-
buigdes de (1.33) e (1.40), e supondo-as independentes inicialmente, chegamos a
uma expressio para a massal*’!

dm  om)
d  m?
em que t agora corresponde ao tempo cosmoldgico da métrica de Friedmann—
—Robertson—-Walker, e a densidade de radiacdo pode entdo ser calculada pelas
equagoes de Friedmann.
A equacdo (1.43) apresenta um ponto de equilibrio em que %f = 0. A massa
de um buraco negro em equilibrio pode ser encontrada resolvendo-se a equacao
para m. Esse problema foi tratado pela primeira vez por Barrow et al.[*3l. O

resultado é[%%]
o(m) Ve
=== ) 1.44
e (27 p > ( )

Chamamos m. de massa critica, pois ela representa um ponto de transicdo de
regimes. Para m > m. predomina a acrecdo de radiacdo, enquanto para m < m

+ 27RPraq (t)m? (1.43)

Ver ilustragio na figura 2.2.
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predomina a evaporagio de Hawking. De fato, se calcularmos a razdo {(m) entre
as contribui¢des de cada termo na equagio (1.43), encontramos 7]

(m) = (ﬁ)4 (1.45)

Tlevap me

em que 7il,g € 0 termo de acregdo de radiagdo (1.33) € riteyap € 0 termo de eva-
poracdo (1.40). A equagdo (1.45) indica uma rédpida transi¢do entre os regimes
de acrecdo e evaporacdo, uma vez que a massa critica € atingida. Cabe-nos agora
verificar se ela pode ser de fato atingida.

Suponhamos um buraco negro com massa inicial m; > mc, sujeito portanto a
acre¢do de radiacdo ambiente. A densidade de radiagdo praq(?) evolui segundo as
equacdes de Friedmann, e na era da radiacio a solucdo é[*’]

1
p(t) o= . (1.46)

Inserindo essa dependéncia explicitamente na equacio (1.43) e desprezando
o termo de evaporagdo, a solu¢cdo analitica para a evolu¢do de um buraco negro
com massa inicial m; no instante #;, e em que a densidade de radiacao é dada pela
equacio (1.46) com o valor inicial p;, pode ser escrita na formal*’!

m;

1+ 277‘Cpimi (% — %)

m(t)

(1.47)

E facil verificarmos que a massa do buraco negro atinge um valor de saturacio
para t > t;. Para valores realisticos da densidade de radiacao e de massas iniciais
dos buracos negros, esse valor é muito préximo da massa inicial(*’! e a massa
permanece praticamente constante durante toda a fase de dominancia da acrecao.

No entanto, ao inserirmos a dependéncia da radiagdo com o tempo (1.46) na
massa critica (1.45), verificamos que a massa critica € uma funcio crescente do
tempo.

Inserindo os valores numéricos para a densidade inicial da radiacdo, podemos
escrever a dependéncia da funcdo de massa critica com o tempo em funcio de

MHaw -

me(t) o< Myaw V1. (1.48)

Assim, € facil verificar que a massa de um buraco negro sujeito a acrecao de ra-
diacao sempre cruza a fronteira da massa critica e comega a evaporar, supondo que
as condi¢des de domindncia de radiagéio se mantenham por tempo suficiente!”.

A figura 1.5 ilustra os efeitos descritos nesta se¢ao.

10Ver Custédio e Horvath " para uma discussdo detalhada.
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Figura 1.5: Evolugdo de buracos negros sujeitos a acre¢ao de radiagcdo e evapora-
¢do de Hawking na era da radiacdo[*’!



Capitulo 2

Acrecao quase-estacionaria de
fluidos perfeitos

“Glaciers melting in the dead of night,
And the superstars sucked into the supermassive.”

— Muse, Supermassive Black Hole

A produgdo de buracos negros no Universo primordial € um evento esperado
no marco de véarios modelos cosmoldgicos atuais, e sua formacdo pode ocorrer
a partir de diversos modelos, como vimos na se¢do 1.2. O destino dos buracos
negros primordiais, em particular a sua sobrevivéncia ou nao até a época atual,
apresenta implicacdes que afetam o modelo cosmoldgico como um todo, e deve
ser examinado de perto.

A interacao de buracos negros de baixa massa com diferentes tipos de matéria
e energia no Universo é o objeto continuo de diversos estudos, assim como a sua
interagio com condi¢des de contorno cosmolégicasP’>1:921 O estudo da inte-
racdo com as componentes de matéria dominantes no Universo ao longo de sua
histéria pode fornecer limites tedricos para as observacdes e também pode ajudar
a suportar ou descartar cendrios de interacdo de buracos negros primordiais com
o Universo. Em particular, a componente dominante no Universo hoje, e a mais
exdtica, pode provocar efeitos inesperados na evolugao desses objetos.

2.1 A energia escura

A expansido acelerada do Universo em sua histéria recente, extensivamente
suportada pelas observagdes >3], ainda carece de uma explicacio completa. Vrias
possibilidades de interpretagdo desse efeito foram e ainda sdo estudadas, desde
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modelos conservadores até outros ndo usuais, que requerem nova fisica. Uma das
hipéteses mais econdmicas, que recebe grande atencdo°*!, é a dominancia recente
de um fluido com uma equacao de estado andmala, uma espécie de andlogo as
propostas inflaciondrias, mas em uma escala de energias mais baixas, a assim
chamada energia escura.

A exemplo das espécies fisicas bem conhecidas presentes no Universo, como
a matéria fria (ppm = 0) e a matéria ultrarrelativistica, sob a forma de radiacdo
(Prad = % Prad) OuU neutrinos, modelamos tipicamente a energia escura como um
fluido perfeito com uma equacao de estado na forma (1.14) com y = 1, ou seja,

p = wp. (2.1)

Para que a solugdo exiba uma expansio acelerada, é necessdrio w < —1/3.

Diversos experimentos tém sido propostos para estabelecer limites mais pre-
cisos para os parametros da energia escura. Em particular, a colaboracdo Dark
Energy Survey>> busca restringir os valores de w e w através da observacio de
galdxias, aglomerados e supernovas.

Fluidos com essa caracteristica violam certas condi¢des de energia' sobre
campos coméveis de matérial”’l. A condicdo de energia forte, que garante que
a gravidade seja atrativa para qualquer campo de matéria, € violada pela simples
construgdo w < —1/3.

A energia phantom

Apesar de valores de w > —1 serem normalmente considerados em modelos
de energia escura, com énfase maior no caso particular w = —1, ou constante
cosmoldgica, alguns trabalhos tém levantado a possibilidade de que a energia es-
cura seja caracterizada por um fluido com uma equagdo de estado com w < —1,
conhecida na literatura como a energia phantom°!.

A equacido de estado phantom viola outras condi¢des de energia. A condigdo
de energia dominante, cujo significado é que a massa e a energia ndo podem fluir
mais rdpido que a velocidade da luz, exigiria —p < p < p. A condi¢do de energia
fraca, que garante que um observador tipo tempo sempre mec¢a uma densidade
positiva de energia, exigiria p+p > 0.

Ha muitas consequéncias fisicas de tal componente phantom sobre uma vari-
edade de espécies fisicas presentes no Universo!>’!, mais notavelmente a singula-
ridade tipo espaco conhecida como Big Rip>%%1 ou até algumas possibilidades
mais fabulosas, como o Big TripP?%%1. Algum esforco tem sido feito para remo-
ver a singularidade do Big Rip!®!!, mas ainda é prematuro descartar ou suportar
definitivamente qualquer cendrio.

'Ver Apéndice C para uma descri¢io detalhada das condigdes de energia.
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Apesar de todas as dificuldades introduzidas, permitir valores na regido w <
—1 melhora o ajuste dos dados provenientes das observacdes de supernovas tipo
Ia, como o Supernova Legacy Survey e o gold sample!®?]. Algumas hipéteses de
modelos de energia escura argumentam que a equacao de estado phantom pode
ser resultado de processos fisicos convencionais, sem que uma nova Fisica seja
necessdria para a descri¢do do fluido. Pode-se mostrar que a equagdo de estado
w < —1 pode ser obtida a partir de um fluido viscoso, em que o termo de vis-
cosidade volumar produz propriedades andlogas a de um fluido phantom, sem a
necessidade de mais suposicdes exéticas sobre o fluido[®3].

Ha também modelos que supdem um termo de interacdo entre a energia es-
cura e outras componentes, como por exemplo a matéria escural®%!. Alguns
modelos interagentes propdoem o decaimento da energia phantom em outros tipos
de matéria, como férmions, o que pode evitar a singularidade do Big Rip'®°l. Ou-
tros modelos propdem o surgimento da energia escura a partir do decaimento da
matéria escura ordinarial®71,

Foi descoberto recentemente que a energia phantom, sendo uma espécie tao
exética, pode também afetar o regime de acrecdo sobre buracos negros 1. Neste
capitulo, investigamos a influéncia da acrecdo de energia phantom sobre buracos
negros primordiais juntamente com a acrecao de radiacido e matéria e com a eva-
poracdo, ji previamente tratadas na literatura?%47:%°! e cujos efeitos combinados
foram descritos na sec¢do 1.3.5.

Especificamente, concentramo-nos em fundamentar e explorar as novas carac-
teristicas de acrecao introduzidas especificamente pela era phantom, que ja foram
tratados isoladamente!’”). Complementamos o panorama mostrado na figura 1.5,
que descreve o comportamento de buracos negros nas eras da radiacdo e da matéria
(ou seja, bem antes de a componente phantom se tornar importante) adicionando
uma descri¢do mais completa das fases finais da evolu¢do das massas.

Tentativas anteriores de atacar esse problema tém se limitado a consideracdo
de buracos negros em um fluido phantom apenas!’”), embora haja uma intera-
cdo mais sutil entre as componentes quando a acre¢ao de radia¢do e de matéria
também sao consideradas, como serd mostrado a seguir.

2.2 Modelos de fluidos

Muitos modelos de fluido sdo capazes de obter a energia escura. Devido as
restri¢des impostas pelas condi¢des de energia, no entanto, a energia phantom é
excluida da maior parte das consideracdes. Ainda assim, diversos mecanismos
sdo capazes de gerar um fluido escuro com caracteristicas phantom sem que su-
posicdes muito exdticas precisem ser feitas.

O modelo de energia escura que utilizamos a seguir € muito simplificado, e
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parte inicialmente da Lagrangiana de um campo escalar(*1, similar 2 quintessén-
cia, mas com um termo modificado de energia cinética, dada por[>°!
1, ¢
L=—909,0-V(0) ==~ V(9). 22)

Modelos de campo escalar com uma modificacdo geral no termo de ener-
gia cinética sdo uma classe de energia escura conhecida na literatura como K-
-esséncial’ll,

O tensor de energia-momento desse campo escalar € dado por

T = a,uq)avq) — Lguy- (2.3)

Para identificarmos as componentes com as de um fluido perfeito em um refe-
rencial comovel

com p = p(T) e p = p(T), fazemos as seguintes identificacdes

q')Z

Po=——5+ V(d) (2.5)
(1')2

Po=—5~— V(0) (2.6)

Essa identificacdo também garante a condi¢do w < —1. Para obtermos a
equagdo de estado constante, escolhemos especificamente um potencial V (¢) da
forma?

v 3 .3,

— ==(1 H—--H"(1 2.7
302 2(+w>{ > <+w)} 27
em que H é o pardmetro de Hubble 4/a, sendo a o fator de escala na métrica de
Friedmann—Robertson—Walker, e o ponto corresponde a derivada em relagdo ao
tempo cosmoldgico (ver se¢ao 2.5.2).

As equacdes de movimento do campo (2.2) ficam, entdo

. . dv
3HO = +— 2.8
6-+3H0 =+ 238)
o que significa que a densidade da energia phantom aumenta com o tempo (ver
figura 2.2).

20 potencial (2.7) evita instabilidades em larga escala produzidas pela energia phantom. Ver
Caldwell °®! para uma discussio.
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Observe-se que € possivel utilizar a densidade de energia dada por (2.5) em
um modelo de acre¢do de Bondi, pela equagdo (1.16). No entanto, alguns autores
argumentam!’?! que essa descriciio exige que apenas o termo relativo a energia
cinética em (2.5) seja levado em consideracio para a determina¢do da densidade
de energia que de fato causaria uma alteragdo na massa do buraco negro. Parte
do argumento se baseia no fato de que a acrec@o de energia escura nao modifica a
massa do buraco negro’.

O modelo de acre¢do que introduzimos na sec¢do 2.3 ndo faz uso das suposi-
coes da acrecdo de Bondi, e, portanto, ndo d4 origem aos argumentos para que
consideremos apenas a parte cinética da energia durante a acrecdo para o calculo
da variacao da massa do buraco negro.

2.3 Definicao da variacao da massa

“You’re just not thinking fourth dimensionally!”

— ‘Doc’ Brown, Back to the Future Part 111

Uma vez munidos de um fluido escuro com as propriedades da energia phan-
tom, estudamos sua interacdo com um buraco negro através do tensor de energia-
-momento (2.4). No entanto, o modelo de acre¢do de Bondi da secdo 1.3.1, em-
bora apropriado para descrever a acre¢do sobre objetos extensos como estrelas,
falha ao atingir distancias proximas ao horizonte de eventos, devido aos efeitos
da Relatividade Geral discutidos na secao 1.3.2, em particular a diferenca entre o
raio do horizonte de eventos e o raio da ultima orbita circular, evidente na figura
1.3.

Também ndo € conveniente modelarmos a acrecdo de energia escura como
foi feito na secdo 1.3.2, pois isso exigiria que fiz€ssemos suposi¢des sobre as
particulas constituintes da energia escura. Para manter as nossas suposi¢des sobre
o fluido escuro em um minimo, estudamos a acrecdo da energia escura como o
fluido definido na secdo 2.2 do ponto de vista relativistico.

Em um cendrio aproximado, pode-se supor a energia escura suficientemente
rarefeita para podermos tratar a métrica local como uma solucio de vacuo. No en-
tanto, as propriedades desejadas da energia escura vém justamente de seus efeitos
quando colocada como termo de fonte nas equagdes de Einstein. Dessa forma, nao
podemos utilizar consistentemente as equacdes de campo para determinar comple-
tamente o comportamento do sistema. Em vez disso, a aproximagao consiste em
nos utilizarmos de ferramentas independentes da métrica, como a defini¢io e as
propriedades do tensor de energia-momento.

3Ver Apéndice A para uma dedugio formal.
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Seja um elemento orientado de hipersuperficie, ou 1-forma de volume d3%y,
parametrizado por coordenadas a, b e c!'l. Esse elemento pode ser escrito nas
coordenadas do espago-tempo como

ox* oxP axY
3
d’%, = Svaﬁygﬁgdadb de. (2.9)

O quadrimomento contido em um objeto de tal 3-volume é dado pelo valor do
tensor de energia-momento que atravessa esse volume do passado para o futuro
em um dado evento. Entdo

Pl = / T 333, (2.10)
\%4

Se tomarmos como V o valor do volume do objeto, e " sua quadrivelocidade
no referencial em que o objeto estd em repouso, entdo pela integral da equacao
(2.9) o volume orientado nesse referencial € dado por

Yy = Vuy 2.11)

0 que nos permite escrever a equagdo (2.10) como

P =VTy,. (2.12)

A energia contida no volume V, medida no seu referencial de repouso, € o
valor da projecao do quadrimomento sobre a quadrivelocidade

E=VT*u,uy. (2.13)

Se houver um fluxo de material através de uma superficie limitante desse vo-
lume, durante um periodo de tempo proprio AT, a variagcdo de quadrimomento
¢ dada pelo valor do tensor de energia-momento que atravessa o volume da hi-
persuperficie formada pela drea da superficie de interface e o intervalo de tempo
préprio, ou seja, o “volume-mundo” da superficie durante o intervalo At. A cons-
trucdo desse volume € ilustrada na figura 2.1.

Assim, o volume orientado, pela equacdo (2.9), de uma superficie de area 4
durante um intervalo de tempo préprio At € dado por

¥BH — gAt6, (2.14)

em que Oy € uma 1-forma unitdria orientada na dire¢ao ortogonal a superficie e
ao tempo. Essa orientagéo resulta do produto do tensor de Levi-Civita €,4gy com
o tempo e com as 1-formas tangentes a superficie.

Assim, a variacdo de quadrimomento no objeto é
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A =
A = 4nR? »

Figura 2.1: Variagao no quadrimomento do volume contido no horizonte de even-
tos de um buraco negro de Schwarzschild pelo fluxo do tensor de energia-momen-
to através da fronteira de area 4.

>
-

xl

Ap* = AATH 6, (2.15)

e a variacdo na energia no referencial de repouso €, como em (2.13),

AE = AAT* u,Gy. (2.16)

O tensor de energia-momento de uma massa central no vacuo, como por exem-
plo um buraco negro de Schwarzschild, pode, sem prejuizo da solucdo final, ser
escrito no interior do horizonte de eventos como

md(r) u=v=0,
0 u, v #£0.
Tomando como referencial um observador em repouso em relagdo a massa

central, a energia contida na esfera de volume definido pelo raio do horizonte de
eventos €, por (2.13) e (2.17),

L, = md(r) 8,y = { (2.17)

Epn = /V e u, PEBH = . (2.18)

Suponhamos agora que o exterior do horizonte esteja preenchido por um flui-
do-teste perfeito, que flui lenta e radialmente para dentro do buraco negro através
da superficie do horizonte. Assim, definimos o volume de (2.14) como sendo a
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area A4 do horizonte de eventos multiplicada por um intervalo de tempo préprio
dt. A variagdo na energia (2.16) € entdo

dE
T = AT w0y, (2.19)

Igualando a variag¢do da energia dentro do horizonte a variacao provocada pelo
fluxo de matéria através da superficie do horizonte, temos

d
& = AT w0y (2.20)

Supomos agora que a métrica em que trabalhamos seja diagonal (como € o
caso da métrica de Schwarzschild em coordenadas isotrépicas e de curvatura).
Também supomos que a massa central seja funcdo apenas do tempo, para evi-
tar inconsisténcias com a métrica de Schwarzschild exatamente estatica. Assim,
podemos escrever o lado esquerdo de (2.20) no referencial de repouso como

dm dmdr dm 1
dt  drdt  dr /300
Tomamos 6, = (0, 1, 0, 0) e a normaliza¢do da quadrivelocidade no referen-
cial de repouso u*'u, = 1, que por sua vez resulta em

2.21)

1
u' = (\/ﬁ,o, 0, 0) ;s uy = (1/200,0,0,0). (2.22)

Podemos entdo reescrever a equagdo (2.20) como

— = g0 AT" (2.23)

que, pela nossa suposicio de métrica diagonal, pode finalmente ser expresso como! "]

— —ar,. 2.24
dr 0 (224

Essa forma para a taxa de acrecdo pode ser entendida como uma primeira
aproximacgdo para uma forma totalmente relativistica da acrecao de Bondi, substi-
tuindo a equacao (1.16).

2.4 Fluidos estaticos

Consideramos inicialmente um buraco negro esfericamente simétrico e estd-
tico no vacuo. Supomos o espaco ao redor preenchido por um fluido-teste nao
autogravitante, de maneira que continue valendo a solu¢do de vacuo, modelado
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como na secdo 2.2, e consideramos que a acre¢do desse fluido pelo buraco ne-
gro se dé lentamente (quase-estaticamente), o que nos permite desconsiderar os
efeitos da variacdo de massa sobre a métrica (back-reaction) por ora.

Seguindo os trabalhos de Babichev et al.[%%], partimos da conservagio do ten-
sor de energia-momento e do quadrimomento, dado pela proje¢do de T*¥ sobre a
quadrivelocidade!'l

™, =0 (2.25)
v, T, = 0. (2.26)

Escrevemos (2.25) e (2.26) explicitamente na métrica de Schwarzschild

—1
ds? — (1 _ 2_m> dr? — (1 — 2—’") dr? — r2dQ? (2.27)
r r

e supomos o espago-tempo preenchido por um fluido perfeito, com o tensor de
energia-momento (2.4) agora escrito no referencial ndo comével

™ = (p+p)u'u’ — pg (2.28)

com p =p(r,t), p= p(r,t) e u" a quadrivelocidade do fluido.

A hipdtese de acrecdo estaciondria nos permite considerar apenas as compo-
nentes com VvV = 0 das equagdes (2.25) e (2.26), uma vez que as demais compo-
nentes sdo trivialmente satisfeitas.

Devido as hipéteses de simetria esférica e fluxo radial de matéria, as dnicas
componentes nio nulas da quadrivelocidade do fluido u* sdo u° e u'. Supondo
que o fluido seja massivo, e utilizando a notacdo u' = u, a normalizacio da qua-
drivelocidade u*u, = 1 fornece a relagio

W1 — m 4 g2
L S (2.29)

u =
2
(1-22)
Reescrevemos a derivada covariante?! como
1 od(y/—gTH
T, = (v=eT™) (2.30)

V=AY

Assim, a Gnica componente ndo trivial da equacdo (2.25) é

0
= [V=g(p+p)uu'] =0. (231
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Utilizando a normalizagdo (2.29) e integrando em r, a solugdo é

r

1/2
(p+p) (1—27m+u2> (—)2u:C1. (2.32)

m

A equacdo (2.26), na métrica (2.27), € escrita como

(P+p)u’y+u'py=0 (2.33)
Utilizando a relacdo (2.30) aplicada 4 quadrivelocidade!”!
1 d/—gu’
u'., = v E (2.34)
5 \/__g axv

a tnica componente ndo trivial de (2.33) fica escrita como

2u  du ap
== = 2.
(p+p){r +ar}+”ar 0 (2.35)
A solucdo é dada pela integral
2 dp’
y (L) e T — A (2.36)
m

Isolando o termo u (r/m)2 de (2.32) e inserindo-o em (2.36) chegamos a

1
2m 2 p _dof C
(p+p) (1 - +u2> e'P= P = _Xl = Poo+ p(Pes)- (2.37)

com P + p(P=) as condi¢des de contorno do fluido no infinito.

A equagdo (2.37) fornece a relag@o necessaria para escrever a equacao de acre-
¢do em termos das condi¢des de contorno p € P de qualquer fluido cosmolégico
perfeito.

A taxa de variacdo na massa do buraco negro, como visto na se¢do 2.3, para
um valor arbitrario do raio da esfera de drea superficial 4 da equagdo (2.24) (ver
figura 2.1), é

dm
dr

Inserindo o tensor de energia-momento da forma (2.28), e utilizando a condi-
¢do de normalizacdo (2.29), a equacgdo (2.38) fica

= —4nr2T0 I (2.38)

1
d 2 2
d—’? — —dn(p+p) (1 . 7’" + u2> ur? (2.39)
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e ¢ vélida para todo fluido perfeito.
Inserindo agora (2.32) e (2.36) em (2.39), a solugdo fica

A ) (2.40)

Na se¢do 2.2 vimos que a energia escura modelada por um campo escalar
tem a densidade e a pressdo dadas por (2.5) e (2.6) respectivamente. Como o
lado direito da equagdo (2.40) depende do fluido unicamente através do termo
p + p, isso significa, que, somando a densidade e a pressdo do campo escalar,
ficamos com um termo de acrecdo igual a duas vezes a parte cinética do campo, € a
contribui¢do da parte potencial é automaticamente descartada, sem a necessidade
de suposi¢des adicionais.

2.5 Acrecao de energia phantom em contexto

Munidos da equacdo (2.40) para descrever a interagdo de um buraco negro com
a energia escura, estudamos agora a interagdo de um buraco negro em um meio
preenchido por radiagdo e energia phantom, e as diversas sutilezas decorrentes
dessa associacio!”?].

Combinamos o efeito da acrec@o de energia escura a evaporacdo de Hawking
e a acrecdo de radiacdo modelada por Custédio e Horvath!*”1 e discutida na se¢do
1.3.5. Os resultados!’3! levam a um quadro completo da evolucio dos buracos
negros primordiais e astrofisicos ao longo de toda a histéria do Universo, em
funcdo das suas massas iniciais.

2.5.1 A equacio completa de acreciao

Em um Universo em que a energia phantom também € presente, a acre¢ao
dessa espécie exodtica deve ser levada em conta juntamente com os efeitos ja co-
nhecidos. Babichev er al.!%® deduziram a equagio diferencial (2.40) para um
buraco negro acretando energia phantom apenas, pelo método descrito na secao
2.4, obtendo o resultado contra-intuitivo de que a acrecdo de energia phantom
diminui a massa total do buraco negro.

A expressao que utilizamos € similar ao termo de acrecdo de (1.43), e é dada
por (2.40) com um valor fixo para a constante de integracdo e com a escolha do
valor de contorno para a pressao e densidade da energia phantom

d
d—’:‘ = 167m2[pph + P(Ppn)]. (2.41)
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A escolha A = 4 na equagdo (2.40) representa a propriedade de que a veloci-
dade do som no fluido acretado & ultrarrelativistica®.

Considerando os termos de acre¢do de radiacdo e evaporagdo da equacdo
(1.43) juntamente com o novo termo de acre¢do de energia phantom de (2.41),
e supondo nenhuma interacdo entre as duas diferentes componentes, a equacao
completa para a acrecdo dos dois tipos de energia pelo buraco negro é simples-

mente

d o
== ——’El";) + [27%Prag + 16T (Pph + p(Ppn) ) | m. (2.42)

Aplicando a equacio de estado (2.1) para a energia phantom p(p) = wp, com
w < —1, a componente phantom da equagdo de acrecdo pode ser escrita como

Pph + P(Pph) = (1 +w)pPph (2.43)

e a equagdo completa de acregdo se torna

dm om) 2
E = —7 + [27nprad + 1675(1 +W)pph] m-. (2.44)

2.5.2 Evolucao cosmoldgica da energia escura

Suponhamos que a escala de evolugao do fluido por efeitos cosmoldgicos seja
muito lenta em comparagio a escala de tempo da variagdo da massa de um buraco
negro por (2.44). Assim, é possivel resolver (2.44) supondo as densidades de
radiacdo e energia phantom constantes, e depois inserir na solu¢do a dependéncia
das densidades com o tempo.

A dependéncia das densidades de radiacdo e energia escura com o tempo pode
ser calculada exatamente a distancias grandes do buraco negro, em que sua in-
fluéncia pode ser desprezada. Esses valores no infinito podem ser introduzidos
diretamente sobre a solu¢do de (2.44) gracas ao resultado obtido nas se¢des 1.3.3
e 2.4 de que a variacdo na massa do buraco negro depende apenas da densidade
dos fluidos no infinito.

Partimos entdo da suposi¢do de que suficientemente longe do buraco negro
valham as hip6teses cldssicas da Cosmologia. A métrica do espaco-tempo corres-
ponde a métrica de Friedmann—Robertson—Walker plana

ds? = dr* — a*(¢) (dr* + r2dQ?) (2.45)

em que a(t) é o fator de escala da métrica.

#Ver Babichev et al.!”"! para uma discussio.
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As equacgdes de Einstein aplicadas a métrica (2.45) preenchida por um fluido
perfeito comdvel, como em (2.4), tornam-se as equagdes de Friedmann [49]

3H? = 8np (2.46)

em que H(t) = g € chamado de pardmetro de Hubble. A equacdo de conservacao
(2.25) do tensor de energia-momento desse fluido na métrica (2.45) fica

p+3H(p+p)=0 (2.47)

Combinando (2.46) com (2.47), podemos escrever a relacio

p+p=—P/3H. (2.48)

Também € possivel, através de (2.46), escrevermos diretamente a dependéncia
do parametro de Hubble com a densidade do fluido

1/2
H= (8?“) p'/2. (2.49)

Dada a equagdo de estado w do fluido, é possivel encontrar p(a) através de
(2.47) e inserir a solucdo em (2.49) para encontrar a(t) ],

2.5.3 Regimes de acrecao

A equacdo de Friedmann (2.46) pode ser resolvida para seguir a evolu¢ao cos-
moldgica da energia phantom!**>°1, com o resultado de que a densidade de ener-
gia phantom aumenta com o tempo

Ip+ p| o< a3(1HW) (2.50)

desprezando todas as demais contribui¢des!°®). As densidades dos termos de radi-
acdo, matéria escura fria e energia phantom evoluem de acordo com (2.46) como
representado no grafico da figura 2.2.

Conforme o esperado, hd uma época em que os termos de acre¢ao de radiagdo
e energia phantom da equacao (2.44) se tornam comparaveis. Chamamos tal época
de tempo phantom, ou fpy.

Deve ser notado que essa época € distinta daquela em que as linhas da figura
2.2 se cruzam, devido aos fatores que multiplicam cada termo em (2.44). O fator
que multiplica o termo da acrecdo de radiacdo € proveniente da secao de choque
de acrecdo de radiacdo e o da acrecao phantom vem da escolha A = 4.



32 Acrecao quase-estacionaria de fluidos perfeitos

log(px)

Big Rip —
~— .
fph log(a)

Figura 2.2: Evolu¢do das densidades de radiacdo, matéria e energia phantom com
o fator de escala. A localizagdo da €poca 1, € estimada qualitativamente, re-
presentada pela regido cinza; a sua posi¢ao exata depende das densidades e da
equacao de estado da radiacdo e da energia phantom (ver (2.55)).

O tempo phantom representa o instante cosmoldgico a partir do qual o termo
de acrecdo de energia phantom domina sobre o termo de radia¢do, mudando dras-
ticamente a dinAmica da evolu¢do do buraco negro. Podemos calcular o valor
desse instante como uma fun¢@o dos valores atuais das densidades de radiacio e
energia phantom.

A densidade de radiacdo como fun¢do do fator de escala é dada pela equagdo
de Friedmann!*! (2.46), praq = p¥, (‘2—0)4. Durante a era da matéria, o fator de
escala como fung¢ao do tempo € dado por

2/3
alt) _ (ﬂ) . 2.51)
ap 2

Portanto, a densidade de radiacdo evolui na era da matéria como

3Hyt\ Y
Prad = Poa (TO) - (2.52)

Similarmente, com a energia phantom da equagdo (2.43) evoluindo de acordo
com (2.50), e com a dependéncia temporal do fator de escala evoluindo como na
equagdo (2.51), a densidade da energia phantom como funcao do tempo é
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(2.53)

Pon (SHOI) —2(14+w)
pph A .

w2

A época em que a acrecao de energia phantom € tao importante quanto a de
radiacao € o instante em que os dois termos de acre¢do da equagdo (2.44) se igua-
lam

16
Prad = _Ea "J’_W)pph' (2.54)

Inserindo as dependéncias temporais calculadas nas equagdes (2.52) e (2.53),
a equacao (2.54) fornece o tempo phantom, que, se tomarmos os valores das den-
sidades e do parametro de Hubble no final da era da matéria, fornece o valor (em
segundos)

8 _2(14w)

0 3
t 2 (16P 1km
o _ 2 (16 Ppn _tkm_ @.55)
I's  3Ho \ 27p., IMpc- 1s
em que Hy € o valor de parametro de Hubble, expressado em ,lil/?pc €, assim como

os valores iniciais pgh e p?ad, calculado no final da era da matéria. A razdo para
essa escolha de valores iniciais se deve ao fato de que, ao entrarmos na era da
energia escura, o comportamento das fun¢des muda devido a transicao de regime.
Torna-se mais conveniente estabelecermos como a época zero um instante dentro
do regime em que o tempo phantom ocorre.

Podemos expressar esse instante de transi¢do em termos do redshift, usando a
equagdo (2.54), com as condigdes iniciais p¥ ; = 8,12 x 10713 erg/cm’ e pgh =
1,79 x 1078 erg/cm? medidas hoje!*!, e o valor numérico da equacio de estado
phantomw = —1, 12531 finalmente chegando ao valor

Zph~3,1. (2.56)

A incerteza nesse valor ¢ dominada pelo erro na determinacdo da equacao de
estado w, mas a época permanece dentro da era da matéria.

Como mostramos que a transi¢do entre a acre¢ao de radiacdo e a evaporacao
Hawking que discutimos na se¢do 1.3.5 ocorre rapidamente, pela equacao (1.45),
€ razodvel supor que a transicao entre a acrecao de radiacdo e de energia phantom
também seja praticamente instantanea devido a rdpida transicdo provocada pela
razao entre as acrecdes, que pode facilmente ser vista reescrevendo-se a equagao
(2.55) para uma época arbitraria.

. 0 Hop\ ~3120+w)
Prad _ Prad |y 1 (—3 OI) . (2.57)
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A densidade de radiacdo rapidamente se torna desprezivel comparada a ener-
gia phantom. Quanto mais alto |w|, mais rdpida se torna a transicao.

2.54 Comportamento da funcao de massa critica

Com a expressdo (2.55) para o tempo, podemos calcular o valor da massa
critica m. da equagdo (1.44) no instante 7. Segundo Custodio e Horvath (471 po-
demos escrever a massa critica em funcio da massa inicial de um buraco negro
primordial que evaporaria hoje, mpyaw, como em (1.48), com os fatores de propor-
cionalidade ajustados pelas medidas

me(t) | oMHaw ( 1 )1/2_ (2.58)

g Ig \ls
Durante a era final, em que a acrecdo de energia phantom é dominante, essa
fun¢@o massa critica ndo tem significado, uma vez que ndo ha mais um mecanismo
relevante de acréscimo de massa. Assim, o maior valor atingivel pela massa critica
em um Universo preenchido apenas por radiacdo e energia phantom €
8 2(1+w)

0
mg* 1 MHaw 2 16 Ppn

lg lg 3Hy ﬁp?ad

(2.59)

ApOs esse instante, a evaporacdo de Hawking ndo mais € um mecanismo re-
levante para a diminuicdo da massa do buraco negro, até que sua massa atinja o
valor de transi¢do que serd discutido na secdo 2.5.5.

Alguns buracos negros jamais chegardo a atingir a era da acre¢ao de energia
escura, pois terdo evaporado completamente antes de 7pp. E possivel calcular a
massa inicial do buraco negro que desaparece exatamente em fp,p,. Para tal prop6-
sito, € suficiente considerar apenas o termo de evaporacdo de Hawking na equacdo
(1.43), que fornece a bem conhecida solu¢do (1.42), ou, em termos da running
constant

1 3
— m:
3a(m)

em que t* € a escala de tempo de evaporagdo. Em termos da massa solar m), t* €
dado por

*

(2.60)

3
ms
t* ~ 10" (— > : (2.61)
mo
Combinando a equacgdo (2.58) com (2.60), encontramos uma equacao de ter-
ceiro grau em m,, cuja solucdo é a massa critica do buraco negro que evapora
completamente e desaparece exatamente em t* = t,p,
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3 2

mC mC
= toh. 2.62
3a(m) + 100m? foh (2.62)

Haw

Utilizamos os valores numéricos para o(m) = 7,8 x 1023 /s[47] e myy,,, ~ 101g,
assim como os valores numeéricos de Pph, Prad, W € Hy necessdrios para computar
fph- O resultado €

mih ~ 2.8 x 10 2g. (2.63)

Esse valor representa o valor no inicio da era da matéria da massa de um
buraco negro que evapora completamente na €poca f,. O instante em que a massa
critica assume esse valor pode ser encontrado pela inversdo da equacio (2.58).

Uma vez que o ganho de massa por acrecdo de radiacdo ndo € substancial,
como vimos na secdo 1.3.31471, todos os buracos negros que chegam a era da
matéria com m; S me(tph —1*) = mgh, que atingem a massa critica em t S fop —
t*(m;), desaparecerdo antes de #,, € nunca chegario a era phantom.

2.5.5 Competicao entre acrecao phantom e evaporacao

Conforme mostrado na se¢do 2.5.3, uma vez que apos f,, ndao ha mecanismo
eficiente que possa aumentar a massa dos buracos negros, nao ha mais uma funcao
de massa critica. No entanto, devido a presenca do campo phantom, ha agora dois
regimes distintos de decréscimo de massa, cuja importancia relativa depende da
massa de um dado buraco negro ao entrar na era phantom.

Tomando a equacdo (2.44) e desprezando o termo de radiagdao, podemos des-
crever a evolucdo das massas dos buracos negros durante a era phantom. Defini-
mos & a razdo entre os dois termos restantes

Hilph _ 1671:(1 +W)pphm4

&(m) =

Podemos definir a razdo & em termos de uma massa de transicdo

E(m) = (ﬁy (2.65)

(2.64)

n
com
1 om
mt_[l6n(l+w)pph} ' (2.66)

Substituindo valores numéricos para as constantes, obtemos uma expressao
para m; em termos da densidade do campo phantom
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’1"_gt ~5,5x 10"7[(1+w)ppn] 7. (2.67)

com pph dado em g/cm?>.

Como ambos regimes sdo de decréscimo de massa, a massa do buraco negro
diminui principalmente devido a acre¢dao phantom até sua massa atingir m;. Apos
isso, o efeito predominante serd a radiacdo de Hawking, uma vez que a equacao
(2.65) mostra que a mudanca de regimes € suficientemente abrupta para que fa-
camos essa aproximacio, da mesma forma que a equagdo (1.45) na secdo 1.3.5
nos permite supor instantanea a transicao entre acrecao de radiac@o e evaporacao
Hawking.

Para encontrar a dependéncia temporal da massa de transi¢cdo, primeiro deve-
mos conhecer a evolucdo da densidade phantom. De acordo com as equacdes de
Friedmann para o campo phantom, obtemos (%]

'y Ly 301 s\
(Ppn) ™" = (pp) ™" +%(§) r (2.68)

em que pgh € a densidade atual do campo phantom. Inserindo esse resultado na
equagdo (2.67), a dependéncia temporal de m; € obtida como

21 1/2
g~ (T+w)k [ Pr 2\ 3

O valor inicial da massa de transi¢ao depende tanto do valor inicial da densi-
dade phantom quanto de w. Vale ressaltar que essa massa de transi¢do ndo tem
significado no regime de acrecdo de radiacao.

As diferencas entre os trés regimes estdo representadas na figura 2.3°.

E importante enfatizar que a evaporacio de Hawking nio se torna desprezivel
apos fpn se levada em conta como um processo independente. No entanto, as
massas para as quais ela se torna importante (m < m;) caem por um fator 10° apds
a transicdo, como € ilustrado na figura 2.3. Isso leva muitos buracos negros, mas
nao todos, repentinamente ao novo regime.

Quando, porém, os buracos negros atingem a massa de Planck, uma anélise
completa por gravitacdo quantica se torna necessdria para determinar seu des-
tino apropriadamente, uma vez que a descricdo da secdo 1.3.4 para a radiacdo de
Hawking ndo é mais valida em tais escalas!®>’*l. Uma discussdo mais aprofun-
dada desse fendmeno pode ser encontrada no capitulo 4.

SPara detalhes do comportamento do grafico na era da matéria, ver a discussio em Guariento
etal. ),
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Figura 2.3: Evolugdo da massa de buracos negros primordiais no cendrio de acre-
cdo de matéria, radiacdo e energia phantom. As linhas grossas representam as
diferentes trajetdrias de buracos negros de diferentes massas iniciais. A singulari-
dade Big Rip ocorre em tgR.
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2.6 Acrecao de fluidos cosmologicos

Na se¢do 2.4, a deducao da variacdo da massa do buraco negro com o tempo €
calculada desacoplada da evolucao cosmolégica do fluido acretado, que é suposto
estatico no que se refere a solu¢do da equacgao (2.44). Inserimos a dependéncia da
densidade com o tempo depois que a solugdo foi obtida, o que pode ser justificado
pela aproximagdo de fluido estatico.

Ao abandonarmos essa suposi¢do, ainda é possivel resolver a equagdo de acre-
¢do (2.40), através do seu acoplamento com as equagdes de Friedmann (2.49) e
(2.47) para o fluido!7!.

2.6.1 Acrecao no modelo ACDM

O modelo cosmolégico que tem tido o maior sucesso em confirmar as obser-
vagdes!* é o chamado ACDM, que descreve o Universo atual como preenchido
dominantemente por apenas dois fluidos:

e Matéria escura fria, um fluido sem pressdo cuja densidade denotamos por
PpM, € cuja equagdo de estado, dada por (2.1), fornece wpy = 0;

e Energia escura com densidade constante ao longo do tempo, ou constante
cosmoldgica, cuja densidade denotamos por pa, € cuja equacao de estado
(2.1), para satisfazer po = 0 em (2.47), fornece wp = —1.

A equacdo (2.40) mostra que um buraco negro acretando somente um fluido
tipo constante cosmoldgica deve manter a sua massa constante. Esse resultado
€ consistente com a soluc@o exata das equagdes de Einstein com um termo de
constante cosmoldgica para uma massa central em um espaco vazio, a chamada
métrica de Schwarzschild—de Sitter®.

Para encontrar a solugdo, inserimos no sistema formado por (2.40), (2.47) e
(2.49) uma combinacdo de matéria escura fria e energia escura consistente com
o modelo ACDM, com densidade de energia dada por p; = p. + pa. A equacdo
(2.47) para essa combinagao fornece

-3
p =" (ﬁ> +pa. (2.70)
ap

A equacdo de Friedmann (2.49) para essa combinagdo resulta em

N\ 2 -3
(2) — 12 | oo (i) L on
a ap

%Ver Apéndice A para o célculo da solu¢io de Schwarzschild—de Sitter.

(2.71)
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em que Qpy e Q4 sdo as densidades fraciondrias de cada componente em relacao
a densidade critical*”!, definidas como

3H2Q 3H?Q
0 _ “tip=<DM 0 _ 2Mgaca
= — = . 2.72
PpMm ro— PA . (2.72)
A solugdo é
3 73
sinh (5 Hy/Qnt
a=ag (3Hov/ Q) (2.73)

Qp
Qc
Para estudar a acrecio, inicialmente reescrevemos a equagao (2.40) em termos

da densidade através de uma mudancga de varidveis

%p — 4mAm? (p+ p). (2.74)

Apés substituirmos o termo (p + p) de (2.47) em (2.74), encontramos

dm 4TAmM>p
—p=- 2.75
3" I 2.75)
e inserindo esse resultado em (2.75) encontramos a integral
d 4tA d
3(5)
cuja solugdo é
1 8w /2
——=— (—) p'2tC. 2.77)
m 3

Para encontrar a constante de integracdo, ajustamos o valor inicial da massa
do buraco negro m; no instante em que a densidade inicial do fluido é p;

1/2
c= (%") Ap)? - mi (2.78)
1

Inserindo o valor da constante em (2.77) obtemos a massa do buraco negro
como fungio da densidade do fundo!7%77]

my

m(p) = 1+mi\/@(pl/2—p:ﬂ> )

(2.79)
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Podemos inverter (2.79) para obter o valor da massa inicial de um buraco negro
em funcdo de sua massa atual mg, supondo que é conhecido o valor da densidade
inicial do fluido acretado

mo

1— mo@ <P(1)/2 - Pil/2> |

Inserindo explicitamente a dependéncia temporal das componentes isoladas
do modelo ACDM em (2.79), podemos descrever casos particulares da evolucao
de buracos negros levando em conta apenas a evolucdo das densidades individuais
com o tempo.

Para um Universo preenchido apenas com matéria nao-relativistica, ppm o<
a3, obtemos a densidade de Einstein—de Sitter

(2.80)

m; =

PDM = Phu (%‘)2 (2.81)

Um buraco negro acretando matéria escura nesse cendrio evolui como

my

mDM(t) =
1+mi ) 2EA2pL (5 — 1]

Esse comportamento parece levar a consequéncias ndo fisicas, pois a massa
cresce muito rapidamente. No entanto, ji foi mostrado!'+78] que esse resultado é
um artefato da aproximacao de fluido teste, que ndo leva em conta a back-reaction
sobre a métrica. De fato, pela utilizacdo do modelo de acre¢do de Bondi, o cresci-
mento da massa €, na pratica, rapidamente anulado pela evolu¢ao da componente
de matéria escura, nunca se tornando importante’31.

Um Universo preenchido com constante cosmoldgica evolui de acordo com
o modelo de de Sitter, a o< ¢/’ Tal componente com uma equagio de estado
PA = —pPa tem densidade de energia constante, como pode ser visto em (2.47).
Portanto, de acordo com (2.79), um buraco negro imerso em tal fluido mantém a
sua massa constante my. Esse resultado ja € evidente ao observarmos a equacio
(2.44).

Esse resultado é consistente com os resultados de Babichev ez al.[®%] e cor-
responde ao parametro de massa constante usado na métrica de Schwarzschild—
—de Sitter!”®!, como esperado.

Agora analisamos o efeito das duas componentes combinadas. Em um Uni-
verso com um fator de escala evoluindo como (2.73), um buraco negro acreta a
energia total, e € necessario utilizar pyot = Ppm + Pa em (2.79). Portanto, a densi-
dade total evolui como

(2.82)
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Qa 1
Qpwm sinh? (3 Ho/Qat)
e a densidade de energia escura se mantém constante, de maneira que a massa é
dada pela seguinte funcdo do tempo

(2.83)

PpMm = PBM

my

1/2
i 12 i Q
Ltmiy/ %Az{[PA+ Pom) {PAJF PDM Diat 5 (370 QM)}
(2.84)

A figura 2.4 mostra a evolu¢do da massa de um buraco negro nos cendrios
discutidos acima.

Myt (1) =

I
Myor(f) ——
51 mpMm(f) —— |
mp(t) ——
4 b ]
m
miS* _|
2, |
1
| | | |
1 2 4

3
t /fi
Figura 2.4: Evolug@o de um buraco negro de massa inicial m; = 10’3m@ nos trés

cendrios discutidos na se¢do 2.6. Observe que a variagdo de massa eventualmente
¢ interrompida no caso my () quando a energia escura passa a dominar.

2.6.2 Acrecao de um gas de Chaplygin generalizado

Podemos acoplar as equacdes de acrecdo diversos modelos de fluidos, uma
vez que a dedugdo de (2.40) independe do modelo utilizado para produzir o fluido
perfeito. Uma possibilidade que podemos explorar € inserir um modelo de quar-
tesséncia, que consiste em um fluido cuja equacao de estado w varia com o tempo
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de maneira a produzir comportamentos diferentes em diferentes épocas da hist6-
ria do Universo. Modelos de quartesséncia sdo utilizados como tentativas de se
unificar a matéria escura e a energia escura como um tnico fluido %),

O modelo mais conhecido de quartesséncia € o gds de Chaplygin generali-
zado!¥1:¥21 cuja equacdo de estado é

r
——.
Pc
Nesta anélise utilizamos uma versao simplificada do modelo (2.85), que re-
duz para um o nimero de parametros livres, de forma a evitar a degenerescéncia
durante a comparagdo com as observacdes cosmoldgicas.

Para analisar o comportamento do gas de Chaplygin generalizado, seguimos a
parametrizagio usada por Lima et al. 3"

o\ O
pe = —ap” (&> _ (2.86)
P

Inserimos essa equacao de estado em (2.47) e (2.49) para obtermos a evolucao
do gés

DPe = (2.85)

it = %paz (2.87)
L
p=—"(p+p) (2:88)

A equagdo (2.87) pode ser resolvida analiticamente para uma equagao de es-
tado da forma (2.85), e o resultado é

B o1
pe = (r + T (w)) (2.89)

que estd de acordo com o resultado apresentado por Gong!®*!. B é uma constante
de integracao que depende das condi¢des iniciais: B = (p%r - F) ag(q+l).
A equacdo (2.89) possui uma assintota para valores grandes de a, que sdo

atingidos durante a era da energia escura

. 1
lim p =T+ (2.90)
a—so
ou seja, em um estado avancado da evolugdo cosmoldgica, o gds de Chaplygin
se comporta como uma constante cosmoldgica, com densidade constante com o
tempo. Dessa mesma forma, a sua contribui¢io com a massa do buraco negro
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Figura 2.5: Evolugdo da massa de um buraco negro com mg = m, acretando um
gds de Chaplygin generalizado. A linha sélida indica a evolu¢do com os valores
médios de o e p, a regido escura é produzida por uma variagdo de 16 na média e
a regiao clara é resultado de uma variagao de 3c.

deve desaparecer, uma vez que a constante cosmoldgica ndo produz alteragdes na
massa.

Inserindo a densidade de energia (2.89) em (2.74), chegamos a um regime
de acrecdo varidvel. A equacdo diferencial resultante pode ser resolvida nume-
ricamente. Utilizamos o método de Runge—Kutta de quarta ordem para obter a
solucdo da massa em fungdo do tempo.

A figura 2.5 mostra as possiveis trajetérias de evolu¢do da massa do buraco
negro a partir de hoje, em que usamos como parametros os dados medidos pelo
WMAPP®4 calculados através de um modelo XCDM, que ndo faz suposicdes
sobre a constancia da equagdo de estado da energia escura. Também colocamos
no grafico as trajetdrias permitidas pelas incertezas nos dados medidos.

Na figura 2.5, um buraco negro com massa inicial my = Mo = 1.12 X 1057 GeV
acretando o gds de Chaplygin atinge uma massa m antes de a sua variagdo na
massa parar, o que ¢ um reflexo de o fluido se aproximar do limite (2.90). Os
resultados numéricos preveem uma variacdo na massa de Am =m; —mgy = —1 X
10~*mq devida a acrecdo de um fluido com a densidade média extraida dos dados
do WMAP-5.

Podemos ver pelos valores da simulagdo que as incertezas permitem que o
processo de acrecao tanto aumente quanto diminua a massa do buraco negro. Essa
variedade de comportamentos € consequéncia de que a energia phantom ainda
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ndo pode ser totalmente descartada dos modelos cosmoldgicos pelas observagoes.
O resultado também € consistente com as demais andlises feitas ao longo deste
capitulo.

Também podemos ver pelos dados da simulagdo que a variagdo na massa do
buraco negro € extremamente baixa, considerando a evolugdo a partir da época
atual. No entanto, a solu¢do da variagdo da massa para tempos anteriores sofre
dos mesmos problemas que a solu¢cdo no modelo ACDM, produzindo acrecdes
muito violentas e buracos negros que envolveriam todo o Universo muito rapida-
mente. Devemos, portanto admitir que a anélise feita até aqui somente se aplica
a variagdes baixas na massa e fluidos muito rarefeitos. Uma andlise do problema
quando abandonamos essas suposicdes sera feita no capitulo 5.



Capitulo 3

Termodinamica da evolucao de
buracos negros

“In this house, we obey the laws of thermodynamics!”

— Homer Simpson, The Simpsons

A Fisica de buracos negros, descrita pelos teoremas que regem o comporta-
mento das singularidades e dos horizontes, e a generalidade das solu¢des de co-
lapso gravitacional®>*%221 pode ser também descrita como um conjunto de leis
que se assemelham as quatro leis da Termodinamica 39871,

Essa abordagem € diferente da constru¢ao de uma teoria cinética em um es-
paco curvo 88891 pois, em vez de nos focarmos em escrever as leis da Termodi-
namica cldssica da matéria em um cendrio relativistico, encontramos nas particu-
laridades do proprio espaco-tempo alguns padrdes que sugerem que os buracos
negros (¢ mesmo alguns tipos de horizonte cosmolégico®”) sejam um sistema
termodinamico em seu proprio mérito.

3.1 Asleis da Termodinamica de buracos negros

O grande poder das leis da Termodinamica vem principalmente do fato de que
a forma das leis ndo depende de caracteristicas dinamicas microscépicas de um
sistema particular, e por isso as leis tém uma validade universal, pelo menos para
uma classe muito ampla de sistemas”!],

Escrevemos a seguir os enunciados e um resumo do significado das leis da
Termodinamica de buracos negros'.

'Um esbogo das demonstracdes das leis 0, 1 e 2 pode ser visto no apéndice B.
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Lei 0. A gravidade superficial K de um buraco negro é constante sobre o horizonte
de eventos.

A lei O estabelece uma analogia direta entre a gravidade superficial do buraco
negro e a temperatura termodinamica. No entanto, de acordo com a relatividade
geral cléssica, a temperatura fisica de um buraco negro deveria ser o zero abso-
luto, uma vez que o buraco negro jamais entraria em equilibrio com a radiacio de
um corpo negro a uma temperatura diferente de zero, ja que ndo ha mecanismos
cldssicos para o buraco negro emitir radiacaio %],

No entanto, a descoberta de Hawking!*?! de que o buraco negro emite radi-
acdo, pelos efeitos quanticos que descrevemos na se¢do 1.3.4, como um corpo
negro a temperatura dada por (1.34), confirma que ¥/2n é de fato a temperatura
fisica do buraco negro.

Lei 1. Quaisquer dois estados vizinhos de equilibrio de um buraco negro axi-
almente simétrico de massa m, gravidade superficial K, velocidade angular ® e
momento angular J estdo relacionados por
K
dm = —dA+ wdJ. (3.1)
8m
A lei 1 estabelece uma correspondéncia imediata com a primeira lei da Ter-
modinimica cldssical”?!

dU = TdS — pdV. (3.2)

Em particular, associamos a entropia S & quantidade proporcional a drea /4 do
horizonte de eventos e a temperatura T a gravidade superficial ¥/2x, como j4 ha-
viamos visto na lei 0.

Lei 2. A drea A do horizonte de eventos de um buraco negro ndo decresce com o
tempo, ou seja

AA > 0. (3.3)

A lei 2, como a segunda lei da Termodinamica cléassica, explicita a irrever-
sibilidade inerente ao sistema como um todo, e assim define a dire¢do da seta
do tempo. No caso dos buracos negros, a lei 2 diz que a energia interna contida
no buraco negro que nao pode ser extraida cresce com o tempo. Assim como
na Termodinamica clédssica, a entropia do buraco negro estd relacionada com a
impossibilidade de extrairmos informagio sobre o seu interior e estrutural'?],

Lei 3. E impossivel por qualquer procedimento, ndo importa o qudo idealizado,
reduzir X a zero por um niimero finito de operagaes.
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H4 demonstragdes para diversas versoes da lei 31'?!, mas a forma em que a
enunciamos aqui!®®! pode ser entendida como uma consequéncia da conjectura
da censura cOsmica: a dUnica maneira de levar K a zero é em um buraco negro
extremo, com carga elétrica ¢ e momento angular J de forma que m? = J? + ¢°.
Pode-se argumentar que um tal buraco negro extremo ndo possa ser produzido por
processos fisicos. Em alguns exemplos especificos'”?! a andlise mostra que, con-
forme o buraco negro se aproximasse do estado extremo, mais restritivas ficariam
as condicdes para se executar 0 proximo passo.

3.1.1 A segunda lei generalizada

“There is no such thing as a free lunch.”

— Milton Friedman

Como vimos nas secdes 1.3.4 e 2.5, efeitos quanticos e tipos extremos de
energia escura violam as condi¢des em que a lei 2 pode ser aplicada. Em particu-
lar, a radiac@o, quando tratada quanticamente, ndo satisfaz a condi¢c@o de energia
nula®! que € necessaria na sua demonstracio, enquanto a energia phantom vi-
ola todas as condi¢des de energia. Além disso, a segunda lei da Termodinamica
classica é violada na presenca de buracos negros: quando alguma matéria cai no
buraco negro, toda a informacao sobre a sua entropia desaparece na singularidade
central sem um mecanismo que aumente a entropia ordindria, o que diminuiria a
entropia total.

Por outro lado, a emissdo de radiacdo por buracos negros € um processo tér-
mico, e a evaporagdo € um mecanismo que aumenta a entropia do espago ao redor
devido 2 criagdo de particulas!'?l. Da mesma forma, quando matéria cai no buraco
negro, hd necessariamente um aumento na entropia do buraco negro.

Podemos assim definir a entropia generalizada, como sendo a soma da entro-
pia do buraco negro Spy = “4/4 com a entropia do material Sy, no seu exterior.

Lei 2a (Segunda Lei Generalizada). Em qualquer processo fisico envolvendo bu-
racos negros, a entropia generalizada S ndo decresce!/

AS = ASpy +ASm > 0. (3.4)

Muitas anélises reforcam a validade da lei 2a em contextos cldssicos!”*! e
quanticos[*!. Essa identificacdo da entropia de um buraco negro com a entropia
termodinamica completa a fusdo das leis da Termodindmica de buracos negros
com as leis da Termodinamica cléssica.

No entanto, essa fusdo apresenta uma série de dificuldades quando tentamos
determinar a origem fisica da entropia de um buraco negro. Uma ilustracio dessa
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dificuldade € representada pela diferenca na demonstragdo das leis da Termodina-
mica cldssica e da Termodinamica de buracos negros, € nos mostra o quanto nosso
entendimento de uma teoria quantica da gravidade é rudimentar (%!,

3.2 Deducao termodinamica da funciao de massa cri-
tica

A deducdo da massa critica m. da equagdo (1.44) foi feita na se¢ao 1.3.5 atra-
vés da andlise da taxa de variacdo (1.43) na massa de um buraco negro sujeito a
acrecdo de radiacdo e evaporacao Hawking. A equacio (1.43) apresenta um ponto
de equilibrio instdvel que corresponde a fronteira entre os regimes de acrecao e
evaporagao.

Uma derivagio termodindmica para a fungdo massa critica m(t) pode ser feita
no limite de variacdo da entropia generalizada S, que neste caso corresponde 2
soma da entropia do buraco negro dada pela lei 2 com a entropia da radia¢do ao
redor.

Para escrever a entropia do banho de radia¢do, consideramos inicialmente ape-
nas a radiacdo em um contexto cosmoldgico, sem levar em conta a presenca do
buraco negro.

Seja um fluido genérico que estd em equilibrio térmico em toda parte, o que
significa que a entropia contida em um volume comével é constante!**). Assim,
pela primeira lei da Termodindmica, a variagdo na entropia (cuja densidade € s)
da matéria contida em um volume V € regida por

1
dS=d(sV) = T [d(pV)+ pdV]. (3.5)
Igualando os coeficientes do termo em dV pela hipétese de equilibrio, temos
pt+p
=—. 3.6
s= (3.6)

Da mesma forma, igualando os coeficientes de VdT em (3.5) e usando (3.6),
chegamos a conservagdo de energia
dp
T— = . 3.7
ar PP (3.7)

No caso especifico da radiagdo, temos p = p/3, de forma que a equagao (3.7)
resulte na lei de Stefan—Boltzmann (1.36)2

Prad = T4, (3.8)

%A constante de Stefan—Boltzmann G ndo pode ser determinada somente pela Termodinimica.



3.2 Deducao termodinamica da funciao de massa critica 49

Inserindo esse resultado na equacdo (3.6), chegamos a densidade de entropia
da radiacdo
40 3

Srad = ?T

Podemos escrever a variagdo da entropia (3.9) em termos da energia (3.8)
calculando 8s;,q € Oprag pela regra da cadeia

3.9

15 OPrad: (3.10)
rad

A hipétese de equilibrio nos permite escrever a variacao na entropia total de (3.10)

como a varia¢do na densidade de entropia multiplicada pelo volume comével V =
3

a.

Em termos da temperatura, a variagao da entropia €, portanto

3 8prad
—T .

Por outro lado, a entropia do buraco negro € dada pela lei 2, que no caso de
um buraco negro de Schwarzschild vale

OStad = a (3.11)

SpH = ? = 4mtm? (3.12)

2SBH

Sl = om. (3.13)
m

Pela lei 2a, a variacdo global da entropia deve satisfazer a desigualdade (3.4),
o que no caso do banho de radiacao é

8S = 8(SH + Sraq) > 0. (3.14)

Se igualarmos a variacdo na massa do buraco negro a variacdo na energia
da radiacdo, ou seja, se supusermos que toda a variagdo na energia da radiacao
se deva 2 acrecdo ou a evaporacio do buraco negro, dm = —a’>3pyag, podemos
expressar 85 em funcio da massa do buraco negro m e da temperatura da radiacio
T

om (87tm— %) > 0. (3.15)

No estado de equilibrio, quando 3S =0, (3.14) fornece o valor da massa critica
m¢ em funcdo da temperatura
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11

Me= ——. 3.16
c=3xT (3.16)
Inserindo a dependéncia da temperatura com o tempo cosmoldgico, através de

(1.46) e (3.8), obtemos o valor da massa critica em func¢ao do tempo

T (3.17)
Ry
que depende apenas da densidade do banho de radiacdo ao longo da era da radia-
¢ao e de constantes fundamentais.

Para que a segunda lei generalizada seja satisfeita, portanto, é necessdria uma
transicdo entre um regime de acrecdo de radiacdo e um regime de evaporacgao.
Para um buraco negro de massa m > m, a equagao (3.15) exige dom > 0, ou seja,
um regime de acre¢do. Se tivermos m < m,, devemos ter necessariamente om < 0,
ou seja, um regime de evaporagao.

Observe que esse resultado € consistente com a expressao (1.48) para a massa
critica, tendo sido obtido de maneira completamente independente das considera-
coes das secoes 1.3.3 e 1.3.4.

Se levarmos em conta a evolu¢do na massa do buraco negro por acrecao de
particulas que descrevemos na se¢do 1.3.5, concluimos que alguns buracos negros
devem obrigatoriamente atingir o valor da massa critica, se estiverem dentro do
intervalo de massas varrido por m. na era da radiacdo, como € ilustrado na figura
2.3.

3.3 Acrecao de energia phantom e a segunda massa
critica

A exemplo da se¢do 3.2, a interacdo de um buraco negro com a energia phan-
tom pode ser analisada de um ponto de vista termodinamico. Para isso, é necessa-
rio que adotemos algum modelo para a entropia da energia phantom. Sendo uma
forma de energia tao exdtica, que viola todas as condicdes de energia, algumas das
hipdteses necessdrias para a validade da lei 2 ndo podem mais ser garantidas, mas
ainda assim € possivel utilizarmos a lei 2a para ao menos estabelecermos limites
em que o processo de acrec¢ao € permitido.

Dessa forma, buscamos a seguir uma expressao para a fronteira de massa que
separa os regimes de acrecdo e evaporacdo, andloga a dedugdo da massa critica da
secdo 3.2. Utilizamos para isso dois modelos distintos para a entropia do fluido
phantom.
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3.3.1 Entropia phantom com temperatura negativa

Uma primeira aproximacao para escrevermos a entropia da energia phantom
consiste simplesmente em escrevermos a primeira lei da Termodindmica para um
elemento de volume comével V preenchido por um fluido com a equagao de es-
tado (2.1) com w < —1 constante, sem hipdteses adicionais. Temos entao (o7

dp
TdS =d(pV)+ pdV :Vd—TdT+(1+w)pV. (3.18)
A entropia entdo satisfaz as seguintes condi¢des

S Vdp

a7 " Tar (3.19)
oS 14+w
= (3.20)

Usando a condi¢@o de integrabilidade para a entropia, que € uma funcdo de
estado, e portanto dS é um diferencial exato’®!, chegamos a

dp (14+w)p
ar =~ w T’
Em uma cosmologia phantom, como p + p < 0, a relacdo de Euler T's = p +
p permite duas alternativas: ou a entropia € negativa e a temperatura positiva,
ou a entropia € positiva e o fluido tem uma temperatura negativa. A entropia é
definida em varios contextos como uma quantidade positiva, como por exemplo
a entropia de Boltzmann da Mecanica Estatistica, que € o logaritmo do nimero
de estados acessiveis ao sistemal”’! e corresponde a entropia de von Neumann
em sistemas quanticos, e a entropia de Shannon da teoria da informacao, definida
pela incerteza associada a uma varidvel aleatéria. Além disso, um fluido phantom
com entropia negativa em interacdo com um buraco negro viola expressamente
a segunda lei generalizadal'”’l, Assim, escolhemos a descricdo que atribui uma
entropia positiva ao fluido phantom.
Supondo entdo uma temperatura negativa para o fluido, sua entropia pode ser
expressa como[*7]

(3.21)

1

p T+w
Sph = K (—) 1% (3.22)

Po

em que K € uma constante de integracao positiva arbitraria.

Supondo vélida uma relacdo andloga a (3.11) para o fluido phantom, a vari-
acdo da entropia pode ser escrita da mesma forma que a varia¢do na entropia da
radiacdo
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w

55— ——(2) s 3.23

ph = 1+w & pph' ( . )

Utilizando a equagdo (3.12) para a entropia do buraco negro, e desprezando

outros efeitos, como os discutidos no final da secdo 3.1.1, chegamos a uma ex-
pressdo para a variagio da entropia total S

85 = 8mmdm + —— <£) " Vppn > 0. (3.24)
1+w \po
Relacionamos &m e 6ppy, através da equacdo (2.40), supondo a conservacao da
energia total contida no volume comdvel V. Por falta de uma expressdo comple-
tamente covariante para a variacdo de energia-momento do fluido no meio devida
a acre¢do, utilizamos uma expressao que leva em conta apenas a parte cinética do
campo escalar!®”]

Sm = —%(1 W8PV (3.25)

Essa aproximacao pode ser justificada pelo principio da equivaléncia, supondo
que suficientemente longe do buraco negro a acre¢ao deva ter um comportamento
equivalente a acrecao de Bondi.

A negatividade da variacdo da energia phantom €, portanto, uma consequéncia
do fato de o termo cinético em (2.2) ser negativo. Inserindo a equagdo (3.25)
em (3.24), escrevemos a variacdo total na entropia generalizada S em fungio da
variacdo na massa m do buraco negro

55 — [475,” _ ﬁ (%) ”W] Sm > 0. (3.26)

Definimos entdo uma espécie de massa critica phantom, atingida no equilibrio,
quando 8S =0

w

ph K B T 1w
mE = e (po) . (3.27)

Para encontrarmos a regido em que a acre¢ao phantom € permitida, fazemos
uma analise similar a do final da se¢@o 3.2, mas agora devemos levar em conta que
a acrecdo de energia phantom diminui a massa do buraco negro, como mostrado
em (3.25). Portanto, dm < 0 e 8p < 0 simultaneamente em um regime de acregao.

Analisando a equagdo (3.26), chegamos a conclusdo de que, para que a se-
gunda lei generalizada seja satisfeita, apenas buracos negros de massas menores
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que mgh podem acretar energia phantom. O comportamento da densidade da ener-
gia phantom, dado por (2.53), indica que a densidade do fluido aumenta dom o
tempo, e, portanto o valor de mgh sempre diminui.

Note-se que nesta argumenta¢do usamos uma temperatura negativa para a
energia phantom. Esse conceito, embora incomum em Fisica, possui um signi-
ficado preciso na Termodinamica. A temperatura, definida em termos da fungao

de estado, é dada por!”®!
oU )
T= (— : (3.28)
a5 ),

Pode ser observado em alguns sistemas quanticos!'’!! que a energia interna
decresce com um aumento na entropia. Tais sistemas possuiriam, portanto, uma
temperatura negativa. Podemos concluir, por (3.28), que a temperatura negativa é
uma consequéncia do fato de que a entropia ndo ¢ uma fungdo monotonicamente
crescente da energia. Esse fato € observado na equagao (3.22), em que podemos
constatar que

w

1 9Sy, Py
——2wh Teh (3.29)

Para um sistema exibir temperatura negativa, € necessario que exista um limite
aS

superior finito para a energia. De outra forma, se a fronteira 57 = 0 (que corres-
ponde a temperatura infinita) ocorrer em um sistema sem um limite superior para a
energia, a temperatura negativa significaria energia infinita. Pelo mesmo motivo,
temperatura negativa corresponde a energia mais alta que temperatura positiva.
Quando um sistema a temperatura negativa entrar em contato com um sistema a
temperatura positiva, a energia flui da configuracdo com temperatura negativa a
configuracdo com temperatura positiva, ou seja, temperaturas negativas sao mais

quentes que temperaturas positivas!!'?,

3.3.2 Entropia phantom com potencial quimico nao nulo

Existem outras possibilidades para modelar a entropia phantom, sem que uma
temperatura negativa seja necessaria na sua construcdo. O modelo que descre-
vemos a seguir!!9%1941 pode fornecer novos pardmetros para a caracteriza¢io do
processo completo de acre¢io phantom.

Consideremos um fluido phantom relativistico, caracterizado por um tensor
de energia-momento TV dado por (2.28), uma corrente de particulas N* = nu*,
com densidade de particulas dada por n, e uma corrente de entropia S$* = su",
com densidade de entropia dada por s, que satisfazem as seguintes equacgdes de
conservagao
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N/v’;# =0 (3.30)

St =0. (3.31)
Em uma métrica de Friedmann—Robertson—Walker, as equacdes de conserva-
¢do para s e n podem ser escritas como

. 3

i+3nt =0 = n=n (“—0) (3.32)
a a
. 3

s+3s8=0 = s=s (“—0) . (3.33)
a a

A segunda lei da Termodinamica para um fluido relativistico da a variacao na
densidade de entropia como!!?°!

1 1

Tds:d<E> +pd <—) _ - [dp— p”dn]. (3.34)

n n n n
Como ds deve ser um diferencial exato, a equacdo (3.34) leva a identidade

termodinamica
ap 9p

T|==) = —n|=—] . 3.35
<8T>n Prr n<a”)T .

Combinando (3.35) com as equacdes de conservagado (3.32) e (3.33), podemos
mostrar que a temperatura satisfaz, para w # 0,

T (op\ n a
7= (3) = (330
—3w
T=T, (ﬁ) . (3.37)
aop

A temperatura em (3.37) é sempre positiva. Em particular, introduzindo a
expressdo (3.37) para a temperatura na equagdo de conservagdo de energia (2.47)
obtemos a densidade de energia em funcio da temperatura

1+w
w

T
P =Po (%) (3.38)

que, no caso da radiaciio, que possui equagio de estado!*”! w = 1/3, & consistente
com a lei de Stefan—Boltzmann (3.8).
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Pra determinar o potencial quimico do fluido, utilizamos a relagcdo de Euler,
agora considerando a densidade de particulas

Ts=p+p—un. (3.39)

Combinando agora (3.39) com (3.32), (3.33) e (3.37), chegamos a uma ex-
pressao para o potencial quimico u

a\ " T
M= Uo (—) = Mo (—) (3.40)
ap To

1
Ho = n—o[(l-l-w)p()—ToSo]. (3.41)

Podemos ver por (3.41) que u € negativo para a energia phantom, e por (3.40)
que o valor absoluto de u aumenta com o tempo, uma vez que a temperatura
da energia phantom € crescente, como pode ser visto ao considerarmos (3.38) e
(2.50). Em particular, podemos escrever a dependéncia do valor minimo do po-
tencial quimico em fungdo da equacdo de estado para que a entropia se mantenha
positiva

w> —1 4 HoMo (3.42)

Po
Finalmente podemos definir a entropia do fluido phantom no volume comével
V utilizando (3.33), escrevendo 4/ em fungéo de T através de (3.37) e escrevendo
so através de (3.41). O resultado é

1
1 — T\v
s— | LEmPopono | (T, (3.43)
To To
Assim, a entropia generalizada de um sistema que consiste em um buraco
negro de Schwarzschild e o fluido phantom é dada por!! %l
1 T
& — +w
§ = dnm®+ [( )P “0”0} (3) V. (3.44)
To Po

Devido ao processo de acrecao, em um dado intervalo de tempo a massa do
buraco negro varia de dm e a energia do fluido phantom varia de dp. Portanto, a
variagao total de entropia € da forma

w

. 1 (1+W)Po—ﬂono} (P>_‘+w
oS = 8mAm + — Voép. 3.45
mam (I+w) [ Topo Po P (3.45)
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Novamente relacionamos a variagdo na massa do buraco negro a energia do
fluido por (3.25), pelo mesmo argumento que apresentamos na secio 3.3.111041,
Inserindo (3.25) em (3.45), obtemos uma expressao para a variagao total de entro-
pia do sistema

3 1 (1 ~|—w)po—,uono] ( P )—
0S=<4 - —_— om. 3.46
un (1+w)? { Topo Po " (5-46)

No equilibrio, quando 85 = 0, temos a expressdo para a massa critica neste
cendrio

w

ph _ ! 1 _ Holo l P o 4
T T a1 w)? {( ) Po } To (Po) ' G.47)

Como discutimos na sec¢do 3.3.1, o regime de acrecdo phantom decresce a
massa do buraco negro, o que significa que apenas buracos negros de massa m <
mgh podem acretar energia escura.

Comparando as expressoes (3.27) e (3.47) para a massa critica, verificamos
que elas sdo compativeis a menos da constante de integragdo desconhecida x,
cuja Unica restri¢do € a condicdo de positividade. Para que as duas descri¢des do
problema sejam equivalentes, basta que tenhamos K = sg, ou seja, supondo que

(3.42) seja satisfeita,

1
K=50= F() [(1 —l—W)p() — I’l()/.l()] . (3.48)

Portanto, nas duas descri¢des termodindmicas que fazemos do fluido neste
capitulo, a sua entropia possui 0 mesmo comportamento, embora tenhamos par-
tido de hipéteses muito diferentes. No entanto, para termos uma descri¢ao tnica
e completamente consistente da Termodinamica do fluido phantom, é necessario
estabelecermos um modelo cinético sobre as particulas que o compdem, para a
partir daf encontrarmos o seu comportamento macroscépico 1.

De fato, a hipétese de potencial quimico negativo permite que consideremos
a energia phantom como um campo escalar de fato, por ndo termos as restri¢des
sobre os graus de liberdade caracteristicos de sistemas com temperatura negativa,
que discutimos na se¢ao 3.3.1.



Capitulo 4

Evaporacao de Hawking e o
principio de incerteza generalizado

“’Twas brillig, and the slithy toves
Did gyre and gimble in the wabe;
All mimsy were the borogoves,
And the mome raths outgrabe.”

— Lewis Carroll, Through the Looking-Glass

A dedugdo do processo de evaporagdo de Hawking € feita por suposicoes se-
micldssicas. Quando a massa do buraco negro é muito pequena, essa descricao
nio é mais adequada para o problema, e os efeitos quanticos comecam a ficar
importantes. Esse € o caso com buracos negros com massas da ordem da massa
de Planck. Como vimos na se¢do 1.3.4, o comportamento de buracos negros com
massas nessa escala constitui uma limitagio da atual descri¢dao dos estagios finais
da evaporacdo. O principio de incerteza generalizado fornece uma primeira apro-
ximagdo para inserir um limite inferior na validade do processo de evaporagdo de
Hawking.

Para levar em conta a influéncia da energia escura, um modelo bidimensional
para a evaporacdo de buracos negros em uma métrica de Schwarzschild—de Sit-
ter foi construida por Bousso e Hawking!!%! a partir de uma andlise quéntica.
Uma mudanca no comportamento da evaporacdo dos buracos negros implica um
processo inteiramente diferente de evolucdo desses objetos, assim como sua in-
fluéncia sobre as demais componentes do Universo.

Neste capitulo investigamos como esse cendrio de energia escura influencia o
comportamento de buracos negros de massa pequena e primordiais, através de um
célculo aproximado dos parametros de evolucdo por uma extensao do principio de
incerteza inspirada pelo comprimento caracteristico que a constante cosmoldgica
introduz no Universo.
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4.1 Evaporacao de Hawking pelo principio de incer-
teza

A evaporacdo de Hawking pode ser obtida de uma maneira heuristica sim-
ples!!%7] pelo uso do principio de incerteza convencional e pelas propriedades
gerais de buracos negros, discutidas nos capitulos 1 e 3.

Assim como na se¢do 1.3.4, interpretamos o vicuo quantico como uma cole-
¢do de particulas virtuais que nao podem ser observadas sem que a conservacdo de
energia seja violada. No entanto, a influéncia da vizinhanca do horizonte de even-
tos sobre essas particulas produz o efeito de emissdo de particulas com o espectro
de energia de um corpo negro.

A energia caracteristica £ de um f6ton emitido por um buraco negro pode
ser estimada pelo principio de incerteza convencional. Estimamos a incerteza na
posicdo de qualquer particula como sendo o didmetro do horizonte de eventos 2rG.
Assim, a incerteza no momento, € portanto na energia, él

1 1
Ap= — = —. 4.1
p Ax  4m “.1)

Identificamos Ap como a energia caracteristica do féton emitido, que corres-
ponde a temperatura de Hawking (1.35) a menos de um fator 27, que € incluido
como um termo de calibraco!’#],

Tn = L (1.35)
8mm

Nao h4, no entanto, uma maneira heuristica de argumentar que o espectro dos
fotons emitidos corresponda ao de um corpo negro.

Podemos utilizar essa abordagem em versdes modificadas do principio de in-
certeza, como forma de estimar o comportamento dos buracos negros de massa
na escala de Planck em uma primeira aproximac¢do para os efeitos quanticos na
gravitagao.

4.2 O principio de incerteza generalizado
Uma primeira tentativa de incorporar as flutuagdes na gravitacio na escala de

Planck é o chamado principio de incerteza generalizado (GUP?), que pode ser
justificado com base em argumentos provenientes da teoria das supercordas ou de

'O fator 1/2 proveniente dos resultados exatos para os comutadores de posi¢io e momento
estd ausente nesta relacdo de incerteza, mas pode ser absorvido na calibracdo heuristica para a
temperatura de Hawking.

2Generalized uncertainty principle.
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teorias da gravitacio em vdrias dimensdes!'"®l. O GUP, como apresentado por
Adler et al. e suas referéncias!!?”!, diz

1
Ax > — +I2A 4.2
_Ap+ pAp 4.2)

em que Lp € o comprimento de Planck, dado por Lp = / % = 1 nas nossas uni-

dades.

A expressdo (4.2) € construida como a soma de duas contribui¢cdes para a in-
certeza: a incerteza proveniente do principio de incerteza convencional Axy e a
contribuicdo gravitacional Axg, de forma que tenhamos Ax = Axy + Axg [*°]. Po-
demos justificar esse termo adicional com argumentos dimensionais. A incerteza
convencional na posi¢do do féton pode ter adicionado um termo proveniente da
interacdo gravitacional entre particulas. Esse termo deve ser proporcional a ener-
gia do féton p, que deve ser da ordem da incerteza sobre o momento da particula
interagente Ap.

Podemos reescrever (4.2) de maneira que o lado esquerdo pareca mais fami-
liar, como

AxAp > 1+ L3Ap? (4.3)

de onde podemos observar que a incerteza na posi¢do Ax tem como valor mi-
nimo o comprimento de Planck Lp, o que torna essa distancia uma escala minima
fundamental de comprimento.

Da mesma forma que na secdo 4.1, podemos estimar a temperatura de Hawk-
ing de um buraco negro fazendo uso do GUP e resolvendo (4.3) para a incerteza
no momento Ap. Assim,

1+ -—— - 4.4)

Supondo que as particulas emitidas sejam fétons com energia dada por Ap,
entdo, com o fator de calibragdo 27, e escolhendo o sinal negativo na expressao
(4.4) para recuperarmos a temperatura dada por (1.35) para m > mp, em que
mp = 1 € a massa de Planck, a temperatura de Hawking estimada pelo GUP é

2
m m

Toup =5 [1=4[1="3|. (4.5)
T m

Essa expressao se torna imagindria para m < mp.
Podemos entdo calcular a entropia de um buraco negro com temperatura dada
por (4.5). A entropia Spy de um buraco negro de Schwarzschild pode, pela lei 1,
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ser escrita como uma fun¢do da sua massa e temperatura 7y, através da integral
da equacao (3.1)
SBH = /TBHdm. (4.6)

Inserindo a temperatura (4.5) em (4.6), temos a entropia de um buraco negro
com temperatura dada pelo GUP, normalizada para que seja igual a zero quando

m = mp!107]
2 2 2 m+/m? —m3
m m m P
Seup=2m | — | -5 +4{/1—— | —log . @4
mp m m mp

Também € possivel calcular a taxa de variacdo da massa de um buraco negro
com temperatura (4.5) através da lei de Stefan—Boltzmann (1.36).

4
dm mb ml%
T R =2 (5

Assim, um buraco negro sob essas condi¢des evaporaria até atingir a massa de
Planck, tornando-se em seguida um remanescente inerte, capaz apenas de intera-
cOes gravitacionais. Tais remanescentes podem ter existido desde muito cedo na
histéria do universo, e sdo candidatos a constituintes da matéria escura na forma
de WIMPs!'Y7l, Os limites minimos de abundincia de remanescentes podem tam-
bém servir para ajustar alguns modelos inflaciondrios, se supusermos que esses
objetos sejam a fonte principal de matéria escura!!%!,

4.3 A métrica de Schwarzschild-de Sitter

Os efeitos calculados na secdo 4.2 podem ser modificados na presenca de um
horizonte cosmoldgico, que representa a introdu¢do de um segundo comprimento
caracteristico no Universo. Inicialmente, apresentamos a métrica mais simples
que representa um buraco negro imerso em um espaco-tempo com um horizonte
cosmoldgico.

A solucdo das equagdes de Einstein para um espago-tempo esfericamente si-
métrico com constante cosmoldgica A é dada pela métrica de Schwarzschild—
—de Sitter[7’

-1
a5’ — <1 o %‘ﬂ) ar — (1 e éﬂ) a? - 2d. (49)

r r 3
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A métrica (4.9) possui um horizonte de eventos interno rlslds e um horizonte
cosmoldgico externo rg g, nas coordenadas!!!%

1 n+§
}’}Slds =7rsdS = m\/—3_y COS T (410)
1 _
cos =25 @.11)

C _
rsas = m—@ 3

com y = An’/3 e § = arccos (34/3y).
Os dois horizontes colapsam um sobre o outro para o valor critico yerit = 1/27,
que corresponde a m = ﬁ A solucdo possui esses dois horizontes para todo m

abaixo desse valor critico.

4.4 Efeito do GUP estendido sobre a radiacao de
Hawking

4.4.1 Extensao do GUP

Uma possivel extensio do GUP! ' justificada por efeitos previstos pela Loop
Quantum Gravity!!'?], insere um termo dependente da constante cosmoldgica em
(4.3), que corresponde a um comprimento cosmico caracteristico no Universo,

dado pelo horizonte cosmoldgico na métrica de de Sitter Ly = \/% O GUP
estendido em unidades de Planck pode ser escrito como
2
AxAp > 1+ocL%,Ap2+[3ALiz. (4.12)
A

Podemos interpretar esse termo adicional como o estabelecimento de um valor
minimo para o momento de qualquer particula no universo, como consequéncia da
expansao, da mesma forma que o GUP (4.2) significa a existéncia de uma escala
de comprimento minima.

Nesta secao, discutimos a influéncia que esse termo adicional tem sobre a eva-
poracdo de Hawking, e investigamos se esse termo modifica o comportamento da
entropia e da temperatura de Hawking para buracos negros primordiais de massa
pequena. Supomos que cada buraco negro se forme instantaneamente, ja mer-
gulhado no espaco de de Sitter, e comece a evaporar imediatamente. Também
consideramos apenas buracos negros de raios menores que rgug, O que € consis-

tente com o fato de que, em qualquer época, buracos negros primordiais s6 podem
se formar com raios menores que o do horizonte>.

3Ver secdo 1.2.



62 Evaporacao de Hawking e o principio de incerteza generalizado

Seguindo um procedimento similar ao feito nas secdes 4.1 e 4.2, tomamos
o valor da incerteza na posi¢cdo como sendo o didmetro do horizonte de eventos
interno (4.10) do buraco negro. O efeito sobre a radiacdo de Hawking vai ser a
nova temperatura de Hawking quando

sz
AxAp ~ 1+ aL3Ap® + BL_Z' (4.13)
A

Resolvendo para Ap, temos

Ax+ \/Ax2—4(xLl% (1 +B§—X{)

2
20Lp

Ap (4.14)

que, fazendo Ax = rgqs, resulta em

403 2
Ap=38 Ny 1= D5 (14l )| (4.15)

De acordo com a identificacdo proposta na secdo 4.1, a temperatura de Hawk-
ing é

_Ap
2

Uma andlise do dominio da fun¢@o Ap em (4.15) implica o fato de que a tem-
peratura de Hawking s6 € definida para um buraco negro cujo raio gravitacional
satisfaca

Ty (4.16)

r> ——— 4.17)

O GUP convencional (4.4) pode ser obtido fazendo = 0, e uma vez que o
fator L é de ordem 107!23 em unidades de Planck[P%!1131 4 diferenca entre o
GUP estendido e o convencional € muito pequena, mesmo para raios grandes.

Como a figura 4.1 mostra, em que foi utilizada uma constante cosmolégica
muito exagerada por clareza (~ 10~1), hd um desvio horizontal muito pequeno
na incerteza no momento devido ao fator B/12 da equag@o(4.17). Para raios mai-
ores, a diferenga aumenta entre as solugdes de vicuo e preenchidas por constante
cosmoldgica.

Reescrevendo (4.10) explicitamente em termos da massa do buraco negro de
Schwarzschild—de Sitter, obtemos
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Figura 4.1: Incerteza no momento como fun¢do do raio gravitacional em unidades
de Planck com (Apxgup) € sem (Apgup) constante cosmoldgica

Gm €08 [’35 + % arccos (ﬁ/\c—’gwﬂ
s = —- . (4.18)

c? | AGm?
6‘6

Assim, podemos escrever a temperatura de Hawking, conforme dada por (4.15)
e (4.16), em termos da massa do buraco negro m.

Para analisar o efeito do GUP estendido e a temperatura como funcdo da
massa, primeiro devemos observar que o buraco negro de Schwarzschild—de Sit-
ter € sensivel a existéncia de um horizonte de eventos exterior, mas para massas
pequenas se comporta como o buraco negro assintoticamente plano (1.1).

4.4.2 Entropia dos buracos negros no GUP estendido

A segunda lei generalizada da Termodinamica (que chamamos lei 2a), que diz
que a componente da entropia proveniente do buraco negro € proporcional a area
do horizonte de eventos, nos permite colocar as solu¢des de vdcuo e com constante
cosmoldgica na mesma escala, como o que € mostrado na figura 4.1. Em outras
palavras, para que a variagdo no raio do horizonte de eventos devida aos efeitos
da métrica (4.9) ndo mude a descri¢do do problema, inserimos uma mudanga de
escala para m
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. m cos n+§
=233
de maneira que, para quaisquer valores de m e A dentro dos limites y < yc, vale

(4.19)

rsdqs = 2/,1. (4.20)

Essa mudanga de escala corresponde a chamada massa quase-local de Hawk-
ing—Hayward!''*l, que significa que um observador local deve avaliar o hori-
zonte de eventos como proveniente de um objeto central de massa y em vez de m.
Fazemos a mesma identificacdo da massa em outras métricas cosmoldgicas que
contém buracos negros, como a métrica de McVittie, no capitulo 5.

Assim, calculamos a entropia (4.6) em funcio desse novo parametro como

S=c? / Ty (u)dp. 4.21)

Inserindo o termo Ap da equacdo (4.15) em (4.21) e calculando a integral,
obtemos

an |, ey [2 <C+u Czﬂz—n’%)]
. (4.22)
OCmep (:

Sxcup =

2 y . )
em que { = A1+ 4BL—§. Uma comparagdo entre a entropia convencional calcu-
‘A

lada pela lei 1 (3.1), a entropia modificada pelo GUP e a entropia modificada
novamente pela equacao (4.22) é mostrada no grafico da figura 4.2.

4.4.3 Evolucao no tempo

Aplicando a lei de Stefan—Boltzmann a temperatura do buraco negro (4.15),
obtemos

4
2 2
=2 01— 1—%[1—3(2“LP)] 4.23)

1z 3M
1673 LAmp

com 6 = 7°/60 a constante de Stefan—Boltzmann em unidades de Planck.
Essa equacdo apresenta uma singularidade no ponto

LAmP

MHalt —
: 2\/ELP

(4.24)
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300
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Figura 4.2: Comparagdo entre a entropia convencional do buraco negro Sph, a
entropia calculada pelo GUP Sgup, ambas como funcdes de m, e a entropia pelo
GUP estendido Sxgup como fun¢do do pardmetro de massa u

em que i = 0 e a evaporacao € interrompida. Para o valor atual da constante cos-
moldgica, esse ponto se localiza em ppa = 2, 15 X 1023m@. Para massas maiores
que esse limite, a evaporacdo modificada (4.23) se torna progressivamente mais
rdpida que a evaporacdo de Hawking. Para um valor grande de A, caracteristico,
por exemplo, de uma faixa de universos nos modelos de multiverso, o valor da
fronteira ugy,yc € reduzido.

No entanto, para todos os valores de u e A, pac estd sempre localizado além
do limite de massas para o qual ha dois horizontes na métrica (4.9). Em outras
palavras, o limite superior da massa do buraco negro é, segundo (4.10),

HMmax = 1/4/\ < HHalt- (4.25)

No entanto, para buracos negros de massas grandes (aqueles de raio compa-
ravel ao horizonte) deve haver desvios significativos em relacdo a evaporagao de
Hawking convencional, diferentes dos previstos por modelos que utilizam o GUP,
como pode ser visto na figura 4.3. A taxa de evaporagdo € diminuida a até um
décimo da taxa convencional para esses buracos negros inicialmente grandes.

Uma anélise numérica de (4.23) foi feita para comparar a evolucao de buracos
negros sob os diferentes tipos evaporacdo. A solugdo para massas pequenas pode
ser vista na figura 4.4.

A solugdo da equacdo (4.23), quando comparada com a solu¢do de Adler et
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Figura 4.3: Razdo entre a evaporagdo de Hawking pelo GUP modificado jixgup
(4.23) com a.= B = 1 e a evaporagdo de Hawking convencional rig (1.40), compa-
rada com a mesma razio para a evaporagao pelo GUP migyp (4.8). As semelhangas
entre os dois regimes apenas se mantém para massas pequenas.
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Figura 4.4: Evolucgao de buracos negros no cendrio de Hawking (myy), no cendrio
do GUP (mgyp) € no cenério do GUP estendido (uxgup)
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al."71 nos mostra um comportamento semelhante ao observado na figura 4.2:
um pequeno desvio em relagdo ao caso do GUP convencional.

Esse resultado € bastante sensivel a grandes valores da constante cosmoldgica
A. Para a gama de valores atuais aceitos pela observacao, ela apresenta 0 mesmo
comportamento que o mostrado na figura 4.4, mas para valores grandes o sufi-
ciente de A de forma que mp, tenha da ordem de alguns milhares de massas de
Planck, hda uma mudanca radical no destino final do buraco negro, e a sua evapora-
¢do pode ser reduzida se ele se aproximar do raio do horizonte cosmolégico. Esse
tltimo resultado é diferente das consideracdes de Arraut e al.!''!, que ndo apre-
sentam uma temperatura maxima durante a evaporagdo, exceto quando o buraco
negro estd muito proximo da massa de Planck. Além disso, temos um processo de
evaporacdo fundamentalmente diferente do que consideramos antes no capitulo 2,
em que a presenca de um fluido escuro com equacgdo de estado w = —1 ndo faz
diferenca na evolucao do buraco negro e independe da sua massa inicial.

Outra consequéncia € que a taxa de evaporagdo (4.23) ndo se reduz a predi¢ao
do GUP convencional (4.8) quando fazemos A — 0. Isso pode ser interpretado
como uma consequéncia do fato de que nao ha um homeomorfismo entre o grupo
de Poincaré e o grupo de de Sitter, o que significa que ndo podemos esperar as
mesmas propriedades de um sistema regido por simetrias diferentes!!1%!7] Essas
implicacdes devem ser objeto de estudos futuros.






Capitulo 5

Acrecao nao estatica e back-reaction

“I can’t change the laws of Physics!”

— Mr. Scott, Star Trek

A andlise da interacdo dos buracos negros com o meio feita até aqui, apesar
de todas as correcdes por efeitos relativisticos, ou mesmo das dedugdes mais rigo-
rosas, estd invariavelmente sujeita a uma forte aproximacao: a suposi¢do de que
o fluido acretado seja um fluido teste, ou seja, que ndo contribua para o campo
gravitacional. O tnico responsdvel pelo campo gravitacional é o objeto central
em todas as abordagens que utilizamos.

Esse tipo de aproximacgdo é frequentemente Util e, na maioria dos casos for-
nece uma descri¢ao suficientemente precisa para os problemas em que € aplicado.
Porém, ha indicios de que uma aproximagdo de fluido teste possa levar a resulta-
dos imprecisos, ou que necessitariam de outros fatores externos para reproduzirem

as observacdes'.

Neste capitulo, buscamos escrever uma equagdo para a massa de um buraco
negro em um cendrio de acrecdo com a chamada back-reaction, ou seja, um buraco
negro sujeito a acre¢do de um fluido autogravitante, que participa da geracdo do
campo gravitacional e cujas mudangas na densidade e pressdo introduzidas pelo
buraco negro alteram de volta a métrica ao redor. Em particular, buscamos uma
generalizacdo dos resultados apresentados no capitulo 2 para a dependéncia da
massa do buraco negro central com o tempo, em termos da densidade e da pressao
do fluido, de acordo com os modelos de energia escura que estudamos.

'Um exemplo é a discussdo sobre a curva de rotagio das galdxias e a necessidade da matéria
escura quando um modelo relativistico para o disco é levado em conta!! 31191,
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5.1 Meétricas dependentes do tempo

O problema da acre¢do com back-reaction envolve a solu¢do completa das
equagoes de Einstein para um espago-tempo preenchido por um fluido cujo tensor
de energia-momento produza a métrica, que depois deve ser interpretada fisica-
mente. No entanto, ndo partimos de uma hipétese completamente livre para a
métrica. As suposi¢des de que partimos inicialmente sdo as seguintes.

e O tensor de energia-momento que utilizamos tem a forma de um fluido per-
feito (2.28), com equacdo de estado dada por (2.1) com w constante.

™ = (p+p)u'u’ — pg. (2.28)

e A métrica € esfericamente simétrica, o que fisicamente deve corresponder
a um fluxo radial de matéria na dire¢cdo do objeto central. Em termos do
tensor de energia-momento, escolhemos um fluido cuja quadrivelocidade
apresente apenas componentes nas dire¢des temporal e radial

w' = (u°,u',0,0). (5.1)

e Exigimos que a métrica possua um objeto central que possa ser interpre-
tado como um buraco negro, pela presenca de uma singularidade na origem
de coordenadas e um horizonte de eventos que separe o0 espagco-tempo em
regides desconectadas causalmente.

Para buscar solucdes para esse problema, utilizamos algumas métricas de bu-
raco negro que possuem parametros livres como Ansdtze. Através de alteragdes
nos parametros das solug¢des, buscamos um conjunto de equacdes de Einstein
autoconsistentes, que nos permitam isolar um termo proporcional a variagdo da
massa central 7.

A forma especifica das equagdes de Einstein neste problema é

G" =8np [(1+w)u'u’ —wg]. (5.2)

Em geral, estamos interessados em um fluido que apresente pressdo ndo nula,
ou seja, w # 0. Com um tensor de energia-momento da forma (2.28) do lado
direito das equacgdes de Einstein (5.2), isso significa que deve haver um termo
proporcional 2 métrica no tensor de Einstein do Ansatz que pretendemos analisar.
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5.2 A métrica de Vaidya

O caso mais simples de métrica esfericamente simétrica dependente do tempo
é a solugdo de Vaidyal'?"!, originalmente obtida para descrever o espago-tempo
ao redor de uma estrela radiante.

Em coordenadas de curvatura, a forma mais geral da métrica de Vaidya de-
pende de duas fungdes arbitrarias m(r, t) e f(m), e corresponde ao elemento de
linha dado por

1 2m o2m\ !
ds?=— (1-=—)d*—(1-—) d?—r}dQ? (5.3)
& r r
em que f satisfaz a seguinte relacdo
2
' (1 - 7’") = f(m). (5.4)

Podemos reescrever a métrica (5.3) sem a fungdo f fazendo suposigdes sobre
as condicdes de contorno e escolhendo um sistema de coordenadas conveniente.
Supondo o espago-tempo assintoticamente plano, e utilizando coordenadas avan-
cadas® de Eddington—Finkelstein, podemos reescrever a métrica (5.3) comol!?!]

2m(v
ds? = <1 — L) dv? — 2dvdr — r2dQ?. (5.5)
r
em que m(v) é uma fung@o arbitraria do tempo avangado.
O tensor de Einstein para essa métrica € identicamente nulo, exceto pela com-
ponente

2 dm(Vv)
2 v

O tensor de energia-momento utilizado para a solucao corresponde a um campo
eletromagnético sem fontes!?"]

Goo = —

(5.6)

T = pk*k’ 5.7
em que k* é um vetor nulo, ou seja,

Kk, =0 (5.8)

o que corresponde a quadrivelocidade da radiacdo que é emitida pelo objeto cen-
tral na dire¢do radial.

Essas coordenadas com essa combinacio de sinais sio também chamadas de ingoing.
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E possivel encontrar solu¢des analiticas para uma regido esférica finita de ma-
téria em colapso na direcdo do objeto central, com a condi¢cdo de contorno de
vacuo, através de modificacdes do elemento de linha (5.5)[122]. No nosso caso,
buscamos solugdes de aplicacdao cosmoldgica, em que o fluido esteja presente em
toda parte.

Podemos observar pelo tensor de Einstein (5.6) e pelo tensor de energia-
-momento (5.7) que um fluido com pressao nao € consistente com a solugao (5.5).
A seguir, analisamos variacdes conhecidas da solu¢cao de Vaidya e a sua aplicabi-
lidade ao problema.

5.2.1 A métrica de Bonnor-Vaidya

Uma possibilidade de modificacio da métrica de Vaidya (5.5) € a chamada
métrica de Bonnor—Vaidya, originalmente encontrada como solu¢ao das equagdes
de Einstein para uma classe de tensores de Einstein esfericamente simétricos [123]
e mais tarde interpretadal'”*l como solugio das equagdes de Einstein-Maxwell
para um objeto central esfericamente simétrico com carga elétrica emitindo um
fluido nulo carregado. O elemento de linha é dado por

r 1’2

2 h
ds? = (1 _2mly) + ﬂ) dv? —2dvdr — r?dQ? (5.9)

em que i(V), em principio uma fung¢@o arbitrdria, no caso das equagdes de Einstein
acopladas as equagdes de Maxwell torna-se h(V) = 47 [e(V)]%, em que ¢ é a carga
elétrica total do objeto central.

Se retirarmos a condi¢do de que o sistema satisfaca as equagdes de Maxwell,
podemos deixar a fung¢@o h(v) livre para assumir qualquer valor. Dessa forma, o
tensor de Einstein tem as seguintes componentes.

h
G&:Gﬂ:—éﬁ (5.10)

h(v
Gf:4%3:—%l (5.11)

2 1.

1 .

= Ziin— —h. 12
Gy = r3h (5.12)

As demais componentes sao zero.
Supomos o espago ao redor preenchido por um fluido perfeito. Escrevemos o
tensor de energia-momento (2.28) de um tal fluido na forma mista

T, =p [(1+w)uu’ —wd)] . (5.13)
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As equagOes de Einstein na presenca de um fluido com tensor de energia-
-momento dado por (5.13) sdo, entdo

G, = —% = 8mp {(1 +w) Kl - 27’"+%) (u®)? —uoul} —w} (5.14)

2. 1 2m  h\ o4 1\2
Go' = i ——h=8p(1+w) | (1-==+ 5 Ju'u! - (u)) (5.15)
G,° =0=—8n(1+w)(u’)? (5.16)
G'= —% = —8mp [(1+w)u'u' +w] (5.17)
G,? = % = —8mpw. (5.18)

As equacdes (5.16), (5.17) e (5.18) revelam uma inconsisténcia na hipétese
de fluido perfeito, pois exigiriam simultaneamente u° = 0 e u%u! = _12+_Ww' Isso
significa que a métrica (5.9) ndo é um Ansatz adequado a andlise da acrecdo de

um fluido perfeito.

5.3 Condicoes de contorno cosmologicas

“Oh gravity, thou art a heartless bitch.”

— Sheldon, The Big Bang Theory

Os elementos de linha estudados na sec@o 5.2 tém em comum a propriedade de
que representam espacgos-tempo assintoticamente planos. No entanto, para consi-
derarmos o problema da acrecao de um fluido presente em todo o espaco, devemos
levar em conta que as condi¢des de contorno ndo devem ser necessariamente as
de um espago vazio. Na verdade, espera-se que a presenca do fluido até o infi-
nito traga consequéncias locais para o buraco negro central, como é o caso das
métricas de Schwarzschild—de Sitter e McVittie em vdrios estudos.

A seguir, investigamos algumas das solugdes de buracos negros imersos em es-
pacos-tempo com condi¢des de contorno cosmoldgicas, ou seja, assintoticamente
homogéneos e isotrépicos. Obviamente, essas condi¢des sio violadas quando nos
aproximamos do buraco negro, o que estudamos mais a fundo na secdo 5.4 na
métrica de McVittie e suas generalizacoes.

5.3.1 A métrica de Vaidya—de Sitter

Uma solucdo exata das equagdes de Einstein para um buraco negro emitindo
radiacdo na presenca de uma constante cosmoldgica é a chamada métrica de
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Vaidya—de Sitter, ou Vaidya—Schwarzschild—de Sitter!'?>). Podemos obté-la a
partir da forma geral (5.3) supondo o espago-tempo assintoticamente de Sitter.
A solugdo é

2m(v
ds* = (1 _2mlv) oc(v)rZ) dv? — 2dvdr — r2dQ2. (5.19)
r
A constante o estd relacionada com a constante cosmoldgica da mesma forma
que na métrica de Schwarzschild—de Sitter.
Uma possibilidade de generalizacdo dessa métrica consiste em supor o como
uma quantidade dependente do tempo avangado v. Assim, o elemento de linha

(5.19) modificado é dado por

2m(v
ds® = (1 _2mlv) oc(v)r2> dv? — 2dvdr — r*dQ?. (5.20)
r
O tensor misto de Einstein da métrica modificada (5.20) é entdo
=3a(v) u=v
G#V: 2r—’;1+0cr u=0,v=1 (5.21)
0 de outra forma.

Escrevendo o tensor de energia-momento (2.28) na forma mista (5.13) e, es-
crevendo as componentes covariantes da quadrivelocidade em funcdo das compo-
nentes contravariantes e dos termos da métrica, podemos ver que as equacdes de
Einstein proibem a varia¢do de o com o tempo. Em particular, as equacodes

G =0=—8np(1+w)(u’)? (5.22)
G,' = -30=—8np [(1 +w)u'u' +w] (5.23)

G, = %” + o = 8mp(1+w) [(1 _m_ ocrz) ulu' — (ul)z] (5.24)

r

exigem, por consisténcia, w = —1 e m = & = 0, além de fixar o valor de o =
—SnTp = %, em que A é a constante cosmolégica®. Ou seja, a tinica solugio con-
sistente de (5.20) com um tensor de energia-momento do tipo (2.28) é a métrica

de Vaidya—de Sitter (5.19).

5.3.2 A métrica de Bonnor-Vaidya—de Sitter

A solucdo das equacdes de Einstein-Maxwell para uma particula carregada
radiante imersa em um Universo de de Sitter!!?®! ¢ conhecida na literatura como
métrica de Bonnor—Vaidya—de Sitter, ou Vaidya—Bonnor—de Sitter.

3Seguindo a notacio da se¢io 2.6.1, pp = STA.
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Fazendo a mesma generalizacdo que na sec¢do 5.3.1, escrevemos o elemento
de linha como uma combinacéo das fungdes i(V) e a(Vv) introduzidas em (5.9) e
(5.19), assumindo a forma

2 h
ds? = <1 _ ) | hGV) oc(v)rz) dv? — 2dvdr — r2dQ2. (5.25)

r I"Z

O tensor de Einstein tem as seguintes componentes

— & —3a u=v=0,1
h
= —30 u=v=2173
G =% ", (5.26)
Shm—sh+ro p=0,v=1
0 de outra forma.

Na presen¢a de um fluido com tensor de energia-momento (5.13), as equagdes
de Einstein sao

h
om (5.27)
= 8np {(1 +w) {(1 -—+= —Ocrz) (u)? —uoul} —w}
roor
2 1.
Gy' = it — —h+r6 =
r r
om h (5.28)
=8np(1+w) [(1 ——+t5- Ocrz) ulu' — (ul)z}
ror
G,° =0=—8np(1+w)(u’)? (5.29)
h

Gi' =~ —3a=—8mp [(1+w)u’u' +w] (5.30)

h
Gy’ =Gy’ = — —30.= —8npw. (5.31)

r
Novamente as equacdes impedem qualquer solugdo diferente da assintotica-
mente de Sitter: a equacao (5.29) forca w = —1, e somando-se as equacdes (5.30)
e (5.31) encontramos o mesmo valor de o fixo da métrica de Vaidya—de Sitter

o= A/3.

Concluimos portanto que nenhuma solucio esfericamente simétrica conhecida
que descreva um fluxo radial de um fluido nulo na direcdo de um buraco negro,
seja em um espago-tempo assintoticamente plano ou em um espago-tempo assin-
toticamente de Sitter € adequada para a formulag¢do do problema com as condi¢des
que estabelecemos no inicio da sec@o 5.1. Na préxima secao, nos concentramos
em uma métrica mais geral para tratar o problema.
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5.4 A métrica de McVittie

As métricas consideradas na secdo 5.3 foram construidas partindo da supo-
sicdo inicial de que o Universo € assintoticamente de Sitter, e através de uma
tentativa de relaxar essa suposicdo sem modificar a apresentacdo da métrica. Para
termos acesso a uma classe mais geral de solugdes, e, portanto, ter maior liber-
dade na escolha do tensor de energia-momento do material que deve preencher o
espaco, devemos abandonar essa hipdtese e encontrar solu¢des das equagdes de
Einstein com condi¢des de contorno cosmoldgicas genéricas.

Localmente, esperamos que a métrica seja semelhante a produzida por um
objeto central no vicuo. Comecamos portanto escrevendo a métrica de Schwarz-
schild em coordenadas isotrépicas

1—m\2 4
ds? = (l-l——%”) d? = (143) (42 +r%4Q?). (5.32)
g

Exigimos que o espaco tenha assintoticamente a forma de Friedmann—-Lemaitre—
—Robertson—Walker no infinito

ds? = dt* —a*(t) (dr* +r7dQ?). (5.33)

Sob suposicdes cosmoldgicas, como homogeneidade e isotropia, a métrica
mais geral que pode ser escrita €, em coordenadas cOsmicas,

ds? = 51dr? — V1) (dr? + r2dQ?) . (5.34)

Supondo o espaco-tempo preenchido por um fluido perfeito comével, ou seja,
com tensor de energia-momento dado por (2.4), sem fluxo de matéria na direcao
radial, a solu¢do das equagdes de Einstein para a métrica (5.34) com condi¢do de
contorno (5.33) é a chamada métrica de McVittie!'%”]

2
| — o s
ds> = Mdtz —d (1) (14— ) (a4 dQ?) (5.35)
(1 n 2m(H) >2 2a(t)r
a(t)r

com my constante. A quantidade fisicamente associada a massa € my, a massa
quase-local de Hawking—Hayward, que independe das coordenadas, embora o
andlogo ao parametro da métrica que corresponde a massa na métrica de Schwarz-
schild em coordenadas isotrpicas seja mu/a(r). As suposi¢des envolvidas na ob-
tencdo original da métrica de McVittie também restringem o fluido de fundo a
condigdo p = p(r)['?81.
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5.4.1 Generalizacoes da métrica de McVittie

Uma generalizacdo possivel para a métrica de McVittie consiste em tomar my
dependente do tempo. Assim, escrevemos a métrica (5.35) como?!

[\}

(1-z2)’ 0\
ds? =~ 2O g2 2y (14 VLY (a2 4 d0?). (5.36)
( m(r) \ 2 2a(t)r
1+

2a(z)r>

Para essa métrica, os termos nao nulos do tensor de Einstein misto sdo

3 .12
Gooz——2 |:d (1—£> +ﬂ} (5.37)
) (1 _ %) 2ar r
4 7
Gy' =55 - (5.38)
G (1 55) " (1= 267)
Gll — G22 — G33 —
1 { m 7
= - 2a<1~|——> [rii+ }—F
a’r(1-55) 2ar 1= 5 (5.39)
2 -2 -2
+ {r(l—zﬂ) ——m} a*+2 lz—m( Zar 2)] am}
ar a 2ar (1 — %)
Se supusermos um fluido perfeito
™ = (p+ p)u'u’ — pgt” (2.28)

entdo a equacao (5.39) forca sobre o fluido (2.28) a condi¢cdo p = —p, o que reduz
a métrica (5.36) a métrica de Schwarzschild—de Sitter>%.

Na presenca de um fluido imperfeito com o termo de transporte de calor ndo
nulo, a métrica (5.36) admite uma equagio de estado mais livre para a pressiol>?],
embora pareca haver uma confusdo na literatura no que se refere ao sinal das
equacdes de Einstein, o que leva Gao, Faraoni ef al. a conclusdes contraditdrias
na andlise de acrecdo de um fluido phantom modelado dessa forma>%!%°1,

Podemos supor a presenga de dois fluidos perfeitos ndo interagentes. Sultana
e Dyer®!l demonstraram a existéncia de uma solugdo analitica para a métrica
(5.36) ao impor m(t)/a(r) constante na presenga de dois fluidos perfeitos sem pres-
s30. A solucdo obtida corresponde a um buraco negro imerso em um Universo de
Einstein—de Sitter.
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Estudamos agora o comportamento da métrica (5.36) na presenca de dois flui-
dos ndo interagentes: um fluido nulo com pressao e um segundo fluido massivo
sem pressdo (poeira), o que nos da o tensor de energia-momento

T = (p1 + p1)k'kY — p1g™ + pout'u” (5.40)

com as quadrivelocidades, orientadas radialmente devido a simetria esférica, po-
dendo ser escritas como k* = (k°, k', 0,0) e u* = (u°, u', 0, 0), o que corresponde
a um fluxo radial de matéria.

As equagdes de Einstein correspondentes aos termos de (5.39) para o tensor
de energia-momento (5.40) implicam a condig¢do T 1 T, 2, que resulta em

(p1+p1) (k') +p2(u')*=0. (5.41)

Supondo positivas ambas as densidades de energia para os fluidos, a equagao
(5.41) forca uma equagdo de estado supernegativa p < —p (phantom) sobre o
fluido nulo.

Seguindo a suposi¢do feita no capitulo 2 de que o fluido phantom € ultrar-
relativistico, e supondo que o segundo fluido € matéria escura fria, restringimos
as quadrivelocidades as condigdes k%ky = 0 e u®uy = 1. Os vinculos sobre as
componentes ndo nulas das quadrivelocidades dos fluidos sdo, entdo

i (=53) o
k' = ;l;—3k (5.42)
a (1 + %)
! =i;\/(u0)2<1—£)2— (1+£>2. (5.43)
a(1+2%r)3 2ar 2ar

A escolha do sinal negativo em (5.42) e (5.43) corresponde a um fluxo de
material orientado na direcao do centro.

A equacdo de Einstein para o termo (5.38), utilizando as condi¢des de norma-
lizagcdo (5.42) e (5.43) e escolhendo o sinal negativo, fica escrita como

1= —47 (1 — 2%r)30t2r2 [(Pl +p1) (1 - %,) (K0)*+

+p2u0\/(u0)2 (1 _ %)2 _ (1 n %)2] (544

Substituindo u° através da equacao (5.41), reescrevemos (5.44) como
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= —4n (1 - 21> a’r? [(Pl +p1) (k0)2+

ar

2 m )2
P2 (k0)4(p1+2p1) —<1+2,i’)2(k°)2(p1+p1) (5.45)

Para podermos comparar essa expressao da variagdo da massa com a obtida
para o caso do fluido-teste no capitulo 2, escrevemos (5.45) em termos de uma
superficie esférica S de transferéncia de material de 4rea dada por

= [ vemgdedy (5.46)
=4
Na métrica (5.36), a drea do horizonte de eventos €, portanto,
2.2 m \4
4= 4nd®r (1 + —) . (5.47)
2ar
Escrevendo (5.45) em termos da area (5.47), temos
1—2\*
== (2 (o1 () +
+ 2r
2
2 1+ m_
P3 (1—52) P2

Se fizéssemos a suposicdo de que i = AT, !, como no capitulo 2, o resultado
seria

(l_ﬂ)B 0\2
mB:—ﬂ% [(pl+p1)(k) +
a(l—f—%)
2 1_|_ﬂ 2
P2, | (k0)* (p]:;zp]) - El 2,7[;2(14’)2 (P 1;-217 V| (549
2 ~ %ar

Assim, uma vez conhecido o comportamento dos fluidos no espago, podemos
ter um meio de comparagdo entre as duas descri¢cdes do problema.

A pressao do fluido nulo é dada pela equagcdao de campo correspondente ao
elemento G22 em (5.39)
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i

1 m
8Mp1 = —F——+ 42 <1 —) i
e azr(l—ﬂ){ . +2ar {ra+l—ﬂ}+

2ar 2ar

n r<1—ﬂ)—2—m PL) pom=gm =2 (5.50)
2ar a

2
m
2ar (1 — 27”)
Tomando o limite para r — oo, a equacao fica

. N 2
gnp; =2 4 <‘—I) . (5.51)
a a
Utilizando o modelo de energia phantom a partir de um potencial escalar para
o fluido nulo, ou seja, p = wp com w < —1, o limite » — oo fornece a solugdo
para a(t) em épocas posteriores a era da matéria (f > ty,), dominadas pela energia
escura. A solucdo ¢!

a(t) = a(tm) [—w + (14 w)t/o] T (5.52)

As condi¢des de contorno para os fluidos também podem ser calculadas a
partir do limite r — oo na equac¢a@o de Einstein para GOO de (5.37).

r—eo a

N\ 2
lim G, = —3 (9> . (5.53)

Tomamos os limites para a quadrivelocidade dos fluidos como

1
limu® = + lim —— =1 (sinal positivo aponta para o futuro) (5.54)
r—seo r—yoo \/%
o K0 0
limk" =+— =— (setomarmos k- = 1). (5.55)
r—ro a a

Assim, no limite temos

N2
-3 (g) =8x[(p1+p1) — p1+p2]. (5.56)

Temos portanto um sistema geral em que a massa do buraco negro varia se-
gundo (5.45) sob as condicdes de contorno (5.52) e (5.56). Podemos analisar
alguns casos limite desse sistema, para situagdes em que uma das duas compo-
nentes de matéria domina o meio na equacao (5.45).
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No caso em que a energia phantom € desprezivel e a matéria escura domina,
o sistema apresenta uma diminuicdo na massa do buraco negro, o que € consis-
tente com a solu¢do de Sultana—Dyer para um Universo de Einstein—de Sitter. No
caso em que a energia phantom € dominante, e a matéria escura € desprezivel, o
sistema apresenta um aumento na massa do buraco negro. Esse resultado, embora
contraditério aos resultados apresentados nos capitulos anteriores, € consistente
com algumas andlises de acrecdo com back-reaction sob suposicdes diferentes
sobre a energia phantom!'°1,

No caso geral, esse sistema pode ser analisado futuramente por meio de tra-
tamentos numéricos!'3%!, com diferentes hipéteses sobre o fluido e o fluxo de
matéria, bem como outras hipéteses simplificadoras que ndo discutimos neste tra-
balho.






Capitulo 6

Conclusoes

“Don’t panic.”
— Douglas Adams, The Hitchhiker’s Guide to the Galaxy

Estudamos a interacdo de um buraco negro esfericamente simétrico com di-
versos tipos de matéria e energia em varias épocas da evolugao do Universo e
sob diferentes regimes de expansao. Os aspectos principalmente tratados foram a
acrecao de matéria, radiacio e energia escura e a evaporagao de Hawking.

Inicialmente, no capitulo 1, revisamos algumas propriedades basicas de bura-
cos negros e descrevemos os modelos tradicionais de acrecdo de matéria e radia-
¢do, e de evaporacdo de Hawking. A acrecdo de radiacdo compete com a evapora-
cdo de Hawking por meio de uma massa critica que estabelece uma fronteira entre
os dois regimes e que depende da densidade de energia do banho de radiacao.

No capitulo 2, tratamos a acrecao de um fluido-teste sobre uma métrica de vé-
cuo contendo um buraco negro. Utilizamos como modelo para o fluido um campo
escalar com o termo de energia cinética modificado (K-esséncia). Calculamos a
variagao na massa do buraco negro através das propriedades geométricas do tensor
de energia-momento, 0 que nos permitiu associar a variacdo na massa diretamente
as componentes do tensor de energia-momento. Acoplando esse modelo as equa-
coes relativisticas de conservagdo do fluido, seguindo o modelo elaborado por
Babichev et al.!%®] conseguimos uma descri¢io da acrecdo diferente do modelo
de Bondi—Hoyle discutido no capitulo 1, que ndo exige que consideremos apenas
a parte cinética do campo escalar na variacdo da massa. Essa propriedade do mo-
delo de acrecdo de Babichev de fluidos escalares constitui um resultado novo!!?!!
cujas propriedades até entdo nao eram bem compreendidas na literatura.

Associando a acrecdo de energia phantom as interacdes com radiacdo ji co-
nhecidas, e descritas no capitulo 1, elaboramos um quadro completo da evolucao
de buracos negros nas eras da radiacdo, matéria e energia escura. Em épocas an-
teriores a equivaléncia dos termos de acrecdo de radiacdo e energia phantom, 0s



84 Conclusoes

buracos negros se comportam como se ndo houvesse energia escura. Nas épo-
cas posteriores, a acre¢do phantom domina até a transicao para a dominagdo da
evaporacio de Hawking. Esses resultados foram publicados!”?! e apresentados
em congressos internacionais!!3%13%13%1351 = A evolucdo cosmolégica do fluido
de fundo também pode ser inserida nas equacgdes, o que acopla a evolugdo do
buraco negro a cosmologia. Conseguimos resultados analiticos novos no modelo
ACDM!7! e numéricos no modelo de um gas de Chaplygin 3?1,

Prosseguimos com a anélise do ponto de vista termodindmico no capitulo 3,
em que, apés brevemente recordarmos as leis da Termodinamica de buracos ne-
gros e a sua procedéncia, estabelecemos regides de validade para os resultados do
capitulo 2. Mostramos que podemos, usando apenas argumentos termodinami-
cos, recuperar a massa critica de acrecdo de radiac@o e escrever fronteiras simi-
lares para a acrecio de energia escura. Descobrimos a propriedade noval'%! de
que, para massas maiores que a massa critica, a acre¢do € proibida pela segunda
lei generalizada, tanto no caso de temperatura negativa quanto para um potencial
quimico negativo.

No capitulo 4, mudamos o ponto de vista da descricao fisica, utilizando mode-
los quanticos para obter as propriedades termodindmicas dos buracos negros cujas
massas sao muito pequenas para que a evaporacao de Hawking como é descrita no
capitulo 1 valha. Inserindo termos de origem relativistica na relacdo de incerteza,
podemos obter heuristicamente a evaporacdo de Hawking modificada para levar
em conta os efeitos quanticos da gravitagdo em uma primeira aproximacao. Con-
cluimos que a presenga da constante cosmoldgica afeta o regime de evaporacao,
ndo sO para buracos negros com massa proxima a massa de Planck, quanto tam-
bém para buracos negros grandes, de raio compardvel ao raio do horizonte. Essa
primeira abordagem para os efeitos locais da cosmologia sobre um buraco negro
rendeu os resultados novos descritos na se¢io 4.41131,

Por fim, no capitulo 5, apresentamos uma andlise preliminar da acrecdo de
fluidos perfeitos com back-reaction, ou retroaciol'*”] em que os efeitos da au-
togravitacao do fluido s@o levados em conta para o cédlculo da variagao na massa
do buraco negro. Através de uma andlise exaustiva da métrica de Vaidya e suas
variantes, ndo encontramos um meio de descrever um buraco negro em meio a
uma solucao cosmoldgica geral usando-as como Ansdtze. Pela andlise de uma ge-
neralizacdo da métrica de McVittie proposta por Faraoni ef al.!5%), escrevemos as
equagdes que regem a acrecdo de dois fluidos perfeitos autogravitantes apenas a
partir das equacdes de campo.

Muitos aspectos das andlises mostradas neste trabalho ainda merecem ser ex-
plorados mais a fundo. O estudo termodinamico no final da se¢do 3.3.2, compa-
rado ao tratamento feito na secdo 3.3.1 mostra que a Termodindmica no contexto
da Relatividade Geral ndo fornece uma tnica descricdo possivel para o fluido
phantom. Como consequéncia, as propriedades termodinamicas da matéria e
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energia escuras ainda nao sdo bem compreendidas, € ndo hd uma formulacao to-
talmente covariante para a variacdo de energia-momento da energia escura para
substituir a expressao (3.25), que resulta de um tratamento cléssico.

A estrutura e a autoconsisténcia das equacoes de acrecdo na secdo 5.4.1 ainda
ndo foram totalmente determinadas, o que pode significar a restricdo a alguns
modelos de fluido ou a necessidade de hipéteses adicionais sobre o sistema. O
tratamento feito no final do capitulo 2 apresenta uma primeira aproximagao para a
ligacdo entre a Cosmologia e a acrecdo local, mas contém os mesmos problemas
da anélise ingénua cldssica do capitulo 1, como a possibilidade de divergéncia na
massa do buraco negro em tempo finito. Dessa forma, os resultados da secdo 2.6
valem apenas para variagdes lentas na densidade de fundo e na massa do buraco
negro, assim como o tratamento no restante do capitulo 2.

A descricdo completa da evolucdo de buracos negros depende, portanto, da
existéncia de solugdes para o sistema de equagdes no final da se¢do 5.4.1 e de
um tratamento termodinamico consistente e abrangente. Nos regimes de baixas
massas, que tratamos apenas superficialmente no capitulo 4, s6 serd possivel com-
preendermos completamente o problema em posse de uma teoria quantica da gra-
vitacao.

“All our science, measured against reality, is primitive and child-
like — and yet it is the most precious thing we have.”

— Albert Einstein






Apéndice A

Deducao da métrica de
Schwarzschild—de Sitter

Uma abordagem preliminar para o estudo da acre¢@o nao estética do capitulo 5
envolve a solugdo das equagdes (2.25) e (2.26) acopladas as equacdes de Einstein
para uma métrica genérica esfericamente simétrica, para alguns tipos particulares
de fluido.

O caso de relevancia para a cosmologia em que € possivel encontrar uma so-
lucdo analitica para esse sistema consiste em um fluido dado por (2.28), regido
pela equacdo de estado (2.1) p = wp, no caso particular em que esse fluido € a
constante cosmoldgica, que tem w = —1. Assim, o tensor de energia-momento
(2.28) é dado por

A
Tiv = pgu- (A1)
O tensor métrico de onde partimos € aquele usado como base para todas as mé-
tricas esfericamente simétricas, como a solucao de Vaidya e a de Schwarzschild.
ds? = e¥dr? — eMdr? — 202 (A.2)

comV =v(rt)el=A(nt).
As equacdes de Einstein para esse fluido sio

1
R,LlV - Eg‘uvR - Snpg‘uv (A.3)

Os elementos ndo nulos do tensor de Einstein dessa métrica sdo dados por

e’ <7»’r—1—|—e7‘>

Goo = — A4
00 g (A4)
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A
Go1 = - (A.5)
Vi+1—é
Gn=—""F55— (A.6)
r
1 ..
Cn=y ey [r (27\/6\) —2v'eY +2rke’ — r(V')?e¥ + A
+ A2 —2rv"e¥ + Ve N — r\'/?»ekﬂ
1 .. .
Gi33 = I {r [67‘ cos?0 <2rk VAN P r\'m) +
Y 2 I Ay N2 Int
+e" cos 6(27» v —r(v) +rvk)+ (AR)

+e¥ 2V +r(vV)2 2V — VN = 20) +
+ &t <r\'/7\,— 2rh — r}uzﬂ } .
Pela equacdo (A.1), constatamos que o elemento Gy de (A.5) € nulo. Assim,

escrevendo as equacdes em termos do tensor de Einstein, podemos resolver o
sistema apenas pelas equacdes em Gy (A.4) e G11 (A.6).

e’ (k’ —1 +e7”>

o) = Ae" (A.9)
—Vr+1—e
# — A (A.10)

r

com A = 8mp.
Assim, a solugdo de (A.9) é
1
A
I=r5+3

com Ry uma constante arbitraria. A solucio de (A.10) é

PA— (A.12)

Inserindo essa solu¢do na métrica (A.2), e fazendo as devidas identificagdes
com as constantes da solucdo de Schwarzschild (1.1), obtemos precisamente a
métrica de Schwarzschild—de Sitter (4.9), ou seja, o resultado esperado (21

2m A 2m A L\
ds — <1 o grz) dr? — ( 2 5#) d? —2dQ%.  (4.9)
r



Apéndice B

Esboco das demonstracoes de
algumas leis da Termodinamica de
buracos negros

A seguir, apresentamos um esbo¢o das demonstracdes das leis da Termodina-
mica de buracos negros, para os casos em que existem demonstragcdes suficiente-
mente gerais.

Para as demonstragdes completas e rigorosas, remetemos o leitor as referén-
cias mencionadas ao longo do texto, de onde extraimos as partes julgadas mais
relevantes.

Lei 0. A gravidade superficial X de um buraco negro é constante sobre o horizonte
de eventos.

Demonstracdo. Seja E* um vetor de Killing, que satisfaz a equac¢io de Killing
(1.7)

(E7).aE™ = 285,,EPE* = 0. (1.7)

Um horizonte de Killing é definido como uma superficie nula! que é perpen-
dicular ao campo &*. Em principio, essa defini¢do é independente da nogdo de
horizonte de eventos, mas os dois conceitos estao intimamente relacionados. De
fato, em uma métrica assintoticamente plana que contém um buraco negro e que
€ uma solucao das equagdes de Einstein com matéria que satisfaz as condi¢oes
de hiperbolicidade, o horizonte de eventos do buraco negro é um horizonte de
Killing?.

'Uma superficie é chamada nula se o vetor normal é tipo luz.
2Frolov & Novikov 1?1, secdo 6.3.1.
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Lembremo-nos da defini¢do da gravidade superficial (1.11) sobre o horizonte
de Killing H feita na secao 1.1.3.

g% o8P 2 e, (1.11)
Utilizando (1.7), a reescrevemos como!'?!
2 H 1 o
K = Bt (B.1)

Podemos definir a trajetéria de Killing &#(x) como sendo a curva integrada de
um vetor de Killing sobre um pardmetro afim v

do

dv

A equacgdo (1.11) mostra que os parametros v € V ndo coincidem sobre o ho-

rizonte de eventos. Substituindo (B.2) em (1.11) com o parametro da trajetoria de

Killing v do lado esquerdo e o parametro dos geradores do horizonte de Killing
do lado direito, temos

= &(x). (B.2)

V=e". (B.3)

Escolhendo V =1 parav=0e V =0 para v = —oco para eliminarmos a ambi-
guidade na escolha do parametro afim, a equagdo (1.11) fica

w9 _ 9 _ o
& il KVaV. (B.4)
Se o horizonte H é geodesicamente completo, ou seja, se puder ser represen-
tado por (B.2) em termos de um parametro afim V, com —eo <V < oo, entdo, se
K # 0, para todo valor dos parAmetros existe um ponto em que & = 0. O con-
junto desses pontos forma um superficie tipo espago’ S, chamada de bifurcacdo
do horizonte de Killing.
Seja agora s* o vetor normal a essa superficie. Entdo, derivando a equagdo
(B.1) em uma direcdo tangente a S e usando (1.10), temos

1 . 1 S )
KK = —ESY&B;(W{;B’OL = ESYRQBY &s&ﬁ’“ =0. (B.5)

Assim, como sobre S vale & = 0, se K # 0 entéo obrigatoriamente K.q, = 0 € 0
valor da gravidade superficial ndo pode mudar de um gerador para outro. Portanto,
K é globalmente constante sobre o horizonte de eventos H '],

O]

3Uma superficie é chamada tipo espaco se o vetor normal é tipo espaco.
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A demonstracdo da lei 0 que utilizamos ndo faz uso das equagdes de Einstein,
exceto na identificacdo do horizonte de eventos com o horizonte de Killing. Se
abandonarmos a condic@o de que o horizonte H seja geodesicamente completo,
ainda podemos demonstrar que K € constante sobre H, mas a demonstracao requer
que o termo de matéria nas equagdes de Einstein satisfaca a condicao de energia
dominante[®°],

Lei 1. Quaisquer dois estados vizinhos de equilibrio de um buraco negro axi-
almente simétrico de massa m, gravidade superficial K, velocidade angular ® e
momento angular J estdo relacionados por

K

dA4+ wdJ. (3.1)
81

dm =
Demonstracdo. Para um buraco negro que € estdtico ou axialmente simétrico, em
que existe o campo de Killing tipo tempo (a que chamamos ) e o associado as
rotacdes em torno do eixo de simetria (a que chamamos @), pode-se mostrar”!!
que existe um campo de Killing & da forma

EH = 1 4 (B.6)

perpendicular ao horizonte de eventos H. A constante ® é chamada de velocidade
angular do horizonte. Um buraco negro estatico (como o de Schwarzschild) tem
o =0.

Supomos que as equacdes de campo sejam provenientes de uma Lagrangiana
L covariante por difeomorfismos, dependente da métrica, do tensor de curvatura
e suas derivadas e da colec@o de todos os campos de matéria . Suprimindo os
indices de \, a Lagrangiana tem a forma[®!l

L= L(g,U\’vR,uVOLB?RVOLB’Y;,w o W Wi ) . (B.7)

Denotando por ¢ a colegdo completa de campos (g.v, V), a variagdo na La-
grangiana pode ser escrita na forma

8L = E()80 — (9, 59) (B.8)

em que E = 0 corresponde as equacdes de Euler—Lagrange e d¥ € desprezado nas
manipulacdes integrais das equac¢des de movimento como termo de superficie.

Devido a covariancia de L por difeomorfismos, hd uma simetria local da teoria
associada ao difeomorfismo infinitesimal gerado por um vetor arbitrdrio . As-
sociada a essa simetria hd uma corrente de Noether j, que sempre pode ser escrita
como
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j=d0+n%Cy (B.9)

em que Q é a carga de Noether associada a j e Cy, = 0 onde valerem as equagdes
de movimento. Uma consequéncia das identidades variacionais relacionadas a j é
que, se existir uma Hamiltoniana A conjugada a n“, entéo ela deve satisfazer

Sﬂz/zd[ag—n-ﬂ] (B.10)

em que X corresponde a regido em que valem as equagdes de movimento, Cy, = 0.
Assim, H nessa regido é dada apenas por termos de superficie.

Escolhendo agora n* = &, sobre uma solugdo das equagdes de campo (‘£ = 0)
segue imediatamente que

d[30—n-9] =0. (B.11)

Aplicando essa equagdo a um espaco-tempo que contém um buraco negro
com um horizonte de Killing bifurcado, em que S € a superficie de bifurcacao,
e integrando-a desde o horizonte, em que & = 0, pois vale a lei 0, até o infinito, o
resultado é

SH =5 /S 0. (B.12)

Como agora a Hamiltoniana esté associada a & dado por (B.6), H pode ser
interpretada como a energia conjugada a E“, que pode ser escrita como!!®!

SH = dm— 8] +. .. (B.13)

em que podemos adicionar contribui¢des por campos de matéria.
Por outro lado, também € possivel calcularmos explicitamente o valor de Q,
que na Relatividade Geral no vacuo resulta em!'3"!

K. (A

Combinando (B.13) e (B.14), chegamos finalmente a primeira lei da Termodi-
namica
K

dA+wdJ. 3.1
gl AT o 3.1

dm =

]
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Lei 2. A drea A do horizonte de eventos de um buraco negro ndo decresce com o
tempo, ou seja

A4 > 0. (3.3)
Demonstracdo. Normalizando o vetor de Killing dado por (B.6) pela condi¢dao
local &a;ﬁio‘?ﬁ = —2 em H, podemos reescrever a equacdo (B.14) como
ﬁl:8n/Q[§“]. (B.15)
S

Podemos substituir S por uma secao transversal ¢ de H, sem prejuizo para a
validade de (B.15)°1.

Consideremos um processo em que o buraco negro evolui a partir de um estado
inicial estaciondrio através de uma fase ndo estaciondria até um estado final tam-
bém estaciondrio. Se E* coincidir com o campo de Killing (B.6) nos dois estados
estaciondrios, as equacoes (B.9) e (B.15) resultam em

av=sn | olg|—sx [ o =sn /H JlEM] (B.16)

em que Gp € 01 correspondem a secdes transversais de H nos estados inicial e
final, respectivamente.

Assim, a variac@o na drea do buraco negro € proporcional ao fluxo total da
corrente de Noether conjugada a " através de H. Em muitas circunstancias, a
corrente de Noether conjugada a uma translacdo temporal pode ser interpretada
como a densidade de energia-momento. Ou seja, a lei 2 vale em todas as teorias
que possuem propriedades de positividade de energia. Em particular, na Relativi-
dade Geral, a segunda lei vale se o tensor de energia-momento da matéria presente
no espago-tempo satisfizer a condigéo de energia nula 7,,yk*k" > 0 para um vetor
nulo &1,

O






Apéndice C
Condicoes de energia

“Nothing unreal exists.”

— Kiri-kin-tha’s First Law of Metaphysics, Star Trek

A seguir apresentamos um resumo[*%>!!l das condi¢oes de energia para um
campo de energia-momento dado por

Tlli/ = dlag(_pa —Pr, — Pty _Pt> (Cl)

em que as interpretacdes fisicas de p, pr € p sdo respectivamente a densidade de
energia, a pressao radial e a pressdo tangencial.

C.1 A condicao de energia fraca

Seja um vetor tipo tempo u*. A desigualdade

Twut'u’ >0 (C.2)

para qualquer u#*' é conhecida como a condigdo de energia fraca. Ela garante que
um observador tipo tempo meca sempre uma densidade positiva de energia, e é
satisfeita se e somente se p >0, p+pr >0ep+p > 0.

Se o tensor de energia-momento for dado por (2.4), entdo devemos ter p+ p >
0.

C.2 A condicao de energia nula

Se substituirmos o vetor #* em (C.2) por um vetor nulo orientado na dire¢ao
futura, entdo (C.2) é chamada de condigdo de energia nula, e para que ela seja
satisfeita podemos abandonar a condicao de que p > 0.
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Note que a condig@o de energia fraca implica a condi¢do de energia nula.

C.3 A condicao de energia dominante

A condi¢do de que T*Vuy seja um vetor ndo tipo espago orientado para o futuro
para todo vetor nao tipo espaco u* é chamada de condicdo de energia dominante.
Ela significa que a energia da matéria nunca pode viajar mais réapido que a luz, e
¢ equivalente a dizer que p >0, p > |p| e p > |pt-

Se o tensor de energia-momento for dado por (2.4), entdo devemos ter p > |p|.

Note que a condicao de energia dominante implica a condicao de energia fraca.

C.4 A condicao de energia forte

A chamada condicd@o de convergéncia tipo tempo, dada pela expressao

Ryu*'u’ >0 (C.3)

garante que, se nao existir constante cosmoldgica, a gravidade é uma forca essen-
cialmente atrativa. Aplicando a equac¢do de Einstein a (C.3), obtemos

Ryut'u’ = 8m (Tyv — gyVTO‘a) u'u. (C4

Assim, aplicando a desigualdade de (C.3) sobre o lado direito de (C.4), obte-
mos a chamada condi¢do de energia forte

(Tw — g T%) u'u’ >0 (C.5)

que é equivalenteap+p, > 0,p+p: >0ep+ pr+2p > 0.

Se o tensor de energia-momento for dado por (2.4), entdo devemos ter p+p >
Oep+3p>0.

Note que a condi¢d@o de energia forte implica a condicdo de energia nula, mas
ndo implica a condicdo de energia fraca. Ela é “forte” no que significa que (C.5)
corresponde a uma exigéncia fisica mais forte do que (C.2).
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