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Resumen

En esta tesis se han estudiado las amplitudes de dispersion de los siguientes procesos
elasticos 2 — 2 :

glueball + glueball — glueball + glueball (1)
fermién, ; + fermién,, — fermién, , + fermién,,, (2)

glueball + fermién,, — glueball 4 fermién,;,,» (3)

Todos estos son procesos exclusivos y de dispersion dura (Hard Scattering en
inglés), y donde han sido analizados en dos regimenes de altas energias: angulo fijo y
limite de Regge. Aclararemos todas estas caracteristicas de los procesos de dispersiéon
durante el transcurrir de los capitulos.

El interés de estudiar este tipo de procesos de dispersién en esta tesis es que son
analizados en el régimen de acoplamiento fuerte para la constante de acoplamiento de
la teoria de gauge que corresponda. Esta teoria de campos es una teoria muy particular,
la teorfa N/ = 4 Super Yang-Mills con grupo de gauge SU(N.,), siendo N, el rango del
grupo de gauge. Mediante la dualidad AdS/CFT (o Conjetura de Maldacena) se llegan
a las correspondientes amplitudes de dispersion en la teoria de gauge, partiendo desde
otro tipo muy distinto de amplitudes, las amplitudes de dispersiéon en una teoria de
supercuerdas de tipo IIB en diez dimensiones.

El modo de vincular ambos tipos de amplitudes de dispersion es con el ansatz pro-
puesto por Joseph Polchinski y Matthew Strassler [I], desarrollado en el afio 2002. Esta
propuesta incorpora una integracion coherente sobre seis coordenadas transversales
(r,Q5) al espacio de Minkowskiy, ya que la teoria de supercuerdas que usaremos se
encontrard definida sobre un fondo curvo, en particular sobre el espacio AdSs x S°.

Como dijimos anteriormente, las amplitudes de dispersiéon en la teoria de supercuer-
das serd un objeto instrumental para llegar a nuestros resultados en cuatro dimensiones.
El proceso (1) esta vinculado a la amplitud de dispersién de cuatro dilatones, el proceso
(2) vinculado con la amplitud de dispersion de cuatro dilatinos y por tltimo, el proceso
(3) estard relacionado con la amplitud de dispersién dilatén/dilatino; todas estas am-
plitudes vistas desde la perspectiva de las teorias de supercuerdas de tipo II. Las dos
ultimas amplitudes de dispersion en teorias de supercuerdas vinculadas a los procesos
(2) y (3) se calcularon desde cero, por lo tanto siendo también resultados de esta tesis.
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Capitulo 1

Introduccién y motivacion

En los anos de la década de 1960, la fisica de las interacciones entre particulas fue
un gran enigma al aparecer una gran cantidad de particulas (bariones y mesones) que
interactiian mediante la fuerza fuerte y por lo tanto se buscaba poder describir estos
fenomenos mediante un marco teérico apropiado. Sin embargo, las teorias cuanticas de
campos (TCC) disponibles en esta década no alcanzaban para explicar estos comporta-
mientos de fisica de interacciones fuertes. A principio de los 60’s, J.Chew y S.Frauschi
[6] propusieron una representacién grifica J-M?, siendo J el momento angular de las
particulas y M3 la masa al cuadrado. Realizaron este grafico tanto para mesones como
para bariones, y suponiendo que el momento angular J aumentaba linealmente con
la M?; por lo que luego ajustaron muy bien los datos de la fenomenologia con estas
lineas rectas de pendiente positiva. Para todas las particulas se obtenian las rectas
J = o/ M? + ag con la misma pendiente o/ ~ 1GeV ™2 Esto dio lugar a pensar que
todos los mesones y bariones eran particulas compuestas y ademas eran estados ligados
mediante la misma fuerza fuerte, por lo que a este concepto se lo llamé la democracia
de particulas (nuclear democracy en inglés). Se desarroll la idea de la llamada teoria
de cuerdas hadrénica para describir estos fenémenos, usando un modelo de resonancias
(trayectorias de Regge). Al considerar que estas trayectorias de Regge no tenian una
cota superior para los momentos angulares J, se conseguia para las amplitudes de dis-
persién (por ejemplo para m7+m—mw+7) la dualidad s-t (crossing symmetry), surgiendo
la idea de que se propagaban objetos unidimensionales como cuerdas. A estos mode-
los de fisica de particulas de interaccion fuerte se los conocié entonces como modelos
duales.

También se empez6 a utilizar el formalismo de la matriz S, ya que se carecia de un
lagrangiano que pudiera describir las interacciones fuertes. Este formalismo impulso los
modelos Bootstrap, donde se establecian las interacciones entre particulas a partir del
espectro de particulas ligadas y viceversa, ya que estas interacciones estaban controla-
das por las mismas fuerzas entre las particulas constituyentes de cada hadrén. Estos
modelos se podian construir mediante los postulados de Relatividad especial, unitarie-



dad y analiticidad de las amplitudes de dispersion. Con analiticidad nos referimos a
que se respete la dualidad s-t, las relaciones de dispersion y causalidad, fijando de esta
forma las interacciones. De estos postulados surgen las trayectorias de Regge. En 1968,
Gabriele Veneziano formula la amplitud de Veneziano [7] inspirada en la dualidad s-t,
la cual describe la dispersion de 2 cuerdas abiertas a 2 cuerdas abiertas mediante la
formula:

[(—a(s)(=a()
A0 = TCat) —a@) -y

con a(x) = o/ x+ag con x = s, t son las variables de Mandelstam en cuatro dimensiones
espacio-temporales. Al tomar el limite de altas energias para esta amplitud, es decir
s,|t| >> 1 se obtiene un decaimiento exponencial (comportamiento soft de la amplitud)
de s con t de la forma A(s,t) ~ s~ en contraste con lo que se observaba en la
fenomenologia de particulas. Es decir que la teoria de cuerdas hadronica, en particular
la amplitud que propone Veneziano para cuerdas abiertas y luego Virasoro-Shapiro
[8, O] para cuerdas cerradas, no tienen el comportamiento en potencias de s esperado
para altas energias, por lo que se abandona la teoria de cuerdas para describir las
interacciones fuertes de la fisica hadronica, ya que la misma se encuentra descripta por
el lagrangiano de QCD (Quantum Chromodynamics en inglés) [12].

En esta tesis se estudia amplitudes de dispersiéon usando como base instrumen-
tal la llamada Conjetura de Maldacena o también conocida como la correspondencia
AdS/CFT. Se estudiaran amplitudes de dispersion tanto en diez dimensiones, con va-
riables de Mandelstam 3, ¢, @, como también resultados de amplitudes de dispersiéon en
cuatro dimensiones, con las variables de Mandelstam s, ¢, u (sin tildes).

Las teorias de gauge, las cuales son Teorias Cuanticas de Campos, son el marco
tedrico con el cual entendemos tres de las cuatro interacciones fundamentales de la
naturaleza. Por un lado, la electrodindmica cuéntica, la cual nos permite entender la
interacciones electromagnéticas entre particulas cargadas eléctricamente como conse-
cuencia de la propagacién de un campo de gauge U(1), el fotén. Para las interacciones
fuertes entre quarks, constituyentes de los hadrones, contamos con la QCD, teoria de
Yang Mills (en adelante YM) con libertad asintdtica en el ultravioleta (UV) y fuerte-
mente acoplada a bajas energias (IR), por lo que en este limite no son aplicables las
técnicas de la teoria de perturbaciones de la TCC. Es aqui donde la dualidad puede
hacer un trabajo importante mediante la teoria de supercuerdas para la descripcion
de propiedades de los hadrones en regimenes donde la teoria QCD perturbativa no es
aplicable. Otra forma de decir lo anterior es que QCD es un teoria confinante en el IR
alrededor de la escala de energia Aqcp, por lo que la teoria no se puede analizar con
métodos perturbativos mediantes diagramas de Feynman. Célculos en este régimen de
energias son llevados a cabo mediante simulaciones en Lattice QCD.



El objetivo principal de esta tesis es el estudio de procesos de dispersion dura
llamados Hard Scattering (en inglés). Es decir, procesos de fisica de altas energias
donde la dispersion de particulas se lleva a cabo a escalas de energias mucho ma-
yor a Aqcp =~ 1GeV, siendo entonces procesos que exploran distancias del Fermi
(1fermi = 107m). Una caracteristica de estos procesos de tipo hard es su comporta-
miento en potencias en la energfa al cuadrado de centro de masa (cm) s (siendo /s la
energia de cm).

Fue Gerard 't Hooft quien en 1973 [I3] propuso un método para poder estudiar
teorias de gauge no Abelianas en su régimen no perturbativo introduciendo un parame-
tro de expansion que es directamente proporcional a N, (el rango del grupo de gauge
SU(N,)) y por lo tanto también al niimero de "colores" N? — 1. Estas son las teorfas
de N, grande (large N.) donde entre todos los diagramas de doble linea de la teoria
la contribucién principal proviene de los diagramas planares, por lo que N, — oo se
conoce como limite planar de las teorias de Yang-Mills, definiendo una constante de
acoplamiento de 't Hooft, A = ¢%,,N,, con A fijo y mucho menor a uno y con N, >> 1
(limite de 't Hooft). Dando como resultado una teoria cuya expansién en diagramas en
el rango de N, grande tiene cierta similitudes a la expansion en género de las super-
ficies de Riemann bidimensionales que constituyen las hojas de mundo de cuerdas en
interaccion.

La principal herramienta llevada a cabo en esta tesis es el ansatz propuesto por
Polchinski y Strassler [I], el cual permite obtener un comportamiento hard en una teoria
de gauge confinante en cuatro dimensiones (la cual en capitulos posteriores explicamos
en detalle) partiendo de una teoria de cuerdas; la cual por si sola y en un espacio de
Minkowski de diez dimensiones, no tiene un comportamiento hard, sino mas bien un
decaimiento exponencial (comportamiento soft) para altas energias. Para entender este
ansatz y su posterior aplicacion, es necesario ser conocedor de varias ramas de la fisica
tedrica. Partiendo por supuesto del conocimiento de TCC no abelianas, y asi de esta
forma poder entrar en contacto con teorfas de gauge con grupo de simetria SU(N.) con
gran ntmero de colores (N?—1 >> 1). También necesitamos saber de teorfa de cuerdas,
en particular de teorias de supercuerdas, es decir, teorias de cuerdas con supersimetria
y con 10 dimensiones espacio—temporalesﬂ

La tesis se organiza de la forma siguiente: en el capitulo 2 describimos el limite planar
en teorias de gauge y la dualidad AdS/CFT. En el capitulo 3 nos interesamos en los
procesos exclusivos en la fisica de altas energias desde la perspectiva de TCC. El capitulo
4 se focaliza en amplitudes de dispersion en teorias de cuerdas, bosonicas primero, y
luego supersimétricas. En el capitulo 5 comienza el material original de esta tesis, en
particular, un capitulo dedicado totalmente al calculo de amplitudes de dispersion en
teoria de supercuerdas de tipo II para procesos que no han sido calculados previamente.

'En esta tesis se usard la signatura mayormente positiva tanto para las métricas en cuatro dimen-
siones 7, = diag(—, +, +, +), como para la métrica en diez dimensiones nyn = diag(—, +, ..., +).



Lo hacemos de forma explicita, escribiendo el resultado de las amplitudes de 4 dilatinos
[3] v de dilatén-dilatino [5]. Estos cdlculos son inéditos y han sido publicados en [3] y
en [5], demandando un esfuerzo técnico muy considerable y constituyen en si mismo un
aporte original al conocimiento de amplitudes de dispersién en teorias de supercuerdas
en espacio de Minkowski de diez dimensiones, validos en principio tanto para teorias
de supercuerdas de tipo IIA y IIB. En el capitulo 6 se desarrolla otro de los resultados
importantes de esta tesis, el Hard Scattering de cuatro fermiones de espin 1/2 [2] (cuyo
punto de partida es [3]) en una teoria de gauge fuertemente acoplada con un cut-off
IR A. En el capitulo 7 se utilizan los resultados de [5] para de esa forma calcular el
Hard Scattering de fermién + glueball — fermién + glueball [4]; procesos que no se
han calculados antes por algin otro método. Finalmente en el capitulo 8 se presentan
las conclusiones y los posibles trabajos a futuro que se desprenden de esta tesis.
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Capitulo 2

Limite planar en Teorias Cuanticas
de Campos y la Dualidad AdS/CFT

2.1. Limite de 't Hooft

La teoria de cuerdas fue originalmente desarrollada para que sea una teoria con la
capacidad de describir las interacciones fuertes, esto debido a varios aspectos "cuerdiles"
de este tipo de interacciones, tales como el confinamiento y el comportamiento de Regge.
Luego se encontré que la correcta descripcion de tales interacciones es en términos
de una teoria de gauge con grupo de simetria SU(3) (QCD), lo cual es consistente
con todos los datos fenomenoldgicos. Mientras que la descripcion en términos de una
teoria de gauge es exitosa para el estudio del comportamiento a altas energias de las
interacciones fuertes, es bastante dificil de utilizar para el analisis de fenémenos de
bajas energias, tales como el confinamiento y la ruptura de simetria quiral. Existen
varios ejemplos de un fenémenos conocido como "dualidad", en el cual una teoria tiene
al menos dos descripciones diferentes, tal que cuando una descripcién estd acoplada
débilmente, la otra se encuentra fuertemente acoplada y viceversa. Uno podria esperar
que exista un fenémeno similar para las interacciones fuertes, y que una descripciéon
"dual" de QCD exista, y por lo tanto sea la forma mas apropiada para estudiar el
régimen de bajas energias donde la descripcién en términos de la teoria de gauge esta
fuertemente acoplada.

Han habido varios indicios de que la descripcion "dual' podria ser una teoria de
cuerdas. QCD tiene objetos que se parecen a "cuerdas', como por ejemplo, los tubos de
flujo cromoeléctricos o las lineas de Wilson. Si se tratara de separar un quark de un anti-
quark, un tubo de flujo se formaria entre ellos (si 1 es un campo de quark, el operador
¥(0)1)(x) no es invariante de gauge pero el operador 1(0) P exp(i f; A, dz*)(z) lo es).
estos tubos de flujo se comportan como cuerdas y por lo tanto han habido intentos para
desarrollar una teoria de cuerdas que pueda describir las interacciones fuertes, donde
estos tubos de flujo serian los objetos basicos. El caso mas claro y directo en el cual se
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describe una teoria de gauge en términos de una teoria de cuerdas proviene del limite
de 't Hooft, con N, grande, el rango del grupo de gauge.

Las teorias de Yang-Mills (YM) en cuatro dimensiones no tienen pardmetros adi-
mensionales, ya que la constante de acoplamiento es dimensionalmente trasmutada en
la escala de energia Agcp. Entonces no hay una expansién perturbativa que podamos
hacer para aprender acerca de la fisica alrededor de la escala Aqcp. Sin embargo, en
teorfas de gauge con grupo de simetria SU(NV,) tenemos un parametro dado por un
numero natural, N, y podria esperarse que la teoria pueda simplificarse para gran-
des valores de N, y de esta manera tener una expansion perturbativa en términos del
parametro 1/N.. Esto fue demostrado por 't Hooft [13].

Entendamos primero cémo escalea la constante de acoplamiento gy s a medida que
tomamos N, — oo [14]. En teorias con libertad asintdtica, como la teoria de YM pura,
es natural escalear gy tal que Aqep se mantenga constante en el limite de IV, grande.
La funcion beta para una teorfa de YM pura SU(N.) es

dgy m 11 gy 5
— = ——N 2.1
Bp) = p dji 3 Ve gn2 + O(gyur) (2.1)

donde los términos dominantes son del mismo orden para grandes valores de N,, siempre
que tomemos N, — oo manteniendo fijo el pardmetro de 't Hooft A = ¢2,,;N.. Este es
conocido como el limite de 't Hooft. Si la teorfa es conforme (como es el caso de la
teoria N/ = 4 SYM) no serfa obvio que el limite de A constante sea el tinico que tenga
sentido, ya que otros limites, como el limite A >> 1 (limite de Maldacena) también son
posibles.

Consideremos una teoria genérica la cual contiene campos ®¢, donde @ es un indice
en la representacion adjunta de SU(N,) y donde i es un indice que hace referencia
al tipo de campo. Suponiendo que el vértice de tres puntos de todos los campos es
proporcional a gyy, y que la funcién de cuatro puntos a g2, entonces el lagrangiano
sera de la forma:

L~ Tr(d®;d®;) + gy yc* Tr(®;®,;04) + g3 1, d*Tr(0;0,;0,)) (2.2)

para ciertas constantes ¢/, d* Reescaleando los campos como ®; = gy 1, P, el lagran-
giano toma la forma:

1

2
9y m

siendo 1/g%y; = N./\.
Ahora uno podria analizar qué sucede con las funciones de correlacion en el limite

L~

de N, grande con A constante. A primera vista, pareciera que nos encontramos en
un limite clasico, donde el coeficiente adelante del lagrangiano diverge; pero ésto no es
verdad, ya que en este limite el nimero de componentes de los campos también tiende a
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infinito (a = 1, ..., N> —1), compensando dicha divergencia. Derivando los diagramas de
Feynman de este lagrangiano obtenemos una notacion de doble linea, ya que los campos
®® estan en la representacion adjunta de SU(N.,), por lo que estdn representados como
el producto directo de un campo en la fundamental y anti-fundamental dado por CI)f .
Para una teorfa SU(N.) se tiene un propagador de la forma [14]

) o 1
(@0}) ~ (515 — ~-010) (2.4)

donde para el limite de N, muy grande se desprecia el segundo término y tenemos
un par fundamental/anti-fundamental para el propagador de los campos en la repre-
sentacion adjunta. Entonces cualquier diagrama de Feynman para estos campos en la
representacion adjunta puede ser visto como un sistema de dobles lineas como en la
Figura 2.1 Veamos cudles seran las potencias de N, y A asociadas para algin diagra-
ma de Feynman. Del lagrangiano se puede ver facilmente que cada vértice lleva un
coeficiente proporcional a N./\, mientras que los propagadores son proporcionales a
A/N.. Potencias adicionales provienen de la suma sobre los indices en los loops, lo cual
da un factor N, por cada loop en el diagrama (cada indice tiene N, posibles valores).
Luego, un diagrama con V vértices, E propagadores y F loops viene con un coeficiente
proporcional a

NV —EHEN\E=V . NX\E-V (2.5)

donde y = V — E + F es la caracteristica de Euler de una superficie de Riemann de
dos dimensiones correspondiente al diagrama. Para superfices cerradas orientables, se
obtiene y = 2—2g donde g es el genus (el nimero de manijas) de la superficie. Entonces
podemos escribir la expansion perturbativa en diagramas de Feynman en la teoria de
campos como una doble expansion de la forma

o) o)

SONEEY N = 3 N2 () (26

g=0 i=0 g=0

Notemos que en el limite de grandes valores de N, dominaran las superficies de
maximo y o minimo genus, lo cual seran superficies con la topologia de una esfera. Estos
diagramas, llamados diagramas planares, dardn una constribuciéon del orden de N2,
mientras que el resto de diagramas dardn supresiones del orden de 1/N?. La expansion
de la forma es del mismo tipo que la expansion perturbativa con cuerdas cerradas
orientadas si identificaramos 1/N, con la constante de acoplamiento de la cuerda. Esta
analogia de ([2.6) con una teoria de cuerdas perturbativa es la motivacién més fuerte
para pensar que las teorias de campos y las teorias de cuerdas estan relacionadas y que
esta relacion seria mas visible para grandes valores del pardmetro de la teoria de gauge,
N,, donde la teorfa de cuerdas dual estaria debilmente acoplada.f]

2Hemos derivado el comportamiento de (2.6 solo para diagramas de vacio, pero este comporta-
miento se mantiene para cualquier funciéon de correlacién de productos de campos invariantes de gauge
(ITj=, G;) tal que G; es de la forma 1/N.Tr(I]; ®;).
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Figura 2.1: Diagramas de una teoria de campos con campos en la representacion adjunta,
en la representacién estandar (a izquierda) y en la representacién de doble linea (a
derecha). Las lineas discontinuas son los propagadores de los campos adjuntos, los
circulos pequenos representan los vértices de interaccion y las lineas sélidas llevan indices
en la representacion fundamental. Figura extraida de [14].

A continuacion veremos el desarrollo anterior partiendo desde el punto de vista de
la teoria de cuerdas, en particular cuerdas abiertas. Las cuerdas abiertas tienen sus
extremos en hipersuperficies llamadas Dp-branas (D por las condiciones de Dirichlet
sobre las 10 — p — 1 direcciones perpendiculares a las Dp-branas). Desde esta perspec-
tiva queremos demostrar lo siguiente: hay un limite N. — oo donde la constante de
acoplamiento relevante no es gyjs sino la constante de 't Hooft A\ = ¢%,,N,, la cual
es finita; todo ello para una teoria de gauge SU(N.) con grandes valores de N, y con
una constante de acoplamiento adimensional gy s que controla la fuerza de interaccion
entre los bosones de gauge.

Para probar ésto debemos considerar un sistema de N, Dp-branas coincidentes,
siendo cada Dp-brana identificada con un indice ¢,7,k,... = 1,..., N.. La fuerza de
interaccién entre las cuerdas abiertas esta controlada por la constante de acoplamiento
de la cuerda abierta g,. En el limite de bajas energias se descubre una teoria de gauge
SU(N,.) y una teoria U(1) que desacopla. Si consideramos que los bosones de gauge se
representan como cuerdas abiertas, entonces la constante de acoplamiento de la teoria
de gauge coincidird con la constante de acoplamiento de la cuerda abierta, es decir,
gym = g,. Consideremos la propagaciéon de una cuerda abierta cuyos extremos viven
en las branas ¢ y j respectivamente, con i # j. Queremos obtener las dependencias en
gym v N, para las distintas amplitudes de esta cuerda propagandose.

Empezando por el caso mas sencillo, es decir, la cuerda abierta propagandose libre-
mente formando una hoja de mundo con forma de cinta cuyos bordes estan etiquetados
por las Dp-branas ¢ y j, como se muestra en la Figura 2.2. Este diagrama no ten-
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dra ninguna interaccion y ninguna dependencia en N., por lo que le asociamos una
amplitud:

A() = Cp, (27)

siendo ¢y una constante independiente de gy s v de N..

—
—
—.
—.

(a) (b)

Figura 2.2: En (a) una cuerda abierta propagandose describiento una cinta como hoja
de mundo, cuyos extremos se encuentran en las Dp-branas i,j. En (b) se observa el
primer tipo de interacciéon de una cuerda abierta, donde ésta se separa en otras dos
cuerdas abiertas, para luego volverse a juntar en una sola. Figura extraida de [15].

Lo proximo que la cuerda puede hacer es separarse en otras dos cuerdas abiertas
(split) para luego volverse a juntar en una sola cuerda, dando lugar a dos interacciones,
por lo que este tipo de diagrama da como resultado un factor g%,,. El borde interno del
diagrama con indice k, indica que la cuerda tuvo el split sobre la Dp-brana k, la cual
puede ser cualquiera de las N. Dp-branas disponibles, y sabiendo que debemos sumar
sobre todas las posibilidades, este diagrama tendra también un factor N, dando lugar
a la siguiente amplitud:

Ay = 19y Ne (2.8)
& /f &
(a) (b)

Figura 2.3: Dos diagramas con cuatro interacciones. Obtenidos al sumarle una cinta a
los diagramas planares. Figura extraida de [15].
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Podemos notar que surgue un patréon: cada borde de una linea cerrada produce un
factor N, representando el extremo de una cuerda abierta el cual puede estar contenido
en cualquiera de las N, Dp-branas. Si introdujéramos una nueva cinta como se muestra
en la Figura 2.3, tendriamos dos nuevas interacciones al diagrama anterior creando un
nuevo borde, por lo que tendremos otro factor gi,,N. en la amplitud, dando como
resultado:

Ay = c2(g3 3 Ne)? (2.9)

A medida que incluimos cintas a los diagramas que crean nuevos bordes, obtenemos
amplitudes de la forma:

Anr = enr(g5 g Ne)™ (2.10)

siendo la amplitud total la suma de todas las contribuciones anteriores:

A= S Ay =3 calghp Vo) 2.11)

n=0 n=0

por lo que ahora vemos como emergue la constante de acoplamiento de 't Hooft, definida

CcOomo
A= g2 N, (2.12)
por lo que
A=>" ¢, \" = fo(N) (2.13)
n=0

La amplitud completa se obtendria sumando a la amplitud anterior las contribu-
ciones provenientes de agregar cintas al diagrama pero sin crear nuevos bordes. En la
Figura 2.4 se han introducido dos nuevas interacciones pero el nimero de bordes ha
sido reducido por uno. Lo que antes eran dos bordes internos, ahora se han converti-
do en uno solo, dando por resultado a los llamados diagramas no planares. Entonces
siempre que se agregue una cinta que disminuya el nimero de bordes, obtendremos
un factor de ¢g2,,/N. o equivalentemente, \/N2. Entonces la amplitud total serd de la
forma siguiente

1 1

A= fo(A) + f2(A) - 5 + fa(N) - i

N + .. (2.14)

siendo ésto una expansiéon en el parametro pequefio 1/N? para N, grande y M fijo,
requiriendo gy j; — 0. En este limite solo el primer término contribuye.
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Figura 2.4: Diagrama no planar obtenido al sumar una cinta a los diagramas planares.
Notar que solo hay un borde interno. Figura extraida de [15].

2.2. Teoria N =4 Super Yang-Mills SU(N,) en 3+ 1
dimensiones
En esta seccién nos proponemos describir la teoria N/ = 4 SYM en 4 dimensiones

con grupo de gauge no abeliano SU(N,), siendo N, el rango del grupo de gauge [16].
El lagrangiano de esta teoria es de la forma [17]:

1 S _ o
Loy = tr{i—s5Fu "+ —-F, F" - ZM“&“DM)\Q—ZDMXlD“X’
2gYM 82 a ;
ab 7 i b gYM 7 712
+ 3 gemCPAXE N+ S gymCiap[ X7, A M ZX X7
a,b,i a,b,i

(2.15)

donde la traza en se encuentra en la representacién adjunta de SU(N,). Ademas,
v =20,1,2,3,a = 1, .4 i=1,...,6 ylas constantes C% y C,,; estan relacionadas con
las matrices de Dirac del dlgebra de Clifford de SO(6)r ~ SU(4)g. Este lagrangiano esta
compuesto por los campos del Multiplete de gauge (A,, N, X*), siendo A% fermiones
de Weyl izquierdos y los X son seis escalares reales. Bajo el grupo de simetria SU(4)x,
A, es un singlete, \% estd en la representacién 4 y los escalares X' forman un tensor
de rango 2 antisimétrico en la representacion 6. Las transformaciones de supersimetria
que dejan invariantes al lagrangiano Ly—4 son

5Xz — [ guXi] — C«iab}\ab

X = {QaAm} = Fu(0)507 + X, XJeas (Cy)

Vb a b ab =
(5)\/3 = {Qa, )\,B} = CZ UaBDMX

0A, = [Q A = (0,0 (2.16)

Podemos ver facilmente que Ly—4 es invariante de escala (a nivel clasico). Para
ello basta observar las dimensiones de masa de los campos; siendo de dimensién uno
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los campos bosénicos (A, y X?), de dimensién 3/2 los campos fermidnicos (),) y de
dimension nula las constantes (¢ y ©;). Luego la invarianza de escala en cuatro dimen-
siones se observa inmediatamente. En TCC, el grupo conforme SO(2,4)~ SU(2,2),
estd compuesto por el grupo de Poincaré SO(1,3) junto con la invarianza de escala. La
combinacién de estas simetrias con la supersimetria de Poincaré N = 4, dan lugar al
grupo SU(2,2[4).

Al ser la teorfa N' = 4 SYM una teoria de campos conforme, su funcién beta es
nula, por lo que no existe ninguna escala de renormalizacién durante el proceso de
renormalizacion. Es decir, esta teoria no presenta anomalias a nivel cuantico bajo el
grupo de simetria SU(2,2[4).

De , es facil ver que cualquier estado de vacio de la teoria tiene la forma:

(X', X7 =0 (2.17)

Esta ecuacion tiene dos soluciones: una fase superconforme con (X% = 0 para todo
i=1,..,6; 0 una fase de Coulomb con (X*) # 0 para al menos un i. Para el primer
caso tenemos que los estados y los operadores son invariantes de gauge y la simetria
superconforme SU(2,2[4) no se rompe. En cambio, para el segundo caso la simetria
superconforme se rompe espontaneamente, ya que los valores de expectacion de vacio no
nulos (X?) fijan una escala. En esta tesis siempre estaremos en la fase superconforme
de la teoria SYM P

Para ver de una forma mas explicita cémo el grupo de simetrias continuas globales
de N' = 4 estd dado por el grupo SU(2,2/4), juntemos los siguientes ingredientes: la
simetria conforme generada por los generadores de traslaciones P*, las transformaciones
de Lorentz L, las dilataciones D y por las transformaciones conformes especiales K*;
luego otro ingrediente es la simetria R, dada por el grupo SO(6)g ~ SU(4)g, con los
respectivos generadores T4, A = 1, ..., 15; luego la supersimetria de Poincaré, generada
por las supercargas Q% y su complejo conjugado Qia,cona=1,... 4, a=12ya=1,2;
y por ultimo, la supersimetria conforme, generada por las supercargas S,, y su complejo
conjugado Sg. Esta ultima emerge del hecho que los generadores de supersimetria de
Poincaré y los generadores de las tranformaciones conformes especiales K* no conmutan
entre ellos. Si ambos son simetrias, su conmutador también lo debe ser, y de aqui surgen
los generadores S.

Ahora uno quisiera construirse operadores locales invariantes de gauge de la teoria.
En el contexto de la dualidad AdS/CF'T, estos operadores seran los que irdan insertos en
el borde del espacio AdS (en los diagramas de Witten), induciendo ellos fluctuaciones
del bulk de los campos de la teoria de supercuerdas de tipo IIB . Estos operadores seran
polinomios en los campos del Multiplete de gauge, y se construyen a partir de objetos

covariantes de gauge, tales como X%, \,, F lj'f, y la derivada covariante D,,.

3En capitulos posteriores emplearemos un cut-off IR para inducir confinamiento de color en la forma
estandar en el contexto de la dualidad AdS/CFT.
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Debido a que las supercargas conformes S tienen dimensiéon —1/2, al aplicar sucesi-
vamente este generador a cualquier operador, en algin punto generariamos operadores
de dimensién negativa, lo cual no es admisible para una representacion unitaria. Defi-
nimos un operador primario superconforme O, tal que cumple

[S,0]. =0 O#0 (2.18)

Luego decimos que un operador O es descendiente de un operador O’ cuando es de la
forma

0=1Q,0 (2.19)

siendo @' un operador local polinémico e invariante de gauge con Ap = Apr +1/2, por
lo que el operador O nunca podra ser un operador conforme primario (existe al menos
un operador O’ en el mismo multiplete que tiene dimensién més baja que O).

Para determinar la forma de un operador primario superconforme en la teoria N/ = 4
SYM usamos el hecho de que este tipo de operadores no puede ser el conmutador de
(Q con otro operador. Entonces es necesario conocer las transformaciones inducidas por
() sobre los campos candnicos de la teoria. Esqueméaticamente tenemos las siguientes
relaciones:

{Q,\} = F"+[X, X]

Q. X] = A
{Q,\} = DX
[Q,F] = DA (2.20)

donde facilmente vemos que un operador primario no puede contener gauginos A, ni al
campo F'*, ni derivadas de X y tampoco a los conmutadores de los X’s. Concluimos
entonces que un operador superconforme primario estard compuesto por los escalares
X’s en una forma simetrizada. Los mas sencillos de ellos son los operadores de traza
Unica:

str (X1 X2 X™) (2.21)

donde los indices i;,7 = 1,...,n estan en la representacién fundamental de SO(6)r y
str significa que la traza estd simetrizada. Siendo que trX® = 0; los operadores més
simples son de la forma:

ZW‘X ‘X" Multiplete de Konishi

trX1 X790 Multiplete de supergravedad (2.22)

para esta tesis siempre nos referiremos a los operadores de la teoria de SYM que pertene-
cen al Multiplete de supergravedad. En particular los operadores que siempre tendremos
en mente en la tesis son los operadores O®) y O©) de la pagina 50 de [T6].
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Sabemos que la composicién del grupo correspondiente al algebra superconforme
es: SU(2,2|4) ~ SO(1,3) x SO(1,1) x SU(4)r, donde cada grupo de este producto
estd caracterizado por los niimeros cudnticos (sy,s_), Ay [r1,re, r3] respectivamente.
Donde s4 es algiin niimero fraccionario o cero, A es la dimension conforme, la cual es
un nimero positivo o cero, y por tltimo [ry, 79, 73] son los nimeros de Dynkin para la
representacion de SU (4)g.

Asimismo puede definirse el twist 7; de un operador O; como:

donde A; y s; son la dimensién conforme y el espin respectivamente de O;. Esta defini-
cién serd importante a lo largo de la presente tesis.

2.3. Correspondencia AdS/CFT

2.3.1. La geometria AdS y la correspondencia entre
estados/operadores

Antes de describir la conjetura de Maldacena, debemos clarificar la estructura del
espacio-tiempo de Anti de-Sitter (AdS). En una signatura Lorentziana el espacio AdS,41
puede ser definido en R%*! con coordenadas (X_;, Xy, X1, ..., X;) como un hiperboloide
d+1 dimensional con isometria SO(d,2) dado por

X2, - X+ X+ ..+ X]=-R (2.24)

es decir, embebimos el espacio AdS;.; en un espacio plano R**? introduciendo una
dimension extra, X_;. Este tipo de espacio-tiempo es una solucién a las ecuaciones
de Einstein con constante cosmoldgica negativa. En particular para el espacio AdSs,
podemos definir una coordenada r € [0, 00), la cual no cubre la totalidad del espacio,
sino solamente una region llamada parche de Poincaré. Este espacio esta caracterizado
por el hecho de que cualquier punto de su borde se encuentra a una distancia infinita
de cualquier punto de su interior, pero aun asi las geodésicas nulas pueden conectar
estos dos puntos a un tiempo finito. Como veremos, en las coordenadas de Poincaré la
métrica toma la forma:

R2
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ds® (nudz'dz” + dz*) (2.25)
con z = R?/r. Con estas coordenadas el borde del espacio AdS; estard en z = 0 y su
origen en z — oo. Notamos que el elemento de longitud (2.25) diverge en z = 0, ya
que el factor de escala crece rapidamente en ese valor de z. Este factor de escala debe
ser removido mediante un reescaleo de Weyl de la métrica, pero tal reescaleo no es
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unico. Un tnico borde de AdS5 bien definido puede existir solo si la teoria del borde es
invariante de escala. Para valores finitos de z > 0, la geometria mantendra la invarianza
de Poincaré en cuatro dimensiones y no necesita ser invariante de escala.

La teorfa N = 4 SYM es invariante de escala y entonces puede estar consistente-
mente en el borde del espacio AdSs. Los observables dindmicos de N = 4 SYM son
operadores locales invariantes de gauge como los descriptos al final de la seccién 2.2,
los cuales viven en el borde del espacio AdSs5 y estan caracterizados por su dimension
conforme A, por el grupo de Lorentz SO(1,3), y por los ntimeros cudnticos del grupo
SU(4)g.

Desde el lado del AdS (bulk) se procede a descomponer los campos en torres de
Kaluza-Klein sobre la S5, tal que todos los campos ¢a(z, ") estan efectivamente sobre
el AdSs y estan etiquetados por su dimensién A. Lejos de la region de interaccién del
bulk, se asume que los campos en el AdS5 son asintéticamente libres. Los campos libres
cumplen la ecuaciéon (O + mi)eX = 0 con mi = A(A — 4) para escalares. Las dos
soluciones independientes se caracterizan por el siguiente comportamiento asintético
para cuando z — 0,

¢?,A(zv x#) ~ ZA y ¢8,A<27 x#) ~ Z47A (226)

siendo ¢ A(2) v @9 A(2) las soluciones normalizables y no normalizables respectiva-
mente. Los modos normalizables determinan los valores de expectacion de vacio de
los operadores con la dimensiéon y niimeros cuanticos asociados. Por otro lado, las so-
luciones no normalizables no corresponden a excitaciones del bulk porque no son de
cuadrado integrable. Estas soluciones no normalizables definen campos de borde ¢ de
la siguiente manera:

Ga(a*) = lim oa (2,07)+1~ (2:27)

donde ¢a(z,x") se encuentra en el bulk y estd multiplicado por 2*~2 para extraer los
modos no normalizables. Dado un campo de borde ¢ (2#), se asume que existe una
solucion completa y tnica en la teoria de cuerdas, la cual la denotamos como ¢a.

El mapeo entre los correladores de la teoria de SYM y la dindmica de la teoria
de cuerdas se explica mediante el ansatz GKPW (por Gubser, Klebanov, Polyakov y
Witten) [I8, 19]. Dada una funcional generatriz I'cpr[¢a] para todos los correladores
de operadores de traza tnica O de la teoria de SYM, los cuales tienen como fuente
los campos de borde ¢, se tiene el siguiente ansatz:

exp{Terrdal} = (exp{ /a e, $20a)) (2.28)

Se espera que esta expresion se mantenga a todo orden en la expansion perturba-
tiva en el nimero de campos ¢a. Desde el punto de vista del bulk, tenemos la accion
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Sa9%3(pA] que resume la dindmica de la teorfa de cuerdas de tipo IIB en el espacio

AdSs, es decir, Sﬁgss [pa] es la accién de supergravedad de tipo IIB en ese fondo curvo.
Si quisiéramos una aproximacion méas alld de supergravedad, debemos tener en cuenta
las correcciones en o' debidas a los efectos de las cuerdas masivas. El ansatz implica
que:

Torr(dal = St [0a] (2.29)

Es decir, la propuesta de GKPW es la identificacion de la funcional generatriz de la
teoria SYM con la accién gravitatoria evaluada en la solucion ¢a.

2.3.2. La dualidad AdS/CFT desde dos perspectivas: cuerdas
abiertas y cuerdas cerradas

Ahora si nos dedicamos a describir la principal herramienta para llevar a cabo nues-
tros calculos, la correspondencia AdS/CFT o también conocida como Conjetura de
Maldacena [20]. Esta conjetura establece un diccionario entre dos teorias en principio
muy distintas, por un lado una teoria de gauge y por el otro una teoria gravitatoria; por
lo que también a esta conjetura es parte de las llamadas dualidades gauge/gravedad.
Estas dualidades hacen uso del principio holografico, por lo que también se las conoce
como holografia. Este principio holografico establece que toda la informaciéon de una
teoria cuantica de la gravedad contenida en un volumen dado (llamado bulk) puede ser
codificada por una teoria efectiva que vive en el borde de este volumen. Es decir, la
teoria del borde con sus grados de libertad de borde puede codificar toda la informacion
de la teoria con los grados de libertad en el bulk y viceversa.

La teoria de cuerdas brinda sus caracteristicas para que el principio holografico
pueda ser realizado. La teoria de cuerdas en si misma cuenta con bastantes ejemplos
de dualidades, es decir, cuando una teoria fisica tiene formulaciones distintas pero
equivalentes y por lo tanto se dicen que son duales entre si. Dos formulaciones distintas
de una misma teoria se dicen que son equivalentes si existe un mapeo uno a uno entre los
estados de cada formulacién, correspondiendo todos a la misma dinamica. El concepto
de dualidad es util cuando se quieren calcular determinados observables dificiles de
obtener en una de las formulaciones pero faciles de obtener en la otra. Un ejemplo de
ello es el mapeo entre dos formulaciones equivalentes las cuales cada una se encuentra
en un régimen distinto de la constante de acoplamiento. La dualidad gauge/gravedad
en cierto limite mapea una teoria de gauge fuertemente acoplada, la cual es dificil de
manejar, en una teoria de gravedad débilmente acoplada donde los calculos son mas
directos.

De las dualidades gauge/gravedad la mas entendida hasta el momento es la corres-
pondencia AdS/CFT, propuesta por Maldacena en 1997. La abreviatura "AdS" es por
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el espacio Anti-de Sitter (Anti-de Sitter space) y "CFT" por teorfa de campos con-
forme (conformal field theory). En la correspondencia AdS/CFT tanto la teoria de
campos como la teoria de gravedad contienen supersimetria y simetria conforme. Las
simetrias presentes en la TCC se traducen en la teoria gravitatoria como isometrias del
bulk. La teorfa cudntica de campos superconforme N = 4 Super Yang-Mills (SYM) en
4 dimensiones es el ejemplo més claro y trabajado en la correspondencia AdS/CFT.
Este desarrollo es muy util para poder abordar procesos que se encuentran fuertemente
acoplados, por lo que no se los puede analizar con teoria de perturbaciones. Muchos
fenémenos en acoplamiento fuerte han sido abordados mediante la dualidad AdS/CFT,
como por ejemplo teorias relacionadas a QCD o para teorias de gauge SYM confinadas
en el IR (como es el caso de esta tesis). Cabe senalar que mediante esta corresponden-
cia se ha podido estudiar aplicaciones a la fisica del plasma de quarks y gluones, un
estado de la materia fuertemente acoplado que se encuentra temperaturas por arriba
de la temperatura de desconfinamiento de QCD [2I]. Resultados que entran con un
muy buen acuerdo con el experimento, como lo es el cociente entre la viscocidad y la
entropia, 7/s para este tipo de sistemas de plasma fuertemente acoplados [21]. Tam-
bién se ha logrado ajustar una gran cantidad de datos con muy pocos parametros para
procesos de DIS (Deep Inelastic Scattering), por ejemplo usando el pomerén BPST
[22] fue posible ajustar 280 datos con solo 4 parametros libres con un x3_; = 1.086
para un parametro de Bjorken xp < 0.01 y con un impuso al cuadrado del fotén virtual
en el rango 0.1GeV? < Q? < 400GeV? para la funcién de estructura simétrica Fy del
protén, el cudl es dispersado por un electrén [23]. También mediante el pomerén Ay
[24, 23] ajustar 55 datos con 1 pardmetro libre con un x3 ;= 1,14 [23] con zp < 0.01
y 0.062GeV? < Q? < 2.14GeV? para la funcién g; relacionada con la estructura de
espin del proton. Todas estas aplicaciones exitosas de la correspondencia AdS/CFT son
ejemplos de universalidad, es decir, ciertos detalles de los grados de libertad microscé-
picos en la teoria de gauge son irrelevantes para describir la dinamica. Se puede pensar
entonces que la universalidad de la teoria de gauge es heredada de la teoria dual, la
teorfa gravitatoria (por ejemplo una teoria de cuerdas).

Veamos qué nos dice la correspondencia AdS/CFT en su versién més general posible.
La teorfa N' = 4 Super Yang-Mills (SYM) con grupo de gauge SU(N,) y constante de
acoplamiento de Yang-Mills gyy en 4d es equivalente a una teoria de supercuerdas del
tipo IIB con una longitud de la cuerda I, = v/a' y constante de acoplamiento g, sobre
un fondo AdSs x S® con un radio de curvatura Ry N, unidades de flujo de una 5-forma
F; sobre la S°.

El diccionario que proporciona la dualidad AdS/CFT entre los pardmetros libres
(gym y N. en la TCC) de cada una de las teorias es el siguiente:

g = 47gs,  GymNe = R/ (2.30)
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Notar que en la segunda ecuacién estd presente la constante de 't Hooft A = g2y, N..
Esta conjetura de Maldacena nos dice que ambas teorias son equivalentes y por lo tanto
describen la misma fisica desde dos perspectivas muy distintas. En principio podriamos
mapear una teoria de gravedad cudntica (teoria de cuerdas de tipo IIB) en una teoria
de campos sin ningun grado de libertad gravitatorio. Como senalamos anteriormente,
esta dualidad es una realizacion del principio hologra fico donde la informacion de una
teoria en 5 dimensiones obtenida luego de una reduccion de Kaluza-Klein de la teoria
de cuerdas de tipo IIB sobre la S® se mapea a una teoria en 4 dimensiones que vive en
el borde del AdSs.

Es conveniente tomar ciertos limites en los parametros de la correspondencia AdS/CFEFT
para poder calcular observables de forma mas concreta, y de esta forma quizas poder
describir una teoria fuertemente acoplada desde una teoria débilmente acoplada. Sien-
do que la teoria de cuerdas es mejor entendida mediante su expansion perturbativa,
tomamos g, << 1, manteniedo R/v/o/ constante, por lo que del lado del ’AdS’ tenemos
una teoria clasica de cuerdas a orden dominante en g, en el sentido que solo nos que-
damos con los diagramas a nivel arbol. Del lado de "CF'T’ implicaria tomar gyy < 1
con g2\ N, fijo por lo que debemos considerar N. — oco. Recordando lo explicado en
la seccién anterior, estamos en el limite de 't Hooft (A fijo) el cual implica el limite
planar en la teoria de gauge. Podemos concluir que la correspondencia AdS/CFT es
una realizacion de la idea de 't Hooft, donde una TCC en el limite planar es una teoria
de cuerdas. Correcciones 1/N, en la teoria de gauge correspondera a una expansiéon en
genus en la teorfa de cuerdas ya que g5 ~ 1/N. para A fijo.

Si estamos interesados en trabajar y analizar observables en una teoria de gauge en
su régimen fuertemente acoplada, deberfamos considerar en la dualidad AdS/CFT el
limite A >> 1 implicando que R/ Vol >> 1, es decir, el radio de curvatura del espacio
AdS es mucho mayor a la longitud de la cuerda (como se muestra en la Figura 2.5), por
lo que en el bulk se propagan objetos puntuales, sin dimensiones. Este es el limite de
Maldacena, donde la dinamica en el bulk se describe por la teoria de supergravedad de
tipo IIB en AdSs x S° en lugar de la teorfa de spuercuerdas de tipo IIB con el mismo
fondo.

Figura 2.5: Comparacién entre la longitud de la cuerda v/o' con el radio de curvatura
R del AdS en el limite R/v/o/ >> 1, por lo que podemos considerar a la cuerda cerrada
que se propaga en el bulk como puntual.
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Repasando, en este limite de Maldacena nos encontramos con una dualidad fuer-
te/débil (strong/weak duality) donde la teoria N' =4 SYM se encuentra fuertemente
acoplada y es dual a la teoria de SUGRA IIB en un fondo curvo AdSs x S°. Veamos
los rangos paramétricos en los que se puede encontrar la teoria de SYM y qué teoria en
el bulk emerge en consecuencia (y viceversa):

» N = 4 SYM para cualquier N, y A < Teorfa de Cuerdas Cuéntica IIB en
AdSs x S° para todo orden de expansién en g.

» N = 4 SYM para N, — oo y X fijo < Teorfa de Cuerdas Clésica IIB en
AdSs x S® con g, — 0.

» N=4SYMpara N, <+ ocoyA>>1 S SUGRA IIB en AdS5 x S° con g, — 0
y R/Vo/ >> 1.

A continuacion realizaremos una deduccién de la dualidad AdS/CFT desde la pers-
pectiva de la teoria de supercuerdas. Sabemos que esta teoria contiene tanto cuerdas
cerradas como también cuerdas abiertas ya que la teoria contiene objetos solitonicos no
perturbativos llamados Dp-branas. Estos objetos pueden ser analizados desde dos pers-
pectivas, cuerdas cerradas o cuerdas abiertas. Por este motivo, a la dualidad AdS/CFT
también se la conoce como dualidad entre cuerdas abiertas/cerradas.

Consideremos un conjunto de N, D3-branas como en la Figura 2.6 que se extienden
a lo largo de las direcciones espacio-temporales 2% z! 2% 23 (direcciones sujetas a con-
diciones de Neumann) y son tranversas a las direcciones z*, ..., 2% (direcciones sujetas a
condiciones de Dirichlet). Sin pérdida de generalidad podemos ubicar estas D3-branas
en 2%, ..., 2° = 0.

”'%

—_—
N D-3branas

Figura 2.6: N. D3-branas embebidas en un espacio-tiempo de Minkowski de 10 dimen-

siones. Las cuerdas abiertas tendran sus extremos sobre las D3-branas, mientras que
las cuerdas cerradas se propagaran libres en el bulk.
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Estudiemos por separado cada una de las perspectivas, para que al combinarlas al
final de la seccién, notemos como surgue la dualidad AdS/CFT.

2.3.3. Perspectiva 1: cuerdas abiertas

Como punto de partida tenemos una teoria de supercuerdas de tipo IIB sobre el es-
pacio plano Mg, por lo que tenemos cuerdas cerradas propagandose libremente en este
espacio. Luego insertamos un conjunto de N. D3-branas coincidentes. Consideremos
a las cuerdas abiertas como objetos perturbativos con sus extremos sobre estas D3-
branas. Tomando el limite de bajas energias, es decir, energias del orden E << o/~/?
sobre la D3-brana (por lo que no consideramos cuerdas masivas) tenemos entonces sobre
el volumen de mundo de la Dp-brana una teoria de gauge supersimétrica. El campo de
gauge A, corresponde a fluctuaciones de las cuerdas abiertas que son paralelas a la D3-
brana, mientras que las fluctuaciones perpendiculares a la D3-brana corresponderan a
campos escalares desde el punto de vista del volumen de mundo de la D3-brana. Como
mostramos en Figura 2.6, estamos considerando un sistema de N, D3-branas coinciden-
tes, por lo que tendremos un grupo de gauge U(N,) y una constante de acoplamiento
efectiva g,/V..

Escribamos la accién efectiva para nuestro sistema de D3-branas y cuerdas cerradas:

S = Si¥tra s + (02SM + 0@ + ) + S5 o ranas + S (2.31)

int

donde SET describe la interaccién entre las cuerdas abiertas y cerradas. Estamos en
el limite de bajas energias, o/ — 0, por lo que ya no contamos con cuerdas, sino con
modos puntuales que se propagan por el bulk e interaccionan con 3-branas (sin el
D de Dirichlet ya que no tenemos cuerdas) los cuales son objetos de supergravedad.
Los segundos términos de nuestra accién efectiva corresponden a correcciones en o/
provenientes de la teoria de supercuerdas, los cuales no consideraremos en este limite
de bajas energfas. Analicemos ahora las acciones S, v S las cuales pueden

ser derivadas de la accion de Dirac Born-Infield que describe una D3-brana:

Sppr = —Ts / d*C\/—det(Plg] + eV2ra/ F) (2.32)

siendo T3 la tensién del volumen de mundo de la D3-brana, ¢ las coordenadas de
la misma, P el pullback sobre la métrica del Myy y @ el dilatén (cuerda cerrada).
Expandiendo en potencias de o

2 N2
SpBI ~ —Tg( Wj) V—gTr(F?) — T3(2nd/)*/—gTr(F*) — ... (2.33)
como Ty = W, el primer término de la expansion domina en el limite o/ — 0. Se

puede probar que este término es similar a la accién de la teoria N = 4 SYM mediante
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la identificacién [!| gs = ¢%y/47. Notemos que al expandir eVo'? on tendremos
potencias positivas en o’ por lo que las interacciones entre cuerdas cerradas y abiertas
en el limite de bajas energias desaparece. Concluimos que nuestro sistema en el limite
de bajas energias, o’ — 0, en esta perspectiva 1 de cuerdas abiertas, tiene como accién
efectiva:

S = Sé%dGRA B T Sﬁ:zx SYM (2'34)

Es decir, en el limite de bajas energias las cuerdas abiertas y cerradas desacoplan. Para
este limite, la dindmica de las cuerdas abiertas proporcionan la teorfa N = 4 SYM,
mientras que las cuerdas cerradas estan descriptas efectivamente por la supergravedad
en 9 + 1 dimensiones planas espacio-temporales.

Supongamos que en este analisis hubieramos comenzado con un sistema de N, + 1
D3-branas en un espacio-tiempo de 9+ 1 dimensiones planas y procedemos a alejar una
de las D3-branas de las otras N, D3-branas coincidentes en la direccién z°. Entonces
las N, D3-branas se encuentran todas juntas en la posiciéon 2° = 0 y la otra brana en
la posicién 2 = r. Luego los modos no masivos estardn descriptos por una teorfa de
gauge U(N.) x U(1). Este sistema puede ser visto como si estuviera en una fase de Higgs
caracterizada por (¢?) = r/(2ma’). En el limite de desacoplamiento o/ — 0 debemos
mantener todas las cantidades de la teoria de gauge fijas, en particular {(¢°). Entonces
el limite de desacoplamiento correcto en el limite de Maldacena sera tomando:

o =0, r—0, u:é (2.35)
con u fijo.

A continuacién analizaremos una forma complementaria de ver este sistema pero
desde el punto de vista de solamente cuerdas cerradas.

2.3.4. Perspectiva 2: cuerdas cerradas

Consideremos la teoria de supergravedad de tipo IIB, la cual solamente contiene
cuerdas cerradas de masa nula propagandose libremente en un espacio plano de 9 + 1
dimensiones. Una 3-brana es una solucion BPS de esta supergravedad que preserva
16 supercargas de Poincaré (), de las 32 presentes en este fondo. Una 3-brana en
10 dimensiones tiene la simetria R*' x SO(3,1) x SO(6). Un ansatz que resuelve las
ecuaciones de movimiento de supergravedad IIB es el siguiente

ds* = f(r)" 2y datda” + f(r) 2 (dr? 4 r2dQ3), (2.36)
e® = Gs,
Cy= (1+ f(r) Hda® Ada' A da* Ada?...

4Esta identificacién entre las constantes de acoplamiento de la teorfa de YM v la teorfa de cuerdas
es parte de la conjetura AdS/CFT.
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donde = 0,1,2,3y r2 = 37, 2. Los ... en la definicion de C, es por los términos que
aseguran la autodualidad de la 5-forma F5 = dCjy. Reemplazando el ansatz (2.36) en
las ecuaciones de movimiento de SUGRA IIB tenemos que f(r) debe ser una funcién
armoénica, por lo que

fr)y=1+=— (2.37)

donde R es una constante que no puede ser determinanda usando supergravedad. Desde
la teorfa de cuerdas sabemos que el flujo de la 5-forma Fj a través de la S® debe estar
cuantizado, siendo que este flujo cuenta el nimero de D3-branas coincidentes, es decir:

Q= /35 Fy* (2.38)

siendo * el dual de Hodge. Resolviendo el lado derecho de (2.38) y tomando Q = N,
llegamos a

R* = 47g,N .o (2.39)

Analizando la funcién armoénica f(r) podemos notar que el fondo se divide en dos regio-
nes. Para valores r >> R la métrica (2.36) se reduce al espacio-tiempo de Minkowski en
10 dimensiones. En valores » << R nos encontramos en el llamado horizonte cercano
por el cual f(r) ~ R*/r. Entonces nuestra métrica se convierte en

7“2 2

, R
ds® = Tl d’ e’ + ﬁdﬁ + R*dQ)? (2.40)

. . . 2
haciendo el cambio de variable z = RT,

R? ,
ds® = ?(n#,,dx“dx + dz*) + R*dQ2 (2.41)

obteniendo asi el elemento de longitud del espacio AdSs x S°. Entonces tenemos cuerdas
cerradas propagandose en un espacio plano 9 + 1 dimensional, luego cuerdas cerradas
que se propagan en el fondo AdSs x S® y también cuerdas excitadas que se propagan en
la garganta, espacio intermedio entre r << Ry r >> R. En el limite de bajas energias,
o’ — 0, las cuerdas cerradas que se propagan en la garganta desacoplan de la dindmica
total del sistema. Consideremos una cuerda en una posicién r con una energia VA'E,
en unidades de longitud de la cuerda. En principio una cuerda en una posicion r de la
garganta puede tener una energia muy grande con vo/E, >> 1. Si bien estamos en
el limite de bajas energias, estos estados de altas energias no se desprecian ya que la
energia F.,, medida por un observador en el infinito estd dada por

Eoo Y _QOOET = f(r)_1/4E7’ (242)
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Siendo que estamos considerando una cuerda cerrada en una regién cada vez mas cer-
cana a r << R tenemos que f(r) ~ R*/rt. Notemos que aunque la energia E, puede
ser suficientemente grande, E., es muy pequeno ya que:

VB = %@Er =0 (2.43)

conr << Ry +a'E, fijo. Siendo que la seccién eficaz de absorcién de una cuerda cerrada
que interacciona con una 3-brana es proporcional a £, tenemos que para un observador
en el infinito dicha seccion eficaz se anula. Si consideramos ahora modos excitados en
la garganta que se propagan en el sentido de » >> R notamos rapidamente que dichos
modos deberan superar un potencial gravitacional con una profundidad infinita, por lo
que les costaria una energia infinita para llegar a la regién del Minkowski 10 dimensional.
Concluimos que los modos en la garganta desacoplan de la dinamica de bajas energias,
quedando todos ellos confinados en la regién descripta por f(r) = 1+ f—:. Luego nuestra
accion efectiva para este sistema es

eff _ ©10d AdSs x.S°
S = Sqvara B T SSUGRA 11B (2.44)

Comparando ([2.34]) con (2.44) podemos concluir que

4d _ AdS5><55
S =4 SYM — SSUGRA 1IB (245)

Llegando de esta manera a la forma débil de la conjetura de Maldacena, por la cual la
teorfa N' =4 SYM en cuatro dimensiones es equivalente a la teorfa de Supergravedad
de tipo IIB sobre AdSs; x S° con grados de libertad muy distintos entre si en cada
teoria. Relajando la condicién de bajas energias, la conjetura nos dice que la teoria
N =4 SYM en cuatro dimensiones es equivalente a la teorfa de Supercuerdas de tipo
IIB sobre AdS; x S°.

Se pueden hacer algunos chequeos de la conjetura mediante el analisis de las sime-
trias. Esperamos que si ambas teorias son equivalentes entonces deben tener las mismas
simetrias. Recordamos que la teoria A/ = 4 SYM es una teoria conforme, por lo que su
funcion beta es nula. El grupo conforme en cuatro dimensiones es SO(4,2). La teoria

preserva N = 4 supersimetrias por lo que hay 16 supercargas de Poincaré agrupadas en

a
)

lo que tenemos otras 16 supercargas superconformes S?. Todas estas simetrias forman
el supergrupo PSU(2,2|4) por el cual la teoria N'=4 SYM es invariante. El subgrupo
bosonico de PSU(2,2[4) es SU(2,2) ~ S0(4,2) y SU(4) ~ SO(6). La parte fermioénica
de PSU(2,2|4) serd generada por las supercargas Q% y S%.

Ahora veamos como se traducen las simetrias presentes en la teoria de gauge para la
teoria de cuerdas en el fondo AdSs x S°. A nivel geométrico, la teoria deberd ser inva-
riante bajo los grupos de isometrias del AdS; y de la S5, los cuales son SO(4,2) y SO(6)
respectivamente. Esto coincide con los subgrupos bosénicos del grupo PSU(2,2[4). En

cuatro espinores cona=1,...,4ya=1,..,4. Ademas la teoria es conforme, por
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10 dimensiones las condiciones de Majorana y las condiciones de Weyl son compatibles,
por lo que un espinor en estas dimensiones tendra 2°/2 = 2° = 32 componentes reales,
pero las condiciéon de Weyl las reduce a 16 componentes, quedando entonces un espi-
nor de Majorana-Weyl. Como estamos en una teoria de cuerdas de tipo IIB tenemos
dos supersimetrias, por lo que los grados de libertad fermiénicos se duplican, quedando
2 x 16 = 32 supercargas. Las D3-branas son objetos 1/2-BPS, por lo que una sola D3-
brana en un espacio Mg preserva la mitad de supersimetrias, quedando como resultado
16 supercargas. La dualidad AdS/CFT cuenta con un sistema de N, D3-branas y ésto
provoca que se vuelva a duplicar el nimero de supercargas, quedando como resultado
neto 32 supercargas. Entonces estas 32 supercargas del lado de la teoria de cuerdas son
duales a las 32 supercargas dadas por los generadores Q2% y S% en la teoria N’ =4 SYM.
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Capitulo 3

Procesos exclusivos en la fisica de
altas energias

Veamos algunos aspectos importantes respecto a las leyes de escaleo para procesos de
altas energias. Se entiende por procesos exclusivos a las dispersiones entre particulas
en las cuales tanto los estados iniciales y finales son medidos, por ejemplo, por un
calorimetro. Esto estd en claro contraste con los llamados procesos inclusivos, en los
cuales solo se miden algunas de las particulas finales.

En los 70’s se sabia que las interacciones fuertes que resultaban de los procesos con
grandes impulsos tranversales transferidos entre las particulas, podian otorgar nuevos
conocimientos acerca de la estructura interna de los hadrones. En [25] se derivan leyes de
escaleo por simple conteo dimensional aplicado a estados ligados de particulas puntuales
para procesos de dispersion electromagnéticos y hadrénicos para angulo fijo (6) de centro
de masa. Se obtienen algunas leyes de escaleo para las secciones eficaces diferenciales
de varios procesos de dispersion, asumiendo siempre que los constituyenes son quarks.
Esta es la llamada aproximacion de Born, con sus respectivos diagramas de Born.
Algunas de las predicciones de [25] para s — oo y t/s fijo son: (do/dt),psmp ~ S5,

(do/dt)ppspp ~ 8710, (Ao /dt)ypsmp ~ 57T ¥ (Ao /L)y ~ 570
Luego en [27] se obtuvo que bajo ciertas restricciones cinematicas, a saber:

5 > 15(GeV)?  |t| 2 2,5(GeV)? (3.1)
los datos experimentales parecen estar de acuerdo con la expresion [25], 26], 27):
do/dt = s~ £(0) (3.2)

donde n representa el nimero total de leptones, fotones y quarks, tanto de los estados
iniciales como de los finales.

En [27] se grafica log(do/dt) vs log(s) para el proceso exclusivo protén+proton—
protén—+protén (pp — pp), para varios valores de dngulo fijo de dispersién 6, con datos
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de [29, 30, 31, 32), 33], obteniendo un valor para la potencia en (3.2)) de n —2 ~ 9,7 con
un error de £0, 5.
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Figura 3.1: Plot de datos para log(do/dt) vs log(s) para varios dngulos de dispersién.
Figura extraida de [27].

También en [27] obtienen un grafico de log(f(6)) vs log(sin@), por lo que llegan a
la siguiente conclusion para la secciéon eficaz diferencial,

do/dt ~ s~ . (sin @)~ (3.3)

Se hace hincapié en [27] que la condicién |t| = 2,5(GeV)? es vital, ya que para valores
menores, la ecuacién no vale. Atin més, los valores de [t| cercanos a 2,5(GeV)?
definen la regién de transicién donde la ecuaciéon (3.2) vale, y la regién de valores mas
chicos de |t| donde se espera un comportamiento de Regge de la forma:

do/dt = B(t)s**) =2 (3.4)

Como se explica en [25], podemos considerar que un hadrén es un estado ligado de ny
constituyentes, llevando cada uno de ellos una fracciéon del momento total del hadrom.
Entonces, podemos pensar que la amplitud del sistema hadrénico, A, es igual a la am-
plitud de la dispersién de sus constituyentes (quarks), A,, (también llamada amplitud
de Born), y luego integrado sobre los posibles valores de los momentos de estos cons-
tituyentes, con la condicién de que la suma total de los impulsos de cada uno de ellos
sea igual al momento del hadrén. Al ser integrados estos impulsos, no se podra intro-
ducir ninguna otra dependencia en s adicional. Luego, la amplitud A tiene el mismo
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comportamiento asintético que A, la amplitud de quarks libres en la aproximacién de
Born.

En [25] obtienen por andlisis dimensional que la amplitud de n campos debe compor-
tarse como [A,] ~ (longitud)™+7/~%  con la usual normalizacién (p|p') = 2E83 (5 — p').
Si todos los invariantes son grandes comparados a las masas y son proporcionales a s,
se tiene:

Ani*)nf ~ Si(ni+nf)/2+2 (35)

siendo n; y ny el nimero total de partones iniciales y finales respectivamente.

Las claves del andlisis dimensional para las leyes de escaleo son: (a) el reemplazo
efectivo de un hadrén por sus constituyentes, donde cada uno lleva una fraccién del
momento del hadrén, y (b) la ausencia de cualquier escala de masa en la amplitud
A,. En [26] se argumenta que este comportamiento de escaleo puede surgir de teorias
renormalizables, siendo que estas teorias solamente introducen una escala de masa en
los estados externos y en los propagadores, a diferencia de las teorias no renormalizables,
las cuales contienen una escala en la constante de acoplamiento, alterando al escaleo
en s. En [26] se analizan los estados ligados mediante el formalismo de Bethe-Salpeter,
el cual permite separar el comportamiento de diagramas individuales que surgen de la
resumacion infinita de diagramas para formar estos estados ligados. Por definicion la
amplitud hadroénica estd dada por la convolucion de funciones hadrénicas g sobre
una amplitud de n particulas A,, integrada sobre los impulsos k! [25],

A= [ thsvhsAnstns [Ld'k: (3.6)

siendo A,, la amplitud que surge de las correcciones en loops a los diagramas irreducibles
de Born (en el modelo de quarks) de n particulas, como se muestra en la Figura 3.2(a).
En estos diagramas irreducibles se permite la interaccion entre quarks de distintos
hadrones.

3 3 o
;jw 533 : 3
%) i B

(a) (b)

Figura 3.2: En (a) diagrama irreducible que representa el tipo de correcciones a orden
loop para la amplitud de Born A,,. Este diagrama permite interacciones entre quarks de
diferentes hadrones, siendo no PR (particle reducible en inglés) en las patas del mesén
(o barién). En (b) tenemos un diagrama reducible, el cual permite 6rdenes més altos
en las interacciones entre quarks del mismo hadrén. Figura extraida de [25].
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Estas teorias renormalizables tendran estas leyes de escaleo de (3.5 para altas ener-
gias (s, |[t| — oo) siempre que cumplan las siguientes condiciones dindmicas:

= Los mesones y bariones se pueden interpretar como estados ligados de Bethe-
Salpeter de dos y tres quarks respectivamente, tal que sus funciones de onda son
finitas para quarks con una separacién nula y tiendan a cero para una separacion
infinita entre ellos. Para mesones:

/ ko (k) = dar(z = 0) < o0 (3.7)

= Las interacciones entre los constituyentes son asintéticamente invariantes de es-
cala.

» Las interacciones multiples (2 < L) entre constituyentes de diferentes hadrones
se pueden despreciar, siendo L el nimero de pares interactuantes entre estos
hadrones.

o= * )J—0
N4

Figura 3.3: Representacion esquematica de una amplitud de dispersion mesén-mesén
en términos de las funciones de onda Bethe-Salpeter ¢ y de la amplitud irreducible A,,.

La primera condicion es necesaria para limitar las correcciones debidas a los vinculos
entre los constituyentes. Es decir, que el calculo de A,, involucra la dispersion obtenida
por reemplazar cada hadrén por una colecciéon de quarks de espin apropiado, cada
cual llevando una fracciéon del momento del hadrén, siendo el momento de cada quark
pi = x;pg con x; = m;/my. Esta condicién implica que no hay campos elementales con
los mismos niimeros cuanticos del hadréon. También se asegura la convergencia de (3.6)),
y que el escaleo para angulo fijo de A esté dado por el escaleo de A,,, multiplicado por
ciertos coeficientes finitos de orden ¥ (z = 0).

Por otro lado, las otras dos suposiciones son necesarias para asegurar el escaleo A,, ~

2—n/2

S , ya que no tendriamos este comportamiento si consideraramos contribuciones a

A, de diagramas desconectados como se muestra en la Figura 3.4.
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Figura 3.4: Diagrama desconectado para la dispersion pp — pp para angulo grande. Con
p simbolizamos el momento de un protén y con q el del otro protéon, con las respectivas
fracciones de impulso x; 2 € yi 2.

En un trabajo de Landshoff [28] se ha hecho la observacién de que A, # s>~"/2
siempre que se tenga que cada constituyente de un hadrén es dispersado elasticamente
e independientemente y con un angulo grande de dispersion, por el constituyente de
otro hadron. Para este caso se estima que

A, ~ g2 2gL/21)2 (3.8)

siendo L el niimero de pares de constituyentes de diferentes hadrones que interaccionan
entre si, a un angulo de dispersion grande. Por evidencias directas e indirectas se cree que
el mecanismo de Landshoff no es aplicable en el régimen de energias en las que estamos
haciendo el analisis. La evidencia directa de ésto es que en procesos de pp — pp tenemos
do/dt ~ s79T05 f(t/s), mas que s~, como serfa si el mecanismo de Landshoff aplicara
para un L = 3.

En los capitulos 6 y 7 abordaremos las amplitudes de dispersion para los procesos
exclusivos fermion, o + fermion;, — fermion; , + fermion, , y glueball + fermion;
— glueball + fermion, j» respectivamente para la teoria A' =4 SYM con confinamiento
en el IR [2, 4]. Haremos los andlisis correspondientes los cuales estaran basados en los
resultados que se llevaron a cabo en [25, 26], 27] y que fueron resumados en este capitulo.
Si bien nuestros resultados no corresponden a QCD, porque no tenemos quarks en la
representacion fundamental de SU(3), ni tampoco contamos con la nocién de partones,
ya que nuestra teoria de gauge estara en un régimen de acoplamiento fuerte, y ademas
esta teoria SYM cuenta con fermiones en una representacion adjunta de SU(4) g, atin asi,
obtenemos resultados comparables a la dinamica de procesos de disperséon de pp — pp
y podemos extraer conclusiones del comportamiento de para el proceso exclusivo
fermién, o-glueball. Esta conexién con la fisica de particulas puede ser atribuida a la
mencionada universalidad en las caracteristicas de escaleo en las amplitudes, la cual
es heredada de una teoria de cuerdas, que es dual a la teoria de SYM.
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Capitulo 4

Amplitudes de dispersion en teorias
de cuerdas

A la hora de estudiar interacciones de particulas puntuales, es decir, objetos de
dimensién cero, vemos que cada particula genera una linea de mundo a medida que se
propaga en el tiempo. Al agregarle una dimensién (como una cuerda) a los objetos que se
propagan, en lugar de una linea de mundo, describiran una hoja de mundo (worldsheet
en inglés), es decir, una superficie bidimensional. Esta es la forma de visualizar la
propagacion de un objeto en la teoria de cuerdas. Entonces notamos que los diagramas
de Feynman que podemos dibujar en teoria de cuerdas se corresponden con diversas
hojas de mundo que describen la historia espacio-temporal de cuerdas que se juntan y
se separan. Los diferentes diagramas son clasificados por su topologia. De esta manera,
el orden que le correspondera a cada diagrama en el desarrollo perturbativo de la teoria
estard determinado por el nimero de agujeros y de lineas externas presentes. De este
modo, el término mas relevante para cada proceso es aquél que se da a nivel arbol. Una
vez que conocemos la aproximacion a nivel arbol, la cual se corresponde con una Teoria
de Campos Clasica, podemos dejar establecida la teoria cuantica completa basandonos
unicamente en unitariedad. Dicha teoria cuantica esta contenida completamente en el

estudio de la matriz S.
N
N

Figura 4.1: A izquierda se muestra la esfera de Riemann S? donde se insertan los ope-
radores de vértices de las cuerdas cerradas, y a derecha el disco Dy donde los operadores
de vértices de cuerdas abiertas se insertan en su borde.

Las amplitudes de dispersién de M estados on-shell (en la capa de masa) de cuerdas
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cerradas estan descriptas a nivel arbol por una hoja de mundo que es topolégicamente
equivalente a una esfera S?, como la de la Figura 4.1, con M particulas externas ado-
sadas en M puntos especificos z; de la superficie de Riemann. En principio deberiamos
integrar sobre todas las geometrias posibles para dicha topologia y también sobre to-
dos los valores que pueden tomar los z;, teniendo en cuenta la invariancia conforme. A
nivel arbol, cualquier superficie es equivalente topolégicamente a la esfera S?, la cual
(a menos de un punto) puede ser proyectada en el plano complejo C y ademds es in-
variante frente al subgrupo SL(2,C) del grupo de simetria conforme. Utilizando ésto,
no debemos considerar ninguna integral y podemos fijar tres de los z; en tres puntos
cualesquiera del plano C. Es facil notar que, para el caso de la esfera, no hay un orden
natural de las particulas (como si lo hay en el caso del disco). En teoria de cuerdas
tenemos solamente un diagrama para cada orden en la expansién perturbativa de la
amplitud.

Para el caso de las cuerdas abiertas la hoja de mundo presenta bordes, y es alli en
donde se adosan los operadores de vértice que representan estados de cuerdas abiertas
emitidos. Es decir, a nivel arbol, la hoja de mundo sera el disco Dy (Figura 4.1). Aqui,
a diferencia del caso de las cuerdas cerradas, el ordenamiento ciclico entre las particulas
del borde es relevante y debe ser tenido en cuenta. La herramienta que tenemos a
disposicion es la simetria de Yang-Mills, la cual otorgara un peso a cada ordenamiento
ciclico no equivalente mediante factores de grupos.

Daremos paso ahora a describir cémo se construyen las amplitudes a nivel arbol.
Para ello utilizaremos el método de operadores, el cudl es muy 1til a la hora de volver
evidente aspectos como la unitariedad.

4.1. Cuerdas abiertas bosonicas

En teoria de cuerdas aun no se posee la capacidad de establecer un Lagrangiano
fundacional del cual se puedan deducir reglas de Feynman con los diagramas corres-
pondientes, los cuales darian lugar a la expansion en loops de la formulacion cuantica
completa de la teoria. Sabemos que una manera de construir las amplitudes de dis-
persion en teoria de cuerdas se consigue a partir de sumar sobre todas las geometrias
intrinsecas para la hoja de mundo, definidas a menos de una equivalencia conforme. Es
decir, una amplitud de M cuerdas tendria la forma [40]:

A(CL K Coy Kooy Car Fong) = KM*2/DX(U, 7)Dhes(0,7)

X exp {—21 / PPoVhh*P9,X" 95X,
T

l:[chi(ki) (4.1)

donde las (;’s son las polarizaciones que nos dan cuenta del tipo de particulas que se
dispersan, k;’s los impulsos correspondientes; luego x es la constante de gravitacion de

37



Newton, X* las coordenadas espacio temporales como funciones de los dos parametros
de la hoja de mundo, o y 7, donde pt = 0,1, ..., 25 en la teoria de cuerdas bosénicas; hqs
la métrica de la hoja de mundo, y por dltimo los V,’s, los cuales son los operadores de
vértices que estan insertos en la superficie de la misma.

Una manera alternativa de obtener amplitudes de dispersion en teorias de cuerdas,
es postular una cierta cantidad de reglas para construir los diagramas en términos
de vértices y propagadores. Debemos verificar, al realizar este procedimiento, que las
amplitudes de dispersion obtenidas presentan todas las propiedades necesarias para un
buen comportamiento de la teoria cuantica en cuestion. Esta prescripcion resulta ttil
unicamente para el caso de la matriz S, conformada por estados on-shell, por lo que
resulta extremadamente complicado ir hacia atras y escribir una acciéon de la teoria de
campos de cuerdas (string field theory en inglés) de la cual se puedan derivar estas
reglas. A su vez, resulta muy complicado realizar la extension para diferentes niveles
en la expansion en loops, ya que esas amplitudes presentan elementos no triviales. El
método de operadores que utilizaremos, sin embargo, tiene la virtud de hacer explicita
la unitariedad, especialmente a nivel arbol y a un loop.

4.1.1. Construccion de las amplitudes a nivel arbol

En una TCC, los dos elementos fundamentales a la hora de construir diagramas
son: vértices y propagadores. Por ejemplo, para un campo bosénico escalar ¢ de masa
cuadrado m?, que obedezca la ecuacién de Klein-Gordon [40]

(0% +m?)p =0 (4.2)
su propagador de Feynman estandar resulta ser simplemente
(0% +m*) (4.3)

es decir, la inversa del operador de Klein-Gordon. Lo mas parecido a un operador tipo
Klein-Gordon que tenemos a disposicién para cuerdas abiertas es la condiciéon de masa,
dada por

(Lo = D]é) =0 (4.4)

la cual podemos interpretar como una generalizacién de la ecuacién de Klein-Gordon
para la teoria de cuerdas. Por lo tanto, resulta razonable cosiderar como propagador a

1
A=(Ly—1)" = / JLo=2g, (4.5)
0

siendo z la coordenada del plano complejo C' o equivalentemente, los puntos sobre la
superficie de la esfera de Riemann S2.
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Como ya dijimos, el otro componente esencial para construir diagramas de cuerdas
es un objeto que funcione como vértice de interaccién. A nivel arbol y a 1-loop, cada
diagrama de cuerdas puede ser representado de manera tal que cada vértice de inter-
accion esta acoplado con, al menos, una pata externa del diagrama, la cual a su vez
debera estar on-shell para estados fisicos. Es por ello que debemos hallar un vértice de
interaccién para la emisién (y absorcién) de un estado externo por una linea interna
del diagrama. Estos operadores de vértice seran operadores locales en la teoria cudntica
y gobernaran la propagacion de la cuerda. Para un estado ( con momento k* tenemos
asociado el operador de vértice dado por

Velk,7) = &0V, (k, 0)¢ "0 (4.6)

el cual describe la emision de un estado ¢ desde el final de una cuerda abierta, o = 0,
a un tiempo propio 7. Resulta conveniente definir

z=e" (4.7)

A su vez, este operador (4.6) debe tener dimensién conforme J = 1, de manera tal que
cumple

[Lun Ve(k, 2)] = ((m+ 1)2™ + 2410, Ve (k, 2) (4.8)

donde L,, son los modos de Fourier del tensor de energia-impulso de la teoria 2-
dimensional sobre la hoja de mundo de la cuerda, también llamados los operadores
de Virasoro definidos como

1 o
L, = 5 Z Qe * Oy, (4.9)

Estos operadores de vértice se construyen a partir de expresiones ordenadas normal-
mente y con

1
Xt(z)=at —ip'Inz+i) —akz™" (4.10)
n#0 n

y sus derivadas, donde los o son las componentes de Fourier, interpretadas como los
coeficientes de la parte oscilatoria de la cuerda, mientras que z* y p* son las coordenadas
y el impulso respectivamente de centro de masa de la cuerdaﬂ Por ejemplo, tenemos
que el vértice del taquion estd dado por

Vo(k, z) =: e (4.11)

STomamos o = 1/2 a lo largo de este capitulo. En capitulos posteriores retomamos las expresiones
con el o/ explicito.
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con k? = 2 y :: simboliza el orden normal. De manera andloga, se define el operador
para una particula vectorial, sin masa, con momento k* y polarizacion ¢*(k):

V(¢ k 2) = (- X(2)e® (4.12)

con k2 =0y ¢-k =0, es decir, polarizacién transversal.

Si nos inspiramos en una teoria cudntica de campos ordinaria, la amplitud a nivel
arbol para M estados de cuerdas abiertas estara dada por la siguiente secuencia de
operadores de vértice y propagadores

Ay = g1 |Va (ko) AV (k) A ... AV (kar—1)|éar) (4.13)

lo cual constituye un andlogo de un diagrama de Feynman a nivel arbol, donde los ope-
radores de vértice tienen el rol de un vértice de interaccion on-shell, siendo la constante
de acoplamiento g la que controla la intensidad de estas interacciones. Esta expresion
presenta ciertas caracteristicas destacables, como por ejemplo que algunos aspectos de
la unitariedad, a nivel arbol, estdn explicitamente manifiestos. La ecuacion pre-
senta polos debido a los propagadores, los cuales son la inversa de (Lo — 1), por lo que
los polos surgen cuando se cumple (Lo — 1)|¢) = 0, es decir, los estados se encuentran
on-shell. Si bien (4.13]) nace a partir del andlisis de un diagrama en particular, haciendo
una analogia con una teoria cuantica de campos, uno esperaria tener que generalizar
esta expresion para diferentes diagramas. Resulta ser que en teoria de cuerdas, ésta es
la tinica expresion a estudiar. Terminamos de este modo con una tnica expresion para
una amplitud a nivel arbol en teoria de cuerdas.

4.1.2. Dualidad

Notemos que (4.13)) es simétrica bajo permutaciones ciclicas de las particulas ex-
ternas, surgiendo asi la propiedad de dualidad en la amplitud de dispersién. Vamos a
analizar mas cuidadosamente cémo aparece este fenémeno. Histéricamente, la teoria
de cuerdas comenzé buscando teorias que presentaran esta dualidad en sus féormulas.
Supongamos que en , los estados inicial y final son taquiones con momentos k; y
kyr respectivamente. A priori podriamos pensar que para realizar el cdlculo es necesario
evaluar la forma explicita de las funciones de onda de estos estados. Sin embargo, si
bien ese es un camino posible, el formalismo de integral de camino de Feynman nos
brinda una manera alternativa de describir los estados de energia méas bajos de un sis-
tema cuantico. Por ejemplo, la funcién de onda del estado fundamental |0;0) se puede
representar como una integral de camino sobre una cinta semi-infinita. Como se sue-
le hacer en este formalismo, realizando una rotacién de Wick podemos interpretar la
cinta como parte de una hoja de mundo euclidea de signatura positiva. Si uno buscara
la funcién de onda de un estado diferente al fundamental deberia insertar en el pasado
un operador con los niimeros cuanticos correspondientes.
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Por ejemplo, para obtener el estado taquiénico con momento k dado por |0; k) es
necesario insertar en el pasado un operador de vértice taquiénico, con momento k*, dado
por Vy(k) =: X .. En general, para describir cualquier estado fisico |¢; k) debemos
insertar en el pasado un operador de vértice V¢ (k). Por lo tanto tenemos que [40]

Gy = lim e *V(k;7)|0;0) (4.14)

donde la integral de camino se realiza sobre una hoja de mundo euclidea de tiempo
imaginario 7. De una manera similar, para representar un estado final como una integral
de camino en una cinta semi-infinita que se extienda hasta el 7 = —i00, debemos
considerar una expresion del tipo

(N K| = L@n e™(0; 0|V (k; 7) (4.15)
Los factores de 27! = e y 2 = €™ son necesarios para compensar aquellos factores
que surgen de
7|0;0) = e FPH10: 0) = 2|0; k) (4.16)
Yy
(0;0|Zy = (0;0|zFP~ e = 2710; k| (4.17)

donde podemos escribir el operador de vértice del taquiéon como:
Vo =WoZy (4.18)

con

Wy = exp <k Z —_p2 ) exp <—k > 1anz”> (4.19)
n=1"

n= 1

Zy = exp(ik-z+k-pln(z)) (4.20)

En (4.13), ademés de los estados inicial y final, tenemos propagadores de la forma

A=(Ly—1) / dreT(ko=1) (4.21)

Como (Lo — 1) es el hamiltoniano que gobierna la propagacién de una cuerda, e~"(Fo=1)

es el operador que propaga una cuerda abierta a través de un tiempo imaginario 7, y
por lo tanto crea una cinta de ancho 7 y largo 7.

Ahora bien, la integral que estamos considerando se realiza en una cinta infinita

de ancho 7. Ademads, tenemos M operadores de vértice insertados en dicha cinta. Dos
de ellos se encuentran en el pasado y en el futuro (estados inicial y final) y M — 2 se
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encuentran insertos en tiempos finitos 0, 7y, 7, ..., Tpy—1 como se muestra en la Figura
4.2, y luego debemos integrar sobre todos los valores de 7;.

Vv, V; . Vw1

———F—
Vo ST S S ST S

Figura 4.2: A nivel 4rbol tenemos la expresion (1|Va(Lo — 1)7'V5...Vyy 1| M), la cual
es entendida en términos de una integral sobre una cinta infinita, siendo |M) y (1] los
estados finales e iniciales.

El primer mapeo conforme que se suele realizar mapea la cinta en el semi-plano
positivo HT:

1o _—T

u = o+ir —v=c"=¢e" (4.22)
= e "[cos(o) + isin(o)] (4.23)

con o € [0;7].

El siguiente mapeo conforme que se realiza mapea el semi-plano H™' en el disco Ds.
Ambos mapeos son posibles debido a que ambas son simetrias de la teoria debido a la
invariancia conforme. Una transformaciéon de Mobius es de la forma

b
v— P(v) = Z:jj__d, con a,b,c,d€R (4.24)

y constituyen el grupo de transformaciones globales GL(2,C), dado que una com-
posicion de dos transformaciones de Mobius da por resultado una transformacién de
Mobius.

Una transformacién de este tipo puede mapear una recta en un circulo. Siendo H™
el semi-plano positivo de v, es decir Im(v) > 0, tenemos que una transformacién de la

forma
¢:v—>212 (4.25)
puede llevar el semi-plano H™ al disco D(0,1) si
pv—> ew%. (4.26)

Para el caso especifico de Im(a) = 0, esta transformacién mapea la recta real a la
circunferencia de radio 1.
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En el primer mapeo que realizamos, obtenemos como resultado que los operadores
de vértice quedan en el eje real. Pero ahora, los operadores de vértice quedan en el
borde del disco con una simetria ciclica explicita.

4.1.3. Simetria ciclica

En la expresion para las amplitudes de dispersion, la cual recordaremos una vez mas

presenta una propiedad conocida como dualidad, la cual no se encuentra en TCC para
particulas puntuales. Esto es posible porque la expresion presenta polos en otros
canales ademas de aquellos en los cuales los propagadores se encuentran expresados
explicitamente. Estos polos surgen debido a las divergencias en las sumas infinitas que
estan implicitas en la multiplicacion de operadores. Estos polos extras hacen posible
que la amplitud sea invariante frente a una transformacién ciclica de las M particulas
externas (1,2,..., M) — (M, 1,..., M — 1). Esta propiedad es evidencia de que la hoja
de mundo es equivalente conforme a un disco con M particulas insertadas en su borde
en un determinado orden ciclico. Esta propiedad es crucial, ya que por esta siemtria el
conteo de diagramas en cada orden de la expansion perturbativa es muy diferente a las
expansiones perturbativa en las TCC. Por ejemplo, en las teorias de cuerdas cerradas
orientadas sélo existe un unico diagrama en cada orden en la expansion perturbati-
va. Para tratar de probar la validez de esta simetria comenzaremos evaluando .
Ademas, utilizaremos las ecuaciones

1
A=(Ly—1)"= / SLo=2, (4.28)
0
Va(k,7) = ™oV, (K, 0)e o (4.29)

Usaremos también que los estados inicial y final satisfacen
(Lo = 1)|¢1) = (Lo — 1)[¢n) = 0. (4.30)

Reemplazando en (4.27)) tenemos que
1 1

Aur :gM_2(¢1|V(k‘2,22)/0 d23z§°_2V(k:3,23)../0 dZM—lsz__fV(kM—l,ZM—1)|¢M>

1 1
gM—2<¢1y/0 dzg.../o dong 1V Kz, 20) 22072V (K, 2) 22072V (kns—1, 2ar-1) | 6r)
(4.31)
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fijando 29 = 1 y escribiendo las z;’s de la siguiente manera:

1 1 zLO_l ZL0—1
Ay = gM—2@xy/ d@“:/ Ao 1V (o, 1) 22—V (ks, 7)o 220V (kas 1, 2a01) )
0 0 Z3 ZM—1

(4.32)

y siendo que Ly actuando sobre un estado fisico tiene autovalor 1, tenemos que

V(kn—1, 20-1) o)
(4.33)

1 1 1
AM = gM_2<¢1|/0 ng‘/O dzM_1V(k2,1)Z—V(k3,z3)...
3

ZM-1

El siguiente paso que realizaremos consistirda en efectuar un cambio de variable. Pasa-
remos a unas coordenadas y; de la forma

23 — Y3 =23
24 T Y4 = 2324

Zs — Y5 = Z3%24%5

EM—1 — YM—-1 = 2324%5...2M—1 (434)

por lo que el Jacobiano de la transformacién resulta

dys dya dyn—1 1 z4 zazs ... ZaZs...Zpr—1
dzs dzs dzs 0
dys dys dynr—1 Z3 2325 ... 2325 . ZM—1 M—2
j = dza dza dzs =10 0 2324 ... R324%6---AM—1| = H Y;
i3
dys dya dyn—1
dzpy—1 dzy—1 77 dzy— 0 0 0 eeo R3Z2425...ZM—2

entonces la amplitud nos queda expresada de la forma

1 Ld Y dynr— V (ko DV (K3, ys3) ..V (knr—1, yar—
Ay = gM72<¢1|/ dy3f0 y4_._fo ym—1 V(ko, DV (K3, y3)..V(ky-1, ym 1)|¢M>
0 Z3 23 RM—2 Z3...20M—1
1 fl dy4 fl dyM—l V(k’g 1)V(k33 yg)v<k?M_1 yM—l)
= gM dyz2—"=... % ’ ’ ’
g <¢1| /0 v Ys Ym—2 Ym—1 |¢M>
(4.35)
finalmente tenemos
_ M-2 LAt dy;
Av =g ; IT i1 —w) " (D1|V (K2, y2)V (ks ys)-.V (knr—1, ynr—1) [ dar)
i=3 i
(4.36)

donde hemos usado la funciéon © de Heavyside, debido a que 0 < z; < 1, lo cual implica
que yi1—1 > Y;.
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Hasta este punto podemos ver que nuestra expresion no trata a todas las M parti-
culas de manera simétrica, debido a la diferencia que hace para con los estados inicial
y final. Una manera de solucionar ésto es reemplazar

= lim yy V(k - 4.
|Par) ol Ty V(kar, yar)|0;0) (4.37)
y
(1] = yliﬂiw@; Oly1V (K1, 91) (4.38)

en nuestra expresion anterior. Tener en cuenta que el estado fundamental del espacio
de Fock con momento cero, que hemos nombrado |0;0), es el vacio de la teoria 2-
dimensional que describe la propagacion de la cuerda bosoénica abierta. Este estado
no es un estado fisico, debido a que no es anulado por el operador (Ly — 1) sino que
es aniquilado simplemente por el operador Lg. Ademads, es el Unico estado de todo el
espacio de Fock que es aniquilado por los generadores del dlgebra del grupo SL(2, R),
L_q, Ly, L_,. Esta algebra, si bien es una sub-algebra finito-dimensional del algebra de
Virasoro (infinita), juega un rol muy especial porque no es afectado por el término
central del dlgebra de Virasoro. De esta manera es una verdadera simetria y aniquila
el estado fundamental. Es decir, el grupo SL(2, R) no es anémalo y deja al vacio de la
teoria invariante, por lo que este grupo representa una simetria de la teoria de campos
2-dimensional.

A nivel infinitesimal, el operador L,, genera una transformacién dada por dy ~ ™.
Esto puede verse en la ya conocida expresion

[Lin, Va(k, 2)] = (zmHjZ + (m + 1)zm> Va(k, 2) (4.39)

donde el primer término del paréntesis estara presente cuando el operador L,, actie
sobre un campo de cualquier dimensién conforme, mientras que el segundo término del
paréntesis esta presente debido a que el operador de vértice tiene dimension conforme
J =1

Una transformacién infinitesimal arbitraria del grupo SL(2, R) se puede escribir
como

y—y =y+ A1+ Ay + My’ (4.40)

donde los A, son parametros pequenos arbitrarios. De esta manera, al exponenciar la
accion del operador L, obtendremos que

Y

M L4 /I
— ) = 4.41
e Ut e (4.41)
eroLo Yy — y’ — 6)‘0y, (442)
er-1l- y—1y =y+ A1, (4.43)
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donde ahora los A, son finitos. Al combinar estas expresiones obtenemos la forma
general de una transformacién debida a la accién del grupo SL(2,R), la cual estd dada
por

, _ay+b

sy = 4.44
Y V= d (4.44)

con 3 parametros y no 4, ya uno de ellos se puede absorber en un re-escaleo general
de a,b,cy d. Es por ello que se suele tomar ad — bc = 1, de manera de agruparlos en
matrices reales de 2 x 2 de determinante 1.

Con todo esto, tenemos que al actuar con los operadores del algebra del grupo

SL(2, R), la transformacién y — ¢ = e’ Iny paran = —1,0, 1 satisface
y, n+1
(y) = (cy +d)7 = (a—cy)’ (4.45)

para determinados a, b, ¢, d. Para probar (4.45)) damos valores a n. Para n = 1 tenemos

@ - ()
e R

por lo que estas transformaciones tienen la forma (4.45) para ciertos valores de a,cy d.

para n = 0 tenemos

y finalmente para n = —1

De esta manera, al tomar la expresion exponencial para los operadores de vértice
tenemos que

My (k,y)e M = ()" V (k. y), (4.49)

"1 tenemos que, para cualquier transformacién del grupo SL(2, R),

y si dividimos por y
A(T)V(Z’y)A‘l(T) = (a— cy')QV(’; v) (4.50)

Usando la invariancia del estado fundamental frente a la acciéon del grupo SL(2, R)
dada por

A(T)[0;0) = 0, (4.51)
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podemos ver que

(K. y) = (0,0 09 VU van) o o, (4.52)

Y1 Ym

transforma frente a la accién de dicho grupo como
M
In(ksy) = Tu(k;y') [[(a — cy))? (4.53)

i=1

y nuestra amplitud de dispersion es de la forma

Au = [ dyuas () T (ks ) (4.54)

Nuestro siguiente paso serd trabajar para expresar la medida de integracion dpu(y) de
una manera mas simétrica a la que hemos utilizado anteriormente.
Comenzaremos considerando un tnico diferencial dy;, el cual transforma segin

ay; + b (ad — bc)dy; dy;
dy. = d — = 4.55
Yi (cyz- T d) (cyz- + d)2 (cyz- + d)Q ( )
0
dy; = (ay; + b)2dy, (4.56)

Si tuviéramos que adivinar una expresion para nuestra medida de integracion diriamos
que

dpne(y) ~ [ [ dys (4.57)

la cual cumple con ser invariante frente a la accién del grupo SL(2, R). Sin embargo,
para que funcione correctamente en nuestra expresion para las amplitudes de dispersion
debemos agregarle algunos elementos.

El primer aspecto a considerar es que en nuestra expresion para la amplitud las coor-
denadas y; estan ordenadas en el borde de la hoja de mundo. La manera de solucionar
ésto es agregar un producto de funciones escalén [, 0(y;—1 — ;).

El segundo aspecto es que debido a la invariancia frente a el grupo SL(2, R) el
factor []dy; sobrecuenta configuraciones equivalentes, lo que se traduce en un factor
divergente, provocado por el volumen del grupo SL(2, R), el cual es no compacto.
Para solucionar este inconveniente debemos seleccionar inicamente una configuracion
representativa de cada clase de equivalencia conforme. El grupo SL(2, R) tiene tres
parametros reales, por lo que podemos fijar tres variables y;, digamos y4, ¥5, Yo, en tres
valores particulares, y%, y%, y%. El factor divergente que pesa el volumen del grupo puede
ser removido simplemente no integrando en las variables y 4, yg, yc. Para ello, debemos
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incluir algo andlogo al determinante de Fadeev-Popov, que cancelara los factores (a —
cy})? para las coordenadas que no seran integradas.
El Jacobiano de la transformacién resulta

A s el 11
Oyarys.yo) %) B oue | (4.58)
Ot 00, A) | Qo e gw | T YR VRO '
o e a ¥s Y
con determinante
(ya —yB)(YB — yo)(ya — yo) (4.59)
el cual transforma de la manera correcta debido a que
ya—yp = —Sa"Ys (4.60)
(@ —cyy)(a — cyp)

Con todo ésto podemos ver que el elemento de volimen deseado es

dpni(y) = 0(ya —y2)d(ys — y%)(ye — ye) (ya — y8) (s — ye)(ya — yo)

M M
x [ 0wi—1 —wi) I dy; (4.61)
i=2 j=1

Una transformacion arbitraria del grupo SL(2, R) mapea el eje real en si mismo
preservando el orden ciclico de las coordenadas y;. Sin embargo, se pueden elegir trans-
formaciones que lleven el tultimo operador de vértice al +00, de manera tal que regrese
en el —oo y se convierta en el primer operador. Es decir, esta propiedad ciclica implica

que
V(O)V(2)..V(M) = V(M)V()V(2)..V(M - 1). (4.62)

Vamos a ver explicitamente como funciona estudiando el caso de los vértices taquionicos.
Para dos vértices taquionicos tenemos

Vo (ki y1)Vo(kz, y2) = Vo(ka, y2) Vo (i, yl)GMkl'kQXSigno(yrm- (4.63)
la cual se demuestra con las siguiente identidad:
elef = eBelet P (4.64)

donde

[Zk’l . X(yl), ZkQ : X(yg)] = 7;7Tl€1 : kge(yl — yg) (465)
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con €(x) igual a +1 para © > 0, y —1 para = < 0. La expresion (4.63) es lo que
necesitamos para llegar a (4.62)), donde debemos pasar el operador V(M) hacia la

direccién y; > yo > ... > yp dando una fase de la forma

M-1

exp [iﬂkM- 3 k:] = exp(—imhy,) =1 (4.66)
1

habiendo usado la conservacion de impulso y la condicion de capa de masa. Esto prueba
la simetria ciclica.

4.2. Cuerdas cerradas bosonicas

Estudiaremos ahora las amplitudes de dispersion para cuerdas cerradas bosénicas,
un paso mas hacia nuestro objetivo principal en este capitulo, es decir las cuerdas ce-
rradas supersimétricas. A nivel arbol, la topologia del diagrama correspondiente a la
dispersiéon de cuerdas cerradas es una esfera S?. Mediante una transformacién confor-
me se puede mapear (mediante una proyeccion estereografica) en el plano complejo
completo. Debido a que tenemos modos derechos (right-moving) y modos izquierdos
(le ft-moving) en este tipo de cuerdas, en lugar de tener algo de la forma

[avr) (4.67)
como en el caso de cuerdas abiertas, vamos a tener algo de la forma
[ @ra(2)12.(9), (4.68)

donde tenemos funciones para los modos derechos (R) e izquierdos (L). La integracién
se realiza sobre todo el plano complejo z.

4.2.1. Construccion de las amplitudes a nivel arbol

Sabemos que las coordenadas X*(o,7) del espacio ambiente en el cual se propaga
una cuerda cerrada se descomponen en partes left y right de la forma

XMoo, 1) = Xh(T—0)+ X[ (T +0) (4.69)

y ambas partes tienen dos expansiones en modos, en términos de los osciladores {a/ }
y {a*}, independientes entre si. Podemos ver que cada conjunto de osciladores indi-
vidualmente describe el espacio de Fock de estados de cuerdas abiertas, por lo que el
espacio de Fock para estados de cuerdas cerradas se describe como el producto directo
de estados de cuerdas abiertas. La tnica restriccion que se debe satisfacer es

Lo = Lo, (4.70)
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la cual implica que ambos sectores contribuyen de igual manera al valor de la masa.

Vamos a construir ahora el operador de vértice asociado al taquion. Dado que dicha
particula solo posee como ntimero cuantico a su momento, y teniendo en cuenta que
debemos considerar el aporte de los modos left y right, podemos escribir

V(o,7) = Vi(r — 0)Vi(T + 0) (4.71)

donde los factores que aparecen funcionan individualmente como vértices de emision de
cuerdas abiertas

_ ik X
VL = € L,

Ve = ™ (4.72)

Ademas, debemos recordar que para cuerdas abiertas tenemos que

1

de manera que la mitad del momento de la cuerda es llevado por los modos left y la

(67

otra por los modos right.

La factorizacion que aparece en no es so6lo exclusiva de los estados taquiénicos.
El espacio de Fock de las cuerdas cerradas se construye mediante un producto tensorial
de espacios de Fock left y right de cuerdas abiertas. De esta manera, ya que cada
operador Vi, v Vg tiene dimensién conforme igual a 1, el producto de ambos tiene
dimension conforme igual a 2 como debe ser para el caso de cuerdas cerradas bosonicas.

A diferencia del caso de las cuerdas abiertas, donde necesariamente la emisién debia
ocurrir en el borde de la hoja de mundo, en el caso de las cuerdas cerradas las emisiones
ocurren en la superficie de la hoja de mundo. Fisicamente, el operador de vértice

V(k,7,0) = Vg (;k‘, o — 7') VL (;k,a + 7') (4.74)

describe la emisién desde un punto de la hoja de mundo con coordenadas o y 7. Sin
embargo, en el formalismo de operadores, para construir la amplitud debemos considerar
un tiempo 7 especifico e integrar sobre los todos los posibles valores de ¢. Por lo que
nuestros operadores de vértice para cuerdas cerradas deberan ser de la forma

1 7 1 1
Ve(k,7) = ;/0 doVy <2k,0 — T) 1% (2k5,a + 7')
1 7 - > 1 1 , 7
= —/ dae_Qw(LO_LO)VR (k;,T) %3 (k:, 7') e2io(Lo—Lo) (4.75)
mJo 2 2

Analogamente al procedimiento que hemos desarrollado para cuerdas abiertas debemos
definir el propagador

1 - 1 1 .
A=c(Lo+ L= =3 /0 dppto+To=s (4.76)
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y definir, entonces, la amplitud de dispersién a nivel arbol como
Ay = £M72(¢1|VaAVs... AV 1 |éar) + permutacion de indices. (4.77)

Estas formulas son muy similares a las empleadas para el caso de cuerdas abiertas y
tienen la ventaja de que la unitariedad se manifiesta explicitamente, al menos en los
canales exhibidos. Una diferencia trascendente con el caso de las cuerdas abiertas es que
aqui no hay un orden bien definido para las M — 2 particulas emitidas, y la amplitud
de dispersién requiere sumar sobre todas las permutaciones de sus vértices. Debido a
la integracion en o, esta suma también incluye todos los posibles ordenamientos para
los M estados externos. Los estados de cuerdas cerradas deben satisfacer el vinculo

(Lo — Lo)|¢) = 0. (4.78)

Sin embargo, el propagador que hemos definido (4.76)) propaga estados que no satisfacen
este vinculo. Por éso debemos modificarlo de la forma

A — / dp/ d¢ Lo+Lo 3 pid(Lo— Lo) (4.79)

Como en nuestra expresiéon para la amplitud (4.77)) los estados inicial y final son ani-
quilados por Lo — Ly y los operadores de vértice conmutan con Ly — Lg. Es conveniente
introducir la variable

z = pe'® (4.80)
de manera tal de que
9z 8z ei¢ i peiqb
dzdz =32 % ||dpdo = || _,, ipe—i® dpdo = 2pdpde (4.81)
op a¢ P
por lo que
dzdz
pdpdg = Z2 : (4.82)

y planteando

A = /01 pdp/ 4¢pL0+L0 4gid(Lo— Lo)

_ 1 dszZLO Loyt 1 [ dedz 257! ZLO__l (4.83)
2 47 2 4Ttz z
dado que
e = = 5 gt = 2E g = (23 (4.84)

o1



Redefiniendo el espacio de integracién podemos reescribir al propagador como

A= 1/ ez ro-1zL0-1 (4.85)
A Jizl<1 22

obteniendo de este modo el propagador correspondiente a la dispersion de cuerdas

cerradas de la teoria de cuerdas bosénica. Consideremos el ejemplo para una funcion

de tres puntos. Tomamos el estado de cuerda cerrada ¢ como el producto de un estado

A para el modo izquierdo por un estado p para el modo derecho. Traducido en términos

del operador de vértice

Va(ka) = V (2, k2) = Vr(p2, ka/2) VL (A2, ka/2) (4.86)

evaluado en z = 1. Debido a que Loy = Ly para los estados ¢; v ¢ que multiplican al
vértice podemos obviar la integral en (4.75]). Podemos representar estos estados para el
caso de la funcion de tres puntos como

(D1l = (p1lr @ (ML, |P3) = |p3)r @ |A3)1 (4.87)

por lo que la amplitud se puede factorizar de la siguiente forma:

Ag,c(¢1, O, ¢3) = As,ab(m, P2, PB) X A3,ab()\17 A2, )\3) (4-88)

donde los estados p; y A; llevardn la mitad del impulso k; correspondiente al estado de
cuerda cerrada, es decir, cada estado de cuerda abierta tendra el impulso k;/2.

Para el caso de la funcién de cuatro puntos debemos sumar las permutaciones de
los vértices, es decir:

A3’C = H2<]€1|‘/2(]€2)A%(]€3)‘k4> + I€2<k1|‘/3(k3)A‘/2(]€2>|k4> (489)

Una amplitud de dispersion de M cuerdas cerradas tendra la forma:
M-2 r (K L (F
Ape =k /duM(z)IM 502 Iy 52 (4.90)

la cual es analoga a la expresion para cuerdas abiertas. Al igual a como se hizo
para entender la dualidad para el caso de la cuerda abierta, donde la simetria SL(2, R)
tenia un importante rol; veamos cudl es esta simetria residual para la cuerda cerrada.

En la cuantizacion de cuerda en la representacion Hamiltoniana con una signatura
(—,+) para la métrica de la hoja de mundo, se ve que el estado fundamental |0;0) es
invariante bajo los seis parametros del grupo SL(2, R) x SL(2, R) con los respectivos
generadores Ly, Lo, L_1 v L1, Ly, L_; para cada factor de SL(2, R). Con una signatura
euclidea (+,+) para la hoja de mundo, el grupo de simetria SL(2,R) x SL(2, R) es
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reemplazado por el grupo SL(2,C) de matrices complejas de 2x2 y determinante uno.
Bajo este grupo z transforma como

az+b
cz+d

donde SL(2,C) tiene el doble de grados de libertad de SL(2, R). Como consecuencia y
en analogia a la ecuacién (4.53)) tenemos

k k
It (2,,2) =1 (2,z’> H(a — cz))?

(2

1% (g 5) = I (g z’) [I(@—cz)? (4.92)

7

(4.91)

De nuevo, nuestra medida de integracion en la amplitud de dispersion de M cuerdas
cerradas bosénicas deberia incluir un factor de grupo infinito correspondiente al volimen
del grupo SL(2,C). Usando la simetria SL(2,C) para fijar tres de las coordenadas z;,
Za, 2B, 2c en los valores 29, 2%, 22. Entonces la medida de integracion debe transformar

como sigue
dpp(2) = dpp (2 H la — cz)|™* (4.93)

por lo que la amplitud es invariante bajo el grupo SL(2,C'). Una coorecta eleccion de
la medida de integracion es

dpn(z) = |2a — 2[*|2a — 2¢*|28 — 2|

M
X 0%(za — 29)0%(zp — 2%)0% (2c — 22) [ £z (4.94)

=1

Tomando M =4 con z; = 00, 29 = 1, 23 = 2 y 24 = 0 para cuatro taquiones obtenemos
la férmula de Virasoro, la cual sera la base para nuestras amplitudes de dispersion
generadas a partir de la teoria de supercuerdas, la cual debera ir multiplicada por
el conocido factor cinematico K. (ki, ko, ks, k3), el cual dard cuenta de los impulsos y
polarizaciones de las especies dispersadas.

4.3. Relacion entre cuerdas abiertas y cerradas: Las
relaciones KLT

Una relacién entre las amplitudes de cuerdas abiertas y cerradas para una funcién
de tres puntos esta dada por

Az~ A3 rAs (4.95)
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la cual puede ser generalizada para una amplitud de M cuerdas cerradas [36]. En decir,
la amplitud de M cuerdas cerradas puede ser expresada como la suma de productos
de amplitudes de dispersion de M puntos correspondientes a cuerdas abiertas. Este
resultado es una consecuencia directa de las propiedades de integrales sobre la hoja de
mundo. Esta relaciéon se expresa como

Anpge ~ 6M72ST ™ EP) Ay (P) Angan(P) (4.96)

PP’

donde Ajps.(P) es la amplitud de dispersiéon de M cuerdas abiertas para cierto orden
P de los estados externos. Esta amplitud es bosonica (o supersimétrica) dependiendo
si los modos izquierdos de la cuerda cerrada son bosdnicos (o supersimétricos). Simi-
larmente, AM,ab(P/) es la amplitud para los modos derechos de la cuerda cerrada. Por
ejemplo, para una teoria de cuerdas heterética, Apra,(P) es una amplitud de cuerdas
abiertas bosonicas y AM,ab(P/ ) una amplitud para cuerdas supersimétricas. La suma
doble recorre sobre todas las permutaciones no ciclicas P y P’. El factor F(P, P’) es
totalmente independiente de que tipo de teoria de cuerdas estamos considerando. El
nimero de términos en la suma de esta dado por

(M — 3)! @(M - 3))! @(M - 3))! (4.97)

para M impar, y

(M — 3)! @(M - 2))! @(M - 4))! (4.98)

para M par. Notemos que para M = 3 no habra integraciéon sobre ninguna de las
llamadas variables de Koba-Nielsen [37]. En esta tesis tendremos siempre M = 4, por
lo que nuestras amplitudes de teoria de cuerdas factorizaran como

Ay ~ k2 Agan(s/4, a't)4) Ay ap (4, o't /4) (4.99)

Para una amplitud de cuatro puntos involucrando estados arbitrarios, la integral en el
plano complejo esta dada por

I(”la N2, N3, n4) - / d2ZZk3‘k4/4+n1 <1 - Z)kQ.k3/4+n2

v 2k3-k4/4+7L3(1 _ 5)k2'k3/4+”4 (4100)

si expresamos z = x + iy, entonces el integrando en (4.100) es una funcién analitica
en y con cuatro puntos de ramificacion (branching points en inglés) +ix, +i(1 — z).
Deformando la integraciéon a lo largo de un contorno C; a lo largo del eje real a un
contorno C5 a lo largo del eje imaginario e introduciendo las siguientes variables

(=x+iy, n=x—1y (4.101)
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se puede demostrar que (4.100) toma la forma:
1
I(nb N9, N3, 7?,4) ~ / dggkg.k4/4+n1 (1 _ g)kQ.k3/4+n2
0
" /oo dnnks'k4/4+n3(1 B n)kQ.k3/4+n4 (4102)
1

Esto es precisamente el producto de una amplitud de cuerda abierta en el canal (s,t)
por una amplitud de cuerda abierta en el canal (¢,u). Entonces la amplitud para cuatro
cuerdas cerradas puede expresarse como (4.99) con s = —(ky + k)2, t = —(k1 + k4)*
v u = —(ky + k3)?. En capitulos posteriores tomaremos para la constante gravitacio-
nal de Newton x en 10 dimensiones la normalizacién k = 2mg,a?, siendo g, v o' la
constante de acoplamiento de la cuerda cerrada y la longitud al cuadrado de la cuerda
respectivamente.

4.4. Supercuerdas en la formulaciéon RNS

En las secciones anteriores se analizaron las amplitudes de dispersion junto con sus
caracteristicas para la teoria de cuerdas bosonica. Pero el objetivo tltimo de esta tesis es
poder describir procesos de dispersién dura (Hard Scattering en inglés) de particulas
de materia, es decir, fermiones. Por lo tanto, la teoria de cuerdas bosonica no alcanza
para lograr nuestro propdsito, y entonces debemos recurrir a la teoria de supercuerdas,
la cual contiene fermiones. Ademas esta tesis presentara resultados finales de amplitu-
des de dispersion en cuatro dimensiones mediante el uso de la conjetura de Maldacena,
considerando en particular la supercuerda de tipo IIB. Veremos en esta seccion la for-
mulacién de RNS (Ramond-Neveu-Schwarz) |38, 39], es decir, la formulaciéon por la
cual la supersimetria es manifiesta en la hoja de mundo de la cuerda. Comenzaremos
discutiendo la formulacion para cuerdas abiertas.

4.4.1. Amplitudes de cuerdas abiertas a nivel arbol para el
sector bosonico de la supercuerda

Es en este sector en donde existen mas analogias entre la teoria de cuerdas bosénicas
de 26 dimensiones y la teoria de supercuerdas en 10 dimensiones. Sin embargo, existen
nuevos aspectos a discutir debido a las simetria de gauge, la cual aparece debido a la
supersimetria de la hoja de mundo.

Tal y como en el caso 26-dimensional, podemos proponer una amplitud a nivel arbol
de la forma

Ay = g2 (31 |[V(2)AV(3)...AV (M — 1)|bn) (4.103)

y luego basta con lograr demostrar que satisface unitariedad a nivel arbol y que presenta
simetria ciclica, para las definiciones adecuadas de V, A y |¢). En este caso, pedir
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unitariedad a nivel arbol requiere que los polos de los estados intermedios satisfagan no
solo las condiciones de vinculo asociadas a los generadores de Virasoro L,, sino también
aquellas asociadas a los generadores supercon formes G,.. Sin embargo, resulta oportuno
repasar algunos aspectos tedricos de los estados fisicos que vamos a utilizar.

En esta formulacion se agregan a la hoja de mundo estados fermiénicos, represen-
tados por espinores de Majorana W# (o, 7), cuya accién es

Sp=" / dotdo™ (U_0,W_ + 0,9 0,) (4.104)
7r
con 0 =7 £ 0, y se cumple que
9,0 — 0 =0 " (4.105)

Variando la accién obtenemos
0Sp = L / dotdo™ [0 8,0+ U_0,60_ + 60,9 U, + U, 60,] (4.106)
T

donde al integrar por partes el segundo y el iltimo término, obtenemos términos de
borde

jT / do~U_§U_ + :T / dot W, 5, (4.107)
Para lograr anularlo debemos plantear
/0 Tdo(W_6W_ — W U,) — U SV, [T = U, S, T (4.108)
por lo que
U, =4V | (U, =+0V_ (4.109)

Para el caso o = 0 se satisface trivialmente que W% (0,7) = ¥*(0, 7). Debemos tener
mas cuidado para el caso ¢ = w. Podemos elegir

UE (7, 7) = ¥ (7, 7), (4.110)

conocida como la condicién de Ramond (R), y obtener

1 .
U (r,0)=—= > dile "), (4.111)
\/i neZ
1 .
U, (r,0)=—= > die ), (4.112)

\/§n€Z "

o también podriamos establecer

U (7, 7) = =W (m,7) (4.113)
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conocida como la condicién de Neveu-Schwarz (NS), y obtener

U (1,0 Zb“ —in(r=0) (4.114)
TGZ

U, (1,0 Zb“ —in(r+o) (4.115)
T‘EZ

Para la cuerda cerrada se toma @) cosed = |P)open @ |X)open, dando lugar a las llamadas
condiciones de R-R, NS-NS, R-NS y NS-R.
Los modos de Fourier de los vinculos seran:

L, x T, L,xT__, (4.116)
F, < J,, F, < J_, enelcasode Ramond (4.117)
G, x Jy, G, x J_, en el caso de Neveu-Schwarz, (4.118)
donde
Jox J
Jy =22 : ! (4.119)
son las supercorrientes derivadas de la corriente J, = %pB paV'50,X conservada por
supersimetria.

Los modos de la cuerda satisfacen

{bq/fa bZ} - 77#1/57“+s,07 (4120)
{di. dy} = 1" 0msn 0, (4.121)

dando lugar al dlgebra de Clifford {dfj, dl} = n** y es por ello que el sector fermionico
del espacio tiempo esta dictaminado por las condiciones de Ramond.

Ahora trabajaremos con la super-algebra de Virasoro, que cuenta con los siguientes
generadores bosonicos:

1

5 Sy Qe (4.122)
w 1 1
L, =5 Z(T + im) tb_y by (4.123)
LY =5 Z(n + 5m) td_p b 1 (4.124)
y en el sector fermiénico tenemos

G, = Y a_m bym, NS (4.125)
F, = Za_m “dptm, R. (4.126)



Existen dos posibilidades para analizar las cosas, F} y F5, donde la primera es mas
adecuada para estudiar la simetria ciclica y la segunda para analizar que todos los
polos sean estados fisicos.

La formulacién desde la perspectiva F5 nos lleva a tener una ecuacion de onda

(Lo —1/2)|¢) =0 (4.127)

donde a = 1/2 separa el espacio de Fock en estados de norma positiva y negativa. Luego
las condiciones para los estados fisicos resultan

Grl¢) =0, ¥r >0, (4.128)
la cual implica a su vez
L,|¢) =0, ¥n>D0. (4.129)

con el primer estado excitado dado por G_y/3|¢). En total analogia con lo planteado
anteriormente para el caso bosénico, resulta razonable plantear un propagador de la
forma

A= (Ly—1/2)"" (4.130)

Las condiciones dadas por G, implican que los estados deberan ser restringidos atin mas.
Esto resulta en la existencia, para cada V, de un operador W de dimensién J = 1 /2,
de manera tal que se satisfaga:

V(0) = [G,, W(0)] (4.131)
con V fermidnico. Si W es fermionico entonces
V(0)={G,;W(0)}, Vr (4.132)

con V siendo bosénico en la hoja de mundo. Esto implica diréctamente que V tiene
dimensién conforme J = 1, por lo que se satisfacen automaticamente las condiciones
de L,,.

Consideremos ahora el operador de vértice para la emision del taquion, el cual es de
la forma:

Wy =: e*X . (4.133)
por lo que
Vi(k) = [Gry: e X ] = k- X (4.134)

La condicién de masa para el taquién, k? = 1, asegura que Wy tiene J = 1/2. Si
bien este operador mantiene todas las (super)condiciones de Virasoro, no describe un
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proceso fisico, ya que se trata de una emision de un estado con G impar, lo que viola las
condiciones GSOff] De esta forma, una emisién fisica de un estado bosénico debe estar
dada por un operador bosénico, cosa que no cumple V. El primer estado bosénico fisico
en el espectro, con la correcta paridad frente a G, es el vector sin masa. Su operador
de vértice es de la forma

V(CR) ={G ¢ e} = (¢ X = ¢ wk - 9p) e (4.135)
sobre el cual debemos requerir
=0=(k (4.136)

es decir, masa cero y polarizacion transversal, siendo ¢ la polarizacién de la particula
vectorial. El problema para realizar una prueba de la simetria ciclica andloga a la
realizada en el caso de la cuerda bosonica, en el esquema F5, es que tenemos

) = iy W (ks an)|0:0), (4.137)
(2] = lm (0: 005" W (k1,91 (4.138)

lo cual implica que M — 2 estados estan descriptos por operadores V mientras que los
2 restantes resultan descriptos por operadores W. Es por ello que resulta mucho mas
conveniente trabajar en F, donde todos los estados resultaran descriptos por operadores

V.
Para pasar a F} planteamos que

(9|G1/2G 172 = (9] (4.139)

dado que

G1/2G 172 = 2Ly — G_1/2G1 )2
(91G1/2G 172 = (B|2Lo = (9] (4.140)

Por lo tanto, la amplitud se puede escribir de la manera
Ay = g H1|G1pG 12V (2)ALLAV (M — 1)|dwr) (4.141)

Recordemos que un estado espurio [¢) se define como una estado que cumple la con-
dicién on-shell (Lo — a)|t)) = 0 pero es ortogonal a todo estado fisico |¢), por lo que
puede ser expresado como [) = >,~g L_n|xn), haciendo un poco de algebra se llega a
(Lo—a+n)|xn) = 0. Volviendo a nuestro caso, un estado espurio puede ser (¢|G, = (9|,
entonces

(|G_V(2)A..AV(M — 1)|¢p) =0 (4.142)

6Gliozzi, Scherk, Olive [41].
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donde (¢~>\ es aniquilado por Ly — 1/2 4 r. Usando el superalgebra de Virasoro se puede
demostrar que

1 1
G, = 4.143
Lo—1/2  Lo+r—1/2 (4.143)

por lo que podemos expresar la amplitud como

Ay = M2 |[V(2)A. LAV (M — 1)|¢nr), (4.144)
donde
|6) = G-1y2/0) (4.145)
y
A= (Ly—1)"" (4.146)

por lo que la ecuacién de onda resulta

(Lo—1)[¢) =0 (4.147)

De esta manera en F) tenemos que

|6ar) = G1jo lim_y* W (yar)[0;0) = lim yutV (kar, yar)|0; 0) (4.148)
ynv—0 yn—0
y
(61 = lim (0;00y"*W (y1)Guje = lim (0;0lysV (k. 1) (4.149)

donde usamos que G2 y G_1 /2 aniquilan al estado de vacio. De esta manera obtenemos
una formulacién que es invariante frente al grupo de simetria SL(2, R)

Au ng’Q/duM ) (TTw:) " (0;0[V (k1 g0)-..V (s, yar) [0; 0) (4.150)

4.4.2. Ejemplos

Amplitud de dispersion de M taquiones

Estamos en condiciones de construir amplitudes de dispersion a nivel arbol y calcu-
larlas. Es de utilidad exponenciar el factor k - ¢ de manera tal de factorizar la depen-
dencia en los diversos osciladores. Como v es fermiénico, debe estar multiplicado por
un parametro fermiénico en la exponencial. De esta manera, deberemos introducir una
representacion en variables de Grassmann, 0, dada por

7VT /dGeZkX Y)+0k-Y(y) /Y (4.151)
VY
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y resulta 1til debido a que tenemos que

VHy) Vi) 1
(0| & 0= =" (4.152)

Teniendo en cuenta la funcién de correlacion,

(O X*(y:) X (y;)|0) = =0 In(y; — i) (4.153)

y la identidad
<: e et ey :> = exp <Z (AiAj)) (4.154)
podemos plantear

Ve(y:) Ve(y;), . U (y;) . W(y;)
( N ﬁ> = /d0¢d9j<exp (@ki - X (y;) + 0ik; N ))(exp (’Lk’j - X (yj) + 0;k; N >>

- / d0;dB, ¢ (=1 =0.0,)) (4.155)

como se trata de variables de Grassmann, la expresion sélo puede ser lineal en esas
variables. Hemos usado el desarrollo en serie de Taylor, obteniendo

(=1)
Yi —y; — 0:0;

00
6:60,) = In(y, — ;) — —
eiej_o( ;) = In( i) —

(4.156)

In (yz — Y — 919]> = ln(yl — yj) +

De esta manera, podemos generalizar esta expresion para una amplitud de M taquiones
de la forma

Ay = /duM(y)IM(k,y), (4.157)

donde

Iu(k,y) = <0|V(\"“/1y’_1y1)...v(’34y’_j]”>lo> = / (IT a0 [T (wi — s — 0:0,)"™. (4.158)

Amplitud de dispersion de M campos vectoriales

Ahora podemos considerar el caso de M campos vectoriales sin masa, los cuales
satisfacen las condiciones GSO, por lo que son fisicamente méas relevantes. Nuevamente,
expresamos el operador vértice de la forma

1V(g, k,y) = / dpde™ X +00CX [y Ok J=oC b\ fy (4.159)
y

61



y ahora podemos calcular la amplitud usando las identidades

(01X () X¥ () /y]0) = y_yn (4.160)
157 () /9. X" () /510) =(%f%PMV (4.161)

Entonces, podemos plantear

<V(<1,k1,y1) V<<Mv’fM7yM>> _ /Hdeir[d@

(A Ym
X exp (2]{:X(yz)+01gbzg ; vi) Cz )
ey X () ,‘I’()_
X  exp (zij(y])+9]¢JC] yj —|'9]k \/E ¢jCJ \/—J>
= [T I1do,
. Xy) B U (y:) (y;)
X exp{§<<—kzng(yz)X( 3)) + kil G (X (yi) —==) 99%%(\/E @>
4 z'ez-asz-gkxX;?")X( i)+ 00 ]¢chcg< , >+ ekzcj< q’y)>
e (2]
7 16 k LHIDLS])
+¢iGi < Nz ¢i; GG
— /Hde [ dé: exp > k In(y — kib;$,C; (y y]>
00k, < >+ qu]k(]( >+e@9k ( ! )
Yi — Yy Yi —Yj
1 2
_¢i¢j<i'cj< } ) 0:iCik; < ]> 0:0,6:0;C:C; <yi_yj> D (4.162)

por lo que obtenemos

V(G kv y) VG, kar, yor) ) kiR
< Y B Ym > /Hde z<] 610])
T ooxp [0 = 0)(0iGi - kj + 045G ki) 6i0iGi- G 0i0;0i05Gi Cj]
% /Hd@ge p[ Yi — Yj Yi — Yy (yi_yj)2
(4.163)
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4.5. Supercuerdas en la formulacién supersimétrica
de Green-Schwarz (GS)

En esta seccién abordamos la teoria de supercuerdas pero con una perspectiva dis-
tinta a la seccion anterior, en vez de una supersimetria explicita en la hoja de mundo
de la cuerda, ahora sera explicita en el espacio en el cual esta misma hoja de mundo se
encuentra embebida [42] 43]. Esto se hara en el gauge de cono de luz (light cone gauge
en inglés), por lo que la invarianza de Lorentz no serd explicita.

Antes de abordar la cuantizacion de la supercuerda en el espacio de diez dimensiones,
conviene considerar el problema para una superparticula para discutir algunas ideas de
forma mas simple. La acciéon de una superparticula propagandose en el superespacio
con coordenadas bosénicas y fermionicas (z#,6) es

1 .

§=3 / e — By dr (4.164)

siendo e el veilbein. Notar que (4.164)) es invariante frente a transformaciones del grupo
de Poincaré y de supersimetria, las cuales estan dadas por
004 = A, sat = ietyrpt

604 = €, se=0 (4.165)

ademés de una simetria fermionica local remanente, llamada simetria kappa, con N
parametros de Grassmann x4%(7), A = 1..N | dada por las transformaciones

604 = iy - pk?,
Szt = iy o604,
Se = efkA (4.166)

Generalizando para la accién de una cuerda supersimétrica obtenemos

St = Spos+ S1+ S5 (4.167)
con
Shos = —;W / d0°VRhP 9, X 95X
5, — —217T / APV (9,X" — i049,6)

1 _ _ _ _
S = - / d6° [~ic™ 0, XM (89,056 — 0°7,056%) + €8"7,,0.6'5°7,056°]
(4.168)

Shos ¥ S1 presentan simetria frente a reparametrizaciones locales y N supersimetrias
globales, pero no asi la simetria kappa. Para recuperar la simetria (local) kappa es
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necesario introducir la Sy y tener ' < 2 (a diferencia del caso de la superparticula que
es valido para cualquier ).

Ahora analizaremos mas en profundidad el fermién de 10 dimensiones. Un espinor de
Dirac en d dimensiones tiene 2%2 componentes, por lo que para d = 10 tenemos que el
espinor de Dirac en 10 dimensiones tiene 2° = 32 componentes, y satisface naturalmente
la ecuacién de Dirac

M9, ¥ =0 (4.169)

con M =0,1,...,9. Podemos elegir una representaciéon de las matrices I' tal que sean
puramente imaginarias, resultando que ¥ tenga componentes puramente reales, llamado
espinor de Majorana. Para lograr ello debemos construir matrices de 32 x 32 mediante
el producto tensorial de matrices de Pauli de 2 x 2 y matrices de 16 x 16, las cuales son
de la forma [40]:

I = 0,® 15
I iocy @', coni=1...8
Y = io3® 1 (4.170)

las cuales satisfacen el algebra de Clifford:
{PM, TN} = —apN (4.171)

en 10 dimensiones. Andlogamente a la matriz v° de cuatro dimensiones, podemos definir
para diez dimensiones

r't = ot o (4.172)
que satisface
{r = o (4.173)
Yy
(rhH2 =1 (4.174)

Se definen espinores de quiralidad positiva o negativa segin

por lo que se puede definir naturalmente el operador de proyeccién % A los espinores

con quiralidad definida se los llama espinores de Weyl. Como I'y; es real, si x es un

1471

espinor real también lo es =511, por lo que se pueden satisfacer simultaneamente las
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condiciones de Majorana y de Weyl, dando lugar a los llamados espinores de Majorana-
Weyl, los cuales tienen 16 componentes reales. Pero ademas, tenemos que

r-0,=0 (4.176)

por lo que se reducen a 8 componentes independientes. De esta manera el fermién sin
masa en 10 dimensiones debe ser de Majorana-Weyl para formar el supermultiplete con
los vectores sin masa AM, dejando explicita la supersimetria.

Discutiremos ahora la cuantizacién en el cono de luz. Trabajaremos en 10 dimensio-
nes y con los espinores de Majorana-Weyl 8! y 62, Tenemos a disposicién la invariancia
ante reparametrizaciones locales, la invariancia de Weyl y la simetria fermiénica local
kappa, las cuales nos permiten hacer varias elecciones de gauge. Con la simetria kappa
establecemos

o' =0=r"6 (4.177)
con
r# = — (T°+1") (4.178)
donde
() =o(r) (4.179)
y utilizando la simetria conforme elegimos
Xt=z"+p'r, af =0, n#0 (4.180)

Como se menciond anteriormente, la condicion de Majorana hace que los espinores
sean reales y la de Weyl pone la mitad de sus componentes en cero, dejando solo a
16 componentes reales. En el gauge de cono de luz se reduce a la mitad este niimero
de componentes, quedando 8 componentes reales para cada espinor. La tnica simetria
manifiesta en este gauge es la invarianza rotacional de estas ocho dimensiones trans-
versales a las direcciones x° y 2. Entonces, las ocho componentes de cada # forman
una representacion espinorial ocho dimensional del grupo SO(8), el cual contiene tres
representaciones irreducibles. Una de las representaciones es la vectorial, 8, y dos re-
presentaciones espinoriales, 8, y 8.. Se usan las letras i, j, k para los indices de 8,, a,b,c
para los indices de 8, y @, b, ¢ para los de 8..

Usamos la nomenclatura S' y S? para las ocho componentes de 6 que sobreviven en
el gauge de cono de luz. Es decir,

ot — St o St
\Vpt0* — S* o S (4.181)
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tendremos la representacion 8 o 8. dependiendo de la quiralidad del correspondiente 6
en diez dimensiones. Se suele tomar a S! en la representacién 8, como convencién. Por
lo que, si S? estd en la 8,, estaremos en teorias de tipo I y IIB, pero si S? esta en la
representacion 8. estaremos en teorias de tipo IIA. Se puede probar que las ecuaciones
de movimiento son:

(2-a2)x" = o,
.S = 0,
0_S* = 0, (4.182)

las cuales son idénticas a las ecuaciones de movimiento de X', " y ¢ en el gauge
de cono de luz pero para el formalismo RNS. En el formalismo de esta seccion, las
coordenadas fermidnicas se encuentran en una representacioén espinorial de SO(8) en
lugar de una representacion vectorial. Estas ecuaciones de movimiento se pueden deducir
de la accién del cono de luz

Sep. = —; / do® (raaXiaaXi — ;Sapaaasa) (4.183)
Sla

S2a
de Majorana-Weyl que describen modos de oscilacion izquierdos y derechos respectiva-

con S* = , de manera tal que S'* y S?* se pueden interpretar como espinores

mente. Podemos imponer las condiciones de cuantizacién para los S,
{SAQ(J, ), SP (o, 7')} = 1664 P5(0 — o) (4.184)
junto con las condiciones de contorno para la cuerda abierta supersimétrica

ste0,7) = S%(0,7),
St(r 1) = S*(m,71). (4.185)

Debido a la transformacién de supersimetria global, dada por 604 = €, debemos

requerir €' = €%, con lo cual tenemos cuerdas de tipo I (A = 1), de manera tal de que

Sy S?% estan en la misma representacion espinorial.
Realizando la expansién en modos para los S’s tenemos

SIQ(O'T \/_Zsa —in(t—0)

52“07'

\/_ Z Sa —m(r—i—a (4186)

con S¢, = (S%)'. De manera tal que tenemos

{Sa.,Sh} =06 n (4.187)
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Para la cuerda cerrada tendremos la expansién en modos:

Sla(O', 7_) — Z Sgefm'n(ffo)’
S* (o, 1) =Y Ste 2in(rto), (4.188)

Si Sy S? estan en representaciones distintas, por ejemplo en la 8, y 8, respectivamente,
estamos en la teoria de supercuerdas de tipo IIA, la cual tiene cuerdas orientables.
De otro modo, estaremos describiendo una teoria de supercuerdas de tipo IIB, si las
cuerdas son orientables, o una teoria de cuerdas cerradas de tipo I si son no orientables.
Las formulaciones RNS y GS son equivalentes mediante un proceso de bosonizacion y
de re-fermionizacién de los fermiones de la hoja de mundo, 1¢. Recordamos la accién
supersimétrica para los fermiones en la hoja de mundo dada por

S = —217T / do? (0, X'0° X7 — i) o0, (4.189)

donde los espinores S* estan en una representaciéon 8, de SO(8), mientras que los
espinores 1)° estdn en la representacién vectorial 8, del mismo grupo.

Derivaremos ahora los operadores de vértice para estados de cuerdas abiertas (vec-
toriales y espinoriales). El formalismo en el que nos basaremos utiliza operadores de
vértice en el cono de luz, de manera tal que el momento de las particulas emitidas
satisface k* = 0.

La cuantizacion de la cuerda en este formalismo da lugar a dos series de modos, o,
y 5S¢, que satisfacen las relaciones

[afn,afl] = MOpynd?,
[59, 50 = Gpynd™ (4.190)

Nuestro objetivo es construir operadores de vértice para los estados |u) y [() que
satisfagan las relaciones de supersimetria apropiadas. Estas adoptan una forma mas
sencilla debido a la restricciéon de k™ = 0. Tenemos la condicién de masa para el estado
fundamental:

(k") = 2kTk™ (4.191)

lo cual nos obliga a pedir que k adopte valores imaginarios para que no se anule idén-
ticamente. Las componentes del espinor sin masa estan relacionadas mediante

1 . .
a __ 1 a
Ut = = Yaal (4.192)
Cuando k* = 0 es conveniente elegir

vl kut =0 (4.193)
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de manera tal que u® resulte finito.

Llamaremos Vp(k, () al operador de vértice asociado a la emisién de un estado
fundamental bosénico con polarizacion ¢* y momento k* (con kT = 0). A su vez,
llamaremos Vg(k,u) al operador de vértice asociado a la emisién de un fermién sin
masa con funcién de onda u® y momento k. Los cuales son de la forma

V(¢ k) = ¢ Be™™ = (('B' = (~B*)e™¥, (4.194)
Vi(u, k) = uFe** = (u*F* + u*F*) e X, (4.195)

y la clave serd encontrar qué forma deben tener B* y F'*. Obtendremos ésto al pedir
que un operador transforme en el otro bajo una transformacion de supersimetria, es

decir:
[n"Q%, Vir(u, k)] ~ Vi ((, k), (4.196)
["Q", VB((, k)] ~ Vi(i, k), (4.197)
[€4Q%, Vin(ii, k)] ~ Vis(C, k), (4.198)
[€Q% V(. k)] ~ Virlii, k), (4.199)

donde (, @ son las funciones de onda transformadas bajo la accién de n*, y (, @ son las
funciones de onda transformadas bajo la accién de €%, con

Qa _ ( +)1/2‘S«a

Q" = TP 2 S (4.200)
Se puede probar que las soluciones de resultan ser
Bt = pt, (4.201)
B' = X'— RU}, (4.202)
Fo= (@) (- XS) S (01S) R (4.203)
Fo = (pt/2)Y2se. (4.204)
con
R(r) = iK"(7) = 4 8%(r) Zsa T NTSh eTImT T (4.205)
donde
=Sl —in(r—o) (4.206)
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En el Apéndice A mostraremos el calculo en detalle de la amplitud de dispersion de
cuatro cuerdas abiertas supersimétricas vectoriales sin masa a nivel arbol. Es decir, se

calcula
(k1|VB(Cas k2) AVB((3, k3) [ka) (4.207)
siendo el propagador
A= (;pQ +N)! (4.208)

y donde N es el operador nimero dado por:
N => (a’,al, +nS*, 5% (4.209)
n=1

Esta amplitud es instrumental para esta tesis, ya que aparecera siempre en la cons-
truccién de amplitudes de dispersion de cuerdas cerradas supersimétricas para las teo-
rias de supercuerdas de tipo II. Es decir, necesitaremos el factor cinematico de esta
amplitud tanto para el cdlculo de la amplitud de dispersién de cuatro dilatones [44], de
cuatro dilatinos [3], y también para la amplitud dilatén/dilatino [5].
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Capitulo 5

Nuevos resultados para la
dispersion de cuerdas cerradas con
fermiones

En 1985 Kawai, Lewellen y Tye (KLT) propusieron una férmula general para cal-
cular cualquier amplitud de cuerdas cerradas como una suma de productos de ciertas
amplitudes de dispersion de cuerdas abiertas a nivel arbol [36]. En este capitulo desa-
rrollaremos varias realizaciones de estas relaciones KLT, principalmente para los casos
de cuatro dilatinos y de dos dilatones y dos dilatinos en teorias de supercuerdas de
tipo II. Pero antes de obtener estas dos amplitudes fundamentales para los proximos
capitulos de la tesis, mostraremos el calculo de la amplitud de dispersién de cuatro
dilatones para teorias de supercuedas de tipo II, obteniendo de esa forma la amplitud
de Green, Schwarz y Brink [44]. Con este ejercicio ganamos mayor control sobre los
calculos a realizar posteriormente en este capitulo.

La construccién de operadores de vértices para la emision de fermiones y el calculo
de amplitudes de dispersién de fermién-fermioén para cuerdas abiertas fue desarrollado
en varios articulos. En particular, el operador de vértice fermiénico fue desarrollado
en [45] 46, 47]. Condiciones de gauge para el vértice de emisién dua][] fermioénico fue
estudiado en [48], y en [49] se construyeron las amplitudes de dispersiéon con cuatro
fermiones externos representados por cuerdas abiertas (con alto grado de consisten-
cia interna basada en la invarianza de Lorentz y en el teorema no-ghost), aunque los
autores no evaluaron explicitamente las amplitudes. Mandelstam en [50] extendi6 el for-
malismo de cuerdas-interactuantes (interacting-string formalism) a los modelos de
Neveu-Schwarz y Ramond, donde amplitudes con cualquier nimero de fermiones exter-
nos podian ser construidas. En este articulo se mostré que las amplitudes de dispersion
fermionicas eran libres de ghosts. Luego, Schwarz y Wu evaluaron amplitudes de disper-
sion de estados fundamentales fermiénicos en el contexto de los modelos de resonancia

"Dual aqui se refiere a la antigua teoria hadrénica de cuerdas de fines de los afios 60’s.
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duales para fermiones y mesones en el formalismo de operadores [51l, 52]. Corrigan et
al. en [53] calcularon la amplitud de dispersién de cuatro fermiones en el formalismo
de operadores mostrando que sus resultados estaban de acuerdo con los resultados de
Mandelstam [50], donde la misma amplitud fue derivada usando el formalismo de cuerda
abierta [54], 55]. Las amplitudes obtenidas en [50, 53] no son explicitamente invariantes
bajo la crossing symmetry [53], simetria que consiste en la invarianza de las amplitu-
des de dispersiéon frente al intercambio de las variables de Mandelstam s — t. Como
indica Schwarz en [56], los célculos de las amplitudes de dispersién de fermién-fermién
en el formalismo RNS llevados a cabo en los comienzos de 1970, demandaron un enorme
trabajo. Aunque la cuantizacion en el cono de luz fue muy importante para la formu-
lacién de la teorfa y para ciertos cdlculos [54], la cuantizacién covariante en teorias
de supercuedas establecié un entendimiento mas profundo. La cuantizacién covariante
fue desarrollada en el contexto de teorias de campos conformes y la cuantizacion de
Becchi-Rouet-Stora-Tyutin (BRST) [57]. La construccién de los operadores de vértices
fermionicos covariantes con el modelo de RNS fue llevado a cabo en [58]. El calculo de la
amplitud de dispersién de cuatro cuerdas abiertas fermidnicas en el modelo de RNS fue
realizado en [59] usando la cuantizacién covariante, dando lugar a una expresién concisa
(también presentada en [40]). Ademés la amplitud de dispersion fermiénica covariante
fue obtenida por Knizhnik [60]. Amplitudes para tres y cuatro cuerdas sin masa para
la teorfa de cuerdas heterdtica fueron obtenidas por Gross et al. [61], 62, [63].

Haremos algunos comentarios sobre las diferencias entre nuestro trabajo y el lleva-
do a cabo por Atick y Sen [64]. Ellos usaron la formulacién de RNS para calcular la
amplitud de dispersion de cuerdas cerradas de dos fermiones a dos bosones y de cuatro
fermiones a 1-loop para las teorias heterdtica y las teorias de supercuerdas de tipo II,
usando vértices fermidnicos covariantes. Sus resultados estan en concordancia con las
amplitudes obtenidas en el gauge de cono de luz en la formulaciéon de Green-Schwarz.
Pero su resultado para el caso de cuatro fermiones es expresado en términos del pro-
ducto de un factor cinematico de cuerda abierta de cuatro fermiones, el cual llamaron
como K (uqy, u(2), (), U; ki), dado por su ecuacion (3.67), por una integral, la cual
depende de la contribuciéon proveniente del sector antianalitico. Debemos senalar que,
ellos no dieron una expresién explicita para la amplitud de dispersién de cuatro fermio-
nes. Sin embargo, nosotros obtuvimos la forma explicita de la amplitud de dispersion
de cuatro cuerdas cerradas sin masa que representan fermiones de espin 1/2, es decir,
cuatro dilatinos en teorias de supercuerdas de tipo IIA y IIB. En este capitulo damos
una forma explicita de la amplitud de dispersion de cuatro cuerdas cerradas fermiénicas
de espin 1/2 (cuatro dilatinos), y también para cuatro cuerdas cerradas representando
a dos bosones y dos fermiones (dilaton/dilatino). Estas dos amplitudes las expresamos
en términos del angulo de dispersion 6 y de las variables de Mandelstam en diez di-
mensiones, las cuales a partir de este punto las indicaremos con tildes (3,7, ) con el
fin de distinguirlas en los préximos capitulos de las variables de Mandelstam en cuatro
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dimensiones que designamos como (s, t, u) sin tildes. Para ambas amplitudes obtenemos
también el comportamiento de Regge (5 >> |]).

Es importante mencionar que en [65] se obtienen amplitudes de dispersiéon a nivel
arbol de tres, cuatro y cinco puntos en el formalismo de RNS para cuerdas abiertas.
Luego usando las relaciones KLT, estos autores investigan las amplitudes de dispersion
de cuerdas cerradas de dos y cuatro gravitinos. Sin embargo, por ejemplo en sus expre-
siones (6.22) y (6.23) correspondientes a dos campos de NS-NS y dos gravitinos NS-R,
no dan una expresion explicita, lo cual es un trabajo extremadamente laborioso. En
este articulo [65] los dilatinos no fueron estudiados.

Durante los tltimos 25 anos, se estuvo desarrollando a partir de un trabajo pionero
de Berkovits [66], la formulacién de espinores puros para las supercuerdas. En [67] se
probo6 que para la dispersion a nivel arbol de cuerdas abiertas de un nimero arbitrario
de bosones sin masa y para mas de cuatro fermiones sin masa, la amplitud de dispersién
se corresponde con las obtenidas en el formalismo de RNS [57]. Luego la equivalencia
con el formalismo RNS fue extendido para las amplitudes de dispersiéon a nivel arbol
de més de cuatro fermiones para la teoria de cuerdas de tipo I [68]. El formalismo de
espinores puros de alguna forma simplifica los calculos de amplitudes de dispersion de
multiparticulas y multiloop. Este formalismo también se puede usar mas alla de espacios
planos, permitiendo la descripciéon en fondos con campos de Ramond-Ramond. Para
desarrollos recientes de este formalismo se sugiere al lector interesado ver la referencia
[69]. La derivacion de amplitudes de dispersién de supercuerdas a nivel arbol para
particulas sin masa en el formalismo de espinores puros se puede ver en el trabajo de
Mafra y Shlotterer [70].

Hay importantes extensiones de las relaciones KLT. Por ejemplo, para amplitudes
de dispersion en teorias de cuerdas a 1-loop, tanto para cuerdas abiertas como para
cuerdas cerradas, expresada como una suma sobre amplitudes de solamente cuerdas
abiertas [71]. Una relacién entre amplitudes a 1-loop para cuerdas cerradas y abiertas
que generaliza las relaciones KL'T para amplitudes de dispersiéon en teorias de cuerdas
a 1-loop fue propuesto por Stieberger [72].

5.1. Amplitudes de dispersién en teorias de super-
cuerdas del tipo 11

En secciones anteriores describimos la base tedrica de las amplitudes de dispersién
en teorias de cuerdas, tanto para cuerdas bosonicas como para la supercuerda, y para
esta ultima, los dos tipos de formalismos, con supersimetria en la hoja de mundo de la
cuerda (formalismo de RNS), y el formalismo con la supersimetria explicita en el espacio
tiempo (formalismo de GS). Todos los resultados obtenidos para cuerdas abiertas. Ahora
es el turno de las cuerdas cerradas, en particular, cuerdas cerradas supersimétricas.
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Figura 5.1: Diagrama que muestra la cinematica que se usara en la construccion de las
amplitudes de dispersién en diez dimensiones, con § = —(ky + k2)?, t = — (k1 + k4)? vy
= —(k1 + k3)*

Las amplitudes de dispersion para cuerdas cerradas a nivel arbol se calculan me-
diante unas relaciones muy ttiles que utilizan como sus elementos basicos los factores
cinematicos de las cuerdas abiertas. Estas son las llamadas relaciones KLT [36], por los
autores Kawai, Lewellen y Tye. Basicamente estas relaciones nos dicen que una ampli-
tud de dispersién de cuerdas cerradas de M puntos a nivel arbol puede ser expresada
como la suma de los productos directos entre amplitudes de dispersion de M puntos co-
rrespondientes a cuerdas abiertas. Es decir, dada la amplitud de cuatro cuerdas abiertas
supersimétricas es la forma:

[(—a'3/4)T(—a't/4)
(1 —a/3/4 —a't/4)

Awl(1,2,3,4) = JgKu(1,2,3,4 (5.1)
siendo ¢ la constante de acoplamiento de la cuerda abierta y K,(1,2,3,4) el factor
cinematico de la amplitud, el cual contiene la dependencia de los momentos y las po-
larizaciones de las especies que se dispersan. Luego este factor cineméatico debe ser
multiplicado por la correspondiente estructura de funciones gamas de Euler caracteris-
ticas de una amplitud de Veneziano de cuerdas abiertas. La cineméatica que usaremos se
muestra en la Figura 5.1. Por otro lado, una amplitud de dispersién de cuerdas cerradas
para una teoria de supercuerdas en espacio de Minkowski de 10 dimensiones puede ser
escrita como:

Acveraas(P) = 4930 F (Vo) (5.2)

siendo g, la constante de acoplamiento de la cuerda cerrada, o/ la longitud al cuadrado
de la cuerda y F(pv/«’) una funcién que contiene la estructura de polos de la amplitud
de dispersién, asi como también el factor K (pv«’):

POV = T1 p o g KOV 53

X=

donde la funcién K (pv /) esta definida en términos del factor cinemético de la cuerda
cerrada K. (ky, ks, k3, ks) como sigue

K(ﬁ\/&) = —7TO/4KC(]€1, ]{?2, ]{?3, ]{?4) (54)
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Entonces las relaciones KLT nos dicen que podemos expresar cualquiera amplitud de
cuerdas cerradas | de cuatro puntos como

Ko (ki ko ks, ky) = Kan(k1/2,k2/2,ks3/2, ka/2)
® Kab(k1/27k2/27k4/27k3/2) (55)

siendo K, v }A(/ab los correspondientes factores cinematicos de cuerda abierta para los
modos izquierda y derecha respectivamente de la cuerda cerrada. Notar que el segundo
factor cinematico tiene permutadas las tultimas dos particulas, como es requerido por las
relaciones KLT. También es necesario multiplicar cada impulso presente en los factores
cinematicos de la cuerda abierta por 1/2; ya que cada cuerda abierta lleva la mitad
del momento de la correspondiente cuerda cerrada. Haciendo la notacion méas simple,
definimos:

K. (1,2,3,4)  Ka(1,2,4,3)

Kc(k17k27k37 k4) = KC(L 27374) = L ® R

(5.6)

donde cada k; es el impulso de la i-ésima cuerda cerrada. L y R son los respectivos
factores que surgen de multiplicar los impulsos k; de la cuerda cerrada por 1/2 para los
impulsos presentes en los factores cinematicos de cuerdas abiertas.

5.1.1. Amplitud de dispersién de 4 dilatones

En esta seccién presentamos el calculo de la amplitud de dispersién de Virasoro-
Shapiro-Green-Schwarz-Brink [44] para cuatro campos de dilatones en teoria de super-
cuerdas de tipo II. Los dilatones son unos de los estados presentes en el multiplete de
supergravedad de tipo II y por supuesto son estados de cuerdas cerradas de masa cero.
Dentro de este multiplete de supergravedad tenemos los campos bosénicos siguientes:
el gravitén (Gprn), el cual es un tensor simétrico de rango 2; el campo antisimétrico
de Kalb-Ramond (B)yy) y el dilatéon (@), el cual es un escalar. Para el calculo de la
amplitud recurriremos a las relaciones KLT antes mencionadas, es decir, escribiremos
el factor cinematico de cuatro cuerdas cerradas bosénicas como:

1 1
K};OS(1,2,3,4):E j;};;S(1,2,3,4)@E Pos(1,2,4,3) (5.7)

donde el factor % proviene de considerar en cada K, el momento k;/2, es decir, la
mitad del momento k; de la cuerda cerrada. Siendo el factor cinematico bosonico de

8Las relaciones KLT son aplicables tanto para teorfas de tipo II como para la cuerda heterética.
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cuatro cuerdas abiertas vectoriales [40]:

K:SS(L 27 37 4) - —i(§f§1 : <3<2 : C4 + §fLC2 : C?;Cl : C4 + Eﬂﬁ . <2C3 . C4)

+ ;5@1 RN CRICE N CRY NCRY SCRICE N CRY NCRY SCRICE N CRY OB TCRN €Y
+ ;ﬂ(@. ENCRNTCRICE NCRYTORY NERICENCRY NCRY MERICE N CRY NORNCRNCY
+ ;E(Cs N ITCRN ORI R CRY STORY HICRIC I S CRY NCRY CRICE N CRY TR HCRICY

(5.8)

el cual es el factor cinematico de cuatro cuerdas abiertas vectoriales de masa cero que es
calculado en detalle en el Apéndice A, siendo los (;, con i = 1,2, 3,4, las polarizaciones
de cada una de estas cuatro particulas vectoriales sin masa. Siendo los dilatones campos
de masa cero tenemos que 5+t + @ = 0. Ahora debemos efectuar el producto tenso-
rial para obtener el respectivo factor cinematico de las cuatro cuerdas cerradas
bosénicas:

K2(1,2,3,4) = _614(5%1 C3Ca - Ca+ SUCa - (3¢ - Ca+ TGy - Gols - Ca)

S

+ (G ks kel - o+ G- FaGs - ki - Qo+ G- FaCs - koo - Ca + Co - ksCa - ki - (3)

32
+ ?g(cg “kaGa s kaGu Gat G haGa hsGa - Ga G haGa - hsGa - Ga b G - G- o)
+ gi(cg TkaCu kaGa s ot G kaGa ksGa - Gt G kaGu hsG - Gat G b oo 1)
® _614(5% JOTCRER SR CIeRI CR S L CRYCIERYeY
+ 352((1 “kaCs - kaCa- G+ Co - KaCa - BrGr - G3 4 o ksCa - koG - Go + Co - ks - kG - Ga)
+ ;2@2 RiGa ks G G RaGr RaGo e Gat Go e RaGr KaGa e G+ Gy ki RaGe - 1)
+ ;2((1 “kaCa - ksCs - G+ G kaCa - BaCy - Ca+ o kaCa - kaGs Ca + Ca - kala - kG - Go)

(5.9)

Vale acalarar que llevar a cabo este calculo es sumamente tedioso, pero de igual forma
fue llevado a cabo como punto de partida inicial para el aprendizaje del calculo de
amplitudes de dispersion de cuerdas cerradas supersimétricas. En este producto tenemos
en principio 225 términos de los cuales solo 120 son independientes. Este producto
directo involucra el producto de dos polarizaciones vectoriales de la forma ¢M ® CiMl,
correspondientes a los modos izquierdos y derechos del tensor de polarizacion ©MM’
de la cuerda cerrada. Los subindices i etiquetan a cada uno de los cuatro dilatones
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®; involucrados en la dispersion. Entonces debemos reemplazar el producto de las dos
polarizaciones vectoriales por el tensor de rango 2 como sigue

Mo — oMM (5.10)

donde la parte diagonal transversa corresponde a la polarizaciéon del dilatén
! 1 ~ ! T ! 13
oMM _ \/;cpi ("™ = EMEM — KM EM) (5.11)

donde se introduce la variable auxiliar k; para garantizar polarizacién transversal del
dilatén, con k; - ki =1 y ki k=0 [89]. Usando este tensor de polarizacién para el
dilaton, cada uno de los 120 términos mencionados anteriormente contiene el producto
de cuatro factores de la forma de la polarizacion del dilaton. Entonces desarrollando
explicitamente usando las ecuaciones y tenemos 9720 términos que
contribuyen al factor cinematico de la amplitud de dispersion de cuatro dilatones. Luego
de un calculo simple pero tedioso, el cual hemos hecho manualmente, se llega a:

1 - -
KP5(1,2,3,4) = m[ﬁié“ — 158%(f + @) + 3*(30#* + 28t1 + 304%)
— 3(f+a)(158% — 43t + 15a%) + 3(2t* — 58%0 + 108%0? — 5t0° + 20*)| @1 Do P3Py
(5.12)
y como 7 = —§ — £, la ecuacién (5.12)) se reduce a:
9 .
K2(1,2,3,4) = = (2 450+ 2) 02,09, (5.13)
163
Ademas sabemos que
N 5 . 5
t= —5(1—COSQ), = —5(1+C089) (5.14)
por lo que el factor cinemético para cuatro dilatones queda comoﬂ
95%(cos(26) + 7)*
KP%(1,2,3,4) = DDy P3P 5.15
c(?aa) 1621024 1+2%3%4 ( )
siendo 6 el angulo de dispersion, luego:
- I'(—a'x/4)
4-dilatones 2 14 13
1,2,3,4) = —4 ——=K,(1,2,3,4
AC ( Y A ) 'ﬂ'gSOé & E~~F(1+QIX/4) l( )
xX=35,t,u
29(a’5)*(cos(20) + 7)2 [(—a'yx/4)
= —7g’a® Py Dy P3P —
s 65536 152 4XE[M T(1+ o/y/4)

(5.16)

9E] mismo resultado se obtiene de la expresién # (§4+t~4+ﬁ4)<131 Py, P3d,. Este factor cinematico es
el asociado a la amplitud de dispersiéon de cuerdas cerradas de Virasoro-Shapiro-Green-Schwarz-Brink.
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Ahora consideremos el limite de Regge (5 >> ||) para esta amplitud de dispersion:
A4 dilatones Regge(l 2 3 4) _ 47792 7 Kél—dilatones Regge(L 2, 3’ 4) X

Sln(”ig) 4 I‘(1+a/{/4)
o3 9ot Sm[

_ 92 (5+1)
64 °° Sm(m

)

2_;'_047/{ 2_0/{ F(—O/E/4>

's D Py D3P
('3) e’ 2 0 +at/h 2®3Py

(5.17)

donde hemos usado la aproximacién de Stirling para aproximar las funciones gamas de
Euler en este limite.

5.1.2. Amplitud de dispersion de 4 dilatinos

Para poder abordar el Hard Scattering de cuatro fermiones de espin 1/2 en una
teoria de gauge confinante en el IR y fuertemente acoplada, antes (por motivos que
quedaran claros en las secciones posteriores) debemos calcular la amplitud de disper-
sién de cuatro dilatinos en una teoria de supercuerdas de tipo II. Esta amplitud de
dispersién no ha sido calculada anteriormente en forma explicita, por lo que en esta
seccién comenzamos con nuestro primer resultado original de esta tesis.

Los dilatinos son los companeros supersimétricos de los dilatones en el multiplete de
supergravedad de tipo II en 10 dimensiones, por lo que ellos también poseen masa nula.
Debido a que también son cuerdas cerradas, podemos calcular la amplitud de dispersion
de cuatro dilatinos mediante la utilizacion de las relaciones KLT.

El factor cinematico correspondiente a la amplitud de dispersién de cuatro dilatinos,
es decir de cuatro cuerdas cerradas fermionicas de espin 1/2 de la teoria de supercuerdas
del tipo II, esta dado por

- -~ ~ -~ 1
Kélfdllatlnos(l’2’3’4) _ Ki%r(17273;4) ® K:l())s(l 2 4 3) (518)

16
donde el factor K5%(1,2,4,3) estd dado por la ecuacion , y las variables de Man-
delstam ya han sido definidas anteriormente. Con el fin de distinguir fermiones de
bosones en los factores cinematicos, los impulsos de los dilatinos son 1,2,3,4 que re-
presentan a los momentos en 10 dimensiones ki, ks, k3 y k4. Como en el caso bosénico
descrito en la seccion anterior, solo consideramos cuerdas cerradas sin masa, por lo que
541+ 4 = 0. Notemos que para el segundo factor cinemético de la ecuacién las
cuerdas 3 y 4 han sido intercambiadas, como lo es requerido por las relaciones KLT. El
orden de los dos factores cinematicos de la ecuacion ([5.18]) esta asociado a que calcu-
lamos la amplitud de dispersién de cuatro dilatinos R-NS. Es interesante sefialar que
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de esta ecuacién se podria calcular la amplitud de dispersion de cuatro gravitinos. El
factor cinematico K$7(1,2,3,4) estd dado por [40, 43} 56]:

foa o~ / t /
K5(1,2,3,4) = —g%FM uztg Upprug + gfhrM ugUg " pprug (5.19)

donde u; representa polarizaciones espinoriales, mientras que las matrices de Dirac I'M
en diez dimensiones satisfacen el algebra de Clifford

{rM TN} = —opM¥ (5.20)

Es decir, las matrices gama en 10 dimensiones tienen 32 x 32 componentes totalmente
imaginarias ya que estamos en la representacion de Majorana, en la cual los espinores
u; son totalmente reales [40]. Como vimos en la seccién 4.5, estas matrices tienen la
forma:

I’ = o?® 1y, (5.21)
I'" = ic'®~,i=1,.,8 (5.22)
I = i0®® 1. (5.23)

donde las matrices de Pauli estan definidas como:

1 O ]- 2 0 —Z 3 ]_ 0
02(1 O)’ 0':<i O)’ 02(0 _1> (5.24)

Ahora, insertando los factores cinematicos (5.8]) y (5.19) en la ecuacién ([5.18) ob-

tenemos en principio 30 términos. estos términos contienen el producto directo de las
polarizaciones espinoriales y vectoriales, es decir, u® ® (M. Esto nos permite definir el
dilatino como [73]%}

uf @ M =i(MM)GN (5.25)

)

Meay = —iN/ (TM)5 (5.26)

donde los indices fermiénicos o and [ corren de 1 a 32, mientras que los subindices ¢
caracterizan a cada uno de los cuatro dilatinos )\f . Escribimos nuestro factor cinemético
de cuatro dilatinos en la siguiente forma

15

Fdatinos (5 3 1) = S (T, + o) (5.27)

Jj=1

ONotar que en las definicién del dilatino hemos agregado una unidad imaginaria respecto a
la definicién de [73], ya que nuestras matrices I'’s son imaginarias puras y los espinores u’s son reales
y buscamos preservar que los dilatinos \’s sean reales. Al haber siempre dos A’s y dos \’s esta unidad
imaginaria no tiene ningin efecto en el resultado final ya que i* = 1.
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donde 7T ; representa el producto directo del primer término de ([5.19)) con el i-th término
de la ecuacion . En total, esto deja a los primeros 15 términos de K *dilatinos(T 9 3 4)
en la ecuacion . De la misma manera 73, representa 15 términos dados por el
producto tensorial del segundo término de la ecuacion (5.19) con el i-th término de
. Algunos ejemplos de los primeros términos se muestran a continuacion.

1 ;o
Tii = <—8SUQFM U3U1FM’U4> ® ( 6. 4575C1 Ca GG Q>
27

t
= 05 AngrPergxlerPrMA (5.28)

el segundo producto tensorial es

1 __ ;o —
Tio = (—88U2FM U3U1FM/U4) ® (- 16 48UCf\4C4,MC§C2,P)

1 _ _
= §§2ﬂ)\2FM>\3)\1FM)\4 (5.29)

La lista de los 30 términos se encuentran en detalle en el apéndice B. Al sumar
todos los términos, como es requerido por la ecuacion , se obtiene una expresion
en la que es explicita la dualidad heredada de la ecuacion . Una vez insertada la
cinematica del proceso de dispersion, ésta dualidad no se podra apreciar a simple vista
v quedard implicita. Esta suma da lugar a la siguiente expresién

[(él—dilatinos(i7 27 g) Zl) —
8% 5 Y PMpPPN S - MpPpNy ¢
@AQFNFPFMA;;)\;LF r“r )\4 — E)\ll“ “r )\2)\4FNFPFM)\3

1. - _ 1. _ Fii - -
+ SFIATM AM T — SPANDM A A s + ﬂxngrPrmAlerPrNM

t ~2

- ;TZA FMFNFP)\Q)\4FMFNFP)\3—3—)\2FM)\3)\1(k3 )M (ky - T) Ay
t2 _ 2 _

+ oMk D0 (ke D)AoAar s — 3fAQ(/@l D)CM (ky - T)As i Darhs
72

2 _ _ _
+ 3—2)\1FM)\2)\4(I§2-F)FM(k1-F))\g——6k AT M g kapnr A T A

72 B B 32 B B 72 B B
+ TngAlrM}A2k4[NA4FM]A3 - Ekg[MAQFN]AngMAlrMM + EkQNAlrM}Ang[NAJM]Ag

_ _ it - _
- 3fxz(/ﬁ F)FM(k4-F)Ag)\lFM)\4+3%)\1FM)\2)\4(k1-F)FM(k2-F))\g

SU - - tu - _
— gpPelaAahi (ke - DY (ks - D) + oo (ke - DI (ks - T)A AT ar s

79



— 6]{3 )\QF )\3]64[N>\1PM]>\4 + 76]{; )\1F )\2]{?3[1\7)\4FM])\3 — 76]{; )\QF })\3k1[M§\1FN]>\4

+ —6/@1[N)\1FM}>\21§£ ATMIN, —EAZPMPN(IQ D) AsA (ko - T)IVTM A,

+ ;;6A (Ky - F)FMFN/\QA4FNPM(I<:2-P)/\3—;EZAQ(kl-F)FNFM/\g/\lFMFN(kg-F))\4
+ %AIFMFN(I@;; T)Aohg(ky - T) DT — “;tGA (ka - T)TaTardah (ks - T)TNTM A,
+ %)\1(/@) DTN T ar Ao Ag (kg - T)INTM N5 — ;)%AQPMFN(@ D) AsMT T (k- TNy
+ %)\II‘MFN(I@; D) Aol T (k- T)Ag (5.30)

En el apéndice B mostraremos explicitamente los términos que al ser sumados dan
la ecuacién , y luego en el apéndice C desarrollamos los términos a partir de 77 4
y T2,4, ya que a partir de ellos aparecen los impulsos k;, que luego haran aparecer las
variables de Mandelstam. En se ha hecho uso de la ecuacion de Dirac en 10
dimensiones:

(T kA =0 (5.31)

y similarmente para ;. Ahora consideramos la cinematica desde un sistema de centro
de masa para nuestro proceso de dispersion (recordando que todas las particulas son
entrantes):

e 0>
ks ( \f cos 6, \g_smﬁ 0,. 0)

NE
BE

b= (-

Usando esta cinematica en nuestra expresién ((5.30)), y luego de un célculo algebraico
muy extenso, el cual estard desarrollado en mayor detalle en el apéndice D; tenemos una
expresion muy larga la cual puede ser escrita en una forma mas compacta agrupando

cos ), —\é_ sin6, 0, . O) (5.32)

algunos términos y dejandola expresada en las tres variables de Mandelstam 3, ¢, @, ya
que si se dejara expresada solamente en las variables § y 6 (las dos variables indepen-
dientes de todo proceso de dispersiéon) la expresion es mucho mas larga y compleja.
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Obtenemos entonces

S

K4—di1atinos i é g ZL -
C ( = D ) 64

(751 — 3% cos O — 20*) AT XA\ TNy
t . - _
+ 6—4(515 cosf — 5t cost — Stﬂ))\lf‘o)\g)\4f‘o)\3

+ 64(113u—s + 242 —I— 5 sm 9))\2F AT

t _ _
— 64(8 cos? 0 + Sta)M T Ao ATy A\g + 128(165& A1 4 T30 + 51 cos® 0) AT 2 A3 A Ta )y

t
+ 198 ——(25% cos? § — 5t + 5t cos O — 220 — 2571))\1F Aoalo)s

2 ~

A o
+ G 4(12u + 20) Ao T2 Mg\ T, Ay — 62(2515 + 8t — @) M T2 Mo\ Ty, A3
=2
+ 1‘928(1 +c080) (@ — 5) (Aol As ATy Ay + AT As A Do)
=2
+ 1828 sin H(U — S)()\QF )\3)\ FQ)\4 + )\QF >\3>\1F0)\4)
52 32t
+ 128< 25 + sin0(5 — 2a — @ cos ) AT Mg\ Doy — 1 sin 0 cos 0N T Ao Ay T\
= y
gt - — _
— 182—8 sin 0(5 4 20 + @ cos ) A T2 As A Ty Ay + — ol sin (@ — t(1 — cos 0)) M\ T2 A A1 A5
=2
v 182—8811&9(3 — @) (Mol A3 Tl Tody + Ao TOTI T2 A0, To )
32t 52
+ @sm 6‘)\2F )\3)\1F0F Fg)\4 + — 198 sin (9(8 — U,))\QFOF FQ/\g)\ Fl)\4
5t 3t _ _
+ g—4$1n9(u — HALOTIT2 AN N + 24( — &) MDA\ Dol Doy
st 5t -
+ @( ))\ F )\2)\4FOF F2>\3 + — 64 (U — S))\QF >2)\3)\1F0F1FZ’>2)\4
§t~ - ~N T i N §£ ~ ~\ Y\ 01717 3\
+ @(u — t))\lF >2)\2)\4F0F1Fi>2)\3 -+ &(U — S))\QF r >1)\3)\1Fi>1)\4
t ~2
+ gj cos O(f — W)MTOT T NN Ty A+~ 53 sin 0@ — 3) AT T T2 A3 M T, Ay
t ~2
+ 2—4 sin (F — @) M T2 MM, + 1oz sin 05 — @) ML T M AT,
~2t t _ _
b I TN TM A N Ty Tl A — o M TMTPIN A\ DT el A
512 512
st
+ ; 12;()\ TMTPTN M AT u T pT v As — MITMINTE AN T AT pAs)
~2£ _ B _ B
+ 1224 [~ XM NN Tl N D ar Ay + A TOTM N X N Ty TN T s M\
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—  cos T MV I D TN T 1 A + cos QAT M TN I A DT AT s Aa

+ sin O TMINT2 AN DDA T s — sin O T M TNT2 AN T DT i As

— X TOTVTM AN T T ToAs + cos QAT TN TM AN Ty DT\

+ sin OO TN TM AN Ty T ToAs + AT TV TM A\ Ty T v Doy

— cos ONTTTNTM MM Ty DTNy — sin O TV TM AN Ty Ty Ty

+ X DOTNTMA N T AT Ay + cos® QAT TN TM XN\ T DT s My

— o8 ONTOTNTM M A T TN T s Ay — sin O T TN TM AN Do a T s\

— cos ONTTTNTM M A T N T s A + sin 0 cos AT TV TM N\ Dol v T s Aa
— sin @A TN TM MM DL v Ay + sin € cos O T TN TM A M T T v T s dy
4+ sin? O 2TV TM M AN Dol yTards 4 AT TN TON A Ty Do

+ X TMINTIN T DT — A TMTNTON N T Tl Ay

— DMV AT T N Tods + M TV TM Ao MDAl i\

— MTOTNTM AN T AT s + cos O T TNTM N\ DT nT s\

— cos OMTITNTM M\ T TN T g + sin O\ T2DNTM M\ DT n T As

— sin OV TM AT DT As + M Ty Do oA TMTNTO N,

cos O Ty DAL A M TMINTO Ny — sin O\ TM TV T2 Ao M T Tos
MIMTNTONT T AT A — cos O TM TN T AT DTN,

sin O TMINTZ A 3 DTy As + M TOTYTM Ao AT T Tos

— MIDOTMTM AT AT As — cos O TITNTM AT T loAs

cos O TN TM M ATy DT As — sin O\ T2INTM AT Ty Tos

sin O 2TV TM M AT 3 TaTiAs + M T TN TON AT oD AT 4 s

cos OMTMTNT I ATl v arAs 4 sin O T TN T2 A AT DT A s
MIMTNTON T T T A + cos O TN AT T v T As

sin OA TMTNT2 AN\ TN T s As] (5.33)

- -

+ 4+ + + +

Luego multiplicando por las correspondientes constantes y funciones gamas de Euler
obtenemos la amplitd de dispersion de cuatro dilatinos en teoria de supercuerdas de
tipo II:

['(—a'x/4)

4—dilatinos (7 § 9 J 2 17T r-4—dilatinos (7 § § 7
A 1,2,3,4) = —4 K 1.2,3,4 I | _
C ( ) S ) 71-gsa ¢ ( 1Ty D ) F(l O/X/4)

x=3,1,i

(5.34)

Como se mencioné anteriormente, se redujo el tamano de la expresion al dejar ex-
presada la amplitud en funcién de las tres variables de Mandelstam, pero como sabemos
la amplitud tiene solo dos variables independientes (3,6). Ejemplificamos ésto con algin
término. Consideremos el término 77 5 en términos de § y del angulo de dispersién:
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T =

+

+

+
s s | D s s s s | W | o

32

ST — —
—33&(/@1 YT (ky - D) ATy

~2 ~_ _ ~ _ _ ~ _ _
i [—ZAQFOA3A1r0A4 + ZAQFl)\g)\lFOM + Z cos DT A M Dol

32
08 02T A A To Ay -+ Zsin 02T 2 A5 A, Ty — Zsin OATOT T2 A5 0 Ty Ay

DM A + ZS\QFQ)\g;\lFQM + ZXgri>2A3X1ri>2A4

>~

>~

TN ATy A, — 25\21“01‘11‘2/\3;\11“2)\4 _ ZXQFOFTMA?,XJ A

1>2

i>2)\4

COS 0;\2F0>\35\1P1)\4 + Z COS GS\QPOF1F2A35\1F2)\4 + Z COS QS\QPOFIFi>2)\35\1F

A

i>2

COS 9/_\2F1)\35\1F1)\4 — Z COS QS\QI‘Q}\35\1F2>\4 — Z COS 95\2Fi>2)\35\1r

sin 00, TOT T2 A A Ty Ay — Zsm OATO A5 A Doy + Zsm OATOT2T>2 A M s Ay

1>2
sin O\T2 A M DAy + Zsin DAoL s AT \y — Zsin OAT D202 A\ Ty, ]

(5.35)

i>2

Notamos que 7T;5 contiene 24 términos, pero si lo dejamos expresado en las tres

variables de Mandelstam queda como:

Tis

52 a
=

5 (A2TON A Ty — AT As A Tods — Aol A A Ty dy + AT0A A TN

t - — - . - _ _
+ 5(—)\2F2>\3)\1F2)\4 — A2 030 Ty, Ay + AT T2 AN TNy
—+ X2F0F1Fi>2>\35\1ri>2)\4) + Zsin 6(5\2F2>\3;\1F0)\4 — 5\2F0F1F2)\35\1F0)\4

— T2 A3 A Ty A — AlON A Dadg + A DOT2I>2 A5\ Ty, Ay
+ A2 AT + AT A A Doy — AT T2 T2 0\ Ty, )], (5.36)

el cual tiene 16 términos. En la suma total de todos los productos tensoriales de la

forma 7; ; este efecto de simplificacién es notable.
Consideremos ahora el limite de Regge 5§ > [f|. Los términos relevantes en este
limite de altas energias son los siguientes:

Regge
Tia

1 _ -
e = §§2ﬂ>\2FM)\3)\1FM>\4 ; (5.37)
~3 B B _ B _ B B B
%[AQFO)\g)\lFO)ul — A2F1A3A1F1>\4 + )\QFI)\g/\lro)q — )\QFOAgAlFl)\d ,
(5.38)
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~3 B B _ B B _ B B
Tf}fgge 8—4[)\21“0)\3)\11“0)\4 — MM A ToAy — AT A3 A T Ay + AT A Ty Ay,
(5.39)
~3 _ B _ B B B B _
f?;gge = —1878[)\21“1/\3/\1&)\4 + XTI AN To s + AT M Ty 4+ AoTO03 A Ty
+ 200N T, A
(5.40)
~3 _ _ _ _ _ _ _ _
ﬂlf;’gge = —;—8[A2F1A3A1F1A4 + XTI AN To s + AT M Ty 4 A0 M Ty
+ 20T N T A,
(5.41)
~3 _ B _ B _ _ B B
Tf?;gge = —8—[)\21“0)\3)\11“0)\4 — AT A3 A ToAy — Aol A A Ty + Aol OA A T Ay,

64
(5.42)

33

P %[—XZF%XIPOM 4+ AT M T A + AT A ATy — AT As A Ty

(5.43)
~3 _ _ _ _ _ _ _ _
7;13%%%6 — _1878[)\21“1)\3)\11“1)\4 + AT A3 A T 4+ AT N Ty Ay + AaTON3 0 Ty
+ 20T T A,
(5.44)
~3 _ B _ B B B B _
Tﬁigge = — 1'928 Aol A AT Ay 4+ AT A3 A Ty + AaTOAs A Ty + AT A3 A Ty
+ 20 AN T, A
(5.45)

Notar que los términos con I'? se anulardn si consideramos que los dilatinos son de
quiralidad derecha. Sumando todos los términos que constribuyen al limite de Regge
obtenemos:

~3 _ _ _ _
e postesse(1,3,3,8) = - = BT AT + Al A M1 )

SEEDYI D YVI NP VIESD VI 5 VO I MO VIR RO VY A D VO I D W] (5.46)

i>1
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Por lo que la correspondiente amplitud de dispersién de cuatro dilatinos en el limite
de Regge es:

S g 41) — —47Tg2 7 K4 dilatinos- Regge(LQ’g’ZL) %

1,2
sm(”f) € T(1+ o't/4)

./44 -dilatinos- Regge(
/

4

7Tg§ o 1~\3 N 0 < — 1 _
- 8 ( S) [5()‘2F )\3)\1F0)\4 + >\2P )\3)\1P1/\4)
_ _ _ _ . _ 3 '3 -2+t
+ Al T + Al AN TNy + 6" A\ Ty, /\4]W (4)
sin 7'('0[ S
4

ot F(—o/f/4)
2

i 4
X €42 ORI (5.47)
obteniendo:

AldiatinosRegge] 5 3 1) = 2'-Ing2a ’4(a'§)1+a7/£[5(5\2F0/\35\ Tods + AT AsAiTiAy)
SHECS (S+t)]€2_a7/£ I'(—a't/4)
sm(”is) (14 a't/4)
(5.48)

+ Al M DAy + AT A A Tody + 6AT > A A Ty Ay

i>1

A primera vista pareciera que vemos la propagacién de un modo de espin uno en
el limite de Regge para la amplitud de dispersién de cuatro dilatinos. Pero en realidad
debemos analizar mejor las funciones de onda de los dilatinos. En particular un factor
S extra proviene de los términos

[5(A2T A3 To A 4 AT As AT i) + ATOAA Ty + AT As A Doy 4 60T Mg T Ay

Recordemos que en el formalismo de Green-Schwarz los operadores de vértices co-
rrespondientes a estados de cuerdas de masa cero han sido derivados en el gauge de
cono de luz. En particular, como se vi6 en la seccion 4.5, el operador de vértice para la
emisién de una cuerda fermiénica con funciéon de onda u? e impuslo k* estd dado por
0

Vi(u, k) = u F e** = (u* F* +u® F*) % (5.49)
con
Fo = (pt/2)Y/28e (5.50)

—-1/2

donde el prefactor de F% es (2p)~/2, con pt o 5/2. Ademés, los S*’s son adimensio-

nales, ya que satisfacen el dlgebra:

{82 5P} = 6,40 (5.51)
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Entonces, por cada operador de vértice de cuerda abierta fermionica hay un factor

§'/% que proviene de F, por lo que para cuatro fermiones deja como resultado un factor

proporcional a 5. Cada funcién de onda de dilatino aporta un factor §/*

para cuatro dilatinos tenemos un factor §. Estos factores provienen de ([5.49). Al usar las
relaciones KLT, el factor cinemético bosénico da un factor 52. Multiplicando todos estos

factores tenemos como resultado (o §)2+QT£ en el limite de Regge. Esto es crucial porque

, por lo que

confirma lo esperado en una teoria con cuerdas cerradas que es que lo que Reggeiza es
un graviton, a diferencia del factor naive (o §)1+a7,t, que de no mediar el andlisis aqui
desarrollado, indicaria erréneamente la Reggeizacion de un campo vectorial de espin 1,
solo posible en el contexto de dispersion de cuerdas abiertas, que no es nuestro caso.

Nuestra conclusion después de tener en cuenta todos estos elementos es que tanto
Al-dilatones-Regge (1 9 3 4) como AXdilatinosRegge(T 9 3 1) tienen el mismo comportamien-
to en el escaleo de la variable §, es decir, va como (o §)2+a71t en el limite de Regge. Por
lo que la trayectoria J(f) = 2 + %t muestra la Reggeizacién de un gravitén en ambos
casos.

Una vez obtenida nuestra amplitud de dispersion para cuatro dilatinos de una teoria
de supercuerdas tipo II estamos en condiciones, mediante el ansatz propuesto por Pol-
chinski y Strassler [I] el cual explicamos en detalle en préximos capitulos, de obtener
la seccién eficaz diferencial para cuatro fermiones de espin 1/2 de una teoria dual de
gauge confinante en cuatro dimensiones/!]

5.1.3. Amplitud de dispersién de dilaton-dilatino

Los procesos de dispersién protén-protén (pp) y protén-antiprotén (pp) han sido
ampliamente estudiados tanto a nivel tedrico como experimental; siendo procesos que
hoy en dia se siguen produciendo en los grandes colisionadores de particulas, como por
ejemplo en el LHC (Large Hadron Collider)|? Al estudiar a nivel teérico procesos
de dispersién de cuatro fermiones de espin 1/2 en cuatro dimensiones, mediante una
teoria dual en diez dimensiones, es obvio que estos fermiones no corresponderan a
protones de QCD, pero atn asi, en cierta instancia, es posible intentar comparar con la
fenomenologia, suponiendo que estos resultados tienen cierta universalidad, la cual es
heredada de la teoria de cuerdas. El estudio de procesos de Hard Scattering elasticos
de pp — pp y de pp — pp mediante métodos duales de AdS/QCD también ha sido
llevado a cabo [76, [77].

En esta tesis también nos interesamos en un proceso poco estudiado (o quizas nada),

HTa amplitud de dispersién de cuatro dilatinos obtenida en esta seccién es aplicable tanto para
teorias de supercuerdas del tipo IIA como para también del tipo IIB, dependiendo de las quiralidades
que elijamos para nuestros dilatinos. En el ansatz consideramos la teoria de supercuerdas del tipo IIB,
la cual segin la dualidad gauge/gravedad, es dual a cierta teoria de gauge conforme.

12En el LHC el proceso es la dispersién de Drell-Yang, que es muy distinto al caso estudiado en esta
tesis.
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la dispersion de fermion, jo-glueball, para una teoria de gauge confinante. Si bien no es
un proceso de dispersion proton-glueball, es al menos una primera aproximacion para
este tipo de sistemas de fermiones de espin 1/2 y glueballs. Para el estudio, mediante
la dualidad AdS/CFT, del Hard Scattering para una dispersién fermion jo-fermién s,
necesitaremos la amplitud de dispersion de cuatro dilatinos de una teoria de super-
cuerdas, la cual fue obtenida en nuestro trabajo [3] y desarrollamos en la seccién 5.1.2;
similarmente, para el estudio del proceso fermion; /o-glueball, necesitaremos la amplitud
de dispersion dilatén-dilatino correspondiente a una teoria de supercuerdas del tipo 11
(en particular TIB), la cual fue obtenida en [5]. Procedemos como hicimos antes, con las
relaciones KLT para obtener la amplitud de cuatro cuerdas cerradas supersimétricas.
Para este caso en particular tenemos

[ dlatones:2 dilatinos( 9 3, 7) = 116K§,§S(1, 2,3,4) ® ; w(1,2,4,3), (5.52)

donde los factores numéricos corresponden a las definiciones:
CRR(L,2.3.4) = KR /2 ko/2, k2. /2), (55)
;Kjf(i,Z,ZS,ZL) = K&k /2, ks /2, ke /2, ks5/2) (5.54)

siendo K5%(1,2,3,4) ya definido en (5.8). Ahora debemos considerar un nuevo factor
cinematico de cuerdas abiertas. Uno que contenga dos bosones y dos fermiones [40]:

~ ]

K (1,2,4,8) = Sl QT - (ks + k) - Gua

S

El uso del factor cinemaético (5.55)), el cual es andlogo a la férmula (7.4.47) de [40],
ofrece dos ventajas sobre el factor cinematico (7.4.46) de la misma referencia. Primero
el factor (7.4.47) es explicitamente 5-f dual, o en nuetro caso la ecuaciéon es §-
@ dual si nosotros usamos la particula 3 en lugar de la 4 y viceversa. Por otro lado,
notar que el factor cinematico (7.4.46) no es explicitamente 3-f dual. La segunda razén
de usar el factor cinemético es su aplicacion mas directa cuando al segundo
factor cinemético del producto directo de K2 dilatones-2 dilatinos o 1o ecuacién ((5.52)) debe
tener las tltimas dos particulas intercambiadas, K&'(1,2, 4, 3), como las relaciones KLT
lo requieren. Escribimos nuestro factor cinematico K2 dilatones-2dilatinos(1 9 3 4y en ]a
forma:
15

KC2 dilatones-2 dilatinos(i, 27 37 ZJ:) — Z (’7;’1 + 7;’2> (556)

=1

expresion proveniente de los productos tensoriales de los factores cinematicos bosonicos
y fermiénicos de cuerdas abiertas, dando un total de 15,05 X 2¢; = 30 términos. Para
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cada producto ¢M @ (M " hay tres términos (para cada dilatén ®;), como se indica en la
formula . Si tenemos dos dilatones que intervienen en la amplitud de dispersion,
entonces aportan 3 x 3 términos a la amplitud. Luego tenemos 30 x 9 = 270 términos
individuales a calcular en total, todos ellos conteniendo 2 dilatones, 2 dilatinos, y las
correspondientes matrices de Dirac en 10 dimensiones.

En el cdlculo usamos varias veces las ecuaciones de Dirac en 10 dimensiones para
fermiones de espin 1/2 y de masa nula:

(ky - DAy = 0, (5.57)
Mk -T) = 0. (5.58)
y la conservacion del impulso:
M+ kY + B+ kY =0 (5.59)
por lo que, juntando y se cumple
MPo®s(ky - TAy = =M Py®Ps(ks-T)N, (5.60)

Esto nos permitira escribir el factor cinematico de cuatro cuerdas cerradas correspon-
diente a la amplitud de dispersion de dilaton-dilatino para los términos de una sola gama
de Dirac en una forma simétrica, en funcién de las dos variables cinematicas, a saber,
ko y ks, el cual es el momento en diez dimensiones del dilatén &, y ®3 respectivamente.
En el calculo también nos encontraremos con términos que contienen tres matrices
gamas de Dirac. Estos términos pueden ser reducidos usando la conservacion del impulso
(5.59), con lo que muchos términos de éste tipo pueden ser escritos en la forma:

(ks - 1) (ks - T) (ks - T) (5.61)
Usando el algebra de Clifford y el hecho que los dilatones y los dilatinos son no
masivos (k; - k; = 0), tenemos:
(kg -D)(ky-T)(ks-T) = 5%kopskonkspTMTNTT

= —&kakanksp [20MNTP 4+ TNTMTP]

= —&[2ky - koks T+ (kg - T)(ky - T') (k3 - T)]

— (ks T) (ke T) (ks - T) (5.62)
por lo que términos del estilo (k; - I')(k; - I')(k; - I') se anulardn. También, el dlgebra de

Clifford ({5.20]) nos permite escribir términos que contienen el producto de tres gamas
de Dirac como términos de una sola gama de Dirac. Por ejemplo:

MPo®s(ky - T) (ks -T)(ky -T)Ay = —2ky - ks A Py®Ps(ky - T)Ny
M Do ®s(ky - T) (ko - T) (ks - TNy
= —2ky - ks Dy®g(ky - T) Ny
= MDDy (ky - TNy
= A\ DyDy(ks - TNy (5.63)
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Esto simplificard considerablemente los calculos, como se puede ver en el siguiente
ejemplo:

MPo®s(ky - T) (ks - T)(ky — ks) - Ty

= M Oo®s(—ky — ky — ks) - T(ks - T) (kg — k3) - T'\y
M Dy ®s(ky + k3) - T(ks - T)(ky — ks) - Ty

= M Dy®Ps(ky + k3) - T(ks - T) (ks — ko) - Ty

= MOy®s(ky - T) (ks - T) (ks - D)Ay — M ®o®g(ky - T) (ks - T) (kg - T) Ny
AN P @3 (ks - T) (ks - T) (ks - T)Ay — M\ @o®3(ks - T) (ks - T) (kg - T) Ny

= M\ DDy (ky - T) (ks - T)(ky - T) Ay

= 2ky - kg A Py ®@s(ky - DAy + M Py®@s(ky - T) (ko - ) (ks - D)y

= N Dy D3(ky - TNy = TN DoP3(ks - T) Ny (5.64)

El detalle de los resultados de los 30 términos de K2 dilatones-2 dilatinos(7 9 3 1) ge

presentaran en el apéndice E. Desarrollando y sumando estos 30 términos obtenemos:

; Tatinos 73 ~ L2N0))
K2 dilatones-2 dilatinos 1.2.3.4) = 2¥3 ) ~
¢ (1,234 = 52\ @

st(s (2>\1(k:2 Ty ((k;g - ky) — 3(ks - ko) — 2)

— Ai(ky - D) (ks - D) (kg - D)Ag 4 A1 (ko - D) (ks - D) (ks - D)As + 2M (ks - T)\ ((/2:2 k1)

+ T(ky - ks) + 1) — M(kz - T) (ko - T) (ko - T)Ay + 31 (k3 - D) (ko - I) (ks - F)A4>

+ 21 (kg - D) (ks - T) (kg - D)Ay ((1%3 k1) + 3(ks - ko) — 3) + 2\ (ks - T) (ko - D) (k3 - T)N\y ((12:2 k1)
+ 3(ky - k3) — 3) — 2\ (kg - T) (2((/%2 ki) = 2) (k3 - ko) + 2(kg - k3)(2(ks - ka) +5) + 4(ks - k1)
+ 9) —2X1 (k3 - T) g (2(123 ha) (ko - k1) — 2(ko - k3) +7) + A(ko - k1) + 2(ks - k) (ks - k1)

— Ak - k3) +10(k3 - ko) + 9) — 2((ky - k3) + 2)A1 (ks - T) (ks - T) (o - F))\4)

+ (s <2X1(1%2 T\ ((123 - ky) + 3) + (kg - D) (ks - T) (ks - T) Ay + 6X1 (ks - T) Ay

+ ks -T) (kg - D) (ks - F))\4) — 4Ny (ks - T\, ((/52 k) (ks - ky) + (kg - ky) — 4(ks - ki)
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(ks - k4)>) + 25° (XI(IEQ D) A\g (ks - 1)+ A (ko - T)Ag + (ks - ko)A (ko - T)Ay — 3Xi (ks - T\,
Mi(ks - T) (kg - T) (ko - F)A4) 4+ 201 (kg - T) (kg - ) (k3 - T)\45 (((k3 ko) + 1) — ((ks - k) + 2)5)
252 (Al(kg ) (kg - T) (ko - T\ (2(k3 ck1) — (k3 - ko) + 2(ks - ky) + 2)

2 (kg - TNy ((k3 ky)(=2(ky - ky) + 2(ky - ks) +3) — (kg - k1) (ks - ko) + 3(ky - k3) (ks - k1)

3(ky - k3) 4+ (ks - k1) + (ks - ko) + 20) + (kg - kg) + 2)Ai (ks - T) (kg - T) (ks - T) Ay

((kz - k3) — DAy (ks - D) (ks - T) (ko - rm)]

i [t(s( — 2 (kg - T)\y ((k;g k) + T(ks - ko) — (ks - ky) + 1) — 3\ (kg - T) (ks - ) (ky - TNy

M (kg - T) (ks - T)(ks - T)Ag + A (ks - T) Ay ( — 2(ky - ky) + 6(ky - ks) + 4)
4(ks - ko) (M (kg - T)Ag 4+ A(ks - T)Ag) — A (ks - T) (ko - T) (kg - T) Ny

M (ks - T) (kg - T) (ks - F))\4) + 4Ny (ks - TN\ ((/2;2 cky) = 5(ky - k) + (ks - ko) 4 T(ks - ky) + 32)
M (ks - T) (kg - T) (ks - T)\y (4 —10(ks - m))) + 23 (s (Xl(@ TN\,

At (kg - T) (ks - T) (ks - D)Xy + A (ks - T)As + Ay (ks - T) Ay ((/%3 k) + 5 (ks - k4))

(Ko - k)M (ks - D)\ + Ay (kg - D) (ko - T) (ks - P)A4> + Mk - T) (ks - T) (ko - T) Ay ((k3 ko) + 1)
M (ks - T) (kg - T) (ks - T) Ay (2(1@2 k) — (kg - k3) + 1)

221 (k3 - T\, (7(/<;2 k) — (ko - k3) (ks - k) 4 (ko - k) + 20)
6((ky - k1) + 1) (ks - ko)1 (ks - T)Ag + 2(3(ka - k1) + 1) (ks - ka) M (ko - T) Ay

A(3(ky - k) + 2) (ks - ka) A (ks - T)Aa — ((ka - k) + 1)Ax (ks - T) (ks - T) (ko - F))\4)
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4+ 28N (kg - T) (ko - T) (ks - T) )\ ((/23 ko) — 1) + 4t (kg - T) (ko - T) (k3 - T) Ay ((/23 - ky) + 1)

+ 2@’ {s< — 3 (ko - T)Aa((kz - k) + 1) — Ai(ko - D) (ks - T) (k3 - D) Mg

+ (kg - ko)A (kg - T)Ag + Ay (ks - F)/\4) + (ko - ki) (§A1(k3 TN+ 2(ks - ka) M (K3 - F))\4)]

+ 45t {s( — Mk - T) (ks - T) (ko - T)Ag — Ay (ko - TNy ((k2 cks) 4 (ks - ky) — 5(ks - ko) — 4(ks - ky)
- 32) — (ks - T) (ks - T) (ko - P)A4) + A1 (k- T) Ay <4(k2 cky) — (ks - ky) + 4(ks - @))}

+ 2(ko - ka) [s (§£(5/\1(k2 ) (ks - ) (ko - T)Ag — 2A1 (k3 - D) (k3 - T) (ko - T) Ay — 14X (ko - P)/\4)>
+ 28%(kg - k)M (kg - T)Ag — 262 ((Ks - ky) 4+ 1)Ay (ky - rm)

+ @ ( - (s (55/\1(k3 D)+ 20 (ks - D) (kg - T) (ks - D)Xy + A (ks - )Ny ( — 4(ks - ky)

+ (ks - ko) + 4(ks - ky) + 6)) — 8t (ks - I‘)/\4)) — (gf(gxl(k;g D)y

+ 22\ (ke - TNy ((k:g k) — 2(ks - ko) + 7) + 4(ks - ko)A (ks - rm)

+ & (3§A1(k3 D) + 4 (kg - T)ONg(3(ks - ky) + (ks - ky) 4+ 2) + (6(ks - k1) + 2) A (ks - F)A4)

- (§X1(1%3 D)+ 8A (ks - F))\4) )] } : (5.65)
usando que t = —5 — @ tenemos:
2 dilatones-2 dilatinos /7 1 (1)2@3 ~3 N (L
Kc (]_, 2, 37 4) == 31992 S 4>\1<l€2 . P)(k’g . F)(k‘g . F))\4

— 10Ay (kg - T) (kg - T) (kg - T) Mgk - kg) 44X (ks - D) (ks - D) (kg - D) Ag (kg - ky)
+ A (ks -T) (ks - T) (ko - D)Xy + 16X (kg - T) Ay (kg - k1) 4 4N (ko - T)Ag(ky - ks)

+ 245\1 (/{2 : F)>\4(E’2 : ]{34) — 205\1(1{32 . F))\4(E‘3 . k‘z) + 1285\1(1{32 : F))\4>
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_|_

F+ 1+ 1 + |

+ o+ o+

531 (12&1(/2;2 DA+ M (kg - T) (kg - D) (kg - T)Ay — 201 (ks - D) Ay (kz - ko)
21 (ks - T)Ag(ky - ky) — 201 (ks - T)Ag — A1 (ks - 1) (kg - T) (ks - T) Ay + 6X1 (ko - T)Ay(ks3 - k)
21 (kg - T)A\g(ks - ky) — 2X1 (ks - T)Ag(kg - ks) — 140 (ks - T) Ay (ks - k3)>

3212

5 (12X1(122 )Ny — 201 (ko - T) (ks - T) (kg - D)Xy — 61 (ks - T)Aa (ko - Ky )

4N (ks - T)Ag(ky - ka) + 1201 (k3 - T)Ay — 2(ks - T) (kg - T) (ks - T) — 61 (ko - T)Ay(ks3 - K1)

85\1(];’2 . F))\4<E’3 . kig) — 45\1(%2 . F))\4(l€’3 . ]{34) — 8;\1(1;3 . F))\4(l§72 . k‘g))

5% <6A1(k2 T) (kg - T) (ks - T)Ag + 6A1 (ko - T) (ks - T) (kg - T) Ny

ks -T) (kg - )Ny (kg - k) — 20 (ks - T)(ky - T)
o - k) + 2\ (12:3 ) (ks - T)(
(k

D)y (kg - k)
) A
5-1)

(k3
ks -T
(Ko

)4

)
)
)

g - ko) — 4 (ko - T) (ks - T) (ko - T)Ag(ks - ko)
kg) + 320 (ko - T)Ng(ka - ky) + 1201 (kg - T)Aa(ky - ks)
T

3
. Wk - k) (ks - k1) — 28X (kg - T) Ay (ko - ky) (ks - k1)
( (ko - D)Aa (ks - k1) (ks - ko) = 8Au (ko - T)Aa(ky - ka) (ks - ks)
321 (kg - D)y (K3 - ko) + 81 (ko - T)Aa(ko - ky) (ks - ka) — 8y (ko - D) Ay (K - kg) (ks - ky)
A /?;3-k4)+66X1(k2-F)A4+4A1(k3 r) (kg - k) — 8X (ks - T)Ay(ky - ks)
ko - ky) + 4N (ks - T)Aa(ky - ks) (ks - ky) — 1201 (ks - T) Ay (ko - ky) (ks - k1)
k ( ) (ks - ks - ka)

16X (k3 - T)A\g(ks - ky) + 8Ay (ks - T)Ag(ka - ka) (K3 - ko) + 200 (ks - T)Ag(ks - ko

81 (ks - T)N\y(ky - k) (ks - ky) + 2401 (ks - T)Ag(ks - ky) + 181 (ks - T) Ny

(g < ﬂ, kz — kg, ];'2 <~ ]_ﬂg) . (566)
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Dejando expresada esta férmula en funcion de las dos variables cinematicas inde-
pendientes, § y # mediante el uso de las relaciones ([5.14)), tenemos

_ 3D,04
262144

+ 33(ks - ks) — 15) + 3Ay (ko - T) (ks - T)(ky - D)Ag 4 Ay (ks - T)A4(64(ky - ky) — 6(ks - k3)

g2 dilatons-2 dilatinos (7 19 3 1) { — cos(6) [s (2X1(12:2 T)A(33 (ks - k) + T(ks - ko)

4+ 62(ky - ky) —44) — 2(ks - ko) (631 (kg - T) Ay + 64X (ks - T)Ay) — Ay (ks - T) (kg - T) (ks - F))\4)
+ A(kg D) (kg -T)(ks - Ty (64(k;3 ko) — 4((ks - ky) + 1))

— 321 (ky - D) (ks - T) (ko - D) A4 (5(1€2 ky) + 2(ks - ky) — 2(ks - ko) 4+ 2(ks - k) — 1)

+ 22\ (ks - T) (ko - T) (ks - TNy (32(152 - ky) — 32(ky - ks) + 32(ky - ky) 4 5(ks - ky) — 18)

+ 64 ()\1(1@2 : P)/\4<(k:2 K ) (K3 - ko) 4 5(ks - ky) +4) — 2(ks - kg) (kg - k3) + (kg - ky) + 1)
— 3(ky - k3) (ks - ky) — 2(kg - k3) — T(ky - ka) (ks - k1) + 2k - ka) — T(ks - ky) — 6(ks - ko) + 12)

+ X1<%3-r)(k3-r)<k2-F)A4(—(12;2-1@3)+(/22-k4)+1>)

+ 4hi(ks D)\ (16(’52 k1) (3(ks - k2) + T(ks - ka) +7) + (k2 - k3)(21 — 16(ks - k1))

— 80(ky - ka) (ks - k) 4+ 32(ky - ka) (ks - ko) + (k3 - ky) + 1) — 4(ks - k1) + 47(ks - ko) + 58(ks - ky)

)

— 6(ks - ko) <3>\1(k:2 TNy + 2 (ks - F)A4) + T (ks - T) (kg - T) (ks - F))\4)

4 (kD) (ks - D) (ks - D) ((123 ) — 2)
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+ +

A (kg - T) (ks - T) (kg - TNy ((/23 ky) 4 4k - ko) — 2)
21 (ks - T (kg - T) (kg - T) Ny (6(k;2 k) + 4(ky - k3) 4 4(ky - ky) — 5(ks - ky) — 2)
81 (kg - TNy ((k3 Ky (—3(ky - ky) + 2(ky - k3) +3) + (K3 - ko) (kg - k)

A(ks - k1) (kg - k3) + (ko - ka)) 4 4(ks - ka) ((ka - k3) + (ko - k) + (ko - k3)

2k - k) — 4k - k1) — 3(ks - ko) + 2(ks - k4)) — 41 (ky - D)y (8(/52 k1) + 10(ky - ks)
12(ky - k) + 9) — 4(2(kg - k3) + 3) Ay (ks - T) (ks - T) (kg - T)Ag + 2527 (ks - F)A4]
cos(36) [s( — 2\ (ky - TNy ((/23 k) A+ T(ks - ko) + (ks - kq) + 1)

31 (k- T) (kg - T) (kg - T)Ag + 21 (ks - T) My (3(/2;2 k) + (ko - ka) + 6)

2(ks - ko) Ai (kg - D)y + Ay (ks - T) (ko - T) (ks - F))\4>

4N (kg - T) (kg - T) (ks - T) Ny ((/23 - ky) + 1) + 4\ (ks - T)\y ( — 5(ky - kz) + 4(ks - k1)

(ks - kg) + 6(ks - k) + 32) + M(ks - T) (kg - T) (ks - T\, (4 —10(ks - k:4)>

2 [s( — 2671 (kg - D)Aa((Ks3 - k1) + (k3 - ko)) — 301 (kg - T)Aa(ks - ka) — 20(kg - k1) A (K3 - T) Ay

34(ky - k3)Ai (ks - T)\g — 18(ky - ka) My (ks - D)Xy + 46(ks - ko) Ay (kg - T) Ny
52(ks - ko)A (ks - T)Ag + T (ks - T) (kg - T) (ks - T)Ay — 14X (ky - T) Ny

B (ko - D) (ks - T) (ko - T)As + 28 (ks - F)M) + 41 (ks - T) (ko - D) (k3 - T) A ( — 8(ks - ko)

(ks - ka) — 2) + AN (ko T) (ks - D) (ko - T) A\ ( —20(ka - ka) + (ks - k1) — 4(k3 - ko)
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— -

8(ks - ky) + 10) + 4y (ks - T) (kg - T) (ks - T)My ( — 5(ky - k1) + 10(ky - ks) + 3)
40 (ks - T)\y (2(k2 k1) (9(ks - ko) + 21(Ks3 - ky) +22) + (ko - k3)(—4(ks - k1) — 4(ks - ky) +7)

4(ks - ky) + 27(ks - ko) + 30(ks - m)) + 8(ks3 - kg) A (ko - TNy ( — 17(kg - k1) 4 6(ky - k) + 5)

8(5(ky - k1) + 14) (ks - k)M (ko - T)Ag + 96(ky - k1) (ko - T) Ay
A(6(ks - k:) 5)A(ks - D) (ks - D) (k2 - D)\
24(4(ky - kz) +9) (k3 - k1) (ko - T)Ag + 88(ky - ks) Ay (ko - TNy

9)(
8(ky - ky) <3A1(k3 D) (kg - D) (ks - D)Xy — 4y (kg - T) (kg - T) (kg - T) Ny
21 (kg - )Ny (14(ks3 - ky) + (kg - ko) 4 4(ks - ka) +17) + My (ks - D)Ag(—18(ks - k1) + 8(ks - ko)

6(ks - ky) + 9)) — 10 (ks - T) (kg - T) (ks - D) Ag(ks - ky) + 1628 (kg - T) Ny

388\ (ks - F)A4] } . (5.67)

Finalmente, tomando el limite § > |f| obtenemos el comportamiento de Regge para

la amplitud de dispersion:

con

./42 dilatones-2 dilatinos(i7 27 37 Zl) — 2K2 dilatones-2 dllatlnos(l 2 3 4)

sm[

¢, Regge c, Regge

Iz —2+%£ . A
y <w> et D(=a't/4)

T(1+ o'f/4)

3
K2 dilatones-2 dilatinos — @2(‘1)3
e, Regge 4096

( i (Fa - T)Aa(ks - k1) — 20 (s - T)Aa(Fs - k)

M (B - T — 20 (s - T)Aa (s - ) — 20 (g - T)Aa (B - k) + A (s - rm)
2( — /7\1(];32 . F)(k’g . F)(kg . F))\4(];’3 . kg) + ;\1(k2 . F))\4< — (];72 . kl)(iﬁg . ]{32) — 5(];?2 . kl)(lz}g . k?4)

(ka - k) (T(Rs - ) + 2(ks - ka) +4) + (ks - ky) + (ks - k2) + 2(ks - k) + 20)
A (ks - TN ((Fa - k) (3(Rs - ko) + (ks - ka) +7) = 5(ka - ka) (ks - ky) + 2(kz - k) (s - ko)
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+ (ks - ka) + 1) + (ks - k) + 4(ks - ka) +20) + (a - ks) (A (ks - T) (ks - T) (kz - T) s
+ A (k- TYN(B(ks - ky) + 2(ks - ky) +3) + ((ks - ky) — D)y (ks - F))\4))
+ Ay D) (ks - T) (k- T)Aa(20ks - k) — 2(ks - ko) + 2(ks - k) + 1)

+ Aa(ks - T) (ke - T) (ks - T)As( = 20k2 - ka) + 2(ka - ks) — 2(k2 - ka) +1) (5.68)

Notar que podriamos insertar una cinematica en las expresiones ([5.65)), ([5.66]),
(5.67)), (5.68]), como por ejemplo la cinemética de centro de masa dada por:

- (ff()())

27 2

Vi B
ky = [—,——,0,...
2 (2 ) 9 7Oa 70 )
ks = (—,\/gcose,sinﬁ,o,...70> ,

ky = (— —COS@,—?SHI@,O,...,O) ) (5.69)

o= (L 0.0

2 - \/57 \/§7 Yt )

_ 1 1

b = ( cosf sinf 0...,0). (5.70)

de tal forma que se cumplan las condiciones ko ko =rks ks =1and ky-ky = kz-ks = 0.

Como se razond en la seccién anterior para el limite de Regge de la amplitud de
dispersién de cuatro dilatinos, en también podemos concluir que tenemos la
propagacion de un graviton Reggeizado correspondiente a la trayectoria de Regge que
tenemos en el exponente de (o §)2+a7/t. Esto es facil de ver al ser consideradas las
dimensiones de energia de las funciones de onda de los dilatinos, y tomando alguna
1/2 ~1/2

cinematica para la cual k; ~ §/° vy k; ~ 3
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Capitulo 6

Hard scattering de cuatro fermiones
de espin 1/2 desde la teoria de
cuerdas

Luego de haber calculado las amplitudes de dispersion de cuatro dilatones, de cuatro
dilatinos y para dilatén-dilatino en teoria de supercuerdas de tipo I, por fin estamos en
condiciones de calcular las respectivas amplitudes de dispersién para una teoria de gauge
confinante en cuatro dimensiones. Para ello, nos serviremos de la dualidad AdS/CFT, la
cual, como se explico en la seccién 2.3, relaciona la teorfa N' = 4 SYM en 4 dimensiones
para acoplamiento fuerte (A gooe >> 1) con la teoria de supercuerdas de tipo IIB en un
fondo AdSs x S°. Por motivos instructivos, a continuacién veremos en detalle el calculo
llevado a cabo en [1], es decir, el Hard Scattering del proceso de dispersién exclusivo
y elastico glueball+glueball — glueball+glueball, para luego asi afrontar el calculo
respectivo para la dispersién de cuatro fermiones; . Ademds de presentar un resultado
con todos los factores que acompanan a la amplitud de dispersion de cuatro glueballs,
también se considerd resolver las integrales angulares de los armoénicos esféricos escalares
en la esfera S°; calculo que no fue considerado en [I]. Esto nos permitird encontrar reglas
de seleccion, las cuales estableceran cudles estados pueden intervenir en este proceso de
dispersion y cudles estados no. También discutiremos nuestros resultados en relaciéon a
la accion efectiva en cinco dimensiones obtenida luego de la reducciéon dimensional de
la supergravedad de tipo IIB en la S°.

6.1. El Ansatz de Polchinski-Strassler y el Hard
scattering de 4 glueballs

En el articulo pionero de Polchinski y Strassler [I] se estudia el limite de altas
energias para angulo fijo para un proceso de 2 — m glueballs en una teoria de gauge
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confinante en el marco de la dualidad AdS/CFT. Se muestra que para una cuerda
propagandose en cierto espacio curvo, se llega a una ley de potencia para la amplitud
de dispersion como funcién de la energia de centro de masa /s (siendo s la variable
de Mandelstam correspondiente en 4 dimensiones). Se obtiene el comportamiento hard
tipico de los procesos exclusivos en QCD [25], 26], como fue descripto en el capitulo 3.
También se llega al comportamiento de Regge para otro rango de energias.

Como sabemos, la teoria SU(N.) N =4 SYM es una teoria conforme, es decir, su
funcién beta se anula para todo el rango de energias. Para imitar una teoria confinante,
debemos deformar la teoria conforme introduciendo una escala de energia A en el IR.
Se asocia esta escala de energia A con la masa del glueball mas liviano. Desde el punto
de vista de la teoria dual, una teoria de cuerdas en un fondo AdSs x S°, la escala A
corresponde a un cut-of f de la coordenada radial del espacio AdS, es decir: ry ~ AR? <
r, con R* = 47wg;N,o'%. El elemento de longitud para este espacio AdSs x S° es

o 17 R, 2 1002
ds* = @nm,dx“dx” + ﬁdr + R=dS); (6.1)
Siendo el cuadrimomento de la teoria de gauge dual p, = —id,. Un observador inercial

localizado en la posicién r del interior del AdSs; (bulk) tendrd un momento en diez
dimensiones p* dado por

ﬁ“ — Epu , (6.2)
r

Al considerar que las escalas de energfas en el bulk son del orden p ~ R~!, debido al
factor de corrimiento al rojo inducido por el factor goo de la métrica (6.1]) tenemos que
las escalas de energias en la teoria de gauge son del orden

P (6.3)
mediante esta férmula notamos como esté codificada la teoria de gauge de una forma
holografica: procesos de bajas energias de la teoria de gauge corresponden a valores
pequenos de r y procesos de altas energias corresponden a grandes valores de r. Es
decir, fijando una escala de energia p en el bulk, surgen diferentes escalas de energia
en la teoria de gauge para los diferentes valores de la coordenada r. Estos efectos de
corrimientos al rojo se deben a este ggg que provee la métrica del AdS.

Se define el cuadrado de la longitud efectiva de la cuerda desde la teoria de gauge
como & =1/ ()\,lt/ 2ooit\2), con la constante de acoplamiento de ’t Hooft definida como
antes A\t Hoott = go 3y Ne = 47gsN,. Tenemos que se cumple

Va'p = \/gp% <Va'p (6.4)

Como se menciono al comienzo de la seccion, por motivos instructivos, se procedera a
realizar el calculo para la dispersiéon de 2 a 2 glueballs, los cuales son estados asociados a
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la teoria SU(N.) N' =4 SYM con una deformacién en el IR para inducir confinamiento.
Estos glueballs de la teoria de gauge corresponden a cuerdas cerradas, en particular,
al dilaton; todo esto entendido desde la dualidad AdS/CFT. La funcién de onda del
dilatén en el AdSs x S® estd dada por la siguiente descomposicién de Kaluza-Klein:

(z,7,Q) = PP(r, Q). (6.5)

Notamos que la exponencial depende de la coordenada r a través de p ~ r/R?
P yarfa con esta coordenada radial del bulk. Por otro lado,

sabemos que la dualidad AdS/CFT es aplicable en particular para N, > )\}t/ Iiooft > 1,

por lo que la onda plana e

por lo que la variacién de la funcién ¥ (r, Q) es pequena, implicando que la dispersién
de las cuerdas cerradas ocurra en algin lugar del bulk con coordenadas (r,€2s5), por
lo que la amplitud de dispersion de la teoria de gauge puede obtenerse mediante una
integracion coherente sobre estas coordenadas transversas al Minkowskiy, a partir de la
amplitud de dispersion en la teoria de cuerdas. Es decir, se propone:

Aftolp) = [ dr [ € V=g AL (7) (6.6)

10d
cuerdas

Este es el ansatz de Polchinki y Strassler [I]. La amplitud .4, (p) es la amplitud
de dispersion del lado de la teoria de cuerdas en espacio plano de Minkowskiyg, g es el
determinante de la métrica del espacio AdSs x S® y ry el cut-off definido anteriormente
inducido por la escala A de la teoria de gauge. Se le llama aproximacién ultralocal,
cuando se considera que el proceso de dispersién del bulk estd ocurriendo en un espacio
plano, despreciando de ese modo, toda curvatura del espacio circundante, es decir, del
AdS. Por ello se parte de una amplitud de dispersion de teoria de cuerdas en espacio
plano de 10 dimensiones. Esto es una consecuencia directa de estar en un régimen
de acoplamiento fuerte, es decir, A goote ~ R/ Vol >> 1, por lo que el radio del
AdS es mucho mas grande que la longitud de la cuerda. Esto deja una descripcion
efectiva basada en una integraciéon coherente sobre todas las posibles localizaciones
(r,Q5) en el bulk. Para poder efectuar esta integral sobre A% (), debemos realizar
las descomposiciones de Kaluza-Klein sobre el AdS5 x S°. Usamos los resultados de la
seccion 4.5.1, donde la amplitud de cuatro dilatones en la teoria de supercuerdas del
tipo II es de la forma:

9(a/3)*(cos(20) + 7)?
— _4 2 13
95 1621024

10d,4-dilatones / ~
Acuerdas (p )

[(=a'x/4)
11 (Lt angd) 1P2bsd

X=5,t,1

(6.7)

Veamos la forma explicita de las funciones de onda ®;’s. Estamos en el limite de
altas energias para las amplitudes de dispersion, es decir en el UV de la teoria de gauge,
por lo que, por la férmula (6.3) notamos que necesitamos considerar grandes valores
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para la coordenada radial r. Para grandes valores de r, la funcién de onda escalar (/6.5])
tiene el comportamiento asintotico:

C; To A
Ua () & i () A @) (6.8)
siendo ¢; una constante de normalizacién, Ya,(€2) un arménico esférico escalar sobre
la S° y A; es la dimensién conforme del operador dual de la teorfa de SYM [16], el
cual crea el correspondiente estado de glueball (9,(68)(:6) ~ Trag(F2X})(x), donde F,
es la parte autodual del tensor Fj, asociado al campo de gauge no abeliano Aj del
multiplete de gauge de N' =4 SYM, y X; es uno de los 6 campos escalares reales de
dicho multiplete. Notar la relacion A; = k; +4. Si el espin asociado a (’),(CS) (x) es cero, el
twist de este operador 7; = A; — s; = A;. Es decir, los glueballs son los estados duales
de las excitaciones escalares representadas por cuerdas cerradas (dilatones) del bulk.
Esta funcién de onda cumple con la condicion de ortonormalizacion:

2

/ dr /55 dQS \/E % wzz (7“, Q) wAj (Ta Q) = 5A¢Aj (69)

6 . e . . ;. )
con /g, = RT. La condicién de ortonormalizacion para los armonicos esféricos escalares
esta dada por

Saa, = / A5 +/gss V() Ya,(Q) (6.10)
siendo la esfera de radio unitario v/ggs = 1 v /gss = R, por lo que

R /Ood e (TO>2Ai —1 (6.11)
0 nr R8A2 T N )
fijando la constante de normalizacién en el valor |¢;| = /2(A; —1). Por lo que la

amplitud queda como

(cos(20) +7)* g2 a® 4
Aidglueballs(p) = —144rw 1621024 R6T4_A IA1,A27A3,A4 H(Al_l)l/Q X
0 i1
o 3A (ix I'(—a'x/4)
dr 32 (o/3)* _— 6.12
/m P @ L (6.12)

x=5,t,1

donde A = Zle A;. La integral angular para los cuatro armonicos esféricos escalares
sobre la S% es

Ivsadane = [ 4% /a5 YE,(Q) Yaa ) YE, () Ya, () (6.13)

En primer lugar consideraremos la integral radial en la amplitud (6.12). Luego vol-
veremos a la integral angular sobre la S® de la ecuacién (6.13), la cual nos proveerd
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ciertas reglas de seleccion. Es facil ver que si la escala de energia en el bulk es del orden
p ~ 1/+/d/, entonces la amplitud {D estard dominada por el radio de dispersion

Tecat ~ R\/ap ~ T \/gp, siendo donde efectivamente la dispersion de las cuerdas ce-
rradas ocurre. Para estudiar la integral radial en el limite de angulo fijo, consideramos
o'5/4 > 1 (con o[t| and o |u| > 1), siempre usando la relacién cinematica §+i+a = 0.
Podemos usar la representacion asintética de las funciones gamas de FEuler para gran-
des valores de |z|, ['(z) = V21 2°7%/2 e7*(1 +1/(122) + ...) [78], teniendo la siguiente
aproximacion,

[ D a2 @ sn(FE) sn(eE) e
aa LA +ax/4) o3 sin(”;j’g) 5t '

siendo e el niimero de Euler, y

a's o's o't o't a'u o't
_ 71 —1 + —1 1
Bsta = 0g< 1 > 0g< 1 > 1 Og( 1 ) (6 5)

Usando las relaciones cinematicas ((5.14]) tenemos

Bsia = —O‘S(m+ (1 — cost) log (1 _C059> n (1 +;:os€) log <1 +2cose>)

4 2 2
(6.16)
Considerando las relaciones entre las variables de Mandelstam en cuatro y diez
dimensiones,
R
5= 38 (6.17)

la amplitud A3? ;s (p) Puede ser escrita como

4
(cos(20) +7)% g% o €2 (H 1/2) %
=1

A4 glueballs(p) ~ 2w 162 sin2t9 R6 4—A A1,A2,A3,A4

7ra

/r:OdT i (o/%) (—1)"=2= s sm(”“) sm() 1 ) e~ 2Bst

2 ’
r o'
sin ( 1

(6.18)

Notar que también tenemos una funcién oscilatoria en el integrando,

(_1)&21;3223 “in <7TO/R2S(1 — €08 0)) <in (7TO/R2S(1 + cos 0)) sin-! <7TO/R2S> (6.19)

8r2 812 4r?

la cual contiene los ceros y polos de la amplitud de dispersién. Al integrar en la coorde-
nada radial surge un factor que promedia la amplitud de dispersiéon para altas energias
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[79]. Esta funcién para valores fijos en las variables s,t,u y para grandes valores de r
depende solamente del angulo de dispersién 6, por lo que no hay contribucion en la po-
tencia de las variables de Mandelstam. Sin embargo, este factor proporcionara la parte
imaginaria de la amplitud de dispersion , la cual esta relacionada con la seccién
eficaz total . Entonces nos concentramos en resolver la integral radial como se
hizo en [79],

r2

00 R2
I, = / dr 3% <0/S> e~ 2Fsu (6.20)
0

Realizando la integral obtenemos:

cos(20) +7)? g2a”® 4
Aid lueballs(p) ~ 726277. ( . > [A17A27A A H(Al - 1)1/2 X
g 162 sin” 0 RS R e

/

2-A/2
(_1)1—A/2 9A-3 <A§R2> f(9>1—A/2 $2-A/2 o

{F (Az_2> T (A - —4§‘£;2f<6>)} (6.21)

donde las funciones gamas asi como las funciones gamas de Euler incompletas provienen

de la integral radial, y hemos definido
f(0) = 2mi+ (1 + cosf)loglcos®(0/2)] + (1 — cosf) log[sin®(0/2)].  (6.22)

Las funciones gamas incompletas pueden ser asintoticamente expandidas como sigue
(ecuacion (6.5.32) de [92])

['(a,2) = / dtt* e x 20717 [1 + a + (a >§a )

+... (6.23)

z z

para z — oo y |arg(z)| < 3mw/2. Notemos que para el limite de altas energias este
término desaparece

o A—2 a's
limit,y oI’ < 5 —4A2R2f(9)> =0 (6.24)

Luego, la amplitud de dispersion de 2 a 2 glueballs en el limite de altas energias es

92 (cos(20) +7)? (4mg,N,) T :
A4d ueba s(p) ~ B — IALAQaA JAg (Al - 1)1/2 X
4 glueball o 162 sin? 0 N2 ° 1:1_11
B - - A—2 s \2-A/2
(_1)1 A/2 2A 3f'(0)1 A/2 T <2> ([\2> . (625)
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La seccion eficaz total para este proceso exclusivo para grandes valores de s y angulo
de dispersion fijo es

S >I—A/2

e (6.26)

1
_ 4d
OTotal = ImA; glueballs(p) X (

donde se ha omitido la dependencia angular. Este resultado es fundamental porque
muestra cémo el factor gy de la métrica del AdSs a través de la relacién entre p, y P,
hace que la oy del proceso dual de Hard Scattering en la teoria cuantica de campos
tenga una dependencia en potencias de la energia de centro de masa como se espera
en este tipo de teorias. Ademas dicha potencia depende del twist de los operadores que
crean los estados, es decir, depende de 7 = A — s, con s = 0 para el operador que crea
el estado de glueball y donde A = 31 | A,

Se menciona en [27] de la posible presencia de un término multiplicativo a la potencia
de s en do /dt de la forma log(s/so)?, pero no determinable mediante data experimental,
ni tampoco por anélisis dimensional, como es mencionado en [26]. De la funcién f(6)
presente en ((6.25) se puede ver que surge un término cuyo aporte a la seccion eficaz
diferencial de dispersion para cuatro glueballs es de la forma:

do 5 A At A
— ~ s log | —— 6.27
& (O/ \% )\’t Hooft82> ( )

Por lo que concluimos, que mediante este método de Polchinski-Srasssler [I] se logra
obtener un término logaritmico en el cociente de invariantes, obteniendo la potencia 2
en el logaritmo como se sugiere en [27]; y quizds una correccién a esa potencia de la
forma log(s/s0)°”", como lo sugiere la ecuacién con la identificacion A = n.

6.1.1. Integrales angulares en la S°

En esta subseccion nos concentraremos en el calculo de las integrales angulares de
los cuatro armonicos esfericos escalares sobre la S° , tarea que no ha sido llevada
a cabo anteriormente en [I]. Los arménicos esféricos sobre la S® estan etiquetados con
cinco nimeros enteros positivos (I1, lo, I3, 14, l5), los cuales satisfacen l5 > [y > I3 > I >
[y > 0. Tomaremos l5 = k. La relacion entre la dimension conforme A y k para escalares
es A = k+4 con k > 0. La construccién explicita de los arménicos esféricos se presenta
en el apéndice F.

A modo de ilustracién veamos algunos ejemplos de calculo de estas integrales angu-
lares. Primero que nada consideremos la representacién irreducible de SU(4) con k = 0.
Esto deja a un solo arménico esféricd™|

Y(S)

(0,0,0,0,0)(9) = q %2 (6.28)

13Usamos una notacién en la cual hacemos explicitos a los enteros (Iy,ls, 13,14, l5). Usamos el indice
(s) para los armonicos esféricos escalares.
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y el resultado de la integral (6.13) con cuatro }/(89,2],0,0,0)(9)78 es T Y como se muestra en

la tabla Este caso del limite de altas energias describe la amplitud de dispersion de

cuatro escalares en la representacion irreducible [0, 0, 0] del grupo SU(4)g de simetria R
de la teorfa N' =4 SYM SU(N,); es decir todas las dimensiones conformes son A; = 4,
con Iys44,y A =16.

Consideremos ahora el limite de altas energias para un proceso de dispersion 2 a
2 para escalares en la representacién [0,1,0] de SU(4)g, con A; = 5. Tenemos ahora
no uno, sino 6 posibles armonicos esféricos escalares sobre la S°, es decir: Y((1 2) 00082,
Y((lf)l,o,o,o)(Q)a }/((18,)1,1,0,0)(9)7 }/((18,)1,1,1,0)(9% Y((lf)l,l,l,l)(Q) Y((1)111 1)(9)7 por lo que habran
muchas combinaciones posibles para los armonicos esféricos escalares en esta represen-
tacion. Tendremos 6 casos donde los cuatro escalares tienen el mismo set de los [;’s, es

decir:
L= [d9s Y (@) v () v Q) v Q) =L (629
1= 5 10000( ) (1,0,0,0,0)( ) (1,0,0,0,0)( ) (1,0,0,0,0)( )— A3 ( . )
S)* S)* S S 9
I = /dQS 1,)1,000 (€2) Y((l,)l,o,o,o)(Q) Y((l,)l,o,o,o)(Q) Y((1,)1,0,o,0)<9) - A3’ (6.30)
S)* S)* S S 9
I3 = /dQS 1)1100)<Q) }/((1,)1,1,0,0)(9) Y((1)11 0,0)(9) 1/((1,)1,1,0,0)(9) = And (6.31)

L= [ a9 Y7110/ Y100/ Y100/ Y100/ = 15+ (632)
5)* 3
Iy = /dQ5 1)1,1,1 1) (Q) }/(1,)1,1,1,1)(9)

((1,1,1,1,1)(Q> )/((18,)1,1,1,1)(9) — 5.3 (6'33)
S)* S)* S S 3
Is = /dQ5 }/((1,1,1,1,71)<Q) }/((1,)1,1,1,71)(9) }/((1,)1,1,1,71)(9) 5/((1,)1,1,1,71)(9) = o3’ (6.34)

h<

27

Luego la amplitud de dispersion correspondiente estara dada por la expresion gené-
rica:

A 16
A4 glueballs(p> X IZ (p) (635)

teniendo las integrales I;’s con ¢ = 1,...,6 los resultados dados en las ecuaciones
a respectivamente. La potencia 16 proviene de considerar A = 4 x 5 y de escribir
s como pZ.

Evidentemente hay muchas posibilidades para los estados intervinientes, ya sea que
se encuentren en las mismas o distintas representaciones irreducibles de SU(4)r para
éste proceso de dipersion 2 a 2.

La integral provee reglas de seleccion para los estados permitidos en este
proceso de dispersiéon. Damos algunos ejemplos mostrados en la tabla para este tipo
de integrales.
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Y(Ef% 0,0 O)Y(E)S,ELO,O,O) Y((lfg),o,o,O)Y((ls,Z),o,o,o) Y((lf)l,o,o,o) 5/((1f)1,0,0,0)

Y(E)S,g)*o 0 O)Y(E)?)TO,O,O) 1/ m? 1/ m? 1/ m?
Y((lsg)*o 0 O)Y((EZJTO,O,O) 1/ w? 9/ (47TS) 3/ (4W3)
Y 000 Y000 1/ 3/(4n%) 9/(4r%)
Y 00 Y T 100 1/ 3/(47%) 3/(4r%)
Y0 Y 11 /7 3/(47%) 3/(47%)
Y((18)1*1 1 1)Y((18)1T1 1,1) 0 0 0

Y(1 )1 1,1 —1)3/((18)1T1 1,—1) 0 0 0

Cuadro 6.1: Algunos ejemplos de la integral (6.13]) para cuatro arménicos esféricos escalares
sobre la S°, dejando como resultado reglas de seleccién.

6.1.2. Limite de Regge para proceso exclusivo de 4 glueballs

En esta seccién abordaremos como el limite de Regge § >> |f| v § ~ —@ de las
variables en 10 dimensiones afecta a la amplitud final de la teoria de gauge dual para
el proceso de dispersién de 2 a 2 glueballs. De (5.15)) tomamos 6§ — 0, entonces

9
KReeee(1,23.4) = 1—633 G OON (6.36)

dando por resultado la amplitud de dispersién (5.17) para cuatro dilatones. Insertando
esta amplitud en el ansatz con las funciones de onda ya explicitas:

4d R 9 92 o ! 1/2
A4—glu§kg>alls(p) = 17627T R§ 1-A IA17A27A37A4 (H(AZ - 1) / ) X
To

i=1

s\ —24at/2 e
o0 3 ~ _ i L(=a't/4)
dr 3-8 (o/5) oS 2—a'i/2 a '
/7"0 nr (o5) ( 4 ‘ [(1+ a't/4) (6:37)

En este limite tendremos ¢ < 0, por lo que definimos ¢ = —|f|. Para |[{| < 1 el
cociente de funciones gamas se aproxima a 1/|t|. Entonces debemos resolver la integral

! D2 2+%a/R2t/r2
* 5—A o' R%s 210/ R2¢/r2 4
/TO drr < > ) (4 e)¥ 2B/ (o/R2|t|> ,  (6.38)

La cual resolveremos por el método de saddle-point o punto de ensilladura. Por

radial:

conveniencia escribimos la integral como sigue

L OO dr explh(r)] (6.39)
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donde definimos

2+ 1o/ R2t/r?
— 5—A O/RQS ? 2 Lo/ R2¢ /72 4
h(r) = log (r ( ) (4 )22/ (a’R2|t| (6.40)

r2

La condicién de saddle-point dh(r*)/r = 0 se cumple para el saddle point r*,

log (i) + log (E)
« 1] 4
= Ry\/|t 6.41
= Byfa \J N (6.41)
El valor dominante para la coordenada radial sera el que cumpla la condicién:

r’ = max (AR2, r*) (6.42)
obteniendo un comportamiento de Regge solo si se cumple la condicion

log (=) + log (&=L

6/|t|\l (t')A : () <1 (6.43)

Luego la ecuacién (6.37)) es
36+/4mgs N, 1
A4d Regge ( ) ~ 77“] IA17A2,A3,A4 (H(Az o 1)1/2) >

4—glueballs 16271'1/2 N2
c =1

~ 1 N r
93 +a'lt] L2+ 5 (a/8>2+%t

- = = = (6.44)
a’|t|\/|A — 1+ @/Jt|(3log 4 — 2) — 31| log (d's))|

Si consideramos que &/|t| ~ 1, como lo sugieren los datos de QCD segin [I], obte-

nemos
36 - 23/2\/4mwg,N, e*/? 1
4d Regge siVe
A47glu§1§alls( ) ~ 16271/2]\[2 [A17A2,A3,A4 H(AZ - 1>1/2 X
c i=1

(O;/S)QJr%t

\/|A —1+(3logd —2) — 310g(&’s)|

(6.45)

El factor (o?’s)”aT/t se interpreta como la trayectoria de Regge j(t) = 2 + %t =
24 Mﬁ correspondiente a la Reggeizacién de un gravitén (desde el punto de vista de
la teoria dual en 10d) propagandose entre los dos glueballs en el canal ¢.

Notemos que el resultado es presentado por primera vez en forma completa.
Si bien el resultado de la propagacién de un graviton Reggeizado ya habia sido obtenido
en [I], nosotros presentamos el resultado total, con todos los factores correspondientes.
Se procedié de igual forma que en [79], pero ellos ignoran también los factores y ademés
en este limite de Regge, no dan el resultado aqui presentado, sino que dan un

resultado erréneo para este limite[]

4En [79] se da un resultado erréneo en su férmula (4.41), el cual es comparable con la férmula (23)
de [1].
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6.2. Hard scattering de 4 fermiones de espin 1/2

Esta es una de las secciones més importantes de esta tesis, ya que aqui se encontrarn
los principales resultados originales de la misma. El calculo de la amplitud de dispersién
de cuatro dilatinos en teorfas de supercuerdas de tipo II [3] fue instrumental para llevar
a cabo el calculo de la presente seccion. Aqui se llevara a cabo el calculo de la amplitud
de dispersion de cuatro fermiones de espin 1/2 en la teorfa dual de SYM, considerando
primero el caso de dispersion a angulo fijo, y luego para el limite de Regge.

Repasemos algunos puntos importantes de la secciéon 5.1.2. El punto de partida en
[2] son las relaciones KLT [36]. Como se vi6 antes, el factor cinematico para la amplitud
de dispersion de cuatro dilatinos

G 1
KFaiines(1 9 3,1) = Ki5'(1,2,3,4) 1731(;?;38(1,2,4,3). (6.46)
donde recordemos que KP%5(1,2,4,3) = K5(ky, ko, k4, k3) estd dado por (5.8) y el
correspondiente factor cinematico de cuatro cuerdas abiertas fermiénicas ([5.19). Recor-
damos la definicién del dilatino [73]

uf @ (M =i(IM)g A7 (6.47)

Por simplicidad tomamos algunos términos representativos del factor cinematico de
cuatro dilatinos para calcular el comportamiento de altas energias para la amplitud de
cuatro fermiones de espin 1/2 en la teoria de gauge dual. Estos términos proporcionaran
un comportamiento dominante y subdominante en potencias de s. Consideremos la
siguiente expresion

d-dilatinos (7 & & 7 1< Npppary 3
K. (1,2,3,4) = 5@)\21“ LT MM Ty T pl v Ay

~i’2 _ _
—%/\JNFPFMA?MPMFPFN)@ ... (648

Procediendo con algunos calculos algrebraicos, obtenemos

Ké—dilatinos(I,éyg’i) _ 5512’;[155\2FM>\35\1FM)\4 +/‘\2FN(¢M¢P)FP(#M#N)FM#N#P))\3
< MPunp L peenzn DviearepAd]
_ 5§122[155\1FM)\25\4FM)\3 + 5\1FN(#M#P)FP(#M#N)FM(#N#P))\2
x MDaienzp)Dpeearzn Dnearzms] + - (6.49)

donde N(# M # P) solamente significa que el indice de Lorentz en diez dimensiones
N no puede ser igual a M ni a P. Si queremos calcular la amplitud de dispersién en
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la teoria de gauge dual, debemos realizar la integracion sobre la coordenada radial y
sobre las coordenadas angulares, es decir, sobre las coordenadas del espacio producto
AdSs x S°. Por conveniencia expresamos la métrica de AdSs como

drtdx? + dz?
2

ds® = R

= gudrtdx’ + g,.dz* = Gapdz®da® (6.50)
z

donde a,b,c = 0,...,4 estan sobre el espacio AdSs. Por otro lado, la coordenada z
0 < 2z < 2z, siendo 2z el cut-off en el IR. Las relaciones entre las coordenadas en espacio
plano y espacio curvo en cinco dimensiones son

- . . 1
Mai€alh = Gab,  CON €4 =1/Gaaly ¥ €= 55 (6.51)

donde a,b,¢ = 0,1,2,3,4 son los indices en espacio plano de cinco dimensiones. Para
mayor simplicidad nos enfocamos solamente en el espacio AdS;. Entonces estudiamos
términos de la siguiente forma, los cuales tienen coordenadas del tipo a, b, ¢,

~2~

e i
Kél—dllatmos(L 2’ 37 4) _ ;12 [15)\21-%1)\3)\11‘\ )\4 + )\ Fb #a#C)Fc(#ﬂw’Eb)Fa #b#c))\
X MT i Uaragsy Uszare M)
o2
— t15 [15)\1Fa)\2)\4r )\3 + >\1Fb ;éa;éc)rc(;éa;éb)ra ;éb;éc))\
x A4Fa(;éb7éc)r s(rarh) L brane sl - - (6.52)

El préximo paso es volver al ansatz de Polchinski y Strassler para el caso de
cuatro dilatinos, obteniendo por lo tanto, la amplitud de dispersiéon A% . espin-1/2(P)
(luego de haber reemplazado r = R?/z). Para ello debemos considerar las funciones de
onda de los dilatinos \;(y, Q) en el fondo AdS; x S°. Nuestro factor cinemdtico en este
espacio curvo sera

27
TNV { N - .
Ké-dllatmos(L 27 37 4) - 512 [15)\2(97 Q)Fa)\?)(y? Q))‘l(ya Q)Fa)\él(ya Q)
Doy, Q)TPFarA PeFarb) Fatbre) \ () Q)
M (Y, DT atvrze) Dezarn) Dogtase) A (y, Q)]
5t S -
512 []‘5>\ ( Q)FGA2<y7 Q))\4(y7 ) a)\?)(y; Q)
)\1(3/ Q)Fb FaFc)e(Fa7b) a( sﬁbsﬁc))\2< 7@) 4( )

X Laaoge)Cetrarn) Doirare s (y, D) + .. (6.53)

O

es decir, KX dilatinos(1 9 3 1) indica que ésto es un ansatz usando la aproximacién local,
andlogamente a como se hizo para los cuatro dilatones. Notar que y = (r,a*) y Q5
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son las coordenadas en la S°. Las T',’s son las matrices gamas de Dirac en el fondo
AdS; x S® en la siguiente representacién [95]

=0'@lL 5 (6.54)
donde 4% son las matrices de Dirac en AdS;. Las matrices gamas de Dirac en espacio
plano cumplen

VAP = P 4 Pt — Py — i Py (6.55)
con €"Pe,,,, = 6 09 y donde v° = inPyly240.
Consideramos la siguiente representacion,

= (_Q_ _%"”> (6.56)

oM

con la usual forma de las matrices de Pauli ya vistas anteriormente.
El veilbein relaciona las matrices de Dirac en espacio plano y curvo,

., R
Yo = €Va = \V/YGaaVa = ;7& (657)
Yy
~a a_a 1 a Z a (6 58)
= €. = = — .
Y ay gaav R'V

El dilatino es un espinor en diez dimensiones con quiralidad derecha, por lo que
tiene 16 componentes no nulas y entonces lo podemos escribir como

N — G,) (6.59)

bajo una descomposicién de Kaluza-Klein en AdS5 x S° tenemos
Xy, Q) = Aiy) @ Yi(Q) (6.60)

donde \;(y) es un espinor de cuatro componentes en el AdSs y Y;(€2) es un arménico
esférico espinorial en la S®. Luego, el factor cinematico para cuatro dilatinos en espacio
curvo es:

K4—dilatinos(i’ Q’ 37 Zl) _

st ——[15X2(y) ® Ya () (Ls @ ") A3(y) @ Y5(Q2) A1 (y) ® Y1(Q) (L4 ® Fa) Aa(y) @ Ya(2)

512
Ao (y) © Ya(Q)(Ly @ 7777 (1, @ 377

)
)Ly © 7P A3 (y) @ Y3(9Q)
X A(Y) ® Yi(Q)(Ls @ Ya(zbze)) (La @ Ve(zazb)) (L1 @ Fp(azte)) M (y) @ Ya(£2)]
5t2

= o l15M() @ Vi) (L ® %) Ae(y) @ Ya(Q)Aa(y) @ Ya(2)(La ® Fa)As(y) @ Y3(2)

M (y) @ Y1(Q)(I ® 777 (I @ 77770 (1 @ 7°F79) Mo (y) © Ya(Q)
X Aa(y) @ Ya(Q) (L4 @ Fazvre)) (La @ Feo(azd)) (La @ Fp(zarze) ) A3(y) @ Ya(Q)] + ...
(6.61)
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Debido a que nos interesa solamente el comportamiento en las potencias de s para
altas energias en la amplitud de dispersion en cuatro dimensiones, podemos no conside-
rar el producto de los cuatro armonicos esféricos espinoriales presentes en cada término
de la expresion anterior, lo cual permite reducir bastante la expresion E

+

X

f(/él—dilatinos<i7 Q’ 37 Zl) ~

)7 M)

%
512
N (i) (FPP) (57020 (3929 \o 1) X () T trey) Gl tarny) Gty ) M)
5 ()7 ) M) e () + () (P70 (5707 (592 3, )
G

512
M (V) Fa(evre)) Fezar)) Fo(zaza) A3 ()] + - .. (6.62)

a/\<>

Se puede ver facilmente que las matrices gamas en espacio plano y espacio curvo

dejan al mismo factor cinemético para cuatro fermiones, debido a la cancelacion entre
los factores que surgen de los vielbien. Usando las propiedades ((6.55)), la amplitud de
dispersion en diez dimensiones para cuatro dilatinos en espacio curvo es

U I'(—a'y/4
A10d4d11at1nos)(ﬁ) 71_%20/3 Kél-d1lat1n0(172’3’4)) H ( X/ )

cuerdas (curvo

mg2a’(a/3)3(1 — cosh)

{[15A2(y)7" A (1) M1 ()7 ()

] 256 Aaly
+ 150 M)A ()7 M) + 602 ()767" As (1) ()17 Aa(y)
+ WG ”#Z’&”))v%()A W)Y (Vo) Vi) ) Aa (1)
+ %2(3/)75( I () i) )7 M (¥)
+ W) (PENP (AEN) X (1) M () V)Y Vo) Aa ()]
+ L2255 )y M0 IR R
+ 6 61 (1)o7 A2 (Y) A (y)” _(y)
- R )it 1)
+ M ”(75‘”)(7 HED) Ny (y )%4(3;)(7,‘(#))( Vo) As(y)
+ M) @TNYPAEN A ()N () V) ) Y o)) A3 ()] + - -+ }
I'(—a'x/4)
< 11 Pt (6.63)

X=5,t,4

ondae usainos = . ansatz ara este caso gqueda Ccommo
Dond z=~5 El t t d

A4 fermlones(p) = / d’l" /S5 dQ5 V=4 jigg:éiﬂ(fﬁ?sz) (ﬁ) (664)
0

15E] lector interesado puede ver sobre la construccién y el uso de arménicos esféricos espinoriales
sobre S° en [34] 35, 97, O8]
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Como se hizo para el caso de los glueballs, si estamos interesados en el compor-
tamiento de altas energias para la teoria de gauge dual, serd suficiente considerar el
comportamiento asintético de la funcién de onda del dilatino. La solucion general de
un dilatino de 16 componentes tiene la forma , donde el dilatino \;(y) de cuatro
componentes cumple la ecuacién de Dirac en AdSs

(zvm(()m —29° + mk) Ai(y) =0 (6.65)
donde my = k + %, y el cual tiene la siguiente solucién genérica
Ni(y) = Ce™ 272 [a™ (P) Jppo12(M2) + = (P) Jupi1/2(M2)] (6.66)

De los espinores de Dirac en cinco dimensiones a4 podemos construir los espinores de

Dirac en cuatro dimensiones u, que cumplen la ecuacion de Dirac iv* P,u, = Mu, y la
., . ./ ‘s 1+£+°

relacién de dispersion P? = —M?2. También tenemos los proyectores usuales Py = (27“’)

Actuando con Py ambos lados de iv*P,u, = Mu, tenemos

i p
a, = ”T“a_ (6.67)

La solucion se puede reescribir como
Ni(y) = CeP 2 Py Jyp 1o (M2) + Po T jp(M2)| e (6.68)

Al estar interesados en el comportamiento de altas energias para la amplitud de
dispersion, debemos tomar grandes valores de la coordenada radial r, ya que recordemos
quer =R2/zypn~ /s~ &z debe ser grande.

Analizando el argumento de las funciones Bessel J(Mz) = J(M RTQ) ~J (%), tene-
mos que para valores pequenos de su argumento:

( M Z)mR—l /2

Jmie-1/2(Mz) = 2mA-1/2(mR —1/2)! (6.69)

y de igual forma para Jp,11/2(Mz). Luego (6.68) expresada en términos de la coordenada
T

N(y) ~ ef'? o (r/ro)~ %" | Py + M"—RQP 7 (6.70)
i\Yy) ~ € REN2(A, — 5/2)! 0 + 2 (A, —3/2) U, .
y

Ny =~ e ROENT(A, — 5/2)] (r/ro)~ 5" uj [P_ + 2 (A, = 3/2)P+] (6.71)

Recordemos que los espinores A7 (y) surgen luego de una compactificacion de Kaluza-
Klein de los espinores de Majorana-Weyl de 32 componentes después de la compacti-
ficacién esponténea de supergravedad de tipo IIB en el fondo AdSs x S°. Como en el
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caso de los glueballs, los cuales son duales a los operadores (’),(f) (x) de la teorfa N =4
SYM; los dilatinos son duales a los operadores O,(f)(:x) ~ Tragi(FAXF), donde X son
los espinores de Weyl izquierdos de la teoria N = 4 SYM. El twist 7 de tales operado-
res estan definido como 7 = A —1/2 = mR + 3/2, con A = k + 7/2. La constante de
normalizacion ¢; se obtiene con la condicion ,

QAR(A; — 1) (A; — 5/2)! (6.72)

Hasta el momento la amplitud de dispersién de cuatro fermiones de espin 1/2 (6.64)
va como

A (p) ~ — (12862> g2 R?a(1 — cosf)

4-fermiones o3 256

S (=1)" (/3P [15Ma ()" s (¥) M (¥) 7 A (v)

X
=
3
<

T0

+ 152(1)7° A3 () A (W)Y Aa(y) + 622 ()67 As (1) A1 (1) A (y)
+ Xz(y)v”(’é”)vp#”é”) “X3(W) A (W)Y Vo) Ty M (y)
+ 5‘2(9)V57 (7&“) ( );\ ( ) w(zp) Vo(#n)Y ))‘4( )
+ Ay 5&”%( )AL (W) V)Y Vo A (9)]
+ D058 e Maidsly) + 15 Y M) ()7 M)
+ 66X (177 M2 () A (9)Y Y As ()
+ M FOEI N (y ) sV Vo) o0 A3 (V)
+ MWV AV IINED X (P Ad () V() VotV A (y)
+ MWV FPAEN () M) Vi)V Ve s )] + -
sin((757) sin(*5%) (o'5/4) /2 (a'F/4)" 2 o'/ 4)
8 ra's <3 (1—c0s0) (1Tc030) (6.73)
s (23) -]

donde se us6 la aproximacién ((6.14) para el producto de las funciones gamas. Ahora
necesitamos la forma explicita de las funciones de onda fermiénicas en AdSs, las cuales
estan en funcién de los espinores de Dirac en cuatro dimensiones planas w;(p) dados

por [93]:
u(p) = (Z;Eg;) = @g g) (6.74)

con s = 1,2. Notemos que en (6.73) los términos con solo 7° desaparecen. Ya que
estamos interesados en el comportamiento de altas energias, solo trabajaremos con el
primer término de (6.73)) sin pérdida de generalidad para las potencias en la variable s.
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Trabajando el primer término tenemos

_ - AANR2(A/2 -2
1522 ()7 A3 ()M (y)rpdaly) = =15 <T0> (RIS/AG -
t t MR t s t

+ U“Ug,RuLL6HU4,L +

P b=
)4U2,LU“ U LUy 10U 1]

(6.75)

4r2(A; — 3/2)2 2R 16r4(A; — 3/2

donde A = 4A;, al considerar cuatro fermiones idénticos. Tomando un sistema de
referencia de centro de masa, los cuadrimomentos de cada uno de los fermiones de la
teoria de gauge dual son

s
2'V4

pg = <\g§7_\/ - MZ,O,()) )
Py = < ”i MZCOSHM*—MZSIHQ O)
P = <—\é§,—1li — MZCOSH,—,/Z — M? sin@,O) . (6.76)

siendo s la variable de Mandelstam en cuatro dimensiones. Usando esta cinematica, la

_M27070>a

A~ »

raices cuadradas en los momentos de los espinores (6.74]) quedan como

1/2 Vs s 2

_ 1 -4+ M s M
S AR e 0 G S b (i R
Vs +2M) ,/f—M2 -+ M

Ll G NV B
<f+2M> ( Ve )
V2l M s — M2e"
( \f+2M> (\/Wew LM )

M i M
s+2M RO Ve T VA

(6.77)

2 =

g 8

333

3

Por simplicidad consideramos solamente una de las polarizaciones,

(= (é) (6.78)
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Luego el término (6.75) estd dado por

1522 ()7 s (1) A1 () 7uha(y) = =30 (:0> - A2R2§%A18/j6_ =i

M2R MARS
A, —3/2) " Tori(A, = 3/2)4)

) 1 .
2 2i60 0
X (3—4M)<e —|—§e +1><1+2r2(
(6.79)
Este término constribuye en tres integrales radiales distintas a la amplitud de dispersion,

60e?mg2a’ (1 — cos0)

Al fermiones(P) Piaai s g2y (8/2 = 2)%(s — 4M7)
) 1 . ) M2R*
216 — 0 1 d 3—A 1-A
. (6 TR >/O T\ T a3
M4R8
-1-A —2Bsta
T Tea 3/2)4) ¢ (6.80)

como se procedié en el caso de los glueballs, aqui también no tendremos en cuenta el
factor oscilatorio en las variables de Mandelstam, ya que este no modificara las potencias
de s en la amplitud. La funcién S;;; ya fue definida en . Como se hizo antes para
los glueballs, cambiamos la variable de integracién a u = r/rg, teniendo siempre en
cuenta que § = (R?/r?)s. Al integrar obtenemos

Al ) 60e’ma’(gsN.)?(1 — cos 0)
4-fermiones N(;2 SiIl2 2

<2A—5(82—T/2 _ 4M281—’T/2) (_ AR? >A/2_2 -F (A — 4) T <A —4 O/Sf(e))

(A2 —2)%(e*? 4 gew + 1) X

o f(6) 9 7 4N2R2
2A—3(81—7—/2 _ 4M25—T/2) B A2R2 AJ2-1 'F A_9
2(AJ4—3/2)2 N0

L2 (s - AT ( A2R2)>A/z :1“ <A> -r <A _O‘/Sf(e)>

r A—-2 osf(0))
B 2 AN2R?

) (6.81)

con el twist total 7 = 31 7 =S (Aj—s5)=A—4x1/2=A—-2 > A=7+2
Como se anticipd, en la amplitud de dispersion recién obtenida tenemos un término
dominante que va como (a's)?~7/2, y un término subdominante que va como (a/s)'~7/2.
Tomando un rango paramétrico que sea A ~ M ~ 1 GeV y para grandes valores de s,
concluimos que la seccién eficaz total para un proceso exclusivo de cuatro fermiones de
espin 1/2 para s muy grande y dngulo de dispersién fijo dada por

16(A/4 — 3/2)4 o f(0) 2 27 4A2R?

1
OTotal = g ImAiifermiones(p) (682)
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la cual presenta una constribucién dominante que va como (s/A%)>77/2 siendo 7 el
numero minimo de campos elementales que llevan una fraccién del impulso total del
proceso exclusivo. Como se explicara en el capitulo 7, la contribucién dominante s2~7/2
indica la interaccién de un solo par de constituyentes (L = 1) presentes cada uno en
cada fermién, ». Notar que la ecuacién contiene ademaés contribuciones subdo-
minantes, a saber, s'~7/2 y A2s77/2 las cuales son obtenibles a partir del estudio del
calculo puntual en el limite de acoplamiento fuerte de la teoria de gauge y no son de-
rivables a partir de calculos perturbativos de la teoria cuantica de campos, es decir, la
capacidad de correcciones subdominantes son efectos nuevos que podemos obtener. Po-
demos atribuir las correcciones subdominantes a un resultado que no se puede obtener
a partir de un conteo de potencias naive sobre las interacciones de la teoria de gauge
[25], 26]. Por otro lado, para el caso de particulas escalares, es decir, en la dispersion
de cuatro glueballs, vemos que en solo aparece el término s2~2/2
comportamiento completamente analogo al esperado desde el punto de vista de la teoria

, el cual es el

cuantica de campos.
Al igual que en la dispersién de cuatro glueballs, aqui también tenemos no una
(como lo fué para los glueballs), sino tres potencias distinas de f(6) en (6.81). A orden

dominante tenemos

do 4t 2
— ~ 57T og | —mr—— 6.83
dt & (O/ \% )"t Hooft52> ( )

con la respectiva identificaciéon 7 = n.

6.2.1. Limite de Regge para un proceso exclusivo de 4 fermio-
nes de espin 1/2

En la seccién 6.1.2 analizamos el limite de Regge, ya visto en [I], pero en su forma
mas completa y con los comentarios necesarios respecto a estos resultados antes obteni-
dos. Ahora abordamos el mismo problema, pero para la dispersion de estos 4 fermiones
de espin 1/2. Veremos que para este caso llegaremos a una conclusién més interesante,
que podra ser analizada desde el punto de vista de una accién efectiva de supergravedad
de tipo IIB, luego de una compactificacién sobre la S°.

El limite de Regge § >> || para la dispersién de cuatro dilatinos en teorfas de
supercuerdas de tipo II [3] fue estudiado al final de la seccién 5.1.2. Luego, para obtener
la amplitud de dispersion en la teoria de gauge dual en este limite, debemos introducir
la ecuaciéon en el ansatz de Polchinski y Strassler. Para hacer los calculos méas
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sencillos y sin pérdida de generalidad, nos enfocaremos en el primer término de ([5.48)),

A4dRegge (i’27372’l) ~

4-fermiones

10e*mg3a’t / :o dr(?“?’Pf)(04’5)”‘12/{%(?;)&(3/)%1(y)M(y)m

10e’mg2(A/2 — 2)2a™ (s — AM?) (e — 1)2 f oo pP7A o ) oypg @/ B2t
- RU—IA N4 (/0 dra,R2|t|(Q/R s/rA)H e
M2R4 3 A 2 a th/r2
T A 3)2) / ar ’R2|t](aR s/
M4R8 00 ,,,.1 A aRQt/TQ
dr R? ) 6.84
T 16(A/a—3/2) / @S + (6.84)

con \; = )\IFO. Como se hizo para los glueballs en el limite de Regge, aqui tambien
resolveremos estas tres integrales por el método del punto de ensilladura, por lo que es

a4 Resge (753 4) como sigue

conveniente expresar A, 50

1022 (A2 — 2)%a" (s — 4AM?) (e — 1)?
R14 2AA4

(/ drexp[ < ,R2|t’(a’R23/r2)1+Qth/r>} + Q(A%iR;/Z)Q /T:O dr

Ay oveage (1,2,3,1) ~

4-fermiones

TS_A e RQt/r M4R8
| 2 )+ I
e [ o8 (a/R?M(O‘R s/ T oA =32y ey
ri=a La R2t/r
X exp {log (o/R2|t| (o’ R?s/r?)! ) (6.85)
Definiendo las funciones
T T o Vs
fi(r) = log (a,R2|t|(aR s/ri)t e ) (6.86)
TS_A o ) 1+Q/R2t/r2
H(r) = log (O/RW((XR /2y, (6.87)
TI_A ! 2 211 cz/RQt/'r2
) = o (e /R (689

con las condiciones del punto de ensilladura correspondientes para cada una de ellas:

dfi(ry) _ dfa(rs)  f3(r3)

dr  dr  dr =0 (6.89)
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obteniendo los siguientes tres puntos de ensilladura para cada integral,

"It| 1 t
oA R\/W, (6.90)
[ log(s/[t
ry R~ R\/OMAOg_(Sl/’D, (6.91)
_— o[t log(s/[t])
oA R\/ TS (6.92)

siendo el valor dominante de r para cada una:

o|t] log (=

! = méx | AR%, AR? HA?E'“) : (6.93)
o|t]log (=

ry, = max | AR* AR? ||A_$|t|) , (6.94)
o|t| log (i)

L = mix | AR AR —— 11~ 6.95

T max , A+l ( )

Por lo tanto, obtendremos el comportamiento de Regge para la amplitud de disper-
sion correspondiente siempre que se satisfagan las condiciones siguientes:

o'[t|log (&)
A—-3

o[t| log (ﬁ)

1 1t <1,

&’|t|log (ﬁ)
A+1

<1,

< 1.

(6.96)

Llegando finalmente a la amplitud:
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At Resse (7 5 3 ) o DO T AR
16/ |t|

4-fermiones

oA —4)? (—1 - ei9)2

—A ~ alt ~ alt
x  AATIRAAY (ARQ) <\/47rgch(o/s)2+2 - 4(a’s)1+2>
( 256
X
(A —6) ‘ — 3a/[t|log (@'s) — Ba/[t] + (A + 1)
128
+

(A —6)? ‘ — 3a/[t] log ('s) — Ba/[t| + (A — 1)

1
+ 0 ) (6.97)
l — 3a/[t|log (@'s) — 5a/t] + (A — 3)

donde hemos considerado que A ~ M. Tomando o/[t] ~ 1,

A R (T 53 ) se*m! 2o/ N \/Am g, N,

(A—4) (~1+ ")

4-fermiones 128 ch
N alt ~ alt 256
X (\/gch(o/s)H? - 4(a’s)1+2)
(A—=6)* ||A—4—3log (a's)
128 16
+ + (6.98)

(A =6) ||A—6—3log (a's)

A —8—3log (&’s)

Notemos algunos puntos importantes de la amplitud recién obtenida:

4d Regge

» Tenemos dos contribuciones en A, 5> (1,2,3,4), una dominante y otra sub-

dominante.

= La amplitud AXlatinos Reege 7 5 3 7) on ((5.48)) es el resultado completo, con todos

cuerdas
los términos correspondientes para la amplitud en 10d en teoria de supercuerdas

de tipo II para 4 dilatinos en el limite de Regge [3].

» La contribucién dominante en (6.98)), la cual esta acompanada por un factor que

),
2+a7;

es la raiz cuadrada de las constante de 't Hooft, es proporcional a (&’s)
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habiendo una trayectoria de Regge j(t) = 2+ %’t =2+ NEW’ la cual se entiende
como la Reggeizacion de un gravitén (en la teoria dual en 10d) propagandose
entre dos fermiones de espin 1/2.

La contribucién subdominante corresponde a la trayectoria de Regge j(t) = 1+
a’t
2
cual es la combinacién lineal de un gravifotén h,, y de una 4-forma de Ramond-

=1+ Mﬁ’ la cual surge de la Reggeizaciéon de un campo vectorial B}” el

Ramond A5 [23,24], con el indice p en el AdS; y los indices a,3,0 en la S°.
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Capitulo 7

Hard scattering para la dispersion
fermion-glueball

Hasta el momento hemos calculado amplitudes de dispersién entre particulas de la
misma especie (4 glueballs y 4 fermiones de espin 1/2) en 4d para procesos exclusivos
de una teoria de gauge SYM fuertemente acoplada con una deformacién en el IR. Lo
que haremos en este capitulo es aprovechar esta tecnologia para calcular una amplitud
de dispersion "combinada" de las dos anteriores, es decir, la dispersion de fermion /s,
+ glueball — fermion, jo+glueball [4], la cual no ha sido calculada, ni en QCD (es
decir la dispersion de protén-+glueball— protén+glueball), ni para alguna otra teoria
fuertemente acoplada con glueballs y fermiones de espin 1/2 en alguna representacion.

Una vez obtenida la amplitud de dispersion, haremos un anélisis sobre el compor-
tamiento hard para este tipo de procesos exclusivos desde la perspectiva del capitu-
lo 3 25, 26] 27], llegando a una conclusién interesante para nuestra dispersion glue-
ball/fermién. También daremos algin ejemplo para las integrales angulares, las cuales
ahora involucran a dos armoénicos esféricos escalares y a dos espinoriales, todos ellos
sobre la S°.

Desde la perpectiva holografica, sabemos que los estados de glueballs y de los fermio-
nes de espin 1/2 de la teorfa de gauge N' =4 SYM en 4d corresponden a modos de masa
cero en 10d de supergravedad de tipo IIB, a saber, dilatones y dilatinos respectivamen-
te . Por lo que, si queremos calcular la amplitud de dispersién glueball /fermion,
antes debemos tener la amplitud de dispersion dilatén/dilatino en 10d de la teorfa de
supercuerdas de tipo IIB en espacio plano, para luego poder insertarla en el ansatz
de Polchinski y Strassler. Esta amplitud la obtuvimos en [5] (ya que no habia sido
calculada antes) para luego usarla en el cdlculo que se presenta en este capitulo [4].
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q)2 q:)ﬂ. .
j=2

WANYS

oH 0

Figura 7.1: Diagrama de Witten en el cual se muestra la dispersién de dilatén/dilatino
en el canal £ en el bulk; junto con los operadores duales de la teoria de SYM ubicados
en el borde del AdS5. Aqui vemos la propagacién de un graviton Reggeizado desde el
punto de vista de supergravedad IIB en AdSs x S® para la dispersién en el limite de
Regge § >> |f].

La amplitud de dispersion dilatén/dilatino para teorfa de supercuerdas de tipo II
obtenida en la seccion 5.1.3 es bastante extensa y compleja de manejar, por lo que
procederemos a tomar solo una porciéon de ella. Consideraremos solo los términos de
la amplitud que son de la forma A;(ks - I')\s. Al sumarlos obtenemos una expresién
bastante més reducida, la cual expresada en funcién de 5 y el angulo de dispersiéon 6
queda como:

(a'3)3(49 cos(30) + 162(7 + cos(26)) — 321 cos(0))
65536

X [(—a'x/4)
M Py®Ps(ks - A —
X A\ ®o®s(ks - T') 4X£ﬂr(1 /4

2 dilatones-2 dilatinos /7 1 ~ 2
AZ (1,2,3,4) ~ 7k

(7.1)

la cual deberd ir en el integrando del ansatz:

cuerdas(curvo)

Aid,glueball-fermién(p :/ d?“/ dQs\/—AIOdellatoneS-Q dllatll’lOS(p) (72)

siendo Ajtetebali-fermion o) 10 amplitud de dispersion en 4D de la teorfa de SYM. Recor-

2 dilatones-2 dilatinos 110d,2 dilatones-2 dilatinos
demos que AC Acuerda (curvo)

amplitud esta en espacio plano Mo v en la segunda uno procede a realizar la descom-

se diferencian en que la primera
posicion de Kaluza-Klein de los campos ®’s y \’s, covierte la matriz gama I" a la matriz

gama [ en AdS;5 x S5, y también usa que 5§ — 3(r) = %3, donde no se escribe explicita-
mente el argumento r para §, pero se entiende que depende del mismo. Juntando todo
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tenemos

4 g?a’* (49 cos(30) + 162(7 + cos(26)) — 321 cos(6)) y
65536

/ dr /55 dQs r*R* (a'5)* M (y, Q5)Pa(y, Q5) P3(y, Q5)(gMNk§4fN)A4(y,Q5)
)

['(—a'x/4)
X:Htu T(1+ o/ /4) (73)

4d,glueball-fermion
4 (p) =

Donde recordamos que A;(y,€25) v A4(y,€25) son espinores de Majorana-Weyl de 32
componentes con quiralidad derecha de la supergravedad de tipo IIB en el fondo AdSs x
S°. Las matrices gamas T en espacio curvo son las mismas que las consideradas en la
seccién 6.2 en la ecuacién , asi como las matrices gamas en 5d y 4d, y también
las matrices de Pauli.

Analicemos el factor:

A (Y, Q) Py, s) @3y, ) (garnks TN) Aa(y, Qs) (7.4)

Considerando (6.59)) y tenemos

. - 0
t (1/2)t 0N | _
O L C )

Nt (1/2)t 0 1L,®7° 0 Lo (. 0
(0. M) @ Y5, () (14 @3 0 J\uey o )\ eve)

(7.5)
dejando a

M) 7° 7 Mly) @ V2 05) vV (05)

(7.6)

Notar que hemos usado tildes en las dimensiones conformes correspondientes a los
espinores (A; y A,) para diferenciar de las dimensiones conformes de los escalares (A,
y Ags). Los armonicos esféricos espinoriales estan bien identificados, con una etiqueta
(1/2) para entender que corresponden a espinores y con su deblda etiqueta para las
dimensiones conformes A; que representan. El primer factor en se encuentra en
AdSs y el segundo factor en la S°.
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La cinemaética en 10 dimensiones para una colision head-on de cuerdas cerradas es:

KM = V3 31%,0 ...,0
R

27 2
Vi W3
k) ——0,.
2 ( 2 I 2 707 70 )
k:éw = <—\/g,\/§c 89,£81n9,0, ,0>,
2 2
e (—f,—fcos@,—fsin@,o,...,O). (7.7)

con § = — (k1 + k)%, £ = — (k1 +k4)? y @ = —(k; + k3)?. Entonces los indices de Lorentz
N se reducen a b = 0,1,2. Luego en (7.4]) queda las integral angular:

(0 (1/2)t 1/2
I anands = [, 49 Vs YA (920) YO () Y205 VP (05)  (79)
Los impulsos en cuatro dimensiones de las particulas intervinientes en la dispersién
son
plf <\/§ f - Mfermlom 0 0)
4
s
pg - ( 1 glueball’ 0 0)
NG / [s
pg = < 77 glueball COS 6 glueball sin 9 0
pZ = < \257 \/ Mfermlon COS 6 - \/ Mfermlon sin 6 O) (79)

donde las particulas 2 y 3 tienen una masa de glueball Mgjyenan ~ 1 GeV, mientras que
las particulas 1 y 4 son fermiones de espin 1/2 con masa Miermisn ~ 1 GeV. Entonces
de ahora en adelante asumiremos que Mgiuebail ~ Mtermisn =~ M ~ 1 GeV, por lo que
(7.9) es idéntica a (6.76]). Hasta el momento nuestra amplitud tiene la forma

21 g2/ (49 cos(30) + 162(7 + cos(20)) — 321 cos(6))

65536
o0 * A2+A3
~ - CyC3 To
X Tayansess | dr R (@50 5(0) 2 ()
o R8A

glueball-fermion
Aj (p) ~

P(=a/x/4)
- ['(1—a'x/4)
(7.10)

x M)+ cosby' +sin0y)Ma(y) ]

X:§(r),f(r),ﬂ
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Notemos que hemos hecho el reemplazo de las funciones de onda solamente para los
escalares ®’s; dejando las funciones de onda A’s atn sin reemplazar por su forma asin-
totica para grandes valores de r. Recordemos que los espinores de Dirac en 4D tienen
la forma:

w; = <V\/§_Zg> (7.11)

donde s = 1,2, con

¢ = (é) , (= (?) (7.12)

Para los fermiones 1 y 4 debemos considerar las expresiones:

—_ pot M
N TEST (7.13)

y la correspondiente para . Con la cinematica ([7.9)) tenemos:

B 1 1/2 —%—i—M i_Mz (7.14)
VP10 = \/§+2M) /i_M2 —§+M ) .

1/2 \/s S 7\12
/ . — 4 (. 5
pl o (\/_9 ‘3/\/1)) ( S \/g ’ ( )

para el primer fermion, y

S (7.16)
p40-_ —\/§+2M /s . Vs 9 .

1/2 Vs 5 _ pAg2,—10
1 > ( 5> + M \ 31— M?3e ) (7.17)

0= |—F—== .
b (—\/§+2M M2 Ly

para el cuarto fermion.

Como estamos interesados en procesos de altas energias para angulo fijo, considera-
mos las tres variables de Mandelstam en 10 dimensiones con valores grandes. Por lo que
tomamos la misma aproximacion para el cociente de los productos de funciones
gamas de Euler. También tomamos las mismas definiciones , , las funciones
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de onda de los dilatinos para grandes valores de r, y al ser todas particulas sin masa
también usamos § + ¢ + @ = 0, llegando a

512 i e?mg?a(A —2)(A—2) )
65536 A4—(A+A) Rl4-2(A+A) ~ALA2A3A

(49 cos(30) + 162(7 + cos(26)) — 321 cos(h))

sin? ¢

oo ~
/ dre—%’g(r)f(r)a(r)7«3*(A+A)\/g (1 +
o

Aglueball—fermién( ) _

A X

M2R4
7“2(A — 3)2>

X [ s — 4M2(1 4 cos ) + cos 0]y/s(1 + cos ) +2M (1 — cos )] + sin* (/s — 2M)
(7.18)

También usamos la relacion conocida § = R%s/r%. Ya que se trata de una dispersién
elastica, podemos considerar A = 2A; y A = 2A,;. Procediendo a realizar el cambio de
variable p = -~ con ro = AR? y considerando A ~ M llegamos a que la ecuacién ([7.18))
toma la forma

5127 e2mg2a’* (A — 2)(A - 2)

glueball-fermién

A () = 65536 R 8
(49 cos(36) + 162(7 + cos(26)) — 321 cos(h))
sin? 0
1— cos 1 1 cos 1
d 2A2R2 2(27r+ (1—cos6) log( 9>+2(1+cos0) log( == 9)) —(A+A)

/ e v p 2(A = 3)2
X {\/s —4A2(1 + cos ) + cosO[v/s(1 + cos ) + 2A(1 — cos 0)]
+sin® 0(v/s — 2A) | 15, o, 0, A, (7.19)

Ahora si podemos resolver analiticamente la integral en la variable p,

i e*mgia® AgA(A —2)(A —2)
128RS(A — 3)2

glueball-fermién
Aj (p) =

sin? 6

 (4905(30) +162(7 + cos(26)) = 321 c5(6) o155 ( - Asz) o
f(0)

’ {A;R?P B(A ta- 4)] ( — /(A =3)%f(0) + 2A28R2 (A+A - 4))
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o' (A —3)2 1 N —a'sf(0) 4 11 ~ —a'sf(0)
———— fO)T|=(A+A—-4),——— L —-T|=(A+A-2), ———~
pe A OTRATA=D Tap |~ TR A2 Tam
X <s3_ DY L DY C s ) (14 cos ) + cos 9[33_¥(1 + cos )
oAsY2 AR (1 — cos®)] + sin® 9(33_%A oA )} TN (7.20)

con la misma definicién usada en los capitulos anteriores para f(6):

f(0) = 2im + (1 + cos(0)) log <cos2 (g)) + (1 — cos(f)) log <s1n2 (Z)) (7.21)

En (7.20)) hemos usado la expansién de Taylor para s > 4A?, dejando:

2 2 4
Vs — 4N = /5 1—4/8\~\/§<1—2A—2A—...> (7.22)

Escribiendo la amplitud en términos de los twists de los operadores que crean los
estados de la teoria de gauge confinante, tenemos:
. 9-T .
Aglueball—fermion( ) _ ? 627(930/ 2 (7— _ 2)(7— B 1)
! 64 RS (7 — 2)2

X

sin? 4

(49 cos(30) + 162(7 + cos(26)) — 321 cos(#)) o A2R2 3(T-1) )
f(0)

{A:RQF B(T— 3)} (— o (F — 2)21(0) + 2ASR (T - 3)) +
o (7 —2)2 1 —a/sf(6) 4_11 —a/sf(0)
A2R2 fw)F[z(T_?’)’ IR | s 5(7_ b, 4A2R2 } X

[35/2_7—/2(1 +cos0) + As> T/2(cos§ — 1) — A2s3/27T/2 _ N4s1/22T/2 4 ] L3, 1y 13,74
(7.23)

donde se ha expresado las potencias de s en término de los twists correspondientes 7 =
A=2Ny7=A-1=2(A,— 1), siendo el twist total 7 = 7+7. Este comportamiento
se espera para teorias cudnticas de campos confinantes, ya que (como se explico en el
capitulo 3) a partir de un anélisis de las leyes de escaleo para procesos exclusivos con
un gran impulso transferido, en angulo fijo y con interacciones independientes entre los

constituyentes hadrénicos [26], tenemos

A oc s27/2 . gL/271/2 (7.24)
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donde recordamos que L es el nimero de pares de constituyentes de los diferentes
hadrones que interaccionan entre si, con un angulo grande y n = 7T es el twist total de
los hadrones que intervienen en el proceso. Comparando con obtenemos
el comportamiento dominante para altas energias de la ecuacién con L = 2:

Ao s7/2 T/ (7.25)

ya que este cadlculo no se ha llevado a cabo por ningin otro método ni teoria, nos
encontramos con un resultado de tipo predictivo para una teoria de gauge confinan-
te, a saber: para un proceso de dispersion elastica/exclusivo fermion, +glueball—
fermién, jo+glueball en altas energias y édngulo de dispersion fijo, se encuentra un

5/2=1/2 en Ja amplitud de dispersién, implicando

comportamiento dominante del tipo s
la interaccion de 2 constituyentes independientes en cada hadrén, siendo n el niimero
total de partones presentes en todos los hadrones. Si bien en nuestros calculos no con-
tamos con partones, ya que estamos en un régimen de acoplamiento fuerte (A >> 1) de
la teoria N' = 4 SYM con un cut-off IR, este resultado puede ser interpretado como que
una teorfa de cuerdas (en cierto fondo curvo y en el contexto de la dualidad AdS/CFT)
tiene la capacidad de reproducir las leyes de escaleo mencionadas anteriormente, inde-
pendientemente de la intensidad en la constante de acoplamiento de la teoria de gauge
dual.

Consideremos los operadores fermionicos de espin 1/2 O,(f)(a:) y los operadores de
glueballs O,ES)(%) de la teoria N' = 4 SYM y tomemos la dimensién conforme menor,
es decir, para un k = 0, tenemos A® = 7/2 y A® = 4 respectivamente. Luego
T =7+7=8+6= 14, por lo que la seccién eficaz diferencial para el proceso elastico
en altas energias y angulo fijo es:

do
dt

el cual también es un resultado predictivo. De nuestros calculos podemos notar que en

oc s~ f([t]/s) (7.26)

(7.23]) se observa una expansion decreciente para las potencias en s y creciente para las
potencias en la escala de confinamiento A:

s (14 cos @) + As® T (cos 0 — 1) — A?s*27T72 — ATy (7.27)

SiA=1/(a"2 AN.0) ¥ 1< Mg Hoote < Ne (recordemos que &' esta relacionada con
la tension de la cuerda en la teoria de gauge dual), la expansion ((7.27)) toma la forma:

1 1
s°/27T/2(1 + cos ) + M—IMSZ_T/Q(COSQ —-1) - WSIS/Q_T/Q
a/ )"t Hooft & /\’t Hooft
1
s (7.28)

——
« 2 )\’t Hooft

por lo que tenemos una expansién en correcciones para acoplamiento fuerte (strong
coupling expansion) heredada de la teorfa de cuerdas dual para el célculo de la amplitud
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de dispersion en la teoria de gauge para angulo fijo en el limite planar. Notar que el
5/2=T/2 domina la expansion, a excepcién para la dispersion
backward, por lo que para angulos cercanos a 7 el término proporcional a s>~7/2 domina

término proporcional a s

la expansién en acoplamiento fuerte. Podemos atribuir este fénomeno a la estructura de
acoplamiento fuerte que emerge de los calculos de la teoria de cuerdas dual; resultado
que no se puede anticipar de un conteo de potencias naive mas ciertas consideraciones
acerca de las interacciones en la teoria de gauge, como hicieron los autores de [25] 26].

Recordemos que nuestro calculos en esta seccion se basaron en solamente considerar
términos de la forma \; (ks - I') A4 para la amplitud de dispersién dilatén/dilatino. Se
puede probar que los términos de esta misma amplitud que son de la forma 55\1(/53 T\
(0 A1 (ky - T)A4) aportarian las mismas potencias en s como se muestra en , ya
que los términos de la forma?\l(kg -T) A4 0 3\ (ks -T) A4 ambos aportan en el integrando
de la potencia p®~(A+2). Pero recordemos que en nuestra amplitud de dispersién
de dilat6n/dilatino también tenemos términos de tres gamas de Dirac en espacio plano
de 10d, los cuales son de la forma A (k- I')(k - T')(k - T)\, y también de la forma
s\ (k-T)(k-T)(k-T)\s. Es decir, que a la hora de tener en cuenta estos términos en
el ansatz , se deberdn considerar las gamas de Dirac en el espacio AdSs x S°, y al
haber tres gamas, nos aportaran otra potencia distinta en el integrando de , en

—(A+A)

particular de la forma p° . Esta nueva integral radial nos dara otras dos nuevas

potencias con términos de la forma:

o/sT2T2 (7.29)
y
o’ 3—T
. — (7.30)
s .
a/3/2)\’1t/;1{ooft

donde o = ﬁm Notar que (7.29) y (7.30) corresponden a L =4y L = 3 res-

5/2—T/2

pectivamente, pero estan suprimidos en comparaciéon al término domintante s
en . Esto quiere decir que en este caso glueball /fermién; /, el proceso dominante
implica una interaccién entre dos compotentes (L = 2) de cada uno de los hadrones que
intervienen (fermién, , y glueball), y los procesos con tres y cuatro partones interac-
tuantes en cada hadrén quedan suprimidos por potencias extras en o y por la inversa
de )‘}t/2Hooft'

Analizando la funcién f(6) en tenemos que a orden dominante la dependencia
logaritmica es de la forma:

do s T 4t =T
— ~S log | —— 7.31
& (O/ \% )\’t Hooft32> ( )

obteniendo una potencia distinta de la esperada segin Brodsky y Farrar [25 26], es
decir, do/dt ~ s>~7, debido a la interaccién de dos pares (L = 2) de constituyentes de
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los hadrones intervinientes en el proceso. En ([7.31]) también identificamos T = n, el
numero total de constituyentes de los hadrones intervinientes.

7.1. Limite de Regge para proceso exclusivo fer-
mién /glueball

Por completitud, nos dedicamos en esta seccién a calcular el limite de Regge para
el proceso de dispersion fermién/glueball en 4 dimensiones [4] de la teorfa N = 4
SYM. Es de esperarse que para este proceso se observe la propagaciéon de un gravitéon
Reggeizado , ya que para la dispersiéon de 4 glueballs y luego de 4 fermiones de espin
1/2 se obtuvo un gravitéon Reggeizado en este limite, por lo que para el proceso que
combina ambas especies de particulas también se espera que se propage dicho graviton.
En la ecuaciéon obtuvimos el factor cinematico correspondiente a la amplitud
de dispersion en el limite de Regge para el proceso dilatén/dilatino de una teoria de
supercuerdas de tipo II en espacio plano Mjg. Si queremos obtener la amplitud dual
en 4 dimensiones debemos realizar el siguiente ansatz:

Kdilatén—dilatino(i’ 2.3, ZL) N %dilatén—dilatino(i 2.3, ZL)

c-Regge c-Regge
305 1 9) By, D) By, 05 (g kI TN) Ny, ) (732
64 1\Y, 3¢5 2(Y, 365 3\Y,305) \gM N3 )4%5 . )

donde y = (r,z") y I son las matrices gamas en AdS; x S° definidas en capitulos
anteriores. Luego la amplitud de dispersion en el limite de Regge para la teoria de SYM
correspondiente al proceso glueball-fermion tiene la siguiente forma:

2. /4 I~ * Ag+Ag
lueball-fermién o Tg _ _ 4 ~\3 =~ CoC3 To
Ao s, t) = T Iy aaa, [ dr R (@09 VE 2255 ()
_ o osin[m (54 D)] (/3 T T(—ali/4)
b 0 1))\ 4 - 2—a't/2 a
X 1(y)<7 7 Jaly) sin(ma/5/4) 4 ‘ [(1+ a't/4)

(7.33)

donde se entiende que las variables de Mandelstam tildes son funciones de la coordenada
radial r. Sustituyendo las correspondientes funciones de onda de los dilatones y de los
dilatinos para grandes valores de 7,

Aglueball—fermién( t) —~ Z'Trg?aﬂl(A — 2)(A — 2) . . > dr 4—0/5/2 r3—(A+A)
4-Regge P {98 A (A+A) RlA-2(A+A) T ALA2 A8 A4 o

[(—a'i/4)
T(1+ o/i/4)

M2 4 1 ,x
X \/3 (1 + ~R) (Vs =AM + /3) (o/5) T2 g2t (7.34)

r2(A — 3)2
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Considerando s >> M?:
Aglueball—fermién( t) —~ Z.WQEOCM(A _ 2)(A — 2) .
4-Regge T GANA—(A+A) R14-2(A+A) " A1,

M2R4 1+a’R?t/2r? 12 2 47“2
1 - /R2 2 2—a’'R?*t/2r 735
: S( +r2(A—3)2> () ’ o/ 2]t (7:3)

oo ~
; —a'R?t/2r? 3—(A+A)
A27A3,A4/r dr 4 r
0

Procedemos como siempre para este limite, resolvemos la integral por el método del
punto de ensilladura; por lo que es conveniente expresar la integral en la forma:

irgia(A = 2)(A -2)s )
16A4—(A+A) R16—-2(A+A) It] A1,A2,A3,A

00 , A M?R* 1+a/R2t/2r2
dr exp |log |4~ B/225-(A+8) (1 1 "8 ) (/R2g/p2
/TQ p [ g < TZ(A _ 3)2 ( / )

% 62—04’R2t/27"2>‘| (736)

Aglueball—fermlon(s’ t) ~

4-Regge X

Por lo que la funcién a la que debemos aplicar la condicién del punto de ensilladura es

h(T) — lOg 47a/R2t/27"2T57(A+A) (O/P{2S/r2)1+0/RQ75/27"2 1+ ]\?ZRLI 6270/R2t/27‘2
r2(A — 3)?

Notemos la siguiente desigualdad:

M?R* M?R* M?R*
- < — = R (7.37)
r2(A—3)2  r3(A—-3)2 A2RYA-—3)?

Recordemos que A ~ M vy A = 2 x A®) = 2 x 7/2 = 7, lo cual corresponde a
la suma de las dimensiones conformes de dos operadores (9,26)(@, con k = 0 el twist
minimo es 7 = 3 para la teoria N' =4 SYM. Luego tenemos

M?R* 1

ST (7.38)

Entonces es logico tomar la aproximacion:

h(r) ~ log <4—a’R2t/2r2T5—(A+A)(O/RQS/TQ)1+a’R2t/2r262—a’R2t/2r2) (7.39)
La condicién del punto de ensilladura % = 0 implica:
! 2
¥ R \/a |tA|R+12g(sé|t|) (7.40)
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Por lo que el valor dominante de la coordenada radial sera:

r’ = max (ARQ, \/O/MR2 log(s/]t\)) (7.41)

A+A-3

por lo que tendremos el comportamiento de Regge siempre que

J @tllog(s/1t) _ 2

A+A-3

llegando a la amplitud

Aglueball—fermién ¢ ~ 2.71—3/20/395(AR2)5_(A+A)(A - 2)(A - 2) ) i
4-Regge (87 ) ~ 16A47(A+A)R1672(A+A)|t‘ A1,A2,A3,A4

’ / o't

12— -4t o _at s \1T oAz

92 / RZ e 2A2R2S(A%EZ) 2AZR
3a'tlog( -2y ) +a/t(2—3log 4)+A2 R2(A+A—3)

| AR |

x (7.43)

/

. Y 1 _ o,
considerando o/ = Vg NoAZ — R2RE

Aglueball—fermién(s t) ~ Z'FS/QA?)O/?)/Q(47TgSNC)5/4(A - 2)(A B 2) 5 _
4-Regge ) ~ (16%)2N20Aé"t| A1,A2,A3,A4

o/|t|

. alt
2al|t|+%e2+—2 (OA/S) 2495

X
\/| — 34/t log (d's) — &/[t](2 — 3log 4) + A+ A — 3]
(7.44)

Al tener que fenomenolégicamente o|t| ~ 1 [I], tenemos la forma final de la amplitud
de dispersion en 4 dimensiones para glueball-fermion:

alt

i (dmg NL)PHA — 2)(A — 2)23/263/2 (3rs) "
2%¢ﬂ@¢%ﬁbg@k»—@—3by0+A+A—$
X AR, Ay ns Ay (7.45)

glueball-fermion ~
‘A4—Regge ( 7t> ~

Como se habia anticipado, la potencia 2 + &/t /2 en s proviene de la propagacién de
un graviton Reggeizado en la teoria dual en el bulk.
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Capitulo 8

Conclusiones y trabajos a futuro

A lo largo de la tesis se han recorrido los capitulos de forma constructiva y légica,
desarrollando en cada uno de ellos el material necesario para comprender el capitulo
que le sigue, tal es asi que los trabajos innovadores de la tesis comienzan con célculos
de amplitudes de dispersion desde las teorias de supercuerdas de tipo II, es decir,
amplitudes de supercuerdas validas en principio tanto para teorias de tipo ITA y IIB.
Tener calculadas de forma explicita estas amplitudes fue instrumental para llevar a cabo
nuestas amplitudes duras (hard) y exclusivas para procesos elasticos 2 — 2 en cuatro
dimensiones para una teorfa de gauge SYM fuertemente acoplada.

Una vez obtenidas estas amplitudes en diez dimensiones, se procede a explicar y dar
un ejemplo claro (ya calculado en [I]) del proceso glueball-glueball mediante el ansatz
propuesto en [I]. Si bien reprodujimos los resultados ya obtenidos en [I], lo hicimos
con mucho mas detalle, explicitando todos los factores multiplicativos correspondientes
para la amplitud de dispersion, y luego dar un conjunto de reglas de seleccion para este
proceso, las cuales emergen luego de calcular las integrales angulares de los cuatro armé-
nicos esféricos escalares en la S°. Entonces también para este proceso glueball-glueball
se introdujeron nuevos aportes. De esta forma se fué mas didactico a la hora de explicar
la aplicacién de este ansatz para procesos mas complejos (obviamente no calculados
anteriormente) de fermién-fermion y luego de glueball-fermién, obteniendo tam-
bién las correspondientes amplitues de dispersion con todos los factores multiplicativos
correspondientes y luego mostrando algunas reglas de seleccién.

Sabemos que la seccién eficaz diferencial para un proceso exclusivo para grandes
valores de s y valores fijos de t/s estd dada por [25] 26]:

do 1 4d 2 | 2T
= (s 0 ~ () (1)
siendo f(t/s) una funcién del dngulo de dispersién. En el caso de dos a dos glueballs

obtuvimos,

do s 2—A
a ~ <A2 ) f47glueballs(t/5> (82)
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siendoT = A = 3} | A, ya que el espin de los operadores duales es cero y fi_guebans(t/5)
puede ser extraido de la ecuacion . Por otro lado, uno puede estudiar la accién
efectiva de supergravedad como el limite de bajas energias de la teoria de supercuerdas
de tipo IIB. Para este caso el término relevante de la accién efectiva es [80]

siiene = [ a1 /i A" 0,00, (8.3

siendo el dilatéon ¢ un autoestado de carga, con carga Q, y donde el vector de Killing
v/ satisface la ecuacién

10, Y () =iQY 9 (Q) (8.4)

La accién puede ser derivada desde la accién de supergravedad de tipo 1IB al
considerar una perturbacién de la métrica no-diagonal 6¢g,,; = A,,(y)v,;(€2). Entonces,
la interaccién entre los dos dilatones y el gravifoton A,, no puede cambiar la dimension
conforme de los operadores de espin cero (’),(68) (x), dados por la combinacién lineal de
los operadores de la teorfa N' = 4 SYM de la forma Tr(FZX*) con A = k + 4 (con
k > 0). Por lo que, en un proceso de dispersion exclusivo de dos a dos glueballs, hay
dos posibilidades para las dimensiones conformes: Ay = Ay y A3 = Ay, 0 A = Ay
y Ay = Az, mientras que la condicién obvia para un proceso elastico es Ay = Ay
y Ay = Ajz. En el primer caso se intercambia un gravifotén en el canal s, mientras
que en los otros dos casos hay un intercambio de un gravifoton en el canal ¢t de la
teoria de supergravedad de tipo IIB. Este andlisis adiciona algunas restricciones a las
reglas de seleccion que emergen de las integrales angulares de los armoénicos esféricos
escalares sobre la S°. Para este mismo proceso pero en el limite de Regge, tenemos que

)
2+

el exponente del factor (54’ s) ha sido interpretado como la trayectoria de Regge

jit) =2+ O‘Qlt =2+ W, obtenida de la Reggeizacién de un graviton (desde el punto
de vista de la teoria en el bulk) propagédndose entre los dos glueballs en el canal t.

Por otro lado, también comparamos nuestros resultados de la dispersion de cua-
tro fermiones de espin 1/2 con las leyes de momento transverso grande obtenidas por
Brodsky y Farrar [25, 26]. Para s >> M?, la contribucién dominante a la amplitud de

dispersién se puede ver en (6.81)) y estda dada por

2-7
D () Firemions(t/5) (55
donde 7 = 7, 7. La funcién fi_femiones(t/s) también se puede extraer de .
Consideremos el operador de minimo twist de la teoria N' = 4 SYM de la forma
Oéﬁ)(x) que puede ser expresado como una combinacién lineal de operadores de la
forma Tr(Fy A—4X"), donde Ay—, son los gauginos del supermultiplete de gauge de la
teorfa N/ = 4. El minimo twist de cada operador es 7; = 3 (para k = 0), por lo que el
twist total es 7 = 4 X 7; = 12, entonces,

do s\~
E ~ <A2) f4—fermiones(t/3) (86)

twist minimo
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Este resultado da exactamente el mismo escaleo en s para la seccién eficaz diferencial
obtenida en [25, 26] para la dispersion de protén-protén, pero la dependencia angular
es bastante diferente en comparacién con la obtenida en [27]. Esto es esperado, ya que
el operador Tr(F, Ay—4) evidentemente no representa a un protén. Es decir, aunque
nuestro resultado y el obtenido en estas referencias da el mismo escaleo en s, debemos
enfatizar que el operador fermiénico Tr(F, A—4X%) de la teorfa N' = 4 SYM obvia-
mente no representa a un protén, ya que esta teoria no contiene quarks. Recordamos
que el twist cuenta el nimero minimo de los constituyentes internos que participan en el
proceso de dispersiéon, donde en un protén tenemos tres quarks de valencia. En QCD el
concepto de partones estd asociado con la teoria de perturbaciones, mientras que en la
descripcion desde la dualidad AdS/CFT, es la teoria de cuerdas la que es perturbativa
y en cambio la teoria N/ = 4 SYM se encuentra fuertemente acoplada. Notemos que las
ecuaciones y son completamente nuevas y originales con una dependencia
en el twist consistente con el niimero total de partones segtn [1I, 25, [26].

Podemos estudiar los términos de la accion efectiva de supergravedad que contienen
a los dilatinos como el limite de bajas energias de la teoria de supercuerdas de tipo IIB.
En [34], 35] los términos que contienen las interacciones de los dilatino se derivaron de
la accién de supergravedad de tipo IIB a partir de la reduccién dimensional sobre la S°,
dejando como resultado:

b b
Sihearmos — K/d2d4$\/—gAds5 ( ?AEWGB A, + W /\ FOS A\ + i lkj A*FabE b/\k;>
(8.7)
con

b = <1+2</€:[:j—|— =2 ))/dQS ey +4Q [aos(e)e;  (88)

donde K es una constante de normalizacién. El campo vectorial B}, el cual es un campo
sin masa de Maxwell-Einstein en el AdSs definido como una combinacién lineal de las
fluctuaciones fuera de la diagonal de la métrica y las fluctuaciones vectoriales de la
cuatro forma de Ramond-Ramond,

B,(y) = Ay(y) — 162,(y) (8.9)
donde Al(y) es la fluctuaciéon de la métrica dada por

Z AL (y)Y(Q) (8.10)

mientras que el campo ®L(y) surge de

Aaafy = Z (I)és (y)€a6765V5YI56(Q) (8.11)
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con Fp, = V,B} —=V,Bly %, = (%% —37a). Notar que I5 es una notaciéon compacta
para el conjunto de ntimeros (I5, Iy, I3, lo, 1) que etiquetan a Y5¢(Q), el arménico esférico
vectorial sobre la S° y donde B! (y) son los 15 campos de Yang-Mills de la representacion
irreducible 15 de SU(4) ~ SO(6). Para el dilatino de quiralidad derecha sobre el
AdS; x S® tenemos

Ay, Q) = (X(;, Q)> (8.12)
donde

Ny, ) =2 (A ()01 (Q) + A (¥)O; () (8.13)

siendo ©F () y O () arménicos esféricos espinoriales sobre la S®. Hay dos torres de
masas asocicadas con la representaciones irreducibles 4*,20* 60%*,...(-), 0 4,20,60,...(+)
del grupo de isometria SO(6) sobre la S°, las cuales estan etiquetadas como A sobre
el AdSs.

El primer término en corresponde al acoplamiento minimo, el cual estéa rela-
cionado con el término dominante s2~7/2 de la amplitud de dispersién A3%, . v éste
estd asociado con el intercambio de un gravifoton. Los otros términos en estan
relacionados con el intercambio de un campo vectorial entre dos dilatinos en la supergra-

vedad de tipo IIB en el AdSs x S°, y estd asociado con el término subdominante s'~7/2

4d

en la amplitud de dispersion A% ¢ iones-

La Reggeizacion de estos campos, el gravifo-
tén y el campo vectorial, deja como resultado las trayectorias de Regge j(t) = 2 + %t
yjt) =1+ %t respectivamente. Ademas de las restricciones dadas por las reglas de
seleccion que pueden ser derivadas de las integrales angulares de cuatro armoénicos es-
féricos espinoriales, hay también restricciones provenientes de los distintos términos de
interaccion de . Notamos que el primer término preserva la dimensién conforme
de los operadores de N’ = 4 SYM, mientras que los otros permiten cierta mezcla entre
ellas.

También en esta tesis se obtuvo la amplitud de dispersién en cuatro dimensiones
del proceso glueball- fermién para fermiones de espin 1/2 en el limite de altas energias,
considerando los comportamientos para angulo fijo y en el limite de Regge. Este es el
primer célculo para la dispersién elastica glueball/fermién en el marco de la dualidad
AdS/CFT. Para llevar a cabo dicho célculo, primero se debié obtener la amplitud de
dispersion de dos dilatones y dos dilatinos para teorfas de supercuerdas de tipo II [5].

El resultado en el limite de altas energias y para angulo fijo dado por la ecuacién
contiene contribuciones dominantes y subdominantes. La contribucion dominante
es de la forma

%27 T/2(1 + cos f) (8.14)
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la cual domina la amplitud de dispersién para cualquier angulo con la excepcién del
proceso de despersién backward. La contribucién (8.14]) corresponde a la situacién don-
2-n/2 gL2-1/2 con o= Ty

L = 2 donde, como se comentd en el capitulo 2, L indica el nimero de pares de consti-

de la amplitud de dispersiéon se comporta como A o s

tuyentes correspondientes a distintos hadrones que interaccionan con un angulo grande
y una interaccion invariante de escala. Siempre debemos tener presente que éste es un
resultado para la teoria N/ = 4 SYM en acoplamiento fuerte. Desde el punto de vista
de los célculos en teorfas de gauge no abelianas como se refiere en [25, 26], L > 1 es
interpretado como una dispersion miultiple de varios pares de constituyentes, dejando
contribuciones no planares asociadas al mecanismo de Landshoff [28]. La contribucién
subdominante a la amplitud de dispersién glueball-fermion tiene la forma

1

A 1/4
a//l/2 /\’t/Hooft

s> 7/2(cosf — 1) (8.15)

Para este caso tenemos L = 1, lo que significa en el contexto partonico de la amplitud
de dispersion glueball-fermién a que solo un par de constituyentes estan interactuando,
correspondiendo uno de los constituyentes al glueball y el otro constituyente al fermién
de espin 1/2. Sin embargo, hay una sutileza, la cual proviene del hecho que para un
angulo de dispersion cercano a 7, el factor (cos 0+1) de la ecuacién se aproxima a
cero. Entonces, en el limite de la dispersién backward el término proporcional a s>~ 7/2
se vuelve dominante. Notar la supresion debida al factor A, llﬁoft. Este comportamiento
corresponde a la teoria de gauge fuertemente acoplada. Al final de la primera seccién
del capitulo 7 aclaramos que también tenemos nuevas potencias en s en la amplitud
fermién; o /glueball en 4d que surgen del analisis de los términos que contienen tres ga-
mas de Dirac presentes en la amplitud dilatén/dilatino en 10d. Dichos términos nuevos
aportan L = 3 y L = 4, pero son términos subdominantes en comparacion al término
que teniamos antes con L = 2.

Podemos considerar que en la dispersién de glueballs con fermiones de espin 1/2
los estados son creados por operadores de traza tnica de la teorfa NV = 4 SYM con
el minimo twist posible. Estos operadores son O(()g)(x) de la forma Tr(F?) con twist
T = Agluebal = 4 ¥ O(()ﬁ)(x) de la forma Tr(FyA—y4) con twist T = Agermion — 1/2 = 3
[16]. La traza de estos operadores es tomada en la representacion adjunta del grupo
de gauge SU(N,). Estos son operadores invariantes de gauge contruidos a partir del
multiplete de gauge (A%, Ayv=4, X7) de N =4 SYM, compuesto de campos de gauge Al
(con indices de Lorentz en cuatro dimensiones p = 0,...,3 y los indices del grupo de
gauge no abeliano a = 1,..., N2 — 1), fermiones de Weyl Ay —4, vy 6 escalares reales X7
(con I =1,...,6).

La integral angular en es Ix, ayasa, = l7/2447/2, la cual podemos calcular
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considerando la ecuacién:

I7/2447/2 = / dS2s \/gss Y(((S To,o,o (€25) Y(ooooo (€25) Y(E)l 2 0,0) (95) Y 1 ,2,0,0 (€25)
(8.16)
donde v/ggs = sin?fssin3 0, sin? O3 sin fy para la parametrizaciéon usual de la S°. El
armoénico esférico espinorial es [2]:

1
(0)
3/(0,0,0,0,0)(95) Y (8.17)

donde la notacién (0,0,0,0,0) = (Is,14,13,02,01) con l5 > 1y > I3 > 1o > 11,y l5 = k,
donde k cuenta el ntimero de campos escalares reales del operador Tr(F2XY}) [34] 35].
En el caso del operador (9,28:)0 tenemos A =7 = 4.

Los arménicos esféricos espinoriales sobre S® fueron explicitamente obtenidos en [34]
35] siguiendo el formalismo desarrollado en [98]. Este armonico esférico con minimo twist
tiene una degeneracién cuatro, lo cual esta relacionado con la representaciéon irreducible
mas baja [1,0,0] del grupo de simetria R SU(4)g en la teoria de gauge dual. Entonces
hay cuatro modos fermiénicos Ay de espin 1/2 con a = 1,2, 3,4 [34, [35]. Se ha revisado
que el resultado final no depende de la eleccion de si el estado inicial se encuentra
en alguno de los cuatro modos fermionicos que viven en la representacion irreducible
[1,0,0] de SU(4)g. Sin pérdida de generalidad podemos considerar el arménico esférico
con el twist més bajo (7 = 3):

¢ iz (03—0s) cos(%) COS(%)
—iQ0 (95+95) 2] 04
Yé%?@ﬁ)a:l = 671-3/21 —Z (93+95)Slns((2922>)c;)jsn(<2924)) (8 18)

i3 (~fs165) sm(%) sin<9—4)

El armonico esférico espinorial tiene una carga Q = % Tomamos a = 1. Es facil

mostrar que Y(E) (/)20 0.0)(25) Y(Olézo)oo (Q5) = 1/7® y entonces la integral (8.16) da

1
I7/2447/2 = o (8.19)
También podemos considerar el caso de (958)(33) de la forma Tr(F7X;) con twist

T = Agalar = D y tomamos otra vez 066) (x) de la forma Tr(FyAy—4) con twist 7 =
Afermion — 1/2 = 3. Entonces, la integral angular a resolver es I, NN I7/255.7/2-
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Para este caso tenemos los siguientes 6 armonicos esféricos escalares ortonormalizados:

V6

Y((f()),o,o,o) = 3 9% 0 (8:20)

Y((l(?i,O,O,O) = 724_/62 cos 6, sinbs (8.21)
© 2v/6 cosbs sinby sin? (%5) (14 cosBs)

Yion = v o 8.22)
© 9v/6 cosby sinf; sinb, sin® (%) (1 + cosbs)

Yo = 372 sin 05 (8.23)

SO B 2/3 i sin @y sinfs siné, sin? (%”) (14 cosbs)
LLLLY) = 37 € Sin0- (8.24)

S0 B 213 i, SID 0, sinfs sinf, sin? (%) (1 + cos 65)
(LLLL-1) = 372 € sin 05 (8.25)

El resultado de las integrales angulares para todos estos casos también da 1/73. La
contribuciéon dominante a la seccion eficaz diferencial para angulo fijo es:

U s (15 (5.26)
donde aqui también tenemos L = 2. De la ortogonalidad de los armoénicos esféricos es
posible derivar reglas de seleccién para la dispersién eldstica de los estados de N = 4
SYM creados por los operadores fermi6nicos O(()ﬁ)(x) con algtin operador escalar (’),28) (x)
con k > 0, preservando el valor de k£ de los escalares.

En la seccion 7.1 obtuvimos el limite de Regge para la amplitud de dispersién
glueball-fermién dejando como resultado el intercambio de un gravitén Reggeizado en
la descripcion de la teoria de cuerdas dual. Por comparacion, recordemos que en el caso
de los cuatro glueballs también se obtuvo la propagacion de un graviton Reggeizado en
el limite de Regge. Para el caso de los cuatro fermiones de espin 1/2 se obtuvo la Reg-
geizacion de un graviton, y también una contribucion subdominante que corresponde a
la Reggeizacion de un campo vectorial, el cual puede ser expresado como la combina-
cién lineal de las fluctuaciones de la parte no diagonal de la métrica y las fluctuaciones
vectoriales de la cuatro forma del campo de potencial Ramond-Ramond.

Un préximo paso en la direccion del trabajo llevado a cabo en esta tesis es considerar
el proceso de dispersion dura y elastica de cuatro glueballs, pero a orden de 1-loop,
correspondiendo al célculo dual de la amplitud de dispersion que surge de la insercion
de cuatro operadores de vértices de dilatones insertados sobre la superficie de un toro
T = S!' x S', para la teoria de supercuerdas de tipo IIB, asi luego poder usar este
resultado como integrando en el ansatz de Polchinski y Strassler. Es decir, se deberia
proponer:

A ) = [ dr [ 405/ =G ALT ) (8.27)
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donde el tilde en A% (p) es la amplitud en teoria de cuerdas a 1-loop en el fondo
AdS; x S5. Analizando esta amplitud en espacio plano tenemos en principio AP =

cuerdas
A.(1,2,3,4), siendo esta ultima:

2
A(1,2,3,4) = (7T/€)4KC(1,2,3,4)/ i

. WFC(T) (8.28)

donde 7 aqui se refiere al pardmetro que caracteriza al toro y K.(1,2,3,4) es el factor
cinematico de la ampltud de dispersion a nivel arbol de cuatro dilatones, el cual fue
obtenido en la subseccion 5.1.1. Ademdas F denota la region fundamental de SL(2, Z),

F = {[Re(r)| < 1/2,|7[* > 1} (8.29)

y donde ademds debemos integrar sobre las posiciones v, = vy, + iy, de los cuatro
operadores de vértices de dilatones sobre el toro

Fo(r) = / v, T (xrs) e/
(T) [mT H Y r<s X
- 1/ HdQV (X12X34)75/4(X23X14)7£/4(X24X13>7a/4
(Tt Jo L
(8.30)
donde d*v, = dvy ,dvo,va =Ty
—7m(Imv)?] |6, (v|7)
_y 31
x(v,7) Wexp[ Tor ] 5 (0/7) (8.31)

siendo 6, (v|7),0;(0|7) la funcién de Jacobi y su primera derivada respectivamente. La
funcién de Green sobre el toro es:

ImZ(Vrs) 91 (UT‘S‘T)
L _ I ] () 32
GT(VTS) nX(y7”5|T) m Imr 1 91(0|T)/27T (8 ’ )
Se cumple que:
X(V + 1’ 7_) — X(V + T, 7') = X(l/7 T) (833)

Es decir, para un valor fijo de 7, la funcién x(v, 7) es una funciéon doblemente periddica
de v con periodos 1 y 7. Esto significa que el plano complejo v puede ser dividido en
paralelogramos desplazados unos de otros por un multiplo entero de 1 y 7, cada uno
dando una copia de la misma funcion. Entonces la funcion x puede pensarse como
viviendo en uno solo de estos paralelogramos con los bordes opuestos identificados, es
decir, un toro. Podemos elegir la ubicacién de las particulas (los operadores de vértices)
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en las posiciones v; y v;+n—+mt, con m,n enteros. Eligiendo vy = 0, vy = 7/2, v3 = T;rl

y vy = 1/2. Por lo que la funcién doblemente peridédica toma los siguientes valores:

1 0(0|7) (T ) _ 04(0[7)
—|T| =2m : —|7 | = 2me~mUmm/4 ,
X<2 ) or(0/))" *\2 0;(0/7)
T+1 _ 65(0|7)
—9 w(ImT)/4
X( 2 ) " AR

(8.34)

Sabemos que para hacer uso del ansatz deberiamos tener en cuenta la cur-
vatura del espacio AdSs x S°, por lo que se debe tomar la amplitud AL% (5), la
cual contiene las respectivas funciones de onda y variables cineméticas en este espacio-
tiempo. El propédsito de hacer este calculo a un loop es conocer el escaleo en potencias
de la energia de centro de masa /s, y el comportamiento en potencias del factor 1/N,
que acompana a la amplitud de dispersiéon en la teoria de gauge dual, y por lo tanto
conocer la correccién a un loop desde la teoria de SYM fuertemente acoplada. De ([8.28))
notamos que en vez de k2, como en el caso de la amplitud a nivel 4rbol, ahora tenemos
k' y por lo tanto tendremos que k% ~ gta/® ~ 1/N2.
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Apéndice A

Amplitud de dispersiéon de 4
cuerdas abiertas (vectores de masa
nula)

En esta tesis se usa una expresion crucial, el factor cinematico de cuatro cuerdas
abiertas supersimétricas representando a particulas vectoriales, por lo que es un ejercicio
interesante su demostracion.

Lo que queremos calcular es

(k1| VB (G, k2) AV(Cs, ks ) |Ka) (A1)
donde
V(G ki) = (CX* = (T RIKT) ™ (A.2)
con
T ; o,z " . Oé?% —i(T—0)
Xt(z)=at —ip"lnz+i) =o' +71pt 40> e
n#0 n n#0 n
— X(T) =p'+ Z abz"" =pt + Z (ozﬁz’" + a‘inz”) (A.3)
n#0 n=1
recordemos la factorizacién del operador e?*X (2)
GG _ gtk S0 2 _ gy (A4)
con
7 — exp (Zk x4k p- In Z) — ei.k-x+k-p-lnz+%[k-x,k-p] Inz <A5)
como k? =0,
Zzezkr Zk-p (A 6)



erxp( By ):eXp<Zk.O‘n”zn>exp<_zk.%z—n>

(A.7)
Se define el propagador como
o 1 1/1 -1 1 1 ,
A=:L1:<2 N) :7/03 p2/24+N—-1 AS
Iy 20 —a\r ™ 3 J, ©* (A8)

por lo que

(k1 Vi (Gor k) AVis (G, ) ) = (<2X1 GRIKS) XA (¢EXF — CERMRL) X))

— (C;XZ _ C;Rz]k;@ ikox exp (Z ko - - ) exp (— Z ks - O;Z‘) A
n=1
(GX* = GRYE) etershorexp (Z ks O‘nz> exp ( > ks o ‘”) k)
n=1

1dz S . ) A ; 1 ks
= /0 — (k1] lCﬁ PG e+ Y al, — G Zsasglkgl e™2® oxp (Z ky -
n=1 n=1

n=1

o (= Tk %) [ b b Tk T ok, - ST st
x €37 M exp <Z ks - :ﬂ) exp < Z ks - dn _n> |k4)

n=1

donde usaremos

{o/ ozj} = n§m+n,05’j
{Sa. S0} = 0"6ming
(S0 =0 (A.10)

y |k4),(k1| son estados fundamentales aniquilados por a, y S, con n > 0 (y para el
estado bra con n < 0). Ahora debemos conmutar los o’s con las exp(..cv).

Obtenemos
aﬁexp<k3.;nz>:a2ll+ké;nz +2<kénzz1 n2’>k’3nz:1 nZ—i-
1 al o al
k Z=n.n kS —n.n k —n,n
r5 (WE ) (855 (555 ++

(A.11)
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donde

afal kb = ndMkL+ ol ofkL = nkE + ol of kL = (a_, - ks)aF 4 nkk
afal of Kk = o' ofa’ kikS 4+ notad kék;
= a0 o khks +nkbkEal | ot KBRS = (o, - ks)?ak
+ 2n((a_, - ks)k®
afal of o Kikikh = ol afaf o Kikikina® of kikikS
ol a naﬁaﬁnkl ksks + nkikbkial o 4nat ol kFESKS
= o« na_nankgkgkg +nal o Kiksks + 2n(ks - a )k}
= (a_p-k3)3af +3n((a_, - ks)?kE
(A.12)
luego
akexpk-za_nz” :ak+zz koz—i—ZZkk 12404 e
" Snln [ — 2 n=1 1t 1 2n=1n_n3
1 1 "
2 an(a, - kK + (Zz Oy - ks)Pak +
2 7= n 3!
+#<Z Z—n)Nn(a ) VR
(N_ 1)' n=1 n - ’ ’
1 z" 2"
= ( oz_n k’g)NOék + —)"n(a_y, - k‘g)N_lk‘k}
NO{N‘ Z - 1) szl n ’

k
n

= exp <k3 >3 a;"f) ¥ 4 exp <k3 >3 a;" z”) S 2mkS (A.13)
n=1

n=1 n=1
donde el primer término anulard al ket y el segundo término se anula al contraerse k5
con el vector de polarizacién 5. Procediendo de forma andloga para cada producto de
un « con una exp(..a) siempre obtendremos dos términos: uno con el o conmutado més
otro término que ird como exp(..a) por un ki, ki, k¥ o ki, dependiendo si la o que
conmuta tiene indice i o k respectivamente.

Entonces, si el argumento de exp(..a) contiene una > ,_; 2" o > ,_; 27", también

bajara la suma junto a los k’s. Es decir,

o' exp <k:3 . Z OZ" z”) = exp <k3 . Z O;" ”)a + exp <k3 Z O;" z”) Z 2"k
n=1

n=1 n=1 n=1
(A.14)

donde

d = o (A.15)



Es decir, que este término contribuira a cierta funcién beta. También tendremos

exp (—/{52 > O:) af, =al, exp (-’fz > O;;) - eXp<_k2 2 ) >k
n=1

n=1 n=1 n=1
(A.16)

Ay
n

otro serd de la forma

exp(k‘z . Z Oéﬂ”)afl = af; exp(k‘g . Z an"> — exp(kg .

n=1

) O;:) n; K (A7)

n=1

luego otro ird como

o', exp (—kg . Z aﬂ"z‘”) = exp (—k‘g . Z don z_"> o', +exp <—k3 . Z OZ” z‘") Z 2"k

3

n=1 n=1 n=1 n=1
(A.18)
el siguiente de la forma
ol exp <k2 > a_"> = exp (l@ : aﬂ)o/ﬁ + exp (k;g : a_n>k§ (A.19)
n=1 n n=1 n n=1 n
luego uno de la forma
o', exp (—k2 >3 a") = exp(—k:z >3 a")o/n + exp <—]€2 : a") Ky (A.20)
n=1 n n=1 n n=1 n
y por ultimo
k Xn  _pn " k " —n1.k
ol exp| —ks - Z —z =exp| —k;3- Z —z "o, +exp| —ks - Z —z Z 2 "ks
i n=1 " n=1 1 n=1
(A.21)

En hacemos distributiva para cada uno de los términos de Vg ((s, k2) vy ViB((s, k3)
por lo que tendremos términos como por ejemplo lo que quiere decir que multi-
plicamos el primer término del primer vértice con el tercer término del segundo vértice.
Luego usando la conservacién del momento, tenemos ki + ko + k3 + k4 = 0 y las variables
de Mandelstam

§ - —<k’1 + k’g)Q,
t=—(ki +ky)?
i = — (ki + k3)*. (A.22)

y5+t+a=0,ya quek*=0.
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Empecemos con cada producto, para el primer término tenemos

_ _ 1 1% i ikax An _ o ikaw k.
1-1| = 59" |, Z(k1]§2pe exp (ko Y | exp /{:2~Z (3p

n=1 n=1
X exp <k3 . Z a”z”) exp <—k3 . Z a"z‘") |ka)
n=1 " n=1 T
donde (ki|p* = (ki|kt v p*|ks) = k¥|k,), entonces
1 Ydz i ik " n
1-1] = —592/0 ?Czkﬁskz’f(kl’e 22 % exp <k’2 : n;l n) exp <—k2 . ngl n)
x k3% k3P oy <k:3 . Z a”z") exp <—k3 . Z a"z‘") |ka)
n=1 n n=1 n
donde vimos que lo del braket da zFs*(1 — z)k*s = 2=5/2(1 — 2)~¥/2  entonces
1 2 ! —3/2—1 —t/2
1-1| = —59 / dz(y - kyzetas - kyz (1—2)
0
1 - -

Miramos el término

d —n
- 50 [ Bt o (1 X )

n=1
X exp ( Z ) Z LN 3Oé k giksx ks-p exp (]Cg . Z O_p Zn)
n=1 n=1 "
W
X exp( ks> — " > |k4) = (A.24)
n=1

el cual no contribuye ya que al pasar o hacia la derecha bajard un k% que al contraerse
con (¥ se anulard, mds un término con el o actuando sobre el ket por lo que también
se anula.

Pasamos al siguiente

_ ldz zzzk:c X &
T3] = 5 [ Etnldres o (3%

n=1
On k _k iksx k3-p An
X exp —kQ-Z— Zz qa” e3P exp kg-z z
n=1 n n=1 n=1 n
oy, L
< oxp (ke X )
n=1 n
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donde (k;|p' = (ki|k! y ahora pasamos el o  hacia la izquierda porque este anula al
bra, entonces

Loy (tdz ik n ikow O—p
= 508 | TG (X ) tale™mexp (ks Y
0 z 1 n

n=1

X exp <_k2 . Z Oé”) eiksxzks.p exp (kg . Z an—nzn> exp ( k‘3 Z O;Ln n) |k4>

n=1 n n=1 n=1

= 2 / TG kG k(L= ) = ;9242"“1@"“23 (1-3/2.-/2)
(A.25)

Los términos de los operadores de vértice que contienen la 7;]1) S 3, 5458 tomando

n>~n~m?

m =n =0, tenemos R = 7S4Sk, entonces

14 Y
=1 = 3¢ chmmexp(@.zo‘)

n=1 n
_ Qn \ ok pkiyl ikse ks-p Xn n
X exp | —ko- Z (s Ry ke 2" Pexp | kg - Z z
n=1 n n=1 n
U
X  exp ( k3 Z > ’]{74>
n=1 L
1 Ldz ik a_y,
= —592 0 ?Cz : lezI;nglké(kﬂe "% exp <k2 : nz::l o )
X exp < ko - Z a") s k3P oxp <k3 . Z a_"z"> exp <—k3 . Z a”z‘") |ky)
n=1 n n=1 n n=1 n
1 1 i ~
= 58 M GERK, [ dz (1= 2T
0
1 i P . .
= |50 R kGKB (—5/2.1-1/2) (A.26)
Pasando al siguiente término, tenemos
:_79 dz<k1|<:z 7 Zk2$exp k‘2~za_n
27 Jo —on
X exp (—kz . Z a") & kl Z Z S;anz’”z’me"k”zk” exp (kg . Z Mz")
n=1 T n#0 n#£0 n=1 T

« exp (—krg I ) )
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= 2P h / — (e exp (krz Zan”>

n=1
X exp ( ) k kl Z Z 5¢ 511 mOZ—n -m zkgx kSpeXp <l€ Z a_p Zn)
n=1n=1 n=1 n
X exp( ks - Z nn _”> |ka) (A.27)
n=1

con lo que obtenemos una 7*, donde 7% = 3 ('yéd’ygb — ’yﬁd'yflb), pero si a = b, 44 =

3 (’Yaa%a — %Wm)» donde el subindice a = 1,...,8 es un indice espinorial del grupo
SO(8) bajo la representacién 85 y @ = 1,...,8 también un indices espinorial de otra
representacion espinorial 8. de SO(8), con lo que estas 7's son matrices 8 x 8. Notamos
que si i = j en 7% entonces v = (. Estas matrices cumplen un &lgebra de Clifford

Ve Vs + VaiVap = 267 0ab = VaaVha + VaaVoa = 267 (A.28)
donde las 4% son el producto directo de tres matrices de Pauli, las cuales estan dadas

0 1\ . 0 —1 1 0
7'1:<1 0>,ZT2:6:Z<Z. OZ>’T3:<O _1> (A.29)

donde por ejemplo parai =1y j = 2,

por

0O 00 O 0 O 0 1

O 0o 0 0 0 =10

O 00 0O 0 -1 0 O

1 0O 00 O 1 O 0 O
Voo = € X € X €= 0 00 -10 0 0 0 (A.30)

0O 01 0 0 O 0 O

0O 1.0 0 0 O 0 O

-1 00 0 0 O 0 O

O 0 0 1 0 O0O00O

0O 0 -1 0 0 O0O0UO

O 1. 0 0 0 0O0UO
A txmxem| 1D 00 0 000 nan

O 0 0 0 0 O0O0UO

O 0 0 0 0 1 00O

O 0 0 0 -1 00O
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entonces 712 = 1 (74,12, — 127k = 3 (v19%7 = 7*9'T), dando
0 0 0 01 0 0 0
0 0 0 00 1/2 0 0
0 0 O 00 1/2 -1 0
0 0 0O 00 0 0 -1
Taa=f 1 0 0 00 0O 0 0 (A.32)
0o -1/2 0 00 —1/2 0 0
0 0 /2 0 0 1/2 0 0
0 0 0O 10 0 0 0
por lo que
C2f71] kj 62712]{:2 (C27070a0a 0707070)’7(111(0 ]{72,0 O O 0 O O) + (A33)

dando esto cero. Solo mostramos aqui para el caso ¢ = 1y j = 2. Entonces los términos
que contengan al quinto término de algin vértice no contribuiran. Veremos més adelante

que sélo contribuye el término .

Seguimos con el siguiente término. Tenemos

51| — g/dz kl|§2zo‘l ’Lkgfﬂexp< Z

X exp (-k’g . Z ) Cgp keiksw k5pexp

n=1

o, n
X exp( ]{?3 Z " )’]@1)

n=1

y usando (|A.14)) obtenemos

1 ldz =z Q_
2 -1 — 2 haiad i _ikox . Q—n
21] = g [ bl e (ke X %)

n=1

X exp <—k’2 ) Z 0(71) Cg kkkz iksx k3peXp <l€3 ) Z Oénzn>
n=1 n n=1
W
X  exp < kg Z ) ’k4>
n=1 T
1 o
= | 39°G kaGa- kaB (1 - 3/2,-1/2) (A.34)
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Pasando al siguiente tenemos

d -n
= 3 [ g S et e (1 X )

n=1
_ n k.,—n zk5x k:dp O_p
X exp ]{,’22 <3Zaz exp k?’z z
n=1 n n=1 n=1 n
U _n
X exp( ks > — >|k4>
n=1 n
donde usando (A.17) y (A.14) obtenemos
1 Ldz a_,
2-2| = —29 <k1|§2k262k”exp <k2 > )
n=1 n
—ks - % n ki —n iksx Jks-p . An n
x exp | —ks Z ZzC3k3Zz e 2P exp | ks Z z
n=1 " n=1 n=1 n=1 N
e
X exp( k3 Z )‘k'4>
n=1 n

Por lo que tenemos finalmente

1, ! . . 1 o
2 - 2]= —§g2/0 dzCo - ksCy - ko2 ¥2(1 = 2)7 /%1 = 592@ ksGs - kaB (1 - 5/2,-1/2)

(A.35)
Pasando al siguiente término,
d —n
2—-3| = / zk1K2ZOél m”exp(kg-za )
2 = n
Qn pikaw ks An_n
X exp Z CSZa 3T exp kg'z nz
n=1 n=1
An__n
X  exp ( kg Z > ’k4>
n=1 n
1, tde i ok ik ikaw s
= 59 /0 ?(lﬁ]@@ Z ( o +a_nan) e exp | ko nz::l -
X exp ( koo > a”) eths® k3P exp <k3 > a—”z”> exp (—k3 >3 a”z‘") |ky)
n=1 n n=1 n n=1 n

1 _ :
= 39 2/ 7C2 G (Z nz > (1= )7
1 _
79 / 7<:2 C3 k1|ezk21’ iksx k3 D Z o exp (k’ o n)
n=1 n=

X exp <—k2 >3 a") o', ol exp <k3 > a_nz”> exp
n n

n=1 n=1

"
|
5
w
=]
N\
3
N——
B
NS
~
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donde usando (A.16) y (A.14) obtenemos
1 2 ! n—1 —3/2 —1/2
2-3| = fg/dng-Cg an 2751 = 2)
o) (e £

n=1

X exp <—k2 > exp (k > exp <—k'3 >3 Gn z") |k4)
n=1 n

1 ! -5 /o ko ks L
o 592/0 dzC2-<’3 (2 /Q(I_Z) t/2 Q_ﬁ /2(1_2) t/2>

- ;QZQ G(1+1/2)B (1-5/2,-1-1/2) | (A.36)

Pasando al siguiente término,

2-4] = 3 /dz (als X o “Mexp(k;2 > ) (—@-Z““()A.:a?)

X C3RE ke ks ks P oxpy (k‘z

) =
X exp <k3 5 O‘n‘”z”> exp ( Z:j o —“> I

n=1

donde usando (A.14),

1 d - )
224 = 792/ | Go G RE W7 407 e <k2 > a) exp <_k2 > a)
: ) n=1 " n=1 "
Xn Qpn  _
X (Z z > exp ( Z Z”) exp (-kﬁg . Z ", n) |]{34>
n=1 n n=1 n
= 592R CQ k3C3k3/ dz (Z Zn> <k,1‘€ik2xeik3xzk3-p exp <k2 ) Z Oé_n>
n=0 n=1 n
X eXp <—k’2 : Z an> exp <k3 . Z anzn> exp ( Jes - Z Qn _n> )
n=1 T n=1 N = n
= JPRIG R [ dee (1 2)
. 5gz RYG - ksGakd B (1 - 3/2,~1/2) (A.38)

Ahora, recordamos que |2 — 5| se anulara por la misma razén que . Los térmi-
nos \3 —1 \, \3 —2 \, \3 -3 \, \3 —4 \, \3 — 5\ no contribuyen ya que son proporcionales a
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(k1]a®,, con n > 0. Nos resta plantear

d _
4—-1| = —g / : /{;1|C2R ”‘m’ gihs® k”’exp (k Z a”) exp (—l{:g . Z a”)
n n

n=1 n=1
Oé,n an _
X (Z 2z ) exp ( >3 z”) exp (—kzg Yz ") |ky)
n=1 n n=1 n
= 592355%%3 : k’4/0 dzz=5271(1 — 2)71/?
1 o B
= 59236] 2k3Cs - kBB <—§/2, 1- t/2) : (A.39)

El siguiente término no nulo resulta ser

1 Ld —n n
4—3] = Z(kleQR zkz:ﬁezksxzkspexp (kg Z @ ) exp <_k~2 . Z Oé)
2 n=1 T n=1 T
k X—pn _n On __p
X8> ok Z 2" exp ks> 2" exp | —ks- Y 27" |ka)
n=1 n=1 " n=1 T
y usando (A.16)) obtenemos
1-3] = SPGRIKG -k Z / (ky |e™2T ot 2P exp (k > O“”)
n=1 "
X exp (—kz . Z a”) exp (]{53 . Z Mz”) exp <—k3 . Z %z_”> |ka)
n=1 T n=1 " n=1 T
1o 1 i .
- EgQQ;ng;gg ko [ dzzA(1 = 2y
0
1 i _ ~
— | ZRI%KIC, - kB (1-3/2,-1/2) | (A.40)

El siguiente término es

dz

a_p (879
- <k ‘ezkzxezksxzk:apexp <k2 nz:l n) exp <_k2 . Z n)
X exp (k;g >3 OZ”Z”) exp <—k3 > 2"2‘") |kq)

n=1 n=1

4-4] = QCQR k]C:?,Rlodks/

1o R
— §g2§§R€k§§§R’§lkéB(—§/2,1—t/2) (A.41)

Los términos de la forma \ \ \2—5\, \3—5\, \4—5\, \5— 1\, 5—2| \5—3\,
no contribuyen ya que se obtiene algo proporcional a v vy al multiplicarlos
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por los vectores ('k} o (¥k% da cero, pero si nos da términos no nulos, tenemos
entonces

5—-5| = ; 2 . klycgﬁb SN 84S ke exp <k:2 >3 Oéﬂ”) exp <—]€2 >3 %>

n#0 m#£0 n=1

; a_
kKl cqd —t —ryl jiksx k3- n_n
X Gy > Y SpSt T T ke AP exp <k3- > 7 )
r#0 t#0 n=1

W —n
X exp( k3 Z o >’]€4>

n=1

Z, a tkox a_p
= 37 [ CBH o S X siste o (1 X% )

n#0 m#0 n=1

e , o
X exp (—kg . Z n) etFs k3P oy <kz3 . Z nz”)
n n

n=1 n=1

. exp( by Y0 00 n)ZZscsd ) (A42)

n=1 r#0 t#0

donde [S,,, a,] = 0 y tenemos que

>SS ST SS0) — X Y XY Sushsist e o)
n#0 m#0 r#0 t#0 n#0 m#0 r=1 t#0

= Z Z Z Z Sy (5bc5m+n,o — stfn) S4 2" 270)

n#0 m#0 r=1 t#0

DD DD I DAL LIl ) B Sl S S It L 1)
n#0 m#0 r=1 t#0 n#0 m#0 r=1 t£0
=Y % Yosestestaramo) — S0Y S Sese, 8 S arem

n#0 m#0 r=1 n#0 m#0 r=1

SN sastesd zrammo)y =30 YT Y sese Sk Ssd e

n#0m=1r=1 n#0m=11r=1

-y Ty 5bc(5m,n,05ad — Sym8e) o) = S0 Y0 S sa(ot - sh,se,, ) 84,22 0)
n#0m=1r=1 n#0m=1r=1
z

= 30 0] — (v Y Y = Y Y 0) = S (A3)

m=1r=1 m=1r=1 m=0r=0 -z
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el segundo término tiende a cero ya que |z| < 1. Por otro lado tenemos que

1, . . o
kl ¢be sad vy kl i i k1l Ik
06 = b = 1 (%zﬂfjb - 724%%) (%iﬁbd - Vbﬂbd)

’Yab/y

YN i Gk Joi kol Joi ok
= 7 (’Vdﬂdﬂbﬂbd = Vad Vip Vob Voa — Vad Vo Voi Yoa T Vdﬂdﬂbﬂbd)
= 1 [72d(2078 45 — AT — V3a(209 84 — Vv vy — 7a(20% 64

k i\l i (osil L i\ k

—%zﬂbz;)%d + 74(20"0 45 — Vi)V

5]’6 SUnt Ak gikad AU il NK Y (A.44)

~ Ved Toa — 0 Vad o Vad Tod VadVoa ) Odb :

multiplicando por (4kj¢CEEL tenemos

(k2 C3C2k37dd7bd ko - k3€2 3’7ddfybd <2 C3k5] k37dd7bd + <2 : kgkg@ﬁﬁfd) 5di)

= = (ko GG — K- kGG — Go - Gk + o - Rk GE) g 0

2
= (ko - GGKS — ks - kGG — Go - Goh + G - hskd ] )7 S Sy
= (ko - GGk — ky - ksGiG — Go - Coikd + Go - RskiyGh) RY (A.45)
entonces

1 Ydz , =z s 3 Py L
= 39 ) ST(EIR) 2 (e GGk~ ke kG
— Go- Gakbh + G - hskibC) RY

1 — — — — L
= 592( — kg - (3Qok3 + ko - k3(o(3 + G- (3kaks — G k3k§C§>B(l —5/2, —t/2)
(A.46)

Juntando todo tenemos

(k1|VB (G, k2) AVi(Gs, is) | ka) = ; 2(14/2)G-6B(1-5/2,-1-1/2)
+ ; 2{—C2~k1C3.k4+Ri (Czk Cs-ky — GRIG - k1>+R REGIE] Cgkl} ( 5/2’1_5/2)
+ ; 2{(2 k3(s - ks + Co - ki3 - ko + Co - k3(3 - /f2+R < (ks /G - ko + Cik3 (o - ks

—ky - GaCi + ka - ksGOC + Go - Gakibk] — G- ksk ()| B(1 — 5/2,—i/2) (A.A47)

Ahora podemos hacer sandwich con un par de vectores sin masa ((i| , |C4). Sabiendo
que R |ks) = 67%]i) — 6%|4), donde el estado vectorial lo definimos por |¢4) = |i)¢ (k)
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con (i||j) = 6“, tenemos

<C1HC4> = <ﬂdd|j> = Cfd(w@ : C4
(GIRFIC) = (IGRGCHIk) = GRS k)
= GCU(=0M1]d) + 6%|5)) = oMo — ¢l¢ratist = ¢ - ¢idd
(GIRGRE|C) = (rI¢TIRY RE'Gls) = (rICTICT G0 Ry |k) — (rl¢TI1¢T¢50™ Ry 1)
(rlGICT " (67Md) — 0%1)) — (rl¢qIcicao™ (878 — 6"|5))
(PICTICTC30" 87 i) — (rlCTI¢TCa6" 6™ ) — (r[¢T1¢T 8% 07" i)
(rlCrICT¢s0*e6™ 5)
G — o™ — Gieror + (lchs” (A.48)

i+

Expresamos ((A.47)) de una forma maés factorizada, para ellos buscamos expresar las tres
distintas funciones beta como una sola, es decir

B(1- 52,1 fj) = (U SANCL-12) 8208/ 0(C1)2) ( f)

[(-3/2—1/2) (1 -3/2—1/2)(-1-1/2)

2 2
(A.49)

donde usamos la propiedad de la funcién gama de Euler: I'(1+2) = 2I'(2) con Re(z) > 0,

S

PL—-5/2) = —50(=5/2) (A.50)

P(—7/2) = T(1—1-17/2)= (-1 _ ;) T(—1-7/2),  (A51)

-~

5

T(1—5/2—-1/2) = (-2 - 2) T(—5/2—1/2). (A.52)
entonces

- - D(=5/2)T(=/2) (5/2)(5/2 +1/2)
B(1-35/2-1-1/2) T1—3/2—1/2) 1+i/2
_ D(=3/20(=t/2 (3/2)(5+1)  T(=5/2)(—t/2 5a
L(1-3/2—%/2) 2+t [(1-3/2-1/2) 4
(A.53)

con §+t+ 7 = 0 (vectores de masa nula)

N - D(=5/2)L(1 —¢/2  (—t/2)D(=§/2)[(—t/2 & I(—5/2)[(—¢/2
B(-5/21-/2) = T(1-3/2—1/2)  T(1—3/2-14/2)  20(1—3/2—1/2)
T(1—3/2)T(—F/2 5 T(—3/2)T(~F/2

T(1-5/2—1/2) 2T(1-35/2—1/2)

B(1-3/2,-1/2) = (A.54)
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Veamos como queda cada término de ((A.47)) al expresar la amplitud con una sola
funcion beta, a saber B (—§ /2, —t/ 2) = W Los términos recuadrados son tér-
minos que quedaran en la amplitud final tal cual como estan. Indicaremos que términos
se suman de a pares entre si (dando a la expresién final de la amplitud un término

proporcional a la variable de Mandelstam w), y cuales se cancelan de a pares.

1-1|= —292<k1 - Goky - G3)B (—5/27 1- 5/2) **9 G- Caky - Goka - G E 8/32(_ ZZ;
_19286 Caky - Coka - C3 E 8/32(_ Z;;
1—4 :§g2§C§k§k1-C2<R Yk - C3 El i/%(_ ZQ; ; 2C3k]k1 GG - ad
= ( —;Q - Caks - Cakr - Go |+ ;C:s ~Cakig - Gk - C2) 11:51 /3;2(— Zgi
2—1 :—79 Cl Caks - Coka - (3 E 8/22(— Zi;
; 2(<1 Cakr - Cokiy - (3 + 19 C1 Caka - Goka - C3) E 8/2}2(— 2?3
L(=8/2)T(=1/2)
2-2|= —*g Cl k3Cs - kaCy - C4 T(1—3/2—1/2)
= _;g 5( Co ksl - kalr- G — Co - k1Cs - kaly - Ca)
- _; ;(‘ G- ki ki G|+ G kil hali- G- C2‘k1C3‘k2C1'C4)

D(—5/2)T(~F/2) 5
( —5/2—1/2) 4

SPG GG G|+ 507G G cﬁf)

78] = L1+ /26 G GG

['(—5/2)'(—1/2)
I(1-5/2-1/2)

Il
N

24 = 2ot cikh, - colcici — cich RS TCY)

I'(1-5/2-1/2)
_ L5 [(=3/2)T(~t/2)
= —59 5 ( Ca- k3o k3Cy - (3+ Co- k3(y - ks(s - <4) ( 5/2 — 5/2)
! [(=58/2)I(-1/2)
= —59 3 (‘ Ca - k1o - k3G - C3‘+ Ca - kaCo - k3Cy - C3+ 1 - k3Co - kaCs - Q) T 3212
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I'(=5/2)T(-1/2)
I(1—5/2—1/2)

1 ij i 7.9
= S0 (RYGKIG - k) (~T/2)5

:;g%;kggg-k@(—t/?)(dg ¢Ga) E S/%( fﬁ; )
= 5 (Z6 G GG R+ G- i) 12—
1-3 =:——292¢R?<ékéés-kz>( 5/2) E 8/%;2( iézg

_ ;g GG - ka(cld - didd) E 8/2;2€_§§§§

D(~3/20(~F/2)
T(1—35/2—1/2)

(Cl Cok - CaC3 - ko + Co - Qrks - CuC3 - k2 + G - kala - G2G3 - kz)

= (Cz Gka - C1G3- ko — Co - Cika - (43 - k)

I'(=5/2)T(-1/2)
I(1—5/2-1/2)

l\D\»—*l\D\H DO |
l\D\Cm

2(C1 Gok - CaGa - o+ o+ Gk CaGs - ko — | 1 - haGa - GoGs - o

D(=3/2)T(~#/2)
T(1—3/2—1/2)

—Ci - kaCa - GG - ko)

L o mid okl i 1.5 kgl (8/2)(5/2)
4—4 =59 (R Ry GokaCks) (— t/2) (1-3/2—-1/2)

1 .t . - ) ) . X ) ) . N D(=35/2)(—1/2
= —QQQ*G%CW (Gdﬁjk — 0™ — gt + Cf@fyl) El i/8}2<_ 42;
= —5922 (Co - Ciko - C3kg - Ca— (o~ (3ka - Gihs - Ca — Co - ko - ksCs - G+ Co - kska - (1G5 - u)

I(=5/2)T'(=1/2)
F(l — §/2 —1/2)

= —*9 (Cz Crko - C3kz - G4 — Co - Q3ko - Crkz - G — Qo - Crko - k(3 - G4 — Qo - kzks - (13 - Ca

) D(—5/2)0(—/2)
Co - ksky - G G5 C4> N(1—35/2—1/2)
1

= =595 W&<m24mlgﬂ+@ Cika - Caka - G3 — Go- ik~ Gl - G — Go - Gka - Gk - G

— G- Giky - kaGs - Gut |G hska - (oG - G = G kaa - kG - Ga

5/2 t/2
+ G- kskr - GG <4) E /~;2(— 5;2;

Llamaremos a beq & primer, segundo, tercer y cuarto término de respec-
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tivamente,

B8], = 50(-5/2)G Gk (G + {4) = 37CG - Gl Gl G
T(—5/2)(—/2)

N(1—35/2—1/2)

5] = oGk () [

- 15 (50066 i) [T
D(=3/2)T(=1/2)
L(1—-5/2—1/2)

~ |56 Gk Gk 1)

_ <_it<2 GG Cot ‘ifcz Gy - g)

1

~7 ~2 o~ . _~
= 59 ( Zt@ “C1Gs - Ga|+ Z;CQ GGG+ ‘it@ NS ) [(=8/2)I'(~t/2)

T(1—3/2—1/2)

2 4

Loy o i1 ici 4 i) DES/20(=1/2)
d—23| = 59 (=5/2)(—k3¢3¢ - k3) (_C1C4 + C1C4) I(1—5/2-1/2)

= 50 (Gl Gt G ke G ) [ o

27 2
= gzi(ﬁ ~k3C3 - Caa - k3 + C1 - kaCs - CaCo - kg + (1 - Gska - GG - k3>

1

5 ~
T(—5/2)T(~/2)
T(1—3/2—1/2)

58], = 50°(-5/2) (~Gid + ) GHiG ks

1

= 592 (—gCl “GaCs - kska - 3+ §<1 “ k3o - (a3 - k2) E

(—3/2)(=1/2)
(1-35/2—1/2)

Al sumar el primer término de a con el cuarto término de obtenemos:

1. 1
ot (CRYCIORNERNCY U (Cs - kaCo - F1Gi-Ga) ),
y al sumar el segundo término de C con el segundo término de obtenemos

1
; —511 (C1 - k4Co - k3C3 - C4) | Por ultimo si sumamos el primer término de con el

. Si sumamos\ 1-1 \con\ 2—2 ‘tenemos:

1
tercer término de obtenemos : —511 (C1-CaCs - koCy - Ky) |

Ahora veamos los términos que se anulan de a pares:

= Se anula el término de con el tercer término de
= Se anula el segundo término de con el octavo término de
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= Se anula el segundo término de con el segundo término de

= Se anula el segundo término de con el tercer término de C

= Se anula el tercer término de con el primer término de C

= Se anula el segundo término de con el segundo término de

= Se anula el segundo término de con el primer término de y

= Se anula el cuarto término de con el segundo término de y

= Se anula el quinto de término de con el segundo término de b

Entonces el resultado final es

1 ,T(—5/2)0(~/2)

A4,ab(17 27 3’ 4) = _Eg F(l — 5/2 _ 5/2)

K55G ks oy kg G ks Cay ka) (ALBB)

siendo KB el factor cinematico dada por

K33(1,2,3,4) —i(gfgl GG Gt Sl - (3G - G tad - (G- G)

+ ;5(6 k3Cy - koCo - 3+ Co v kaCy - k1Cr - Gu + Co - kas - koo - Gy

+ G ksl kG- G)

+ ;ﬂ(ﬁ% “kaCo - k1Cr- Cot G- kola - k3G G4 G- kaGa - k3G - G

+ G kela - kiGi- Go)

+ ;g(@ < kaCr e kaGo - Ca 4 Co - kiGa - ksGs - G+ Qo - FaGr - kG- Ca

+ G ki kG Gr) (A.56)

con lo que finaliza el calculo deseado.
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Apéndice B

Los 30 productos tensoriales que
contribuyen a la amplitud de
dispersion de 4 dilatinos

A continuaciéon mostramos explicitamente los 30 términos que provienen del pro-
ducto tensorial K%7(1,2,3,4) ® £ K5(1,2,4,3) para la dispersién de cuatro dilatinos
RNS.

Primero presentamos los términos de la forma 77 ;.

1 1
Tii = <—88U2FM UBUIFM’U4> ® ( 16 4315C1 G3, yeve Q)
~2t _
= 512)\2FNFPFM)\3)\1FMFPFM/\ (B.1)
1 o .
T2 = (—85U2FM U3U1FM’U4) ® (— 43UC{V[C4,MC3{)CQ,P)
1 _ _
= §§2ﬂ)\2FM/\3>\1FM)\4 (B.2)

1 __ o
Tis = (—8SU2FM U3U1FM’U4> ® ( ——ta¢ Gm s G P)

16 -4
5t - MPoN
= 5T/\2FMFPFN/\3/\ " Dl Bl BV (B.3)

1__ o
Tia = <—8SU2FM U3U1FM’U4> ® <16 2541 ks, MC4 ka QC?, G2 P)

32

52 _ _
B _ﬁx\sz/\3>\1(k3 D)TM (ks - T) Ay (B.4)
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Tis

Ti6

Ti7

Tis

1. ;o
(_SSU/QFM U3U1FM1U4> X (16 5
32

—?TAQ(k;4 DT (ky - T)AsM Ty (B.5)

8¢y kan Gy p (Y G M)

1__ ro
<—8$u2FM U3U1FM/U4> &® (16 23C1 k4 MCg k2 P<4 <2 Q)

—%)\QFNFM(I@ D)Ash; (kg - DTy TNy

6k MM Aakaps M T\ (B.6)

1__ r
(—8SU2FM U3U1FM/U4) ® <16 28C2 k’g NC4 k?l le Cg M)

§2

—Xy(ks - )DLy A MM TN (B - TNy

256
2
kgM)\QFN])\gkl MV, (B.7)
1y 1
(—8su2FM U3U1FMfU4) ® (16 ZUCéV/ﬁ NGk pCEC Q)
—3—2>\2(k1 D)TM (kg - TYAsM T s Ay (B.8)

1 1
(—SSUQFM ugulfM/U4) ® ( o5 ks kQ,Mgg?cg,Q)

51 -
= —SEAQFMAgAl(kQ CIIM (ks - Ty (B.9)

1 __ o
Tiio = <—85U2FM U3U1FM’U4> ® (16 QUCQ ks NC1 k4 MC4 G Q)

Ti1

sU
256

6k[NA2F Nakapy Mo A (B.10)

—Ng(ks - TYTMIN X\ (kg - T)D T v Ay

1. ;L 1
(—8SU2FM U3UIFM’U4> ® (16 2UC4 k1,gCs k2,p(3 G, )

—%)\QFMFNU{;Q D)As ATy T (k- Ty

——6k: APV W AN W (B.11)
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1__ o
T2 = (—88U2FM U3U1FM’U4) ® ( 1M ko a1 ka,pCE G Q)

16 -2

- ﬁxngmm ) Asi (k- D)PVTY ), (B.12)

1 __ ;o
71,13 = <—8SU2FMU3U1FM'U4> (16 5
5t

— 256)\ o(ky - D)INTM AN T Ty (ks - T Ay (B.13)

i€k oG kv G G

1__ ;o
Tiia = <—88U2FM U3U1FM’U4> ® (1627%{\/%3 e NGy CS,Q)
5t

= 256>\ o(ky - T)DNTarAs Ay (ks - D)INTM ), (B.14)

1__ .
Tiis = (—88U2FM U3U1FM/U4) ® (16 2tC4 ko qCa k1,pC G M>

= —ﬁxngrN(/ﬁ D)AsA T Ty (kg - TNy (B.15)

Ahora, los términos de la forma 75 ;.

1. r
7571 = <8tU1PM U2U4FM/U3> ®( 16-4
5t

= —5—>\ TMTPDN MM NT pT s As (B.16)

ST G20

1. ;o o
Too = (StulrM U2U4FMfU3) ® ( ——5u¢ GGl G P)

16 -4

st MNP

= _@)\ (AT )\2)\4FMFNFP)\3 (B.17)
1. ;o -

Tos = (tulrM U2U4FM'U3> ® <— tuC1M<2,MC?{D<4,P)

8 16 -4
1 _ _

= —éﬁaAlrMAmrMAg (B.18)

1. ;o
Tou = (815U1FM U2U4FM'U3> ® (16 23C1 k3 MC4 koGl G P)
st

= 256)\ 1 (ks - TYDNT i dod (ko - T)INTM )\, (B.19)
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Ta5

T26

T

Tas

T2,9

T2,10

To1

T2

1. /
= (StulFM U2U4FM/’U,3> X (

6. 28C2 kanGs k1 pC Gy M)

%A TMTN (ky - DY ATy Ty (ky - T)As

1. /
<8t’l_L1FM Ug’l_L4FM/U3> & <
st
256

16 - 23C1 ky MC3 ko P§4 Co Q)

(kg - DDy D v AT NI (g - T) A

1. ;o 1
<8tU1FM ’LLQU4FM/U3> X (16 QSCQ k’g N<4 k)l le Cg M)

%MFMFN(I@@, D)Aog(kp - DT T ar)s

1. ;o 1
(8tu1FM u2U4FM/U3) X ( 16 - 2UC§]{71 NC?, k4 PC4 Cl Q)

256 T uT iy (kr - D) AAIMIN (g - T) Ay

1—6k1[N5\1FM] Aok AT M

o

(tulFM u2u4FM/u3> ® ( A% oM ko i (N Gy N)
8 162

ta

256
til _
fék MM Noks v AT 1 As

— My (ky - )MV My (ks - DT T v A

1. ;o
<8tU1FM UQ’LL4FM/U3> ® (16 2U,C2 k?g NCl k?4 MC4 Cg Q)

tii ~ -
33A1(k4 CIDYTM (ks - T) Ao AT ar A

T
(8tu1FM u2u4FM,u3> ® (16 Sk oGk p GG )

ti < -
3—2>\1FM)\2/\4(I<:1 DM (ky - T) s

1. — 1
(8tu1FM u2u4FM/U3) ® (16 Qthw/fz Gk pCE G Q>
t2
256

16k2 MM kg v AT an Az

—— A (kg - DYTMDN M AT N ar (kg - T)As
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(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

(B.25)

(B.26)

(B.27)



b
16 -2
t? - -
= 2?)(),Alerer(lﬁ Do (ks - DT NT s
2 N~ -
= Eng/\lfM]/\gkg[N)%FM})\g (B.28)

1. ;o .
Tonz = (875%1FM U2U4FM’U3> ® ( tCzLQk?),QCéVkl,NGWCB,M)

1. ;o 1 .
Toqs = <8tU1FM U2U4FM/U3> ® (thyk?),MCzQ/M,QCiVC&N)
2

= 372&(/@3 DM (kg - T) Ao Ml a3 (B.29)
1. 1 -
Tons = (StﬂlfM U21_L4FM'U3) ® (thka,QkaLPCfVIQ,M)
- -
= ﬁxlrmm(kz DT (ky - T (B.30)

Al sumar todos estos términos obtenemos la ecuacién ([5.30)). En el préximo apéndice
abriremos estos términos uno por uno para hacer aparecer las variables de Mandelstam
en todos ellos a partir de los impulsos k;.
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Apéndice C

Desarrollo explicito de los 30

términos que contribuyen a
K4-dilatinos
C

En este apéndice haremos explicito el desarrollo de los términos en , empe-
zando por el de la forma 774 y luego por el término 7,4 para el segundo grupo de
términos, ya que a partir de estos términos tenemos los impulsos k; en las expresiones.
Comenzando,

=2
S — —
Tia = —3—2)\2FM>\3)\1(I<:3 DI (kg - Ty
~2 _ _ _ _ )
= —%kwkw[AQFOASAerFOFPA4 + AT A MNP )\
~2 _ _ _ _ _ _
= —%[kgkgAzroAgAlrororm — BRI NaT oA A T TOTONy — K2R A Do As A T2TT0 )
—  ESEINT oA A TOTOT Ny + KB NoT oA M TITOT Ny + E2EI AT oA M T2TOT )
+ RS EINT A TOTTON, — K kI T A A T TON, — 2RI T As A T2 0N
— ESEINT A TOT T Ay + ks ka Ao T M T T Ny + k2R MDA M T2 T T\ ]
~2 _ _ _ _ _ _
= —g—Q[kaSAQFOAgAlFOM — kSNl oAs AT Ay — K2k Aol As A T2\
— EQka AT o As AT Ay + kaka Malo As A TON, + K2k Na Do As M 20T Ny — KA AT As A Ty
— Ea BT AT TONy — K2R T A M T2 TON, — kS kI AT As A TOT T N
+ kaka AT A AT T Ny + K2R3 AT As M T2 T A
~2 _ _ _ _ _ _ _ _
= —%[kgkgAQFOAgxlrf)M — k3 kAT oAs M TN, — EZES AT oA M T2y — kSR AT As A TN
4+ kaka Do As A TON, + K2k N Do As M D20 Ny — KRS AT As A TNy + K kS Aol As A TON
—  Ea BN T A M T2y — ket EONGT s As M TIT>2T0 0y + k2K N ToAs A TO N
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— BRI AT AT TITON, — K2EINoT , As M T2T22T0 Ny + Kk AT As M TON
—  ESkg A To Mg M TOT 2T Ny — Ky Aol , As M TOT 2 Ny — ka kg Aol As A T
+ hgka Ao As M T2Ny + kaka ol , As M D2 Ny + k2 ky Aol A\ T2 T\

+ k2hg Aol ds M T2T2T Ny + k2kg Aoy, g\ D202\ ]

3 3

> 3 ~ ] ~
— ZS\ZFOASSHFI)% — ZCOS 9/_\2F0)\35\1F0)\4 — ZSiH 95\2F0)\35\1F0F1F2)\4 + Z;\2F1A35\1F1A4

i>2

5\2F0/\35\1F0)\4 — Z COS 9;\2F0)\35\1F1/\4 — Z sin 95\2F0)\35\1F2/\4

n 5X2F2A3X1F2A4+2X2F )\35\1Fi>2)\4+ZCOSQS\QFl)\g;\lFOM

4 -2

- i c08 A To g\ TOTI T2, — Z c08 OAaTi, A M TOT T2\ + Z sin 0T s A 10\
- Zsin 95\2F1)\35\1F0F1F2)\4 - Z sin 05\2Fi>2)\35\1F0F2Fi>2)\4 + ZX2F1A35\1FO)\4
+ ZS\QFQ/\g;\l]_jOFIFZ/\ZL + 25\21-‘152)\35\11—‘01—‘111252/\4 + Z COS 05\2F1/\3;\1F1)\4
— Z COS 95\2F2/\35\1F2)\4 — Z COS 6’;\2Fi>2/\3;\1fi>2/\4 + Z sin 95\2F1/\3;\1F2)\4
+ Zsm OraTodg M Ty — Zsin AT A M T2,

8 0 - ii - _ 5 - ii - _
= —§[§A2F0A3A1FO)\4 — §>\QFO)\3)\1F1/\4 -+ Z sin 9A2F0A3A1F2)\4 — 5)\2F1)\3)\1F1)\4

- - - . - 5 _ - 7 -
_ 5)\21“2)\3)\11“2)\4 — ST — Zsin OATO N A Dol Doy + gAQFugAlrm

t< - te o < 5 - -
+ *)\2F2)\3>\1F0F1F2/\4 + §>\QFZ>2)\3)\1FQF1F >\4 - ZSil’l 9A2F2A3A1F0)\4

i>2

2

+ Zsin OAT A M Dol T + Zsm ONT 2 A\ ToTa T, A + Zsm AT A3 Mo\

+ Zsin OraT? A Ty Ay — %m%riﬂAg,XlrlrngM],

(C.1)
y en el limite de Regge
~3 _ _ _ _ _ _ _ _
Reage 2—4[)\21“0)\3)\11“0)\4 T AT A+ AT A ToAs — AT A\ Ty A].
(C.2)
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Veamos el siguiente término:

Tis = —==Xo(ks - D)TM(ky - D)AsMT s\

= —3—2[k4,Mk1,N5\2FMFOFN/\35\1I‘0)\4 + kaprkr x AT M T TN A\ Ty
52
~glka _ _ _ : _
K1k Aol TOT s A1 Doy + kg ok1 o Ao D2TOTO NN TNy + Ky oky 1 AT TOT A3 A Do Ay
K0k, 0 AT T TON A Ty + kg okt 1 AaTOT T Mg M Ty + Koy 1kr o Aol T TON A T3\
K1k i AT T T NN Ty Ay + kg oky 0 AT T TONA TNy + g oky 1 AaD?T T A A T\

#

5 EQRONTON N Do dy — kORI T Mg A TNy — kRO Ao As A Doy

[Kea0k1,0ATOTOTO N TNy + kg oky 1 AaTOTOT Mg\ Doy + kg 1k o Aol TOTON3 M Ty

+ o+ +

+ kLI AT NN Doy — E2EONoT 2 A M Ty + K2k A T2TOT As A T\,

—  EYEONG T A AT Ay — BRI AT A3 N Ty — KA AT 2 A\ T, My

+ KSR AT AN TNy — Kk AT OT 2T A A To g — Ak A TOT 2T A\ T, My
+ R RO TON A T Ny — A k9N T2 TON A Doy — ky kO AT T2 TN A T, 0
— Kk AT AN TNy + kiki MaD2 A3\ Ty + kpki Aol A\ T, Ay

— KRNI TON A Ty A + TR AT A3 A Doy — KSADAT2T>200 A5\ T, Ay

—  E2EIDGTPAMT N — 2RI AT A M Doy + K2k A T2 T\ T
~2 ~_ _ ~_ B ~ B _
= —%[—ZAQFO)\3)\1F0/\4 + ZAQFI)\g)\lFOM + Z COS 9/\2F1)\3)\1F0)\4

08 02T A Ay To Ay + Zsm AT 2 As A Ty — Zsm OATOT T2 A5 M Do s

)\4]

i>2

TN + Z&r%gxlrm ¥ ZXJWASXJ

>~

A

i>2

AN Ty Ay — ZX2P0F1F2A3X1FQA4 _ ZXQFOPFZ’»ASXJ A

i>2

COS QS\QFO)\35\1P1)\4 + Z COS GS\QFOFIFQ/\35\1F2)\4 + Z COS QS\QFOFIFi>2)\35\1F )\4

i>2

i>2)\4

COS 0;\2F1/\35\1P1)\4 — Z COS 0X2F2)\35\1F2/\4 — Z COS 95\21“52)\35\11“

isa N

sin GS\QFOFIF2)\35\1F1/\4 — ZSil’l 6X2P0A3X1F2A4 + ZSiIl 0X2F0F2Fi>2/\35\1F

IS IV PO SN VA SN BV S ST ANGY VPSSO VAP SN IV SR ANGY I VARY

+ ZsinOrI2 gD\ + Zsm DAl g A Doy — Zsin OAT D202 A\ Ty ]

i>2
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_i[ES‘QFO)GS‘lFO)% - gS\QFI)\35\1F0/\4 + ZSil’l 95\2F2)\35\1F0>\4

32'2
— isin ONTOT TZ NN TNy — Z&rugxlrm —~ §X2F2A3X1PQA4 — §X2Fi>2A3X1n>2A4
+ ZAQFOA3A1F1A4 + §A2F0F1F2>\3)\1F2)\4 + §A2F°F1Fi>2)\3/\1fi>2/\4
— isin ONTOT TZ NN T Ny — isin O T NN TNy + isin ONTOT2T>2 Mg\ T, My
- isin OXoT? ATy Ny + i sin AT As A Doy — isin ONTIT2T>2 M\ T, ], (C.3)

siendo en el limite de Regge:

Tis s = 62 PeTOAsA1ToAs — Al As M ToAs — AT As AT Ay + AoTOA3 M Ty A,
(C4)

Veamos el siguiente

Tie

+ o+ o+

32
8 — —
—E@M}\QFM Askap AT v

32
S — — — — — —
—E[kg))\gfu )\3]{?4[0)\1F1} )\4 + k£0A2F2])\3k4[0)\1F2} )\4 + k£1A2F01A3k4[1)\1F0]A4

kS AT Agkapn AT Ay + k5 AT Agkap i TopAs + k5 AT Agkypo M Ty A
kS AT Aakap AT A + k5 AT Agkan ATy A + k5 AT Aghyp M Ty s

1>2

kéi>2;\2r0]/\3k4[i>25‘1ro} Ao+ k7 AoTY Askafio, M T A + kg>25\2r2])\3k4[i>2 AT\ ]
_fZ[kgt)Azm Askao AT A + kS AT Askao M Tayhs + k5 AT Askap AT A
kg;\QFQ] Aska Mo Ay + k£25\2ro] AskapAiToAs + k‘g;\ﬂ’l} Askap AT\

A4

1>2 >2

1 o~ _ 1 .- _
gko)\ T2 N\ k9N T, A\ + gkgxgrb%wlr-

2 3

16[16
ﬁ COSs 9)\2F )\3)\1F0)\4 + 76)\2F )\3)\1F2>\4 + — 16 sin 9)\2F )\3)\1F0)\4

Aol AN TN, + — T ® cos OrT! )\3>\1F0)\4 + 65\21“0)\3/_\11“1)\4

S _ _
E COS 9)\2F )\3)\1F0)\4 + E)\QF )\3)\1F1)\4 + T6 COS 9)\2F1)\3)\1F0/\4

g - - 3 - - i - -
1~6>\2F1)\3)\1F1>\4 + T cos~6>\21“2>\3)\11“2/\4 — fﬁ’ sin O T2 A3\ Ty )\

% sin 6;\2F2)\35\1F0/\4 + %;\QF2)\35\1F2/\4 - % sin 95\2P2/\3;\ T )\4

E COS 0)\2F )\3)\1F2>\4 + 8)\2F’>2)\3/\1F2>2/\4 + 3 COS 9)\2FZ>2)\3)\1F )\4]

1>2
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_|_

luego

~2 ~_ _ ~ _ _ ~_ 3
—%[§A2F1A3)\1F1)\4 + %COS GAQFI)\gAlFO)\zl + %/\QFO)\3)\1F1)\4

08 00 TN A Tohs + §X2F2)\35\1F2>\4 T gsin OAT2 As A Tos + gcos OrT2 A5\ oy

Oo\CmOO\Cm

sin 0)\2F )\3)\ r )\4 + ;)\QF1>2)\3)\ F1>2)\4 —|— 3 COS 9)\2F’>2)\3)\1F1>2)\4]
5?5 [

- 16'8 -
COS 95\21_‘0)\35\ F0>\4 + % sin 95\2F2>\35\1F0)\4 — gsin 9/_\2F2>\35\1F1)\4 — %ngi>1)\35\1fi>1)\4]

/\QF )\3>\1F )\4 + %COS 9)\2F )\3)\ Fo)\4 + ;)\QF )\3>\1F )\4

oo |

—@[AQF )\3>\1P1)\4 + COS 9)\2F )\3)\1F0)\4 + )\QF )\3)\1P1)\4

COS 9/\2F0>\35\1P0/\4 + sin 95\2F2/\3;\1F0)\4 — sin 8;\2F2)\35\1F1/\4 — 2%;\2]_”51/\35\111151)\4],
S
(C.5)

T = —@[;\gfl)\35\11‘1/\4+5\2I‘1)\35\1F0/\4+5\2F0)\35\1F1>\4

+ Al ToAy + 20T A3\ Ty Ay

El siguiente término,

Tz

32
8 — —
—EkgMAQPNMgkl[MAJN] A

~2
8 — — — — — —
_ _TG[k:L?AQrH Ask1i AT A + kS AT Askio M Ty hs + k5 AT Agkag AT A

kS AT Agkyn M Tog A + K5 AT Aak oA Do Aa + ks AT Agkyp A T\
YA T2 k10 M Ty A + kS AT Nakan ATy Aada + ks AT =2 AakipAaTi i
k;>2Azrougkl[wxlrom + K2 AT A Ky i>2)\ Ty Ay + k572 AT Agkr, AT Ad]

32

S
16[16)\2F )\3)\1F1)\4 + 76)\21—‘ /\3)\ Fo)\4 + — 16 COS 0)\2F )\3/\ T )\4

+ % COS 0)\2F /\3/\ Fo)\4 + 76>\2F )\3/\1F2/\4 + E sin 9/\2F )\3)\1F2/\4

+ o+ o+

+ E COS 0)\2F )\3/\1F0)\4 + E COS 9}\2P )\3/\1F1>\4 + E)\QF )\3)\1F0>\4
+ fGAQF AT\ + — G % cos OraI? A Doy — 1—63111 O A3 A Doy

+ E sin 9)\2F )\3)\1F2)\4 + %X2F2A35\1F2A4 — 1i6 sin 65\2F1>\35\1F2>\4
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_|_

luego

Regge
Tiz

ﬁ COS 9)\2]:‘ )\3)\1F2)\4 + 8)\2F’>2)\3)\1Fz>2>\4 —|— 3 COS 6)\2FZ>2)\3)\1F1>2)\4]
2

16 [8

€08 00T A5 M To My + %Xﬁxgxlrm i g 08 00T A3 M T\

)\QF )\3)\1F1)\4 + ;)\QF )\3)\1F0)\4 + %COS 9)\2F )\3)\1F1)\4

O | W 0O | U

sin 95\21—‘0)\35\11—‘2)\4 — %Sin 95\2F1>\35\1F2)\4 — E5\21_‘252)\35\11—‘1'>2)\4]
~2 ~
16[8>\2F ATy + gAQF AshToAs + gcoseuzr AT

COS 9/\2F0>\35\1P0/\4 + g sin QS\QFO)\35\1F2/\4 — g sin QS\QFI)\3Z\1F2>\4

SI>1 A\ T

3
128 P\QF )\3)\1F1>\4 + )\QF )\3/\1F0)\4 + cos Q)QF )\3)\1F1>\4

COS 0)\2F0)\3)\1F0>\4 + sin HAQFO)\3)\1P2)\4 — sin 9A2F1A3A1F2)\4
2%X2ri>lmlr Al (C.7)

>/ |

)\4]

i>1

| 100

i>1

= ——[)\QF As AT 4 AT A A Ty + Ao A Ty Ay + XT3\ Doy

128
20T AT, A, (C.8)

>1

El siguiente término,

Tis

+ o+ 4+ o+

51 < .
—3—2>\2(k1 DM (ky - D) ATy

sU

3 Ma(ky - D)DKy - T)As A Ty + Ao(ky - DT (kg - T)As A Tiy]

—33[/{1 wka A TMTOTN Mg ToAy + by arka v AT M TN A3\ Ty
—33[k1,0k4,0X2r°F0F0A3X1r0A4 + k1 0ka i A TOTOT A3\ T\

k1,0ka oMo TOTOT2 A N TNy + k1 1 kg o AT TOTO NN TNy + Ky kg s AT TOT Mg A To Ny
k11 kao AT TOT2 A3 N Ty + ki 0k o Ao TOT TON N Ti Ny + Ky okia 1 A TOT T A A TNy
k1,0ka2 AT T T2 A3 N Ty + Ky 1k o AT T TONSA TNy + by 1ka i Ao T T A A Ty

k. 1k42)\2F T2 A\ T3]
—3*2%1 oka, o)\zr )\3)\1F0>\4 + ki1oky, 1)\2F )\3)\1F0)\4 + k1oky, 2)\2F )\3>\1F0)\4
1 aksodal As A ToAs + K11ks 1 AaTOA3 M ToAy + k1 1kgodo T TOT2 A3 A T\
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+ o+ o+ 4+

+

krokaodal AsAi T Ay — Ky okaodal? AsAiDady — Ky okaodal 2 AsAi Dy, Ay
key 0ka i A TOT T A A Ty Ay + Ky ok 1 A TOT2 T A3 A TNy + Ky okia 1 A TOT 20 A A Ty, Ay
k1 0ka oA TOT>2 T2 MM T, Ay + Ky ok 2 A TOT T2 A3 M Ty Ny + K oka 2 Ao TOT2 T2 A0 To Ny

1>2
ke 1 Eg o AT IO NN TNy A+ ky 1 g o AT 20NN T Ny + ey 1 kg 0 Ao T2 A3 N T, Ay
Fey 1k i Aol T T A M T Ay + Ky 1K i AT T2 T A A Ty + Ky 1Ky i AT T2 AN T, My
ki, 1k42A2F =2 P2 )\ T

1>2
oM+ B kg o AT T T2 AN Ty Ay 4 Ky 1 kg o AT 22 A3\ T\

[k°k0A2r0A3A1FOA4 — KO DT Mg M Tody — KOK2Na2 A M Ty — kLS AT A A Ty

k}k4)\21“0>\3)\11“0>\4 — B ATOTI T2 A M Ty — AVES AT A A Ty Ny
KON A3 M Doy — QRO AT 2 A3\ Ty, Ay + VRS AT O NN TN

KOl AaTOT T2 A A\ Doy + Kk Ao TOT T2 M\ T,

KRN TOT? T2 Mg Ay Ty, Ay — KV A TOT D2 A3 N Ty Ay + AV R AT A3 M Do)y
F k9 AaTOA M Ty Ay — Bt RS AT T T2 A3\ Ty — ki kA TOT T2 A3 Ay T, Ay
kLI AT N M TNy + ETEI AT As M Doy + kL EIAT>2 XM T, Ay

1>2

BT TP A M D, A — Rk AT A T — R EEAT AT

—%[—AQF AshToAs + ZcoseAzr A hToAs + Zsm%r A hToAs + Azr A ToAs
icos@)\gf‘ Ao + g % $in 00T T2\ M Doy + 1)\21“ AT\ + fAQF Aoy
iAgri>2A3A1n>2A4 1 cos O TN A T Ay — 1 COSQ)\QFOF F2A3)\1F2)\4
icos@)\zFOFlFi>2/\3>\1Fi>2>\4 5 sin ONTOT2T>2 A\ T Ay + 7 sin OATOT T2 AN Ty 0y
isin AT N5 A Todg — iX2FUA3X1F1A4 + ZXQPOFT%XJW

ixzrorlriﬂxgxnﬂM + icos OX T AN TN, — icosexgr2A3X1F2A4

i cos O T2 A3\ Ty, Ay + i sin O T2 T2 A3\ Ty, Ay + i sin O A3\ T\

ism ON T A3\, o]

ZZ[UAJ MMToh — fAQF Ao + 5 Z sin 03T A, ToAs + - Z sin OAo T T2 A\ o\
gAgrlAgAlnM — 55\21“2)\35\11“2/\4 - §X2ri>2A3X1r,->2A4 + §XQFOA3X1F1A4
§A2F°F1F2A3)\1F2/\4 - gAgrorlrwAgAlrmM - isin ONTOT2 T2 M\ T, M\

i sin O TOT T2 A\ Ty Ay — i sin @Al A3\ Dady + i sin QAT 202 A3\ T, Ay
i sin O T2 A\ Ty Ay + i sin Ol Ag A To ], (C.9)
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luego

TRegge

1,8

AaTOA A ToAs — AT A A ToAs — AT As ATy dy + AT A Ty ).
(C.10)

El
64

El siguiente término,

Tio

+ + + + |

+

+ 4+ + + + + +

- |

+

5l .
—3—2)\21“M>\3>\1(k:2 DYTM (ks - TNy

_%kQ’Nk3’PDQPO)%XlFNFOFP}% + S\QPi/\35\1FNFiFP/\4]
_%[ 2.0k3,0 Ao As A TOTOTON, 4 Ko oks 1 Moo As A TOTOT A

ko.0k3.22 o As M TOTOT2 Ny + kg1 k3 0 AT As M T TOTON, + kg 1 ks 1 AT s A T TOT N
ko1 k3220 As M T TOT2 Ny + kg k3 0 Ao TiAs M DO TON + kg okiz 1 Ao Dids A TOT T\
ko 0k3 20 Dida M TOT T2 Ny + Ko 1 ks 0 Ao Tids M T T TON, + kg 1Koz g ATy A M T TN
ko1 ks odo D As M T T2\,

31 - - - - - -
—3*2[7432,0153,0)\2F0)\3)\1F0)\4 + ko0kz 1 AaToAs M T Ay + Ko gkz o dalo Az A T2

ko1 ks 0MaToAs AT Ay + ko1 ks 1 AaToAs A TONy — Ko kg0 daloAs A\ TOTI T2\,
k2,0k3,0X2ri>2)\35\1Fi>2)\4 - k2,0k3705\2rl>\35\1rl)\4 - k2,0k3705\2r2>\35\1r2)\4
ko.0ks 1 Aoli, s M TOT 2T\ + kg ok 1 AT  As M TOT TN
ko.0k31 Ao Az M TOT2T Ny + kg 0k3 2 Aol , As A TOT>2T2 )

ko ,0k3 2 AT i As M TOT T2\, + kg ks 2 Ao T Mg\ TOT2T2 )

ko1 ks oMol , As M TOT T2 Ny + kg 1 kg g Aol As A TOT T

Koo 1k3 0 A Do As A TOT T2 Ay + kg 1K 1 Aol , As A T T2 TN

koo ik i Aol A M T T T A + Ko1K 1 AT o As A THT2TE )

Ko kzodali , As AT T 202\ + kg kg 0 Aol As A T T2

ko1 ks oA ToAs A TIT2T2 )]

—%[kgkgxgroA3X1r0A4 — Bk AT s T Ay — AEZAaTo A M D20y

keI AaToAs AT Ay + k2 EINaT oA M TON, — B2 AT As M TOT T2 ),
ESkINT i, As M T2 Ny — kSEINT I A A TNy — BRI NoToAs A 2N

ESka ATy, As M TOTI T2 )\ 4 B9kt Aol As M DOy + kS Ea AT As A TOT T2 )
ESkZNT i, As M TOT2 02 Ny — EQK2NoD A A TOT T2 N 4 E9k2 AoloAs A 0N
s k9T, As M TOT T2 Ay + Ed kS AT i As A TON, — kAo ToAs M TOTI T2\
Edka AT, AsMT>2 Ny — kb AT i A A TNy + Ed ki AaDoAs A 20

1>2
1>2
i>2
i>2
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— kak2NoT
= —%[—*)\QFQA;;)\ F )\4 — 1 COS 9/\2F0>\3)\1F )\4 — Z sin 9)\2F0)\3)\1F /\4
S~

— ZAQFOAS)\ F )\4 — ZCOS 9)\2F0)\3)\1F )\4 + Z sin 0)\2F0)\3)\1F0F 1—\2)\

AT F2F1>2>\4 ks k2N A\ T2y — /cZkgAQFQAgAlr A4

1>2

S

+ 15‘2F1/\3;\ i+ Z;\2F2)\35\1F2/\4 + ZS\QFi>2)\35\1Fi>2)\4

s Y 7Oy 5 3 Y 10 5 A Y TOPI2
+ Z COS 9A2F1>2)\3)\1F I'r >2)\4 + 1 COS 0)\2F1>\3>\1F )\4 + Z COS 6)\2F2)\3)\1F I'r )\4
+ Z sin 0N, A\ TOT2™2 ), — Zsin DT A M TOTA T2, + Z sin @Al As A T\
- ZX i, A DOTI T2 ) 25\21“1)\35\11“0)\4 - ZXQFQAgXJOFlWM
- Z o8 OAaTi, A M T2 + Zcos9X2F1A3X1F1A4 - icos Oroloda M D2,
+ ZSIH 95\21—‘2‘>2>\35\1F1F2Fi>2/\4 + ZSiH 95\21—‘1)\35\ F2>\4 + Z sin 95\21—‘2)\35\11—‘1)\4]
= ;Z[UAQF )\3)\1F0/\4 — */\21—‘ )\3)\1P1/\4 + Z sin 0)\2F )\3)\1F2/\4
+ Zsin QS\QI’O)\g;\lf()FlFQ)\Zl — 55\2P1/\3;\1F1)\4 — 55\2F2/\35\1F2)\4

i i - _ i .
= SNl A = ST AT, A + EAzrlAgAlrm — 7A2F2A3)\1F0F1F2)\4
— Z sin 9)\2F >2)\3)\1F0F2F2>2/\4 + ZSIII 0)\2F )\3/\ FQF FQ)\4 — Z sin 0/\2F /\3)\1P0)\4
+ Z sin 9)\2FZ>2)\3)\1F1F2F2>2/\4 + Z sin 0)\2F )\3/\1F2)\4 + Z sin ‘9)\2F >\3>\1F1)\4]

(C.11)
luego
Tiye = s 4[—;\2F°>\35\1F0/\4 4+ A TOA A T A + AT A A Ty — AT As A Do)
(C.12)

El siguiente término,

Tiw = —%Ag(kg DM A\ (kg - DTy T Ay

= ——6k; Nor })\3/{54[N5\1FM])\4
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+ + +

5, 0= _ _ _ ) .
—E[k£°A2F1]A3k4[O>\1F1] M+ K AT Askao A Do ha + k5 AT Agkapn A Top A

kz[),l;\gf2])\3k4[1;\1f2] )\4 + /{ZZ[;?/_\QFO] >\3]€4[2/_\1F0] >\4 + k£2X2F11A3k4[25\1F1]>\4
Y AT N kyoM Ty A + B AT Agkan ATy A + kY AT kg M T A

i>2]
kS AT sk, AT Aa + K5 AT Agkas, M Ty As + k572 AT sk, A Do

1>2
—%[kg0X2P11A3k4[OX1FI] M+ B AT Askaoh Do A + kS AT Agkapn AT\
ST Askap M T A + REATY Nakap AT A + EZAT Y Askap ATy A
lnggriﬂAgng Ty, + 1k§5\2Fi>2A3ki5\1Fi>2)\4 + ;ngzriﬂAgkzXlr
ga[
16
1‘i6cos Ol 2\ Tohy — 76A2r ATl — 176s,m Ol T

A4l

1>2

)\QF )\3)\1F1)\4 E COS 9)\2F /\3)\ Fo)\4 % COS 05\21—‘0)\35\1F1>\4

— SiIl ‘9)\2F /\3>\1F2)\4 — i sin 0/\2F )\3)\1F0/\4 — i COS2 QS\QFO)\g;\lroA4

16 16 16

% COS 9/_\2F0)\35\1F1)\4 — % COS 65\2F1/\3;\1F0)\4 — %S\QFI)\35\1F1>\4

E c0s? O T2 A\ Ty + E sin 0 cos O A M TNy + — 16 sin 0 cos DA T A3 A Ty
1i6 sin2 05\2F1)\35\1F1)\4 — % Sin2 (95\21—‘0)\35\1F0)\4 — % sin 95\2F0>\35\1F2)\4

i sin 95\21—‘2)\35\11—‘0)\4 — iS\QFQ)\g/_\lrgAzl — i Sin2 95\21—‘1)\35\1F1)\4
16 16~ 16 .
1i6 sin 6 cos 95\2F1/\35\1F2)\4 + % sin @ cos 95\2F2A3;\1F1)\4 — Ts6 COS2 95\2F2>\35\1F2)\4

gj\gFi>2)\35\1Fi>2)\4 8 COS 0/\2FZ>2/\3/\ Fz>2/\4 — gSinQ 9;\2Fi>2/\3;\1Fi>2/\4]

_%[—g)\gr /\3>\1F )\4 — g COS 9/\2F >\3)\1F0)\4 - gCOS 9>\2F )\3)\1F1)\4

f)\gr /\35\1F0)\4 — §X2F2A35\1F2)\4 — %Siﬂ 95\2F2)\35\1F0)\4

sin 9)\2F )\3)\1F2)\4 — g sin 9)\2F )\3)\1F1)\4 — g COS 9)\2F )\3)\1F2)\4

OO\CmOO\Cm [0%e)

sin 6 cos 95\21—‘2)\35\1F1)\4 + 2 sin # cos (95\2F1)\35\1F2)\4 — Z/_\QFZ'>2/\35\1P

>2

A

30

128[ )\QF )\3)\ Fl)\4 — COS 9)\2F )\3)\1F0)\4 — COS 9/\2F )\3)\1F1)\4
)\QF )\3)\1F0)\4 — A2F2A3A1F2A4 — sin 6)\2F2>\3)\1F0)\4
sin QAT A3 M1 To Ay — cos? QAT 2 A3 A Tody — sin? OAal A\ Ty Ny
sin 0 cos OA T2 A3\ Ty Ay + sin 6 cos AT A3 A Ty — 25\2Fi>2)\35\1fi>2)\4],
(C.13)
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mientras que en su limite de Regge da:

ﬂpi%gge = _7[/\2F )\3)\1F1/\4 + AT >\3)\1F0/\4 + AT )\3/\1F A\

128
+ Al ToAy + 20T A\ Ty Ay (C.14)

>1

Luego tenemos:

71,11

luego

+ o+ o+

—T%AQFMFN(kQ D)As AT Ty (Fy - Ty

6k2 AT Nsky v AT an A
—E[k:2 AT sk A Ty A + k5 AT Agkrjo A Togha + kb AT Ak A Doy A
kS AT Askyp ATy A + kS AT gk M Topha + ks AT Ak A Ty Ay
kY AT Nakao A Ty A + kS AT Nakan ATy A + kS AT \akyp A T A

1>2
kY72 AT Ngkyi, AT Aa + k572 AT gk, MUy + 52 AT kg, A T Ad]
_i[k£0A2F1]A3k1[O)\1F1])\4 + kS AT gk oA Ty A + k5 AT Agkn A oA
@15\2#])\3]{71[15\1&])\4 + kg;\gfo])\gkl[g/_\lfo])% + k£25\2rl])\3k1[25\1F1])\4
lk%rwagk%r

1 .- _ 1 .— _
A+ fklAQPMAgklAlr A+ fk:Q/\QI””/\gk:%/\lF

i>2 1>2 i>2/\4]
SU
_176[_76/\2]? )\3)\1F1/\4 — 76)\21_‘ /\3)\1F0>\4 — —6)\2F )\3/\1F )\4
76/\2F )\3)\1F0)\4 — 76)\2F )\3>\1P2)\4 — 76)\2F )\3)\1F0)\4
EAQF Ash Ty — E)\QF Ash Doy — EAQP Ash Ty ~
%er%xrm _ %XQF%,X T,\, — %XQP%XJW _ fXQFiﬂAgXlrmM]
%[—AQF Ash T A, — fAzr AshTohs — fAQF Ash T
g)\gr /\3/\1F0)\4 — 1)\2F1>1)\3/\1Fi>1/\4]
i;;[ Mol AT A — AT A ToAs — AoTOA A T\
AT M Tods — 20T A A, Ti, Ad],
(C.15)
Regge 128 [Agr Ash T A + AT Ash Tods + AT As A Ty Ay
+ Al ToAy + 20T A3\ Ty Ay (C.16)
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Con los términos 7Ty ,=

KReee(1,2,3,4) =

Regge podemos obtener el factor cinematico en el limite de Regge:

~3

55 BT AN ToAs + AT A MT A + AT A M T
+ Al A MDAy 46X A\ Ty, A (C.17)

i>1

seguimos con los demas términos:

Ti12

256/\2FMFN(/<;4 D)AsAy (k- D)INTM ),

256 k4 ko pr AT DN pAsA TP TNTM ),

256[ ESINT DN ToAs M TOTNTM Ny + ks Aol jy DT A\ T TN TM )
ks Mol DT A AT TN T Ny — ELEINGT TN T A M DTN T )
E2kINoD T Do A A TOTNTM N, + k2k15\2FMFNF2)\3;\1F1FNPM)\4]
5t
256[4
cos 0Ty DNT A A DITNTM ), 4 Z c0s 00Ty DT A A DTN T ),

Aol DT A M TOTNTM ), + )\QFMFNFO)\g,)\l IpNTM ),

IS IRV SRS VN

sin 0oLy Ty Todg M DOTNTM ), Z sin 0oL 3 Dy Todg M DTV TM ]
~2~

~103 4[/\2FMFNF°>\3)\1F0FNFM/\4 AT MTNTON N T TN T 0 Ay

cos O DM TV A M T TN s Ay — cos QAT M TNT AN Dol vl s A
sin HS\QFMFNFQA3X1FOFNFM)\4 + sin QS\QFMFNFQ)\g;\lrerFM)\4] .

(C.18)

El siguiente término,

Tias

5t

256>\ o(ky - DTy TN ASATNTM (kg - TN

—%kzl,pkfJ\QFPFNFMA;J\IFMPNFP/)%

256[ KORIATOTNTM AN T Tn oAy — Bk Ao TOT N T M A\ T TN T N
EORZNTOTNTM AN T TN T Ay — BRI AT TN T M AN T Tn TNy

175



ks AT TN TM AN Ty DT Ay + Ky k3>\2F TTNTM N A T T nTo ]
5t [s
2564 i
sin O TOTNTM AN T Doy — ZererrMAgXlerNrm

M OTNTM AN Ty T yTols — Z c08 O T TNTM M A\ Ty Tl Ny

B Wi | o

cos O TN TM M A Ty Dy DAy + Zsin DN TN T A X\, T Ty o]

~2
~T02i MoTOTNTM M A T T v Tody — cos QAT TN TM A\ Ty T vy Ay

sin OO TN T M M A T Doy — Mo TN TM AN T D v ToMd
cos QAT TN T M AN T DTy Ay A+ sin QAT TV TY A A T Ty TNy

(C.19)

El siguiente término,

T4

+ -

~£’ _
2856>\ (ks - T)DnTarAsh (ks - D)TNTM A,

25 : k4 ks pr Aol pD Ty As A TP TNTM ),

5t
2556[ KO ToD N DA As M DOV TM A 4 kR, DT ar A\ TITV M ),

KRN oD N T As M T TN T Ay 4 BRI NG Dy T pp As M 2N TM )
Fr kXD DTy As M DTN TM Ay 4 kK3 Ao Dy DTy As M 2N T )
k29T o DN T As M TOTNTM Ny 4 B2k3 Mool N D ap As M TN TM )
E2k2 N Dol N As A T20NTM )]

25;6[ 5 NoToTwTarAs A TOTNTM ), — : % 052 02T DT A M DTN TM )
icos OraToT T ar A DTN T ), — Zsin 0Nl TN T ar As A\ D20V M ),
i c0s QAT T T A A TOTNTM ), — i sin 6 cos AT TN T a A M T2V TM ),
isin OA Dol N T As A TOTNTM ), — isinQcosQ/\QFQFNI‘M)\g)\lFlFNFM/\4
i sin? OA Dol N T ar A A 2DV TM )]
— 5)22’?4 [ XDV TM AN Tl N s Ay — cos? OA T TN T M AN T DT Ay

COS QS\QFOPNFM)\g;\l]:‘lFNFM)\Al + sin QXQFOFNFM)\gj\lFQFNFMAgl
cos OAT TN TM A\ Dol v ar A — sin @ cos QAT TV TM A A Tl v s\
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+ sin OS2IV TM NN Dol vy — sin 0 cos O 2N TM A\ T AT s\
- Sil’l2 QS\QFQFNFMA?,;\lFQFNFM)\Al].
(C.20)

El dltimo término de la forma 77 ;:

7115

T4

_ _itxngwl DAV (ky - )Ny

= 256k1 PR X TMTNTP X\ T T pr Ay

5 _ _ _
2556[ KRN T M TN TO N A Doy D Tods + R AT TN T AN Ty DDAy

— KV AT MTNTON N T T AT Ay + BRI AT M TN T AN T T v Do\ ]
5t

= —%[—1/\ JTMINTON N T T TN — ZAJMPNF VI NN DY

b AT TOA AT AG + S AT TV T A DT ToA
- 1?)24[_/\2FMFNFO)‘3)‘1FMFNFO/\4 RV Kt i D YOV VA N DV

+ M TMTNTON N T TnT A + AT TV TN T T v Doy

(C.21)

Ahora desarrollamos los términos de la forma 75 ;. Empezamos por el Ty 4,

+ o+ + + o+t

5t
256
25 6k kg p AT pDNT A A D TN TM )

X\ (ks - D)T T dodg (ko - T)INTM g

256 [k ko0 M Dol N T ar A A TOTNTM A g+ KSkey i M DT AT ar A M T TN TM )

kS ko oA Dol N T ar Ao Aa D2 TN T Ny + kKo i, M T N T ar Mg A D=2 TV T )
Kk oM T DN T Mg AL TN T g + g koo s M T TN Ao A TN TM )

ko oM DD N Ao A D2 TN TM Ny + g ko i, MDD N D ap A Mg T2 DV T A
K3k oA Dol N D ar Ao AL TN TM Ay + K3 Ko s Mol N Ao AT TN TM g

k2ko oM Do D N T Ao A D2 TN TM Ny - k2o i, M Tl N ap Mg A D2 TV T )
k52 ko oM i, TNy A AaTOT VT Ny 4 B2 ko M Dy, DT A A DTN T )

Ky ko o M T, END A Ao Al TN T Ay 4 K2k i, M T, v Ao AT >2 IV M A

i>2

1>2 i>2
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+

5t

256[ ESkIMT T N D ar A A TOTNTM Ny 4+ Sk MU N D ar A AT TN TM N

ks k9N T DA i A A TOTNTM Ny 4 B3l M T TN T i Ao AT TN TM )
E2EIN Dol N A A TOTNTM )\ - k2k1Xlr2rNrMA2X4F1rNrMA ]
5t §

256[4)\1F0FNFM)\2)\4F0FNFM)\3 + AlFOFNFM)\z)\J IPNTM )\,

c0s OM D1 DN T i A MO TM Ay — 2 cos OA T DN Ao A TITNTM ),

IS VSRR VN
DS | o

sin @A Lol v T A ATV T Ny — 5 sin OMT oD N T A AT TV T )]
~2’“’
S

1024

IMTOTNTM AN LoD N T 2 As — M TOTNTM AN T v s s

cos QAT TN TM A A DoT v Tar Az — cos QA T TN AT Dn DA
sin 9)\_1F2FNFM>\2X4FQFNFM/\3 — sin 0X1F2FNFM/\2X4F1FNFM)\3]. (022)

El siguiente término,

Ta-s5

+ 4+ + + o+

—~

%AlfMFN(l@L D) AT Ty (Ey - T)As

256k1 ey p M PM TN TP oMy TN pr A

256 [k;ok4oAlFMFNFO)\z)\4FMFNFO)\3 + ke M TMTNT N AT 0 TN T o3

B kg o M T TNTZ N AT 0 T v ToAs + bk sy M T TN T2 M\ Ty Ty T3

ki kg oA DM TNTO N AT 3 TN A + btk ) MM TN T AN T 3 DTy Ag

ki kg oM DM TN T2 AT DN T As + kthg i, MDY TVT 2 M A0 DT A
E2ky oM TMTNTON AT 3 D nTos + kg i A T TN T N 3 T v DA

k2 kg o M TMTNTZ2 XN A Dy Dy oA + bk, DM TV T2 X\ T T v Do
k2 kg o M DM TN TGN DN T A + B2k ) M DM TN T A D DT, s
k72 kg o M TM TV T2 N T DT, As + 172k, M TM TV T2 000\ Dy DTy,

st

256
EORZATM TN T2 AN D nDods — ELESATM TN IO Tl A

kiR MTMTNTI NG T DT As + kB2 TM TN T2\ AT 3y DT A

As]

(RO TMTNTO N AT T v Dods + KOEIMTM TN T N T nTo)s
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2756[ 4>\ TMTNTO ATy TaToNs — Zcos@)\lFMFNF ATy Ty ToAs

VoN

—  ZsinOMTMTNT2 AN D ToNs + Z)\lFMFNFO)\Q)\JMFNF A3

%\Cmﬂk

cos O TM TN T A\ ATy DDy A — Zsin OAMTM N2\ N DT ]

~2~

= MTMTNTON AT T v Do — cos AT TN T A ATy T nToAs

1024

— sinOMTMTNT2 AT T ToNs + MDY TN DT As
— cos OMTM TN N T TN A — sin ON T TN\ N Ty DT As]. (C.23)

El siguiente término,

Ta6

+ 4+ + + + + +

~i’ _
226)\ (ks - D) T AT A DM TN (ky - T\

256 k4 ko pr AT pDNT a A MDDV )\

55 [k Vo oM Dol N T A M TMTNTONg 4 kg A TN T ap Mg AT M TN T N

kS kg oM Dol N ar Ao AT M TN T2\ + kKo i, Mo N D ar A A T TN T2 )

Fiko oA DI DN A Ao MDY TNTON + ko s M T DD Ao A TY TNT

Ftko oM T DN a Mo AT M TN T2 Mg + kfkg i, M T DN T Mg A DM TN T2 )

k2K oA Dol N D ap Mg Aa DM TN TONg + ki kg s Mol N T Ao AT TNTE )y

k2 ko oA Dol N D ap Ao Aa DM TN T2 Ny + ki kg iy M Dol D ap Mg A DM TN T2 )

Ky 2 koo AT, DT a Ao AT TVTONs + K2k i A Das DD A A DY TV A

Ky ko p M, TNEa Ao AT TNE? Ay + k21, M T, DN A A DM TN T2 )]

1>2
1>2 7:>2

256[ ESRIMT TN i A A T TNTONs 4+ B kg MToT N D ar A A TY TN\

E kI T DN a A AT TNTONg + kg AT DN T A AT TN T g
k2RI AT oD N T A AT MTNTO N + k2k1X1F2FNFMA2X4FMFNF1A ]
5t §
256[4
2 cos O T TNy Ao DMV IO, 4+ ZcosexlrerrMAmerNr As

MDD AT A A TMTNTO N, + AlFOFNFM/\z)\4FMFNF A3

»b\cmyb

sin ‘9):1F2FNFM/\2X4FMFNFO)\3 + Z sin 0X1F2FNFMA2X4FMFNF1A3]

~2~ B
1%24 MTOTNTM A AT T ToAs — MTOTNTM MM\ Ty DTy A

cos QAT TNTM A AL DDAz + cos OA T TN TY AN D DT A
sin 0X1F2FNFMA2X4FMFNF0A3 + sin 9):1F2FNFM)\2X4FMFNF1)\3]. (024)

179



El siguiente término,

T

I+ + 4+ + + + +

+ o+

+
+

5t - -
%AlerN(kg D)y (k1 - DD NT A
256
5t . _ _ _
ﬁ[lc(fk:&g)\lFMFNFOAQ)\4FOFNFM)\3 + Ky ) M DM TN T M AT DN T s As
K ks o M T TNTZ N Ao D N T i g + kg i, M T TN T2 M\ T T v T g A3
k1 ks o M TMTNTO MG TN T ar A + ks ) A T TN T AT DT s s
ki ks oM DM DNTZ M AT DN T i g + ktkz i, M DM TN T2 M\ T T v T A
k23 oM DM TN TO N A Dol N g A + kiks s A T TN T A AT Dy T s A
E2kg o M DM TN T2 M A Dol N g Az + kiks oy, MM TV T 2 X\ DDy T g A
k72 ks o M TM TN TOM A, DN T i A + K2 kg )M T TN Tl A

kY kg pA DM TN TP Mo\ T p Dy T g\

i>2 i>2

k2 ks o M DM TN T2 AT, T T s + B2k iy M TM TN T2 N\ T Ty T ar A
Ni’ B _ _ _
%[—k[l)kgAlFMFNFO)\Q)\4FOFNFM)\3 + KRN M TN T Ao N T s s

KA TMTNTZ AN\ Tl N T a s — kRS A TM TN TO NN T DA
EL e M TMTNTI N DN T As 4 KL EZN DM TN T2 AN T T AT 3]
~i“ ~ B _ ~ _ B
%[ZMFMFNFO)\Q)\JOFNFM/\?, + Z cos O TM TN AN Ty Tar s

S i OMTM TN T2 AN Dol v As + ZXlFMFNFO/\QXJIFNFM)\g

W

2 cos O TMTN T AT T T as As + Z sin 0 T TN T2\ Ay DT s A

~2_E B _ B _
1‘324 IMTMTNTON AT N T ar A3 + cos O T TN T A Aol N s A

sin O\ TM TV T2 AN Tl N T arAs + M TM TN TO N T AT s As
cos O TMINTIN N T T AT i As 4 sin O\ TM TV T2\ AT T v g As]. (C.25)

=1 »

El siguiente término,

Tas

fi - i
%AIPNFM(kl Do DVTM (g - T

fa, - _
Ekl[NAlrM]AQkLNMrM] As

fa, - _
Ekl[NAlrM]AQkLNMrM] As

tn, - - - - - -
E[k1[0A1F1]A2k£0A4F1]/\3 + ]fl[o/\lrg] )\2]4?!8/\4].12] )\3 + ]fl[o/\lri>2]/\2]{34[10)\4Fl>2})\3
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1>2

ki Mo Aokt AT g + Ky A Tahaky MTZAs + by ATy doky A2
ki AT Aok AT + kA Ty doky AT UAs + koA Ty daky T2\
krfiss ML A2k£i>2/(4r0] /\3 + k1[i>2X1F1]A2k:[i>2X4F1} A3 + Kipi, ATy AQkLi>2X4F2]/\3]
ta [s
64 4
1 €08 OA Do Mg TON; + 4/\1F2)\2)\4F A3 — Z sin OA Do AT )5

S

/\1F )\2)\4F )\3 — ZCOS 6>\1P1)\2)\4F /\3 + 4)\1F0A2>\4F )\3

X1Fi>2

Ao T2 Ny — Zcos O3 TodahaTO\s + ZX1F0A2X4F1)\3

COS 9)\1F )\2)\4F )\3 + Z)\J‘ )\2)\4F )\3 — ZCOS 6)\ FQ)\Q)\4F )\3

sin 9):11—‘2)\2):41—‘1)\3 — Z COS 9):11—‘

1>2

)\2):4Fi>2)\3
sin 0X1F2)\2X4F0/\3 + ZX1F2A2X4F2)\3 + ZSiH 9X1F2A2X4F1A3

COS 9X1F2A2X4F2A3 + ZX1Fi>2A2X4Fi>2A3 — ZCOS 9):1F
[

1>2

Ao A T2 )]

!

Wzﬂk\maﬂk\mzﬂk\%zﬂk\m N

; F )\2)\4P /\3 — 5 COS Q/\lPo)\Q)\4F /\3 — %COS 9)\1F1/\2/\4F )\3
1

>

)\2/\4F )\3 — t/\lrg)\Q)\4F )\3 — 5 sin 9)\ FQ)\Q)\4F /\3

MmN O

— sin 9X1F2)\2):4F1>\3 — f):lF

1>2

Ao T2 )]

M

st

128[

_ _ _ _ _ _ t - _

>\1F0)\2)\4F1/\3 + sin 6)\1F2>\2)\4P0)\3 + sin 9)\1F2)\2/\4F1)\3 - 2:)\1Fl>1)\2)\4F
S

>\1F )\2)\4F /\3 — COS 0)\1F )\2)\4F0>\3 + cos 9>\1F )\2>\4F0)\3

i>1)‘3]'
(C.26)

El siguiente término,

Ta.9

- ;;LGA (ks - T)TMTN Moy (s - D) T T As

= Gk:[N/\F Nokay AT s

E[@OXJHAZ@[OXJ”A?} RV AMT Aok Ao As + kY A T2 Aok ATy As
kY AT Aok Ao hs + k5 AT Aoksn Mg As + ki AT Ao kg ATy A
kS AT Aok AaTohs 4 k5 AT Aoksp Al As + ky AT Ao kg ATy A
RS2 M Aok, AT s + k52 M T Aok, ATy As + k52 M T Aok, ATy A

+ o+ o+
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tu[s
64 4
Z COSs 0)\1F )\2)\4F0>\3 + 4)\1F )\2)\4F2)\3 — Z sin 9)\1F )\2)\4F0)\3

)\1F )\2)\4F1)\3 — ZCOS 0/\ F )\2)\4F0/\3 + 4)\1F /\2)\4F )\3

leriﬂAQXJ

i>2

)\3 - ZCOS 9):11—‘0)\2):4F0)\3 + §X1F0A2X4F1)\3

COSs 9)\ F )\2)\4F0)\3 + Z)\ll“ )\2)\4F1)\3 — 1 COS 9/\ F )\2)\4F2)\3

sin 9): FQ)\QX4F1)\3 — ZCOS 0X1Fi>2)\2):41—‘i>2)\3 — Zsin 0):11—‘2/\2):41—‘0)\3

>

F )\2)\4F2/\3 + Z sin 9)\1F /\2/\4F )\3 — 1 COS 0)\1F /\2)\4F2)\3

>

T2 AT As]

>2 1>2

)\3 — ZCOS 0X1Fi>2A2X4F‘

!

Nz%\mzﬂk\mxﬂk\%zﬂk\% N

[§X1F1A2X4F1)\3 — ;COS 9X1F1A2X4F0A3 + §X1F0A2X4F1)\3

2|
g

COS 9X1F0A2X4F0A3 + §X1F2)\2X4P2)\3 - 2 sin 0)\_1F2>\2X4F0)\3

>

T2 M0 Ay — gcos OMT2 A Mo s + gsin OMT2 A\ s

1>2

cos OA T2 Mo M\ Ty, A

i>2

[\D\le\.’)\tml\l)\ e

Stu[
128

sin 0N T2 Ao\ Do Nz — ZinFiN)\z)QF-
S

1>1

)\1F )\2)\4F )\3 — COS 0)\1F )\2)\4F0)\3 + )\1F )\2)\4F )\3 — COS 6)\1F )\2)\4F0)\3

As 4 sin OA T2 A\ \s]. (C.27)

El siguiente término,

T2.10

= (kg - DTM (kg - T) A AT 0 A3
= 37[&(/{;4 CD)(Ks - T) A Ao As + Ay (kg - DT (s - T) Ao AgliAs]

= 7[1@1 ks A TMTOTNY Mo\ ToAs + kg arks x M TM TN A\ Ty As]

3

= [koko/\lFOPOFO/\Q/\JO)\g EQlea M TOTOT Ao Ay ToAs — ESEEA TOTOT2 A A\ To s

32

—  EEIMTITOTO N Ao As + kBN T TOT Ao Ag Do A3 + kb k2 A T TOT2 Ao\ 4o A3
—  EFRIAMTPTOTO NN ToAs + KR M T2TOT ANy Do s + kA T2TOT2 A\ ToNs
+ ESEIMTOT TN A A3 — KS s M TOT T Ao Ay Tids — ASEEN TOT T2 Ao A 4T Ns
—  ELEIMTITTON AT s + LRI TIT T A s + LR T2 A AT
— E2EIMTPTTON AT s + E2EAN 2T T M A T As + E2E2 A DT T2 A ATy \s]
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+ o+

— -

?Q‘[kgkgAlroAerAg — kY M T A MDA — kSR T2 AT oAs

ki kST AN ToAs + ki kI M TN AT oAs + ki k2N T TOT? A0 A4 To s

E2EIMTZ XAl As + k3ha M T2 TOT Ao\ ToAs + kTR A TO A\ ToAs
EOEIMT>2 Mo M50 As — ESESMT Mo AaT 1 Ag — ESES A T2 A\ To\s

R MTOT > 2T Mo ATy oA — kSR M TOT T A ATy g — RS RSN TOT2T A A4 Do
KSR NTOT>2T2 0\ Ao — KRN TOT T2 A0\ Ty A

KSR MTOT2 T2 A A4 To s — kRS A T D> 21000 Ay 0 A

kg kAT IO AT A — B kg A T T2 TO NN Tods + kf ks A T D> 2T M\ AT 0 Mg
kil M T Mo AT As + ks M T T2 Ao A Do Ag + kg B2 T T 2T2 M\ A0
Eak2MTIT T2\ A0 As + k2N T2 02 M\ Do ds — K2EIN 2T 200\ 0 A
E2EIMT2 T O AT A3 — B2ES AN 220N\ Do As 4 K2k M T2 T 2T A AT o A
E2ls M2 T T M AT As + Kk M T2D2T Mo\ Do As + K2k N T2T>2T2 M\ A 0o A
[S1-900 il ) AP VO VA D PREY 7 - V1 bl e D POV PO ¥

?;[Z)\lFO)\Q)\JO/\g + Zcos OMT AT Ns + Zsin OMT oM ToNs
S

COS 95\1F1/\2;\4F0)\3 — Z COS2 05\1F0/\2;\4F0)\3 — Z sin 6 cos 05\1F1F0F2)\25\4F0/\3

sin 95\1F2)\2;\4F0>\3 — Z sin @ cos 95\1F2F0F1)\25\4F0)\3 — Z sin2 ‘95\1F0>\25\4F0)\3

>

D20\ 0 A — i;\1F1A25\4F1/\3 - iX1P2A2X4r2A3

cos OMTOT> 2T\ AT o s — icoseX1F0A2X4F1A3 + icos OMTOT2 T Ao\ TN

sin OA TOT>2T2 M\ A 00 \s + i sin O\ TOT T2 A AT \s

sin OA TN\ Do s — icos OMTIT> 20NN Ty 0N

€08 ON TN N T N — i cos ON T2 TN N TN — i cos? 05\1Fi>2)\2;\4fi>2)\3

cos? O T A AT N\ — i cos? ON T2 Ao\ To N — i sin @ cos GS\IFIFi>2F2)\25\4Fi>2/\3
sin 0 cos OA T2 XA N5 + i sin 0 cos OA T A Ao \3 — i sin 65\1F2Fi>2fo)\25\4fi>2)\3
sin OA T2 TO NN As + i sin OA TN Ao s — i sin 0 cos OA T2 2T A\ T o \g

sin 6 cos 05\1F2)\25\4F1)\3 + Z sin 6 cos 95\11—‘1)\25\4F2)\3 — Z Sin2 95\1Fi>2)\25\4f‘i>2)\3

S| v s | D | S| Do S S| Do | o S | Do S | O | o S | O

sin2 95\1F1A25\4F1)\3 + i sin2 95\11—‘2)\25\41—‘2)\3]
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T _ L _ L
= ﬂ —>\1FZ>2)\2)\4F1‘ 2)\3 — COS 9/\1F0F1PZ>2)\2/\4F1‘ 2)\3 — sin 9/\1F0F2P1>2)\2/\4F1‘ 2)\3
64 > > >

— COS 0;\1F0F1F2)\25\4F2>\3 — COS2 05\1F2/\25\4F2)\3 + sin 05\1F0F1F2/\25\4F1)\3

— sin2 95\1F1/\2;\4F1>\3 + sin 0 cos 8;\1F1)\25\4F2/\3]. (028)

El siguiente término,

i - -
Tornn = 3—2/\11“M)\2)\4(k51 DI (ky - T)As

t - - - - .
_ %kLNklp[)\11“0)\2)\41“NF0FP)\3 + MDA MINTTE )y
oo o o
— %[k?k8A1F0A2A4FOFOFO)\3 — BRI To A AT OTOT Ay — kL RN oA AT TOT0 A

+ kAT oA AT TOT Ay 4 RVEIN Tido AT TN — A0k A\ DA A TOT T\
—  EEIMT D ATITTONs + kLRI DA AT T ]

?;[kgkgAlroAQAmroroAg — K Ra AT oA M TOTOT Ny — Al RON Do Ao AT TOT0 N
kL M Do AT TOT Ny + EVRIN T, A A TOT>2T0 N g + EVRIN Ty Ao A DO TN
KOS N Do Mg A TOT?TON s — VRN T, Ao A DOT>2T Ny — KOkt N Ty Mo A TOT T N
—  EVEIN T AT I s — kP EON T, Ao gD D200\ g — KL EIN Ty A A0 N
—  ETEIMT AT T2 0Ns + kLRI T, Ao Al T2 N g+ kel RN T A AT T g
+ ki kAT A AT N

= g[k$ng1FOA2X4FOA3 — KV EIMT oA AT A — ETEIN T oA AT A

+ kb AT oA ATONs — QRSN Ty, Ao T2 05 — BRI N T Ao AT A

— EYERIN T AT A — KV AT, Mo AT T>2 T Ay + EVRI A Ty A A TN

4+ KV EIMT A MTOTIT? A s — AL EIN T, Ao AT T>2T0 Ny 4 ELAIN Ty A AT\

— RO T AN TOTI T2 N g + ELEIN T, Ao AT 2 0 — T EIN T AT\
4+ ke MDA A T2 \]

i>2

+ +

1>2
i>2

i>2

1>2

i>2

1>2

= SIEMTOMA A + ThToh Al A = ThToda Al A
. ZXJOAQXJOA?, - Zxrmxgxlr@ag - ZXlrlxgxmAg
S s

- 15\11“2/\2;\41“2)\3 + Z;\1Fi>2/\25\4FOI’i>2I‘1)\3 — ZX1F1A2X4POA3

_ ZX1FQA2X4POFIPQA3 _ ler Ao T2 1004 + ZX1P1A2X4F°A3

1>2

_ ZXlrzAQXJOFIWAS _ ler Aor T2 N5 + lerlAmrlAg

i>2

- Zxrzxz&r%]
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stu -

64 — ML, AT g 4+ AT, A AT T2 g 4+ A To Ao AT T2 \s)
st - -
_56%[)\1PZ>1 )\2)\4FZ>1)\3 — )\1F1>2)\2)\4F0F1Fi>2 )\3 _ >\1F2)\2)\4F0F1F2>\3],

(C.29)

El siguiente término,

7212

+ + +

t2
256
2 _ _

TG@MAJM&@MMPN] A

— Ny (kg - DYTMIN XN as (g - T)Ag

ij[@%lrluzmmMrﬂAg + VAT Aokl g As + kS AT Akyn Ao hs

kS AT D\ kap Al As 4+ kS M Tk Ml As + ke AT Aakap Ay As

kYA T2 o kao ATy As + kS AT okan AT As + k5 A T2 Nokyp ATy As]
kS22 M T \okags, MLy Ag + k52N F”/\gk4h>2)\41“1])\3 + k[’>25\11“2b\2k4 oAl Ag]
t2
64[
ZAlF Aoo)s + Zsm ON T2 ANy To s + ZCOS ONT X AT o N3

>\1F )\2)\4F )\3 + Z COSs 9)\1F )\2)\4F0)\3 + >\1F )\2)\4F )\3 + Z COSs 9)\1F )\2)\4F0)\3

Zj\lro/\gjqu)\g + ZCOS 65\1P1A25\4F0/\3 + 25\11_‘1/\25\4F1)\3

% COS 9;\1F2)\25\4F2>\3 — Z sin 85\1F2)\25\4F1>\3 + Z sin 95\1F2/\2;\4F0)\3

%;\1F2)\25\4F2>\3 — Z sin 95\1F2)\25\4F1)\3 + Z COS (95\1F2>\25\4F2)\3
25\11—%’>2)\25\4Fi>2)\3 -+ ZCOS 95\1Fi>2)\25\4f‘i>2)\3 -+ Zj\lri>2)\25\4ri>2>\3

Z COS 95\1Fi>2)\25\41“- )\3]

1>2

t2
f2 [>\1F )\2)\4F )\3 -+ cos 9)\ F )\2)\4F0)\3 + >\1F )\2)\4F )\3 + sin 9)\ F )\2)\4F0)\3
COS 0/\1F )\2)\4F0/\3 — sin 9)\1F )\2/\4F1)\3 - 2j)\1FZ>1)\2)\4Fi>1)\3]. (CSO)
S
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El siguiente término,

75713

+ o+ o+

p )
ﬁAlrMFN(k:l D)Xy (ks - T)D T s

t _

. 6k[N>\1 M\ oksin AT an A
{2 _ _ _
76[1{.1 )\1F1 )\2]{3 0)\4F1 )\3 + kl )\1 })\2]53[0)\41_‘2} )\3 + kgo)\lrbﬂ>\2k3[0)‘4ri>2]>\3
AT N\ ksp Al As 4+ kA T2 Aok ATy As + kYA T2 Aoksn Ay i As
KA T2 Noksp Doy As + kAT ks Al As 4+ AP AT Agksp ATy As

k> AT Ak, ALy Ag + k[i>25\11“”>\2k3[i>25\41“1 As + K72 AT Aok, Al s
2 3
64 [4
Z)\ll“ )\2)\4F2>\3 —

)\ F )\2)\4F )\3 — Z COS 0)\1F )\2)\4F0)\3 — *)\11—‘ )\2)\4F )\3 + ZCOS 6)\1F )\2)\4F0)\3

sin 2 D2 Ao\ Do s + Z/\ T2 0\ Di, As +Zcos OMTO N A ToNs

Cm»-lk\cm

Zj\lfo)\g;\4fl)\3 — — COS 9)\ F )\2)\4F0)\3 + Z)\lf )\2)\4F )\3 + 1 COS 0)\1F )\2)\4F2)\3

W

Z sin 65\1F2)\2;\4F1/\3 + Z COS 6’;\1Fi>2/\2;\4fi>2/\3 — Z sin QX1F2)\25\4F0/\3

3 ~

15\1F2/\25\4F2)\3 — Z sin 65\1F2/\25\4F1)\3 + Z COS 65\1F2)\25\4F2/\3

ZS\IFZ'>2)\25\4F1'>2)\3 + Z COSs 95\1Fi>2)\25\4F-

1>2

As]

éz[;xlr Aol Ay — %COSHAIF Aodalodg — gAlr PSP

5 2 cos OMT Ao ToAs — AT AT Ay — %sin OMT2 A\ Tos
; sin OA T2 Ao Ayl ]

15;; T AT — cos 00T A A ToAs — AT AT

cos O TN A ToAs — 2%Xlri>1A2X4Fi>lA3 — sin O\ T2\ Mo
sin O T2 Ao Agly ).

(C.31)
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El siguiente término,

72,14

+ o+

+ +

+ o+

+

fzﬁl(kg DM (kg - T) AT ar s
—— ks pha y TP TM TN Mo AT s s

33[kg,P/@LNXJPPOFNAQXJOAB, + ks pha x M TP TN M AT \s]

t2
372 _ _ _ _ _ _
ey kAT TOTO 0 AT oAz + k3ky AT TOT A A4 ToAs + k3 kI A T TOT? A0 A, To A3
R2EIMTATOTO M A Do As 4 k2k M T2TOT Ao Ay Do s 4 k2k3 A T2TOT2 A A\ Do A
ESEONTOT IO N AT iAs — KSkI N TOT T Ao MG Tids — KSEZNTOT T2 AN As
kRO T TN AT A + ks ki N T T Ao AN + ks k2N T T2 A0 A4 Ns
k2RI T2 TN AN + K2k N T2 T Ao A Tids + 2E2A T2 T2 A0 A1 5]
;[kgnglroAQXJOAg — Kkt M T AN T oA — kSR T2 A AT oAs

Fa kI T Ao Ao As + K3k MTON A Doz — 3k TOT T2 A MDA
E2EON T2 Ao Mo As + k2RI TOT T2 Ao\ T As + E2E2 A TOA0 A4 Do s
ESRIMT 2 Mo\ T, As — KRS T A AT A3 — SEI AN T2 A0\ TN

kSl MTOT 2D N\, Ag — Bk M TOT T A ATy As — ASEIN TOT2 T Ao\ 4T A
ESRENTOT 22 Mo\ T, Ag — BRI N TOT T2 A Ny A — ASEIA TOT2 T2 Ao A 4o A3
Fa KON TIT 2T M\ T, As — kg KON TITITO AT Ay — A kSN T T2\ A TN
Fa kg M T T2 T ANy, Ag + ks kg M T T T M ATy Ay + ks kg M T T2 T A Ao A
170N S ) R VO V) WD PR 217 5D 1 il i K VO VI D PR EY 217 5D W0 i i e PO VR I
E2EON T2 DO N\, Ag — BRI T2 T TON N A — R2EIN T2T2TO M\ Do A
Eaky M2 T2 T ATy, As + kS kg M T2D T A ATy A3 + Kk M D22 T A A Do A
R2EAMT2T =202 o\ Ty, As + E2RZN T2 T2 ANy + 2K D22 T2 A Ay Do ]
;[kgkg)\ll“o)\g)\41“0>\3 — Kl AT Ao AT s — kSEIN T2 AT os
kskgMT Mo AaToAs + gk MM AToAs — k3ki M TOT T2 A A ToAs
kSEIMT? M AaloAs + ks MTOT T? A AaloAs + k3 kI AT A A ToAs
ESEIMT>2 Mo\ T, Az — KSEI M T Ao AT A — ESEIAN T2 A\ To )3

kSR MO T2 Mo\ T, As + Kk A TN AT g + Ak A TOT T2 A0 AT Ny
ESZNTOT2T>2 \o Ay T, Ag — K2 A TOT T2 Ao AT As + EOE2 A TO N0 Ao \s
FakOMTOT T2 o ATy, As + K3k AN TON T A3 — Kz kO TOT T2 A A4 Do
kski T2 00T, A3 — kaki M T Ao AT s 4 k2 ki M T2 Ao\ Do)

[KSEIMTOTOTO N AT A3 — K9k TOTOT Ao AgTo A3 — K2 A TOTOT2 A\ To A

1>2

1>2

1>2
1>2
1>2

i>2

i>2

i>2
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s k2T 22 o\ Ty, A3 — ks k2 M T2 AT s — s k2N T Ao Al
R2EIMTOT2T>2 Mo\ Ty, As + kRSN TOT T2 Ao\ Ty As + K2R TO A0 A oA
kaky M T2 >2 o Ty, A3 — Kk M T2 Ao ATy As — K3k AT Ao Aalo s
k2k25\1F">2)\2/_\4F2->2/\3 + R2EINT AT g — k2k25\1P2)\25\4F2>\3]

t2

32[ >\1F )\2)\4F0/\3 — Z COS 8)\1F )\2/\4F0)\3 — Z sin 9)\1F /\2/\4F0)\3

4

COS 0)\1F /\2>\4P0)\3 — Z OS2 95\1F0/\2;\4P0)\3 + Z sin 6 cos 9/_\1F0F1F2)\25\4F0)\3
sin 9)\1F )\2>\4F0)\3 — Z sin 6 cos 6)\1FOF F2)\2)\4F0)\3 — Z sin (9)\1F )\2)\4F0)\3
M2 AT, A — X T Ao\ — ZXJ%XJQA?,

COS 9X1F0F1Fi>2/\2>\41—‘i>2>\3 + Z COSs 95\11—‘0)\25\41—‘1)\3 + Z COS 05\11—‘01—‘11—‘2)\25\41—‘2)\3
sin 95\1F0F2Fi>2)\2;\4fi>2/\3 + Z sin 95\1F0F1F2)\25\4F1)\3 + Z sin Q;\1F0A25\4F2/\3
COS 95\1F0F1Fi>2/\2X4FZ’>2/\3 — Z COS 95\1F0/\2;\4F1)\3 + Z COS Q;\1FOF1P2/\2;\4F2)\3

OS2 95\1Fi>2)\25\4Fi>2)\3 + Z COS2 65\1F1>\25\4F1)\3 - Z COS2 95\1F2>\25\4F2)\3

sin 6 cos O\ T F2Fl>2)\2>\4F2>2)\3 —|— 1 sin 0 cos OA T2 XAy N5 + Z sin 0 cos OA T A Ao )5
sin OA LOT2T>2 Ao A1y, Ag + Zsin OMIOTI T AN Ay — Zsin OMI NN To A

i>2

sin 6 cos 95\1F1F2Fi>2)\2;\4fi>2>\3 + Z sin 6 cos 95\1F2)\2/_\4F A3+ Z sin 0 cos 0N T Ao Ay Tos

%\mzﬂk\%zﬁk\%zﬂk\mn&\ mz%\mz%\mz%\mu&k\%zﬂk\%u&\

sin 0)\ FZ>2)\2)\4F )\3 ZSID 0)\1F )\2)\4F )\3 + ZSID 0)\1F )\2)\4F2>\3]

1>2

~
l\')

% [—5X1r1A2X4r1A3 - 5X1F2A2X4FQA3 - %XlriﬂAQ&FMAg

Z cos O\ T2 M\, T

Va3

z>2/\3 + g COS 05\1F0F1F2)\25\4F2/\3
. N TO0 271852y ) 5 . Y 7012y

S1in 9)\1F r<r )\2/\4F2‘>2/\3 + 5 S111 9)\1F r'r )\2)\4F1)\3

COS2 95\1F1)\2/_\4F1)\3 — Z COS2 95\1F2)\2/_\4F2)\3

sin 0 cos OA T2 XAy A5 + ; sin 0 cos OA T Ao Ay )5

Sin2 95\1F1>\25\4F1)\3 -+ i Sin2 95\1F2>\25\4F2)\3]

S | DN S| W N v DD

[\

is0 A3

33[—3 sin? O\ T Ao ATy A — gcosz OA T2 ATy — leriﬂAQXJ

gcosexlro TN + 5 % cos OMTOT T2 AN Do s
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\©) Cm[\D\Cm

sin 9A1F0F2F1>2)\2>\4Fz>2>\3 —|— 9 sin 9>\1F0F F2)\2)\4F )\3 —|— 9 sin 0)\ F )\2)\4F2>\3

Z sin 0 cos ON T2 A\ Ty N5 + ; sin 0 cos 95\1F1)\25\4F2)\3]

512 _ _ _ _ o

274[— Sin2 6)\1F1)\2)\4F1>\3 — 0082 9>\1F2)\2)\4F2)\3 — )\1FZ>2)\2)\4FZ‘>2)\3

cos OMTOT T2 Mo\ T, Az + cos OA TOT T2 A A\ To g + sin OA TOT2 T2 M\, 1, A5

sin OA TOT T2 M\ A 4Ty A + sin 6 cos OA T2 Ao Mgy As + sin 6 cos OA T Ao Ay o As).
(C.32)

Llegamos al tltimo término de la forma 75,

T2,15

m+ + | |

+ +

72

32
t2
?Tkwkl AL ANV )\,
t2
32
t2
3 ——[k2,0k1.0M T A TOTOTONs + kg o1 1 M Do Ao A TOTOT A

ko1 k1.0 A Do AT TOTON; + kg kg s MTo Ao Ml TOT Ag + Ko ohen o M Dida AT TN
1{72 0]{51 1>\1F /\2>\4FOPZF )\3 + k?Q 1]{51 0)\1F )\2)\4F FIPO)\3 + ]{?2 1]{?1 1/\1F )\2)\4F F F /\ ]

— MDAy (kg - DIIM(ky - T) s

— ko k1, p A Do A TN TOT P Ag + Ko vky p A Tidg DN TTE N

5 [kok’ MT oA ATOTOTONs — ASEI N To A A TOTOT Ny — ELAON Do Ao A TITOTO N

Fey ot M T oA Al TOT Ag + KEI N Ty, Ao AaTOT>2T0N g + SR N T A A TOT TN
ESEON Do Mo A TOT2TON g — ESAI N T, A A TOT 2T Ny — KRN T A A TOT T A
ESEI AT oA ATOT2T A — kg kO N Ty, Mg Ay T>2T0 )\

ky kO T A0 — ELEON Do Ao A T2T0

1>2

Fey kot AT, A AT T2 g + kykf AT A AT\
kI A Do A M TIT2T N ]
t2

32[ )\ F0>\2)\4F /\3 — *>\1F0)\2)\4F )\3 + i)\ F0A2A4F )\3

ZAlroAmr Az — AT,

AgA T2 Ny — ZAlnAmr As

Cm»h\ V)

5-
AT Ao A2 AT
1t 2A2M 3+4

1>2

Ao TOT T2 )5 + ZX1F1A2X4FOA3

ZSWF?/\QEMFOFIFQ)\{& + Zj\lr' )\25\4F0F1Fi>2)\3

>2
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25\11“1)\25\41“0)\3 + ZX1F2A2X4FOF1FQA3

ZXlFi>2)\25\4Fi>2)\3 + 25\11“1)\25\41“1)\3 - ZXJZAQXJ?A?,]
R Y Triso S+ Y T2 S+ Y 0P lvise
S5l MDA Al = SAToAAI A + S AL AT T2
§X1F2A2X4POF1FQA3]

S N S
—2—4[A1FZ>2A2)\4Fi>2)\3 T2 DA + M2 ATl Ty, A
M2 AT Do As). (C.33)
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Apéndice D

Los términos de

Ké—Dilatinos

En este apéndice pasamos en limpio los resultados del apéndice C para mayor cla-

ridad. Mostramos explicitamente los términos de la forma 7;; y 72, considerando la
cinematica ([5.32)), para i > 4. Comenzando,

Tia

Tis

+

~2 ~ _ _ - B B
—;—2[%)\21‘0/\3)\1%)\4 — %)\QFO)\g)\lFlM
U

_ _ _ _ i _
sin 0)\21—‘0/\3>\1F2)\4 — 5)\21—‘1)\3)\11—‘1)\4 — 5)\2F2/\3>\1F2)\4

>~

QFi>2)\3;\1Fi>2/\4 — Zsin 05\21—‘0)\35\1F0F1F2)\4 + %5\21_‘1)\3/_\1110)\4

>~

_ i _ _
2F2A3>\1F0F1F2)\4 + 5)\2F1>2)\3/\1F0F1Fi>2>\4 — Zsin 0)\2F2)\3)\1F0>\4
sin ‘95\2F1/\35\1F0F1F2/\4 + Z sin 95\2Fi>2)\35\1r‘01—‘21—‘i>2/\4 + Z sin 95\2F1A3X1F2)\4

Al (D.1)

| DN R DD k| o

sin ‘95\2F2/\35\1P1)\4 — Z sin 05\2Fi>2/\3;\1F1F2P

1>2

52 - - i - _
—33[§A2F0A3A1F0A4 — 5)\21“1)\3)\11“0)\4

sin ‘95\2F2/\3;\1F0)\4 — Z sin 0;\2F0F1F2A35\1F0/\4

>

_ 7 _ Po
2T A3 T Ay — 5)\21“2/\3/\11‘2)\4 — gl AT A

>

_ i _ i L
20NN T Ay + §A2FOF1F2)\3)\1F2/\4 + iAQFOFIFZ>2/\3>\1Fi>2>\4

sin 9X2F0F1F2)\35\1F1/\4 — Z sin QS\QPO)\35\1F2A4 + Z sin 95\2F0F2Fi>2/\3;\1fi>2/\4

IS VRSN VIS NG I~ B NG N I RSN R VAT

sin ‘95\2F2>\35\1F1)\4 + Z sin 95\2F1A35\1F2/\4 — Z sin QS\QFIFQFi>2)\35\1Fi>2)\4}
(D.2)
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Tie =

Ti7

Tis

Tio

+
+

+

+

+
+

+

Ti10

—78[5\2F1)\35\1F1)\4 + cos 95\2F1A35\1F0)\4 + S\QFOA35\1F1)\4
COS GS\QFO)\g;\lro)\Al + sin 6;\2F2)\35\1F0/\4 — sin 95\2F2A3;\1F1A4

22 T AT, Al (D.3)
S
—@[AQF As AT A + AT A3 A Doy + cos OATO AN T\
COS 9A2F0A3>\1T0)\4 + sin 9>\2ro)\3)\1r2>\4 — sin 0)\2F1/\3>\1F2>\4
zgxr%ugxlrixm : (D.4)
SU U~
32[ AQF )\3)\1F0/\4 — */\QF /\3)\1F0)\4 —|— Z sin QAQF )\3)\1F0/\4
ZSID 9)\ FOF F2/\3>\1F0)\4 — *)\QF )\3/\1F )\4 — *)\21_‘ /\3/\1F2)\4
55\21‘52)\35\1&52)\4 + 55\21‘0/\3;\11})\4 — 5;\2F0F1F2)\3;\1F2>\4
7 o 5 o
§A2F0F1F2>2/\3/\1Fi>2/\4 — ZSiIl 0A2F0F2FZ>2)\3/\1F1'>2/\4
Zsin 0X2F0F1F2A35\1F1)\4 — Z sin QS\QFO/\35\1F2)\4
Z sin 9)\2F F2F’>2)\3/\1Fz>2/\4 + 4 sin 9)\2F )\3/\1F1)\4
Zsin 95\2F1A35\1F2)\4] s (D5)
SU U~
32[ )\QF )\3/\1F0)\4 - *)\QF )\3)\1F1)\4 + 1 sin GAQF )\3/\1F2)\4
Z sin 05\2F0A35\1F0F1F2)\4 — 55\2F1/\35\1F1)\4 — 5;\2F2)\35\1F2)\4
t< e i - _
2)\2F >2)\3/\1F2>2/\4 — 5)\2F1>2)\3)\1F0F1Fi>2/\4 + g/\grl)\;;)\lro)q
5)\2F2>\3>\1F0F1F2/\4 — Z S1n QAQF >2)\3)\1F0F2Fi>2)\4
ZSlH 6)\2F /\3>\1FOF Fz/\4 — 1 sin 0)\2F )\3)\1F0>\4
T sinBAT A ML A + 7 sin AT A Doy
Z sin OAaT2 A\ Ty ] | (D.6)
320
= 128[ AT A AT A — Ml A A Tods — AT A T\
— AT TNy — 22T A3\ Ty A, (D.7)
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320

— XXM oAy — 20> A\ Ty Ay, (D.8)

i>1

~2£’ _ _ _ _
Tine = —122 LTI R SO YRV SN TRV il Sl wP OV N 0 STV

+ cos QS\QFMFNFI)\gj\ll—‘lFNFM)\;l — COS QXQFMFerAgj\ll—‘QFNFM/\LL
— sin @AM INT2 AN Dol N Ay + sin QAT M TV T2 AN T TN T M ]L(D.9)

~2£’ _ B _ _
71713 = — 1?)24 [)\QFOFNFM/\g/\lrMFNro)\4 — COS QAQFOFNFM)\g/\lrMFer)q

— sin 9/_\2FOFNFM)\35\1FMFNF2>\4 — 5\2F1FNFM)\35\1FMFNF0)\4
+ cos 0;\2F1FNPM)\35\1FMFNF1>\4 + sin QXQFIFNFM)\35\1FMFNF2A4] (DlO)

B 32t
1024 i ) i

c08 O TOTNTM Mo M Ty DT A + sin @A TN TM AN Dol v T s M

cos ON T TN TM M\ A\ Tl yTards — sin 0 cos OA T TV TM N\ A Dol v T Aa

sin O 2TV TM A\ ToD AT A — sin 6 cos O 2N TM AN T TN T )\

— sin? OA T2 TNTM AN Tl N T s A (D.11)

71714 [—S\QFOFNPM)\:J,;QF()FNFMA4 — 008205\21—‘1FNFM)\g;\lrl]_—‘NFM)q

+ o+ +

5
1024 ) ) )
+ XM TMTVTONMN Ty T T iy + A TM TN T A A T DTy - (D.12)

Ti1s [~ AT MTNTONN T TnTods — AT TN T AN Ty Tl Ay

También los siguientes términos:

2

T4 = o3 IMTOTNTM M ATl N T ar A3 — MTOTNTM AN T v ag A
+ cos O TNTY MAT D nT arAs — cos OA D TN TY M AT Tl As
+ sin 0X1F2FNFMA2X4F0FNFMA3 — sin 0X1F2FNFMA2X4F1FNFMA3],
(D.13)
~2i’ _ _ _ _
7575 = 18024 [/\1FMFNFO)\2)\4FMFNF0/\3 — COS 0/\1FMFNF1>\2)\4PMPNF0/\3
— sin MY TV TnToAs + ATV TV TOA AL T T A
— COS 9):1FMFNF1A2X4FMFNF1A3 — sin QleMFNF2A2X4FMFNF1A3],
(D.14)
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~2i’ _ _ _ _
Tos = 1‘902 TIMTYIVTOAALGT AT As + cos OA T TN T AL w T ar Ay

sin QXlFMFNF2A2X4FOFNFM)\3 + leMFNFOA2X4F1FNFMA3
cos O TM TN T AN T AT i s + sin O\ TM TN T2\ M\ D v as s,
(D.15)

+ +

32t
1024" 3 ) .
sin O TMINTZ AN LoD N T As + M TMTNTON AT DN s
cos A TMTNTIN NI TNT 1A + sin O T TN T2 AT T nT s s),
(D.16)

Tt MM TNTO N T T AT As + cos O TM TN T A A Dol T ar A3

+ o+

~i’~ _ _ _ _ _ B
75,8 = %[/\11—‘1)\2)\4F1)\3 — COS 0)\1F0/\2/\4F0)\3 + cos 9)\1F1)\2/\4F0>\3

— )\_1F0>\2X4F1)\3 + sin 9X1F2/\2X4F0)\3 + sin 9X1F2)\2X4F1)\3

t- _
— 22 AT AT ] (D.17)
S

i>1

~£~ _ _ _ _ _ _
7579 = %[AlFl)\gMﬂ)\g — COS 9/\1F1)\2)\4F0)\3 + /\1F0)\2)\4F1/\3

_ _ _ _ t_ . _
— COS 9/\1F0)\2)\4F0)\3 — sin 9)\1F2)\2/\4F0)\3 — 2j)\11ﬂ>1)\2)\41—‘i>1)\3
S
+ sin 9):1F2)\2X4F1)\3} s <D18)

s - . _ o
75710 = 86%[—)\11—‘Z>2>\2)\4Fi>2)\3—COSH)\1FOF1FZ>2)\2)\4FZ‘>2)\3

— sin OMTOT T2 AT oA — cos OA TOTI T2 AN\ To\s

- COS2 05\1F2)\25\4F2)\3 + sin 95\1F0F1F2)\25\4F1>\3

— SiIl2 6;\1F1)\25\4F1/\3 + sin 0 cos 95\1F1/\25\4F2)\3] s (Dlg)
stu -

Ton1 = —6—4[A1Fi>1)\25\41“7;>1)\3—XlFi>2)\2;\4F0F1Fi>2)\3

— M2 NI T N] (D.20)

5t

128 }

+ cos 05\1F0A25\4F0>\3 — sin 65\1F2/\25\4F1)\3 — 2%5\11"51)\25\4{’51)\3] , (D21>
S

75712 = [5\1F1A2;\4F1)\3 + cos 95\1F1)\25\4F0)\3 + 5\1F0)\25\4F1>\3 + sin 9;\1F2)\25\4F0/\3
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562

75’13 = @[X1F1A2X4F1)\3 — COS 05\1F1>\25\4P0)\3 — 5\1F0>\25\4F1)\3 + cos 95\1F0/\25\4F0)\3
— 2%5\1Fi>1)\25\41—\i>1)\3 — sin 05\1F2>\25\4F0>\3 — sin 95\1F2/\25\4F1)\3] s (D22)
S
572 , _ L o
75714 = zj[—sin29)\1fl/\2/\4fl)\3 — 0082‘9)\1F2/\2>\4F2)\3 - )\1F’>2)\2/\4Fi>2/\3
+ cos 95\1F0F1Fi>2)\25\41—‘i>2)\3 + cos 95\11—‘01_‘11—‘2)\25\4]_—‘2)\3
+ sin 95\1F0F2Fi>2/\2X4FZ’>2/\3 — sin 0;\1F0F1P2)\25\4F1/\3
+ sin f cos 65\1F2>\2;\4P1)\3 + sin 6 cos GE\IFI)\Q/_\4F2)\3] y <D23)
§£2 N T2} ) N T2y ) Yo T%>2) )
75715 = —a[)\lr > )\2)\4Fi>2>\3 + >\1F )\2)\4F2)\3 + >\1F > )\2)\4F0F1Fi>2)\3
+ M2 TN (D.24)
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Apéndice E

Los términos de
K2 dilatones—2 dilatinos
C

En este apéndice mostramos los resultados de cada uno de los 30 términos presentes
en la suma de los dos productos tensoriales de (5.56)). Cada uno de estos términos tiene
su pareja s-u dual, la cual serd aclarada en cada caso. Comenzando, tenemos:

Ti1 = —4.116(31@1 CaGs - C2)®2~8U1F Gl (ks + k)T - Gaua
Pydy502 [ - - _ - _ o
= Sy (63)\1(1{:2 D)Aa(ks - ko) + 61 (kg - T)Ng (ks - ky) + 85N (kg - D)y
4+ 6t (kg - T)Ag + 200 (ko - T) (ks - T) (ks - D) Ny — 28(kg - k)M (ks - TNy
4+ 16(kg - k)M (ks - T)\g — 65(ky - k3)5\ (1%3 D)\y — 4(ky - ks) (ks - k)M (ks - T)A\y
— (kg - kg) (ks - ko) (ks - D)y — 85(ks - ko) Ay (ks - )A4—4t(/2: ko)A (ks - T)\y

— 88\ (ks - T)Ay — 28X (ks - D)\y 4 16(ks - kg) Ay (ks - T)Ag + 64X (ks - F))\4) :
(E.1)

Notar que se puede obtener 7 5 intercambiando la particula 2 por la 3 y viceversa
sobre 71 . Los términos de la forma 73 ; son:

1 ~
T = 1 T (561 - G3Ca - Go) ® ﬁulf G - (kg + k)T - Caua
(I) o o -

- 281539?” — 108X (kg - T)Ay — 200y (kg - T)Ay — 20 (kz - T) Ay

— (kg -T) (ks - )Ny — 201 (g - D) (kg - T) (ks - D)Xy — 26 (kg - k1) A (ks - T) Ay
+ 4(/2 k)(l?; k:)X (k:g )Ny — 8(kg - k1) Ai(ks - D)y — 25(ksy - ks) Ay (ks - T) g
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T2

2(ky - k3) Ay (ks - T) (kg - T) (ks - D)Xy + 4(ky - ks) (ks - ko)A (ks - T) Ay
(7 ];’ )5\ (k‘3 . F)>\4 - 4{(];’3 . ];?2)5\1(]{’3 . F))\4 + 655\1(];'3 . F))\4 - 255\1(];}3 . F))\4
A(ks - ko) My (kg - T)Ng — 12(ks - kg) Ay (K3 - T) Ay — 48X (ks - F))\4) : (E.2)

—— (8¢ - G- &) ® U1F G- (ko + kg)T - Qouy

4-16 -8
<I>2<I>3$ t T 7 - = e I

20(ky - k3) Ay (kg - T)Ag + 4(ka - k)M (ks - D) (ks - T) (kg - T)Ag + 20(ks - ka) Ay (ko - TNy
20 (k3 - T) (kg - T) (ks - T)Ag + 4 (ks - T) (ks - T) (kg - T)Ag + 84X (ks - F)/\4> :

(E.3)

Notar que se puede obtener 737 y 732 intercambiando la particula 2 por la 3 y

viceversa sobre T35 ¥ 72,1 respectivamente.

Tia

T2

Los términos de la forma 7, ; son:

5. 16(@1 kaCs - kaly - C2)®ﬁU1F Gl (ks 4 ky)I - Cauy

Dy P35l
4096

U (kg - T)Ny — @A (kg - T) (kg - T) (ks - D) Ay (ks - ko) + (kg - k1) M (ks - T) Ay

2 (ky - k1) (ks - k)M (ks - T) Ay — 2a(ky - k) (ks - ko) i (ks - T) Ay

5t(ky - k)M (ks - T)Ng — 4t (kg - ky) (ks - ko)A (ks - T)Ag — 25(kg - ky) Ay (ks - T) Ay

5t(ks - ko)A (ks - D)\ + tai(ks - ko) Ay (ks - T)Ag — 3TA1 (ks - D)y + iy (ks - T) Ay

( — 55;\1(];?2 . F))\4(l€’3 . kz) + 7?5\1(]%2 . F)/\4(l§33 . k?4) + Eﬂj\l(];fg . F)>\4<];33 . ]{74)

20i(ks3 - ko)A (ks - T)\g — 4t (ks - ka) M (ks - T)Ay — 62N (ks - F)/\4) : (E.4)

—— (G- FaGs - kola - () ® ﬂulp G- (ke + k)L - Guy

2-16
@2@38 ~ = - - - —

1096 AT (ks - T)Ag + 28 (ks - ko) Ay (Ko - T)Ay 4 8E(ks - ky) Ay (kg - T) Ay
10 (ks - F))\4) : (E.5)

Notar que se puede obtener 7141 ¥ 7142 intercambiando la particula 2 por la 3 y

viceversa sobre 72 ¥ 741 respectivamente.
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Los términos de la forma 75 ; son:

Tsi = 7 16((2 3Gy k1Gi- G3) @ ﬁull“ Gl - (ks + ko)L - CGaug
O, D350 [ - - . o ) o
B 421056 ( — 5 (ko - D)A\a(ks - ky) + B (ko - D)Aa(ks - ka) 4+ i (ko - T) Ay

— EAi(ky - T)(ky - T) (ks - T)Aa(ks - ka) — 3A1 (ko - T) (ks )(/fs )
4+ 5t(ky - k)M (ks - T)N\y 4 58 (kg - k3) Ay (ks - T)Ng + (kg - ks) Ay (s - T) (kg - T) (ks - T) Ay
— 2(ky - k) (ks - k)i (ks - T)\g + 28(ky - ks) (ks - ko) A1 (ks - TNy

+ 2(ky - k) (ks - )Al(kg-F)A4+2£(122-kg)Xl(kg-r)A4— £2 (ks - ko)A (ks - T) Ay

b 50 (s - T)Ay — 50 (s - T) (k- T) (ks - T)As — 670 (ks rm) | (F.6)
Tso = 7 16(C2 k3Ca - kiCr - €3)®ﬁulr G (ko + ka)T - Qoua,
<I)2<I>3s

T 4096 (5”1(’“2'”(’“3'”(%2-F)A4(k2-k4)+4£A1<kz-F)(k3-r)(k2-rm

+ 2f(ky - kg) M (ko - T)Ay — 108X (ks - F)A4) . (E.7)

Notar que se puede obtener 7151 y 7152 intercambiando la particula 2 por la 3 y
viceversa sobre T5 o y 751 respectivamente. Los términos de la forma 75 ; son:

Toq = 7 16(@1 k3Ca - kaGs - G2) @ ﬁull“ G - (ks + k)T - Caug
Py D351 P _ e - L
T 4096 — 5t (kg - T)Aa(ks - ko) — t° X1 (ko - T)Aa(ks - ka) — UM (ko - T) Ny

tt (ks ))\4+ —A (ko -T) (ks - D) (ks - D)Xy + 81 (kg - T) (kg - T) (ks - T)Ag(ks - ko)

4
+ t (kg - D) (ks - F)( D)\ (ks - ky) + M1 (kg - T) (kg - T) (ks - T) Ay
+ 23t(k2 k3)Ai (ks - T)\g — 3(ky - kg) My (ks - D) (kg - T) (ks - T) Ny
+ (kg - k3)M\y (/2: D)(ky - T) (ks - T)Ag — 2E(ky - k) (ks - ko)A (ks - T) Ay

4+ 2a(ky - k3) (ks - ko)1 (ks - T)Ng + 2 (ko - ks) (K3 - kg) A (ks - T)Ag + 2E(ky - k) A1 (ks - T) Ay

— fuks - ko) M ( D)+ 3TN (ks - T)Ag — Ay (ks - T) (kg - T) (ks - D)Ag + 28X (ks - T) Ay

+ 60 (ks - F))\4) , (E.8)
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6.2

T7a

T7,2

(G h3Cy - ko3 - (o) ® UlF Gl (b + k)T - Goug

2- 16 -8
(I)Qq)gS ~. % 7 T 7 ~ T - =

20 (ky - kg) A (ko - DAy — £(kg - k)i (ks - T) (ks - T) (kg - T)Ag — 28(ka - k)M (kg - TNy
ti -

5 M (ks - T)(ka - T)(ks - T)Aa — tAs (ks - T) (ks - T) (kg - T)Ag — @Ay (ks - T) (ks - T) (ka2 - T) Ay

255\1 (k’g : F))\4 — 6115\1(1{32 : F)/\4) . (Eg)

Notar que se puede obtener 7121 y 7122 intercambiando la particula 2 por la 3 y
viceversa sobre Ts o y 7g1 respectivamente. Los términos de la forma 77 ; son:

+ + +

5. 16(@2 kaCs - k1 - §4)®ﬁu11“ Gl - (k3 + Ky - C3uy

Dyd - _ . _ .
2 38“( 350 (ks - T)Aa(ks - k1) — 3020 (o - D) (ks - ky) — 3620 (ka - D)\
r

PNy (kg - T) (ks - T) (ks - T)Ag + 3aA; (kg - T) (ko - T) (ks - T) Ay + @2 (Ko - k1) Ay (ks - TNy

511(/2’2 . k4)5\ (]{33 )/\4 — 211,(/{?2 k‘4)5\ (_ )( )(kg ))\4

63 (kg - k) (ks - k)M (ks - T)Ng + 4t (kg - k) (ks - k)X (ks - T) Ay

61 (kg - ky) (ks - ko) My (ks - T)Ay — 60k - ky) (ks - k)M (ks - T) Ay — 6a(ky - kg) A1 (ks - T)A\y

W% (ks - ko)A (ks - T)Ag + @Ay (s - T)Ay — 3N (ks - T) (kg - T) (ks - T) A\

61k - ko)A (ks - D)Xy — A (ks - T) Ay — 60 (ks - rm) : (E.10)

5 ~16 (Co - Fals- kG- Ca) ® 2~8U1F G- (ko + k)T - Goug

(1)2(1338 - - 9% /T = = _
1096 ( D)Ag(ks - ky) + @21 (kg - TNy — 20 (kg - T) (ks - T) (ko - T) Ay (ks - k1)

iy (ko - T) (ks - T) (kg - T) Ay — 60Ky - k) (ks - k)i (kg - T)Ag — 6% (kg - ka) A1 (ks - T)N\y
2s(k2-k4)(/23 k) Ap(kg - TNy — 120(ky - ky) (ks - ky)X ( D)y

20k - ky) (ks - kg) Ay (kg - T) Ay — 2£ (ks - k4))\1(k2 D)y 4 @ (ks - ko) Ay (kg - T) Ay
3Ny (ks - T)A\y — @Ay (ks - T) (kg - T) (ko - F))\4—a5\1( D) (ks -T) (kg - Ty

2 (kg - k)M (ko - D)Xy — 61k - k)M (kg - D)Xy — 20(ks - ko)A (kg - T) Ny

25)\1 kz ) (Ell)

Notar que se puede obtener 7131 y 7132 intercambiando la particula 2 por la 3 y
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viceversa sobre 779 y 771 respectivamente. Los términos de la forma 7 ; son:

i’ ~
Ts1 = 5. 16(C2 FiCa-kaCs-C)® ﬁulr Gol' - (k3 + ka)T - Cauy
D, Dt e - 2 _ . -
= 2056 ( — 252Xy (ky - T)M\y + Mk T) (ks - T) (ks - D) — 5 (kz - ki) (ks - T)As

+ 8k - k)i (ks - T) (ko - T) (ks - T)A\y + 25 (ko - kp) (ks - ko) A1 (ks - T) Ay
— (kg - ky) (ks - kg) A (ks - T)Ag — 85(ky - k1) Ay (ks - TNy — 28 (ko - k1) Ay (ks - TNy
4+ 5k - k)M (ks - T) (kg - T) (ks - T)A\y 4 25(ky - ks) (ks - ko)A (ks - T) My

— (ks - T) (kg - T) (ks - D)Xy — 2a(ks - ko)A (ks - F))\4) : (E.12)
E ~
Tso = 5 16(<2 FiCy - ksCs-C) ® ﬁulF G (k2 + kg)T - Goug
@2@3815 ~ N - — -

Notar que se puede obtener 7111 y 7112 intercambiando la particula 2 por la 3 y
viceversa sobre Tgo y Tg1 respectivamente. Los términos de la forma 7y ; son:

f -
Top = 516 (G kaCr - koo - ) ® ﬁull“ GI - (ks + ky)T - Gauy
o, tu o= = _ 52_ _ 3
- Z10936 ( = & M(kz - D) Aa(ks - ka) — 5>\1(’£2 D) (k3 - T) (ko - T) Ay

— (kg - T) (kg - T) (ks - T)Ag(ks - ko) + @y (kg - D) (ko - T) (ks - T)Ag(ks - ky)
+ 115\1(1232 )( )( F)/\4 - 38)\1(]{73 . F) (1{52 . F)(k?:; . F)/\4 - 88(]{33 . ]{32)5\1(]@3 . P)/\4
— 165(]{?3 k’4)5\ (k)g F>>\4 — 22?(/;33 . /{34);\10{33 . F))\4 - 6§5\1<k‘3 . F)/\4

+ 20 (ks - F)A4) , (E.14)
LT ~
Too = 7 16(@3 kaCr - kaGo - Ca) ® ﬁull“ GT - (ko + k)T - Goug
@2(1333t T - o _ -
= oog | 850ka - k2)Xa(ky - D)y - 8i(ks - ka)da (ke - D) Ay = 8ida (e - D)As | (E.15)

Notar que se puede obtener 7191 y 7102 intercambiando la particula 2 por la 3 y
viceversa sobre 792 ¥ 791 respectivamente.

200



Apéndice F
Armoénicos esféricos sobre la S°

La intencién de este apéndice es ver en mayor detalle la construccién de los armoni-
cos esféricos escalares sobre la S°, y también construir explicitamente algunos arménicos
escalares que son de mucha utilidad para el célculo de la amplitud de dispersién de cua-
tro glueballs. Los estados de Kaluza-Klein obtenidos de la compactificacién espontanea
de la supergravedad de tipo IIB sobre el AdSs x S° fueron derivados en un articulo
pionero en [94]. También notar la gran utilidad de [16], el cual da una relacién explicita
entre los operadores de la teorfa NV =4 SYM y los estados de Kaluza-Klein obtenidos
en [94].

Consideremos la representacion irreducible de SU(4) con los ntimeros de Dynkin
[0, k, 0], con k > 0. Hay una relacion entre el segundo niimero de Dynkin & y la dimension
de escala A del operador de traza tnica de N' = 4 SYM dada por A = k + 4. La
dimensién de la representacién [0, k, 0] se obtiene asociando un diagrama de Young con
k columnas de dos cajas cada una. La dimension de esta representacion irreducible esta
dada por el cociente de dos tableaux de Young, lo cual deja [95, 96]

(5. ) = [(5 ! ’“) - (5 e 2)] (F.1)

Los arménicos esféricos sobre la S® estan etiquetados por (11, la, I3, 14, 15), donde los
[; > 0 son enteros. Ellos satisfacen l5 > Iy, > I3 > 1, > 1, >0y l5 = k.
Los arménicos esféricos escalares sobre S™~! han sido obtenidos en [97]

1 . "
Y 01, ... .0, 1) = (=11 —— ¢t D6, F.2
(et 11)( 1 1) =(-1) \/%e Jl_[Q it (05) (F.2)

donde 6;’s son los n — 1 dngulos sobre S™~!. En esta construccién se han usado las
funciones de Legendre definidas como

L) = J 2L +2j ity C +< i +_Jl)'_ 2! (sin )% P(L(j;:;;)(cose) (F.3)
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j—2

en términos de los polinomios de Legendre P(_ (1 )(COS 0). Los arménicos esféricos

2
L+i32)

escalares satisfacen
Osna ¥y (01, 0ny) = =l (a4 —2) Y (01, 001)  (F4)

Nuestro interés se encuentra en la teorfa N' = 4 SYM con grupo de gauge SU(N.,),
la cual es dual a la teorfa de supercuerdas de tipo IIB sobre el AdS; x S°, por lo que
n—1=5>.

Consideremos algunos ejemplos. Para la representacién irreducible [0, 0, 0] de SU(4),
donde k = 0, la dimensién es uno, donde el arménico esférico estda dado en la ecuacién
. Tomando k = 1, la representacion es [0, 1,0] de dimensién 6, la cual puede ser
vista como el cociente entre los siguientes tableaux de Young;:

and (F.5)

Obtuvimos los 6 armoénicos esféricos escalares, los cuales tienen la forma:

(s) _ V6
17

Y( 0,0,00) —  13/2 cos 0, (F-6)

}/((157)1707070) = 7:532 cos B, sinbs, (F.7)

e _ 2¢/6 cosb3 sinb, sin® (%5) (14 cosbs) (F.8)
(1,1,1,0,0) 3/2 sin 05 ’ '

e _ 24/6 cosly sinfls sin b, sin? (%5) (1+ cosbs) (F.9)
(1,1,1,1,0) 3/2 sin 05 ’ '

e _ 2V3 it sinfy sinfs sinfy sin? (%5) (1 + cosbs) (F.10)
(1,1,1,1,1) 13/2 sin O5 ’

v _ 2V3 , sinfa sinfy sinfy sin (%) (1+coss) (F.11)
(1,1,1,1,-1) 3/2 sin 05

donde hemos corroborado su ortonormalidad y también hemos calculado las integrales
de los cuatro arménicos esféricos escalares sobre la S°.

Para k = 2, la representacion es [0, 2, 0], teniendo 20 armonicos esféricos escalares
ortogonales sobre la S?, dimensién que puede ser calculada del cociente entre los valores
de los siguientes tableaux de Young:

150 and P22 (F.12)
34 2]1

Los correspondientes 20 armoénicos esféricos escalares pueden ser obtenidos de la
ecuacion (F.2). La construcciéon de los arménicos esféricos espinoriales sobre la S° se
puede ver en [34, [35] 97, 98].
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