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Resumen

En esta tesis se han estudiado las amplitudes de dispersión de los siguientes procesos
elásticos 2 → 2 :

glueball + glueball → glueball + glueball (1)
fermión1/2 + fermión1/2 → fermión1/2 + fermión1/2 (2)
glueball + fermión1/2 → glueball + fermión1/2 (3)

Todos estos son procesos exclusivos y de dispersión dura (Hard Scattering en
inglés), y donde han sido analizados en dos regímenes de altas energías: ángulo fijo y
límite de Regge. Aclararemos todas estas características de los procesos de dispersión
durante el transcurrir de los capítulos.

El interés de estudiar este tipo de procesos de dispersión en esta tesis es que son
analizados en el régimen de acoplamiento fuerte para la constante de acoplamiento de
la teoría de gauge que corresponda. Esta teoría de campos es una teoría muy particular,
la teoría N = 4 Super Yang-Mills con grupo de gauge SU(Nc), siendo Nc el rango del
grupo de gauge. Mediante la dualidad AdS/CFT (o Conjetura de Maldacena) se llegan
a las correspondientes amplitudes de dispersión en la teoría de gauge, partiendo desde
otro tipo muy distinto de amplitudes, las amplitudes de dispersión en una teoría de
supercuerdas de tipo IIB en diez dimensiones.

El modo de vincular ambos tipos de amplitudes de dispersión es con el ansatz pro-
puesto por Joseph Polchinski y Matthew Strassler [1], desarrollado en el año 2002. Esta
propuesta incorpora una integración coherente sobre seis coordenadas transversales
(r,Ω5) al espacio de Minkowski4, ya que la teoría de supercuerdas que usaremos se
encontrará definida sobre un fondo curvo, en particular sobre el espacio AdS5 × S5.

Como dijimos anteriormente, las amplitudes de dispersión en la teoría de supercuer-
das será un objeto instrumental para llegar a nuestros resultados en cuatro dimensiones.
El proceso (1) está vinculado a la amplitud de dispersión de cuatro dilatones, el proceso
(2) vinculado con la amplitud de dispersión de cuatro dilatinos y por último, el proceso
(3) estará relacionado con la amplitud de dispersión dilatón/dilatino; todas estas am-
plitudes vistas desde la perspectiva de las teorías de supercuerdas de tipo II. Las dos
últimas amplitudes de dispersión en teorías de supercuerdas vinculadas a los procesos
(2) y (3) se calcularon desde cero, por lo tanto siendo también resultados de esta tesis.
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Capítulo 1

Introducción y motivación

En los años de la década de 1960, la física de las interacciones entre partículas fue
un gran enigma al aparecer una gran cantidad de partículas (bariones y mesones) que
interactúan mediante la fuerza fuerte y por lo tanto se buscaba poder describir estos
fenómenos mediante un marco teórico apropiado. Sin embargo, las teorías cuánticas de
campos (TCC) disponibles en esta década no alcanzaban para explicar estos comporta-
mientos de física de interacciones fuertes. A principio de los 60’s, J.Chew y S.Frauschi
[6] propusieron una representación gráfica J-M2

J , siendo J el momento angular de las
partículas y M2

J la masa al cuadrado. Realizaron este gráfico tanto para mesones como
para bariones, y suponiendo que el momento angular J aumentaba linealmente con
la M2

J ; por lo que luego ajustaron muy bien los datos de la fenomenología con estas
líneas rectas de pendiente positiva. Para todas las partículas se obtenían las rectas
J = α′M2

J + α0 con la misma pendiente α′ ∼ 1GeV −2. Esto dio lugar a pensar que
todos los mesones y bariones eran partículas compuestas y además eran estados ligados
mediante la misma fuerza fuerte, por lo que a este concepto se lo llamó la democracia
de partículas (nuclear democracy en inglés). Se desarrolló la idea de la llamada teoría
de cuerdas hadrónica para describir estos fenómenos, usando un modelo de resonancias
(trayectorias de Regge). Al considerar que estas trayectorias de Regge no tenían una
cota superior para los momentos angulares J , se conseguía para las amplitudes de dis-
persión (por ejemplo para π+π→π+π) la dualidad s-t (crossing symmetry), surgiendo
la idea de que se propagaban objetos unidimensionales como cuerdas. A estos mode-
los de física de partículas de interacción fuerte se los conoció entonces como modelos
duales.

También se empezó a utilizar el formalismo de la matriz S, ya que se carecía de un
lagrangiano que pudiera describir las interacciones fuertes. Este formalismo impulsó los
modelos Bootstrap, donde se establecían las interacciones entre partículas a partir del
espectro de partículas ligadas y viceversa, ya que estas interacciones estaban controla-
das por las mismas fuerzas entre las partículas constituyentes de cada hadrón. Estos
modelos se podían construir mediante los postulados de Relatividad especial, unitarie-
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dad y analiticidad de las amplitudes de dispersión. Con analiticidad nos referimos a
que se respete la dualidad s-t, las relaciones de dispersión y causalidad, fijando de esta
forma las interacciones. De estos postulados surgen las trayectorias de Regge. En 1968,
Gabriele Veneziano formula la amplitud de Veneziano [7] inspirada en la dualidad s-t,
la cual describe la dispersión de 2 cuerdas abiertas a 2 cuerdas abiertas mediante la
fórmula:

A(s, t) = Γ(−α(s))Γ(−α(t))
Γ(−α(s) − α(t)) , (1.1)

con α(x) = α′ ·x+α0 con x = s, t son las variables de Mandelstam en cuatro dimensiones
espacio-temporales. Al tomar el límite de altas energías para esta amplitud, es decir
s, |t| >> 1 se obtiene un decaimiento exponencial (comportamiento soft de la amplitud)
de s con t de la forma A(s, t) ∼ s−α′·|t| en contraste con lo que se observaba en la
fenomenología de partículas. Es decir que la teoría de cuerdas hadrónica, en particular
la amplitud que propone Veneziano para cuerdas abiertas y luego Virasoro-Shapiro
[8, 9] para cuerdas cerradas, no tienen el comportamiento en potencias de s esperado
para altas energías, por lo que se abandona la teoría de cuerdas para describir las
interacciones fuertes de la física hadrónica, ya que la misma se encuentra descripta por
el lagrangiano de QCD (Quantum Chromodynamics en inglés) [12].

En esta tesis se estudia amplitudes de dispersión usando como base instrumen-
tal la llamada Conjetura de Maldacena o también conocida como la correspondencia
AdS/CFT. Se estudiarán amplitudes de dispersión tanto en diez dimensiones, con va-
riables de Mandelstam s̃, t̃, ũ, como también resultados de amplitudes de dispersión en
cuatro dimensiones, con las variables de Mandelstam s, t, u (sin tildes).

Las teorías de gauge, las cuales son Teorías Cuánticas de Campos, son el marco
teórico con el cual entendemos tres de las cuatro interacciones fundamentales de la
naturaleza. Por un lado, la electrodinámica cuántica, la cual nos permite entender la
interacciones electromagnéticas entre partículas cargadas eléctricamente como conse-
cuencia de la propagación de un campo de gauge U(1), el fotón. Para las interacciones
fuertes entre quarks, constituyentes de los hadrones, contamos con la QCD, teoría de
Yang Mills (en adelante YM) con libertad asintótica en el ultravioleta (UV) y fuerte-
mente acoplada a bajas energías (IR), por lo que en este límite no son aplicables las
técnicas de la teoría de perturbaciones de la TCC. Es aquí donde la dualidad puede
hacer un trabajo importante mediante la teoría de supercuerdas para la descripción
de propiedades de los hadrones en regímenes donde la teoría QCD perturbativa no es
aplicable. Otra forma de decir lo anterior es que QCD es un teoría confinante en el IR
alrededor de la escala de energía ΛQCD, por lo que la teoría no se puede analizar con
métodos perturbativos mediantes diagramas de Feynman. Cálculos en este régimen de
energías son llevados a cabo mediante simulaciones en Lattice QCD.
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El objetivo principal de esta tesis es el estudio de procesos de dispersión dura

llamados Hard Scattering (en inglés). Es decir, procesos de física de altas energías
donde la dispersión de partículas se lleva a cabo a escalas de energías mucho ma-
yor a ΛQCD ≈ 1GeV , siendo entonces procesos que exploran distancias del Fermi
(1fermi = 10−15m). Una característica de estos procesos de tipo hard es su comporta-
miento en potencias en la energía al cuadrado de centro de masa (cm) s (siendo

√
s la

energía de cm).
Fue Gerard ’t Hooft quien en 1973 [13] propuso un método para poder estudiar

teorías de gauge no Abelianas en su régimen no perturbativo introduciendo un paráme-
tro de expansión que es directamente proporcional a Nc (el rango del grupo de gauge
SU(Nc)) y por lo tanto también al número de "colores" N2

c − 1. Estas son las teorías
de Nc grande (large Nc) donde entre todos los diagramas de doble línea de la teoría
la contribución principal proviene de los diagramas planares, por lo que Nc → ∞ se
conoce como límite planar de las teorías de Yang-Mills, definiendo una constante de
acoplamiento de ’t Hooft, λ = g2

YMNc, con λ fijo y mucho menor a uno y con Nc >> 1
(límite de ’t Hooft). Dando como resultado una teoría cuya expansión en diagramas en
el rango de Nc grande tiene cierta similitudes a la expansión en género de las super-
ficies de Riemann bidimensionales que constituyen las hojas de mundo de cuerdas en
interacción.

La principal herramienta llevada a cabo en esta tesis es el ansatz propuesto por
Polchinski y Strassler [1], el cual permite obtener un comportamiento hard en una teoría
de gauge confinante en cuatro dimensiones (la cual en capítulos posteriores explicamos
en detalle) partiendo de una teoría de cuerdas; la cual por sí sola y en un espacio de
Minkowski de diez dimensiones, no tiene un comportamiento hard, sino más bien un
decaimiento exponencial (comportamiento soft) para altas energías. Para entender este
ansatz y su posterior aplicación, es necesario ser conocedor de varias ramas de la física
teórica. Partiendo por supuesto del conocimiento de TCC no abelianas, y así de esta
forma poder entrar en contacto con teorías de gauge con grupo de simetría SU(Nc) con
gran número de colores (N2

c −1 >> 1). También necesitamos saber de teoría de cuerdas,
en particular de teorías de supercuerdas, es decir, teorías de cuerdas con supersimetría
y con 10 dimensiones espacio-temporales1.

La tesis se organiza de la forma siguiente: en el capítulo 2 describimos el límite planar
en teorías de gauge y la dualidad AdS/CFT. En el capítulo 3 nos interesamos en los
procesos exclusivos en la física de altas energías desde la perspectiva de TCC. El capítulo
4 se focaliza en amplitudes de dispersión en teorías de cuerdas, bosónicas primero, y
luego supersimétricas. En el capítulo 5 comienza el material original de esta tesis, en
particular, un capítulo dedicado totalmente al cálculo de amplitudes de dispersión en
teoría de supercuerdas de tipo II para procesos que no han sido calculados previamente.

1En esta tesis se usará la signatura mayormente positiva tanto para las métricas en cuatro dimen-
siones ηµν = diag(−, +, +, +), como para la métrica en diez dimensiones ηMN = diag(−, +, ..., +).
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Lo hacemos de forma explícita, escribiendo el resultado de las amplitudes de 4 dilatinos
[3] y de dilatón-dilatino [5]. Estos cálculos son inéditos y han sido publicados en [3] y
en [5], demandando un esfuerzo técnico muy considerable y constituyen en sí mismo un
aporte original al conocimiento de amplitudes de dispersión en teorías de supercuerdas
en espacio de Minkowski de diez dimensiones, válidos en principio tanto para teorías
de supercuerdas de tipo IIA y IIB. En el capítulo 6 se desarrolla otro de los resultados
importantes de esta tesis, el Hard Scattering de cuatro fermiones de espín 1/2 [2] (cuyo
punto de partida es [3]) en una teoría de gauge fuertemente acoplada con un cut-off
IR Λ. En el capítulo 7 se utilizan los resultados de [5] para de esa forma calcular el
Hard Scattering de fermión + glueball → fermión + glueball [4]; procesos que no se
han calculados antes por algún otro método. Finalmente en el capítulo 8 se presentan
las conclusiones y los posibles trabajos a futuro que se desprenden de esta tesis.
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Figura 1.1: Esquema de la tesis.
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Capítulo 2

Límite planar en Teorías Cuánticas
de Campos y la Dualidad AdS/CFT

2.1. Límite de ’t Hooft
La teoría de cuerdas fue originalmente desarrollada para que sea una teoría con la

capacidad de describir las interacciones fuertes, esto debido a varios aspectos "cuerdiles"
de este tipo de interacciones, tales como el confinamiento y el comportamiento de Regge.
Luego se encontró que la correcta descripción de tales interacciones es en términos
de una teoría de gauge con grupo de simetría SU(3) (QCD), lo cual es consistente
con todos los datos fenomenológicos. Mientras que la descripción en términos de una
teoría de gauge es exitosa para el estudio del comportamiento a altas energías de las
interacciones fuertes, es bastante difícil de utilizar para el análisis de fenómenos de
bajas energías, tales como el confinamiento y la ruptura de simetría quiral. Existen
varios ejemplos de un fenómenos conocido como "dualidad", en el cual una teoría tiene
al menos dos descripciones diferentes, tal que cuando una descripción está acoplada
débilmente, la otra se encuentra fuertemente acoplada y viceversa. Uno podría esperar
que exista un fenómeno similar para las interacciones fuertes, y que una descripción
"dual" de QCD exista, y por lo tanto sea la forma más apropiada para estudiar el
régimen de bajas energías donde la descripción en términos de la teoría de gauge está
fuertemente acoplada.

Han habido varios indicios de que la descripción "dual" podría ser una teoría de
cuerdas. QCD tiene objetos que se parecen a "cuerdas", como por ejemplo, los tubos de
flujo cromoeléctricos o las líneas de Wilson. Si se tratara de separar un quark de un anti-
quark, un tubo de flujo se formaría entre ellos (si ψ es un campo de quark, el operador
ψ̄(0)ψ(x) no es invariante de gauge pero el operador ψ̄(0)P exp(i

s x
0 Aµdx

µ)ψ(x) lo es).
estos tubos de flujo se comportan como cuerdas y por lo tanto han habido intentos para
desarrollar una teoría de cuerdas que pueda describir las interacciones fuertes, donde
estos tubos de flujo serían los objetos básicos. El caso más claro y directo en el cual se
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describe una teoría de gauge en términos de una teoría de cuerdas proviene del límite
de ’t Hooft, con Nc grande, el rango del grupo de gauge.

Las teorías de Yang-Mills (YM) en cuatro dimensiones no tienen parámetros adi-
mensionales, ya que la constante de acoplamiento es dimensionalmente trasmutada en
la escala de energía ΛQCD. Entonces no hay una expansión perturbativa que podamos
hacer para aprender acerca de la física alrededor de la escala ΛQCD. Sin embargo, en
teorías de gauge con grupo de simetría SU(Nc) tenemos un parámetro dado por un
número natural, Nc, y podría esperarse que la teoría pueda simplificarse para gran-
des valores de Nc, y de esta manera tener una expansión perturbativa en términos del
parámetro 1/Nc. Esto fue demostrado por ’t Hooft [13].

Entendamos primero cómo escalea la constante de acoplamiento gYM a medida que
tomamos Nc → ∞ [14]. En teorías con libertad asintótica, como la teoría de YM pura,
es natural escalear gYM tal que ΛQCD se mantenga constante en el límite de Nc grande.
La función beta para una teoría de YM pura SU(Nc) es

β(µ) = µ
dgYM
dµ

= −11
3 Nc

g3
YM

16π2 + O(g5
YM) (2.1)

donde los términos dominantes son del mismo orden para grandes valores de Nc, siempre
que tomemos Nc → ∞ manteniendo fijo el parámetro de ’t Hooft λ ≡ g2

YMNc. Este es
conocido como el límite de ’t Hooft. Si la teoría es conforme (como es el caso de la
teoría N = 4 SYM) no sería obvio que el límite de λ constante sea el único que tenga
sentido, ya que otros límites, como el límite λ >> 1 (límite de Maldacena) también son
posibles.

Consideremos una teoría genérica la cual contiene campos Φa
i , donde a es un índice

en la representación adjunta de SU(Nc) y donde i es un índice que hace referencia
al tipo de campo. Suponiendo que el vértice de tres puntos de todos los campos es
proporcional a gYM, y que la función de cuatro puntos a g2

YM, entonces el lagrangiano
será de la forma:

L ∼ Tr(dΦidΦi) + gYMc
ijkTr(ΦiΦjΦk) + g2

YMd
ijklTr(ΦiΦjΦkΦl) (2.2)

para ciertas constantes cijk, dijkl. Reescaleando los campos como Φ̃i ≡ gYMΦ, el lagran-
giano toma la forma:

L ∼ 1
g2
YM

[Tr(dΦ̃idΦ̃i) + gYMc
ijkTr(Φ̃iΦ̃jΦ̃k) + g2

YMd
ijklTr(Φ̃iΦ̃jΦ̃kΦ̃l)] (2.3)

siendo 1/g2
YM = Nc/λ.

Ahora uno podría analizar qué sucede con las funciones de correlación en el límite
de Nc grande con λ constante. A primera vista, pareciera que nos encontramos en
un límite clásico, donde el coeficiente adelante del lagrangiano diverge; pero ésto no es
verdad, ya que en este límite el número de componentes de los campos también tiende a
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infinito (a = 1, ..., N2
c −1), compensando dicha divergencia. Derivando los diagramas de

Feynman de este lagrangiano obtenemos una notación de doble línea, ya que los campos
Φa están en la representación adjunta de SU(Nc), por lo que están representados como
el producto directo de un campo en la fundamental y anti-fundamental dado por Φj

i .
Para una teoría SU(Nc) se tiene un propagador de la forma [14]

⟨Φi
jΦk

l ⟩ ∼ (δilδ
j
k − 1

Nc

δijδ
k
l ) (2.4)

donde para el límite de Nc muy grande se desprecia el segundo término y tenemos
un par fundamental/anti-fundamental para el propagador de los campos en la repre-
sentación adjunta. Entonces cualquier diagrama de Feynman para estos campos en la
representación adjunta puede ser visto como un sistema de dobles líneas como en la
Figura 2.1. Veamos cuáles serán las potencias de Nc y λ asociadas para algún diagra-
ma de Feynman. Del lagrangiano se puede ver facilmente que cada vértice lleva un
coeficiente proporcional a Nc/λ, mientras que los propagadores son proporcionales a
λ/Nc. Potencias adicionales provienen de la suma sobre los índices en los loops, lo cual
da un factor Nc por cada loop en el diagrama (cada índice tiene Nc posibles valores).
Luego, un diagrama con V vértices, E propagadores y F loops viene con un coeficiente
proporcional a

NV−E+F
c λE−V = Nχ

c λ
E−V (2.5)

donde χ ≡ V − E + F es la característica de Euler de una superficie de Riemann de
dos dimensiones correspondiente al diagrama. Para superfices cerradas orientables, se
obtiene χ = 2−2g donde g es el genus (el número de manijas) de la superficie. Entonces
podemos escribir la expansión perturbativa en diagramas de Feynman en la teoría de
campos como una doble expansión de la forma

∞Ø
g=0

N2−2g
c

∞Ø
i=0

cg,iλ
i =

∞Ø
g=0

N2−2g
c fg(λ) (2.6)

Notemos que en el límite de grandes valores de Nc dominarán las superficies de
máximo χ o mínimo genus, lo cual serán superficies con la topología de una esfera. Estos
diagramas, llamados diagramas planares, darán una constribución del orden de N2

c ,
mientras que el resto de diagramas darán supresiones del orden de 1/N2

c . La expansión
de la forma (2.6) es del mismo tipo que la expansión perturbativa con cuerdas cerradas
orientadas si identificaramos 1/Nc con la constante de acoplamiento de la cuerda. Esta
analogía de (2.6) con una teoría de cuerdas perturbativa es la motivación más fuerte
para pensar que las teorías de campos y las teorías de cuerdas están relacionadas y que
esta relación sería más visible para grandes valores del parámetro de la teoría de gauge,
Nc, donde la teoría de cuerdas dual estaría debilmente acoplada.2

2Hemos derivado el comportamiento de (2.6) solo para diagramas de vacío, pero este comporta-
miento se mantiene para cualquier función de correlación de productos de campos invariantes de gauge
⟨
rn

j=1 Gj⟩ tal que Gi es de la forma 1/NcTr(
r

i Φi).
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Figura 2.1: Diagramas de una teoría de campos con campos en la representación adjunta,
en la representación estándar (a izquierda) y en la representación de doble línea (a
derecha). Las líneas discontinuas son los propagadores de los campos adjuntos, los
círculos pequeños representan los vértices de interacción y las líneas sólidas llevan índices
en la representación fundamental. Figura extraída de [14].

A continuación veremos el desarrollo anterior partiendo desde el punto de vista de
la teoría de cuerdas, en particular cuerdas abiertas. Las cuerdas abiertas tienen sus
extremos en hipersuperficies llamadas Dp-branas (D por las condiciones de Dirichlet
sobre las 10 − p− 1 direcciones perpendiculares a las Dp-branas). Desde esta perspec-
tiva queremos demostrar lo siguiente: hay un límite Nc → ∞ donde la constante de
acoplamiento relevante no es gYM sino la constante de ’t Hooft λ = g2

YMNc, la cual
es finita; todo ello para una teoría de gauge SU(Nc) con grandes valores de Nc y con
una constante de acoplamiento adimensional gYM que controla la fuerza de interacción
entre los bosones de gauge.

Para probar ésto debemos considerar un sistema de Nc Dp-branas coincidentes,
siendo cada Dp-brana identificada con un índice i, j, k, ... = 1, ..., Nc. La fuerza de
interacción entre las cuerdas abiertas está controlada por la constante de acoplamiento
de la cuerda abierta go. En el límite de bajas energías se descubre una teoría de gauge
SU(Nc) y una teoría U(1) que desacopla. Si consideramos que los bosones de gauge se
representan como cuerdas abiertas, entonces la constante de acoplamiento de la teoría
de gauge coincidirá con la constante de acoplamiento de la cuerda abierta, es decir,
gYM ≡ go. Consideremos la propagación de una cuerda abierta cuyos extremos viven
en las branas i y j respectivamente, con i ̸= j. Queremos obtener las dependencias en
gYM y Nc para las distintas amplitudes de esta cuerda propagándose.

Empezando por el caso más sencillo, es decir, la cuerda abierta propagándose libre-
mente formando una hoja de mundo con forma de cinta cuyos bordes están etiquetados
por las Dp-branas i y j, como se muestra en la Figura 2.2. Este diagrama no ten-
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drá ninguna interacción y ninguna dependencia en Nc, por lo que le asociamos una
amplitud:

A0 = c0 , (2.7)

siendo c0 una constante independiente de gYM y de Nc.

Figura 2.2: En (a) una cuerda abierta propagándose describiento una cinta como hoja
de mundo, cuyos extremos se encuentran en las Dp-branas i,j. En (b) se observa el
primer tipo de interacción de una cuerda abierta, donde ésta se separa en otras dos
cuerdas abiertas, para luego volverse a juntar en una sola. Figura extraída de [15].

Lo próximo que la cuerda puede hacer es separarse en otras dos cuerdas abiertas
(split) para luego volverse a juntar en una sola cuerda, dando lugar a dos interacciones,
por lo que este tipo de diagrama da como resultado un factor g2

YM . El borde interno del
diagrama con índice k, indica que la cuerda tuvo el split sobre la Dp-brana k, la cual
puede ser cualquiera de las Nc Dp-branas disponibles, y sabiendo que debemos sumar
sobre todas las posibilidades, este diagrama tendrá también un factor Nc dando lugar
a la siguiente amplitud:

A1 = c1g
2
YMNc (2.8)

Figura 2.3: Dos diagramas con cuatro interacciones. Obtenidos al sumarle una cinta a
los diagramas planares. Figura extraída de [15].
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Podemos notar que surgue un patrón: cada borde de una línea cerrada produce un
factor Nc, representando el extremo de una cuerda abierta el cual puede estar contenido
en cualquiera de las Nc Dp-branas. Si introdujéramos una nueva cinta como se muestra
en la Figura 2.3, tendríamos dos nuevas interacciones al diagrama anterior creando un
nuevo borde, por lo que tendremos otro factor g2

YMNc en la amplitud, dando como
resultado:

A2 = c2(g2
YMNc)2 (2.9)

A medida que incluimos cintas a los diagramas que crean nuevos bordes, obtenemos
amplitudes de la forma:

AM = cM(g2
YMNc)M (2.10)

siendo la amplitud total la suma de todas las contribuciones anteriores:

A =
∞Ø
n=0

An =
∞Ø
n=0

cn(g2
YMNc)n (2.11)

por lo que ahora vemos cómo emergue la constante de acoplamiento de ’t Hooft, definida
como

λ ≡ g2
YMNc (2.12)

por lo que

A =
∞Ø
n=0

cnλ
n = f0(λ) (2.13)

La amplitud completa se obtendría sumando a la amplitud anterior las contribu-
ciones provenientes de agregar cintas al diagrama pero sin crear nuevos bordes. En la
Figura 2.4 se han introducido dos nuevas interacciones pero el número de bordes ha
sido reducido por uno. Lo que antes eran dos bordes internos, ahora se han converti-
do en uno solo, dando por resultado a los llamados diagramas no planares. Entonces
siempre que se agregue una cinta que disminuya el número de bordes, obtendremos
un factor de g2

YM/Nc o equivalentemente, λ/N2
c . Entonces la amplitud total será de la

forma siguiente

A = f0(λ) + f2(λ) · 1
N2
c

+ f4(λ) · 1
N4
c

+ ... (2.14)

siendo ésto una expansión en el parámetro pequeño 1/N2
c para Nc grande y λ fijo,

requiriendo gYM → 0. En este límite solo el primer término contribuye.
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Figura 2.4: Diagrama no planar obtenido al sumar una cinta a los diagramas planares.
Notar que solo hay un borde interno. Figura extraída de [15].

2.2. Teoría N = 4 Super Yang-Mills SU(Nc) en 3 + 1
dimensiones

En esta sección nos proponemos describir la teoría N = 4 SYM en 4 dimensiones
con grupo de gauge no abeliano SU(Nc), siendo Nc el rango del grupo de gauge [16].
El lagrangiano de esta teoría es de la forma [17]:

LN =4 = tr{− 1
2g2

YM
FµνF

µν + ΘI

8π2FµνF̃
µν −

Ø
a

iλ̄aσ̄µDµλa −
Ø
i

DµX
iDµX i

+
Ø
a,b,i

gYMC
ab
i λa[X i, λb] +

Ø
a,b,i

gYMC̄iabλ̄
a[X i, λ̄b] + g2

YM
2

Ø
i,j

[X i, Xj]2}

(2.15)

donde la traza en (2.15) se encuentra en la representación adjunta de SU(Nc). Además,
µ, ν = 0, 1, 2, 3, a = 1, ..., 4, i = 1, ..., 6 y las constantes Cab

i y Ciab están relacionadas con
las matrices de Dirac del álgebra de Clifford de SO(6)R ∼ SU(4)R. Este lagrangiano está
compuesto por los campos del Multiplete de gauge (Aµ, λaα, X i), siendo λaα fermiones
de Weyl izquierdos y los X i son seis escalares reales. Bajo el grupo de simetría SU(4)R,
Aµ es un singlete, λaα está en la representación 4 y los escalares X i forman un tensor
de rango 2 antisimétrico en la representación 6. Las transformaciones de supersimetría
que dejan invariantes al lagrangiano LN =4 son

δX i = [Qa
α, X

i] = Ciabλab

δλb = {Qa
α, λβb} = F+

µν(σµν)αβδab + [X i, Xj]ϵαβ(Cij)ab
δλ̄bβ̇ = {Qa

α, λ̄
b
β̇} = Cab

i σ̄αβ̇DµX
i

δAµ = [Qa
α, Aµ] = (σµ)β̇αλ̄aβ̇ (2.16)

Podemos ver fácilmente que LN =4 es invariante de escala (a nivel clásico). Para
ello basta observar las dimensiones de masa de los campos; siendo de dimensión uno

17



los campos bosónicos (Aµ y X i), de dimensión 3/2 los campos fermiónicos (λa) y de
dimensión nula las constantes (g y ΘI). Luego la invarianza de escala en cuatro dimen-
siones se observa inmediatamente. En TCC, el grupo conforme SO(2, 4)∼ SU(2, 2),
está compuesto por el grupo de Poincaré SO(1, 3) junto con la invarianza de escala. La
combinación de estas simetrías con la supersimetría de Poincaré N = 4, dan lugar al
grupo SU(2, 2|4).

Al ser la teoría N = 4 SYM una teoría de campos conforme, su función beta es
nula, por lo que no existe ninguna escala de renormalización durante el proceso de
renormalización. Es decir, esta teoría no presenta anomalías a nivel cuántico bajo el
grupo de simetría SU(2, 2|4).

De (2.15), es fácil ver que cualquier estado de vacío de la teoría tiene la forma:

[X i, Xj] = 0 (2.17)

Esta ecuación tiene dos soluciones: una fase superconforme con ⟨X i⟩ = 0 para todo
i = 1, ..., 6; o una fase de Coulomb con ⟨X i⟩ ̸= 0 para al menos un i. Para el primer
caso tenemos que los estados y los operadores son invariantes de gauge y la simetría
superconforme SU(2, 2|4) no se rompe. En cambio, para el segundo caso la simetría
superconforme se rompe espontáneamente, ya que los valores de expectación de vacío no
nulos ⟨X i⟩ fijan una escala. En esta tesis siempre estaremos en la fase superconforme
de la teoría SYM.3

Para ver de una forma más explícita cómo el grupo de simetrías continuas globales
de N = 4 está dado por el grupo SU(2, 2|4), juntemos los siguientes ingredientes: la
simetría conforme generada por los generadores de traslaciones P µ, las transformaciones
de Lorentz Lµν , las dilataciones D y por las transformaciones conformes especiales Kµ;
luego otro ingrediente es la simetría R, dada por el grupo SO(6)R ∼ SU(4)R, con los
respectivos generadores TA, A = 1, ..., 15; luego la supersimetría de Poincaré, generada
por las supercargasQa

α y su complejo conjugado Q̄α̇a, con a = 1, ..., 4, α = 1, 2 y α̇ = 1̇, 2̇;
y por último, la supersimetría conforme, generada por las supercargas Sαa y su complejo
conjugado S̄aα̇. Esta última emerge del hecho que los generadores de supersimetría de
Poincaré y los generadores de las tranformaciones conformes especiales Kµ no conmutan
entre ellos. Si ambos son simetrías, su conmutador también lo debe ser, y de aquí surgen
los generadores S.

Ahora uno quisiera construirse operadores locales invariantes de gauge de la teoría.
En el contexto de la dualidad AdS/CFT, estos operadores serán los que irán insertos en
el borde del espacio AdS (en los diagramas de Witten), induciendo ellos fluctuaciones
del bulk de los campos de la teoría de supercuerdas de tipo IIB . Estos operadores serán
polinomios en los campos del Multiplete de gauge, y se construyen a partir de objetos
covariantes de gauge, tales como X i, λa, F±

µν y la derivada covariante Dµ.
3En capítulos posteriores emplearemos un cut-off IR para inducir confinamiento de color en la forma

estándar en el contexto de la dualidad AdS/CFT.
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Debido a que las supercargas conformes S tienen dimensión −1/2, al aplicar sucesi-
vamente este generador a cualquier operador, en algún punto generaríamos operadores
de dimensión negativa, lo cual no es admisible para una representación unitaria. Defi-
nimos un operador primario superconforme O, tal que cumple

[S,O]± = 0 O ≠ 0 (2.18)

Luego decimos que un operador O es descendiente de un operador O′ cuando es de la
forma

O = [Q,O′]± (2.19)

siendo O′ un operador local polinómico e invariante de gauge con ∆O = ∆O′ + 1/2, por
lo que el operador O nunca podrá ser un operador conforme primario (existe al menos
un operador O′ en el mismo multiplete que tiene dimensión más baja que O).

Para determinar la forma de un operador primario superconforme en la teoría N = 4
SYM usamos el hecho de que este tipo de operadores no puede ser el conmutador de
Q con otro operador. Entonces es necesario conocer las transformaciones inducidas por
Q sobre los campos canónicos de la teoría. Esquemáticamente tenemos las siguientes
relaciones:

{Q, λ} = F+ + [X,X]
[Q,X] = λ

{Q, λ̄} = DX

[Q,F ] = Dλ (2.20)

donde fácilmente vemos que un operador primario no puede contener gauginos λ, ni al
campo F±, ni derivadas de X y tampoco a los conmutadores de los X’s. Concluimos
entonces que un operador superconforme primario estará compuesto por los escalares
X’s en una forma simetrizada. Los más sencillos de ellos son los operadores de traza
única:

str
1
X i1X i2 ...X in

2
(2.21)

donde los índices ij, j = 1, ..., n están en la representación fundamental de SO(6)R y
str significa que la traza está simetrizada. Siendo que trX i = 0; los operadores más
simples son de la forma:Ø

i

trX iX i Multiplete de Konishi

trX{iXj} Multiplete de supergravedad (2.22)

para esta tesis siempre nos referiremos a los operadores de la teoría de SYM que pertene-
cen al Multiplete de supergravedad. En particular los operadores que siempre tendremos
en mente en la tesis son los operadores O(8) y O(6) de la página 50 de [16].
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Sabemos que la composición del grupo correspondiente al álgebra superconforme
es: SU(2, 2|4) ∼ SO(1, 3) × SO(1, 1) × SU(4)R, donde cada grupo de este producto
está caracterizado por los números cuánticos (s+, s−), ∆ y [r1, r2, r3] respectivamente.
Donde s± es algún número fraccionario o cero, ∆ es la dimensión conforme, la cual es
un número positivo o cero, y por último [r1, r2, r3] son los números de Dynkin para la
representación de SU(4)R.

Asimismo puede definirse el twist τi de un operador Oi como:

τi = ∆i − si (2.23)

donde ∆i y si son la dimensión conforme y el espín respectivamente de Oi. Esta defini-
ción será importante a lo largo de la presente tesis.

2.3. Correspondencia AdS/CFT

2.3.1. La geometría AdS y la correspondencia entre
estados/operadores

Antes de describir la conjetura de Maldacena, debemos clarificar la estructura del
espacio-tiempo de Anti de-Sitter (AdS). En una signatura Lorentziana el espacio AdSd+1
puede ser definido en Rd+1 con coordenadas (X−1, X0, X1, ..., Xd) como un hiperboloide
d+1 dimensional con isometría SO(d, 2) dado por

−X2
−1 −X2

0 +X2
1 + ...+X2

d = −R (2.24)

es decir, embebimos el espacio AdSd+1 en un espacio plano Rd+2 introduciendo una
dimensión extra, X−1. Este tipo de espacio-tiempo es una solución a las ecuaciones
de Einstein con constante cosmológica negativa. En particular para el espacio AdS5,
podemos definir una coordenada r ∈ [0,∞), la cual no cubre la totalidad del espacio,
sino solamente una región llamada parche de Poincaré. Este espacio está caracterizado
por el hecho de que cualquier punto de su borde se encuentra a una distancia infinita
de cualquier punto de su interior, pero aún así las geodésicas nulas pueden conectar
estos dos puntos a un tiempo finito. Como veremos, en las coordenadas de Poincaré la
métrica toma la forma:

ds2 = R2

z2 (ηµνdxµdxν + dz2) (2.25)

con z ≡ R2/r. Con estas coordenadas el borde del espacio AdS5 estará en z = 0 y su
origen en z → ∞. Notamos que el elemento de longitud (2.25) diverge en z = 0, ya
que el factor de escala crece rápidamente en ese valor de z. Este factor de escala debe
ser removido mediante un reescaleo de Weyl de la métrica, pero tal reescaleo no es
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único. Un único borde de AdS5 bien definido puede existir solo si la teoría del borde es
invariante de escala. Para valores finitos de z > 0, la geometría mantendrá la invarianza
de Poincaré en cuatro dimensiones y no necesita ser invariante de escala.

La teoría N = 4 SYM es invariante de escala y entonces puede estar consistente-
mente en el borde del espacio AdS5. Los observables dinámicos de N = 4 SYM son
operadores locales invariantes de gauge como los descriptos al final de la sección 2.2,
los cuales viven en el borde del espacio AdS5 y están caracterizados por su dimensión
conforme ∆, por el grupo de Lorentz SO(1, 3), y por los números cuánticos del grupo
SU(4)R.

Desde el lado del AdS (bulk) se procede a descomponer los campos en torres de
Kaluza-Klein sobre la S5, tal que todos los campos ϕ∆(z, xµ) están efectivamente sobre
el AdS5 y están etiquetados por su dimensión ∆. Lejos de la región de interacción del
bulk, se asume que los campos en el AdS5 son asintóticamente libres. Los campos libres
cumplen la ecuación (□ + m2

∆)ϕ0
∆ = 0 con m2

∆ = ∆(∆ − 4) para escalares. Las dos
soluciones independientes se caracterizan por el siguiente comportamiento asintótico
para cuando z → 0,

ϕ0
1,∆(z, xµ) ∼ z∆ y ϕ0

2,∆(z, xµ) ∼ z4−∆ (2.26)

siendo ϕ0
1,∆(z) y ϕ0

2,∆(z) las soluciones normalizables y no normalizables respectiva-
mente. Los modos normalizables determinan los valores de expectación de vacío de
los operadores con la dimensión y números cuánticos asociados. Por otro lado, las so-
luciones no normalizables no corresponden a excitaciones del bulk porque no son de
cuadrado integrable. Estas soluciones no normalizables definen campos de borde ϕ̄∆ de
la siguiente manera:

ϕ̄∆(xµ) = ĺım
z→0

ϕ∆(z, xµ)z4−∆ (2.27)

donde ϕ∆(z, xµ) se encuentra en el bulk y está multiplicado por z4−∆ para extraer los
modos no normalizables. Dado un campo de borde ϕ̄∆(xµ), se asume que existe una
solución completa y única en la teoría de cuerdas, la cual la denotamos como ϕ∆.

El mapeo entre los correladores de la teoría de SYM y la dinámica de la teoría
de cuerdas se explica mediante el ansatz GKPW (por Gubser, Klebanov, Polyakov y
Witten) [18, 19]. Dada una funcional generatriz ΓCFT[ϕ̄∆] para todos los correladores
de operadores de traza única O∆ de la teoría de SYM, los cuales tienen como fuente
los campos de borde ϕ̄∆, se tiene el siguiente ansatz:

exp{ΓCFT[ϕ̄∆]} ≡ ⟨exp{
Ú
∂AdS5

ϕ̄∆O∆}⟩ (2.28)

Se espera que esta expresión se mantenga a todo orden en la expansión perturba-
tiva en el número de campos ϕ̄∆. Desde el punto de vista del bulk, tenemos la acción
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SAdS5
IIB [ϕ∆] que resume la dinámica de la teoría de cuerdas de tipo IIB en el espacio

AdS5, es decir, SAdS5
IIB [ϕ∆] es la acción de supergravedad de tipo IIB en ese fondo curvo.

Si quisiéramos una aproximación más allá de supergravedad, debemos tener en cuenta
las correcciones en α′ debidas a los efectos de las cuerdas masivas. El ansatz implica
que:

ΓCFT[ϕ̄∆] = SAdS5
IIB [ϕ̄∆] (2.29)

Es decir, la propuesta de GKPW es la identificación de la funcional generatriz de la
teoría SYM con la acción gravitatoria evaluada en la solución ϕ∆.

2.3.2. La dualidad AdS/CFT desde dos perspectivas: cuerdas
abiertas y cuerdas cerradas

Ahora sí nos dedicamos a describir la principal herramienta para llevar a cabo nues-
tros cálculos, la correspondencia AdS/CFT o también conocida como Conjetura de
Maldacena [20]. Esta conjetura establece un diccionario entre dos teorías en principio
muy distintas, por un lado una teoría de gauge y por el otro una teoría gravitatoria; por
lo que también a esta conjetura es parte de las llamadas dualidades gauge/gravedad.
Estas dualidades hacen uso del principio holográfico, por lo que también se las conoce
como holograf ía. Este principio holográfico establece que toda la información de una
teoría cuántica de la gravedad contenida en un volumen dado (llamado bulk) puede ser
codificada por una teoría efectiva que vive en el borde de este volumen. Es decir, la
teoría del borde con sus grados de libertad de borde puede codificar toda la información
de la teoría con los grados de libertad en el bulk y viceversa.

La teoría de cuerdas brinda sus características para que el principio holográfico
pueda ser realizado. La teoría de cuerdas en sí misma cuenta con bastantes ejemplos
de dualidades, es decir, cuando una teoría física tiene formulaciones distintas pero
equivalentes y por lo tanto se dicen que son duales entre sí. Dos formulaciones distintas
de una misma teoría se dicen que son equivalentes si existe un mapeo uno a uno entre los
estados de cada formulación, correspondiendo todos a la misma dinámica. El concepto
de dualidad es útil cuando se quieren calcular determinados observables difíciles de
obtener en una de las formulaciones pero fáciles de obtener en la otra. Un ejemplo de
ello es el mapeo entre dos formulaciones equivalentes las cuales cada una se encuentra
en un régimen distinto de la constante de acoplamiento. La dualidad gauge/gravedad
en cierto límite mapea una teoría de gauge fuertemente acoplada, la cual es difícil de
manejar, en una teoría de gravedad débilmente acoplada donde los cálculos son más
directos.

De las dualidades gauge/gravedad la más entendida hasta el momento es la corres-
pondencia AdS/CFT, propuesta por Maldacena en 1997. La abreviatura "AdS" es por
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el espacio Anti-de Sitter (Anti-de Sitter space) y "CFT" por teoría de campos con-
forme (conformal field theory). En la correspondencia AdS/CFT tanto la teoría de
campos como la teoría de gravedad contienen supersimetría y simetría conforme. Las
simetrías presentes en la TCC se traducen en la teoría gravitatoria como isometrías del
bulk. La teoría cuántica de campos superconforme N = 4 Super Yang-Mills (SYM) en
4 dimensiones es el ejemplo más claro y trabajado en la correspondencia AdS/CFT.
Este desarrollo es muy útil para poder abordar procesos que se encuentran fuertemente
acoplados, por lo que no se los puede analizar con teoría de perturbaciones. Muchos
fenómenos en acoplamiento fuerte han sido abordados mediante la dualidad AdS/CFT,
como por ejemplo teorías relacionadas a QCD o para teorías de gauge SYM confinadas
en el IR (como es el caso de esta tesis). Cabe señalar que mediante esta corresponden-
cia se ha podido estudiar aplicaciones a la física del plasma de quarks y gluones, un
estado de la materia fuertemente acoplado que se encuentra temperaturas por arriba
de la temperatura de desconfinamiento de QCD [21]. Resultados que entran con un
muy buen acuerdo con el experimento, como lo es el cociente entre la viscocidad y la
entropía, η/s para este tipo de sistemas de plasma fuertemente acoplados [21]. Tam-
bién se ha logrado ajustar una gran cantidad de datos con muy pocos parámetros para
procesos de DIS (Deep Inelastic Scattering), por ejemplo usando el pomerón BPST
[22] fue posible ajustar 280 datos con solo 4 párametros libres con un χ2

d.o.f = 1.086
para un parámetro de Bjorken xB ≲ 0.01 y con un impuso al cuadrado del fotón virtual
en el rango 0.1GeV2 ≲ Q2 ≲ 400GeV2 para la función de estructura simétrica F2 del
protón, el cuál es dispersado por un electrón [23]. También mediante el pomerón A4
[24, 23] ajustar 55 datos con 1 parámetro libre con un χ2

d.o.f = 1, 14 [23] con xB ≲ 0.01
y 0.062GeV2 ≲ Q2 ≲ 2.14GeV2 para la función g1 relacionada con la estructura de
espín del protón. Todas estas aplicaciones exitosas de la correspondencia AdS/CFT son
ejemplos de universalidad, es decir, ciertos detalles de los grados de libertad microscó-
picos en la teoría de gauge son irrelevantes para describir la dinámica. Se puede pensar
entonces que la universalidad de la teoría de gauge es heredada de la teoría dual, la
teoría gravitatoria (por ejemplo una teoría de cuerdas).

Veamos qué nos dice la correspondencia AdS/CFT en su versión más general posible.
La teoría N = 4 Super Yang-Mills (SYM) con grupo de gauge SU(Nc) y constante de
acoplamiento de Yang-Mills gYM en 4d es equivalente a una teoría de supercuerdas del
tipo IIB con una longitud de la cuerda ls =

√
α′ y constante de acoplamiento gs sobre

un fondo AdS5 ×S5 con un radio de curvatura R y Nc unidades de flujo de una 5-forma
F5 sobre la S5.

El diccionario que proporciona la dualidad AdS/CFT entre los parámetros libres
(gYM y Nc en la TCC) de cada una de las teorías es el siguiente:

g2
YM = 4πgs, g2

YMNc = R4/α′2 (2.30)
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Notar que en la segunda ecuación está presente la constante de ’t Hooft λ = g2
YMNc.

Esta conjetura de Maldacena nos dice que ambas teorías son equivalentes y por lo tanto
describen la misma física desde dos perspectivas muy distintas. En principio podríamos
mapear una teoría de gravedad cuántica (teoría de cuerdas de tipo IIB) en una teoría
de campos sin ningún grado de libertad gravitatorio. Como señalamos anteriormente,
esta dualidad es una realización del principio holográfico donde la información de una
teoría en 5 dimensiones obtenida luego de una reducción de Kaluza-Klein de la teoría
de cuerdas de tipo IIB sobre la S5 se mapea a una teoría en 4 dimensiones que vive en
el borde del AdS5.

Es conveniente tomar ciertos límites en los parámetros de la correspondencia AdS/CFT
para poder calcular observables de forma más concreta, y de esta forma quizás poder
describir una teoría fuertemente acoplada desde una teoría débilmente acoplada. Sien-
do que la teoría de cuerdas es mejor entendida mediante su expansión perturbativa,
tomamos gs << 1, manteniedo R/

√
α′ constante, por lo que del lado del ’AdS’ tenemos

una teoría clásica de cuerdas a orden dominante en gs en el sentido que solo nos que-
damos con los diagramas a nivel árbol. Del lado de ’CFT’ implicaría tomar gYM ≪ 1
con g2

YMNc fijo por lo que debemos considerar Nc → ∞. Recordando lo explicado en
la sección anterior, estamos en el límite de ’t Hooft (λ fijo) el cual implica el límite
planar en la teoría de gauge. Podemos concluir que la correspondencia AdS/CFT es
una realización de la idea de ’t Hooft, donde una TCC en el límite planar es una teoría
de cuerdas. Correcciones 1/Nc en la teoría de gauge corresponderá a una expansión en
genus en la teoría de cuerdas ya que gs ∼ 1/Nc para λ fijo.

Si estamos interesados en trabajar y analizar observables en una teoría de gauge en
su régimen fuertemente acoplada, deberíamos considerar en la dualidad AdS/CFT el
límite λ >> 1 implicando que R/

√
α′ >> 1, es decir, el radio de curvatura del espacio

AdS es mucho mayor a la longitud de la cuerda (como se muestra en la Figura 2.5), por
lo que en el bulk se propagan objetos puntuales, sin dimensiones. Éste es el límite de
Maldacena, donde la dinámica en el bulk se describe por la teoría de supergravedad de
tipo IIB en AdS5 × S5 en lugar de la teoría de spuercuerdas de tipo IIB con el mismo
fondo.

Figura 2.5: Comparación entre la longitud de la cuerda
√
α′ con el radio de curvatura

R del AdS en el límite R/
√
α′ >> 1, por lo que podemos considerar a la cuerda cerrada

que se propaga en el bulk como puntual.
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Repasando, en este límite de Maldacena nos encontramos con una dualidad fuer-
te/débil (strong/weak duality) donde la teoría N = 4 SYM se encuentra fuertemente
acoplada y es dual a la teoría de SUGRA IIB en un fondo curvo AdS5 × S5. Veamos
los rangos paramétricos en los que se puede encontrar la teoría de SYM y qué teoría en
el bulk emerge en consecuencia (y viceversa):

N = 4 SYM para cualquier Nc y λ ⇆ Teoría de Cuerdas Cuántica IIB en
AdS5 × S5 para todo orden de expansión en gs.

N = 4 SYM para Nc → ∞ y λ fijo ⇆ Teoría de Cuerdas Clásica IIB en
AdS5 × S5 con gs → 0.

N = 4 SYM para Nc → ∞ y λ >> 1 ⇆ SUGRA IIB en AdS5 ×S5 con gs → 0
y R/

√
α′ >> 1 .

A continuación realizaremos una deducción de la dualidad AdS/CFT desde la pers-
pectiva de la teoría de supercuerdas. Sabemos que esta teoría contiene tanto cuerdas
cerradas como también cuerdas abiertas ya que la teoría contiene objetos solitónicos no
perturbativos llamados Dp-branas. Estos objetos pueden ser analizados desde dos pers-
pectivas, cuerdas cerradas o cuerdas abiertas. Por este motivo, a la dualidad AdS/CFT
también se la conoce como dualidad entre cuerdas abiertas/cerradas.

Consideremos un conjunto de Nc D3-branas como en la Figura 2.6 que se extienden
a lo largo de las direcciones espacio-temporales x0,x1,x2,x3 (direcciones sujetas a con-
diciones de Neumann) y son tranversas a las direcciones x4, ..., x9 (direcciones sujetas a
condiciones de Dirichlet). Sin pérdida de generalidad podemos ubicar estas D3-branas
en x4, ..., x9 = 0.

Figura 2.6: Nc D3-branas embebidas en un espacio-tiempo de Minkowski de 10 dimen-
siones. Las cuerdas abiertas tendrán sus extremos sobre las D3-branas, mientras que
las cuerdas cerradas se propagarán libres en el bulk.
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Estudiemos por separado cada una de las perspectivas, para que al combinarlas al
final de la sección, notemos como surgue la dualidad AdS/CFT.

2.3.3. Perspectiva 1: cuerdas abiertas
Como punto de partida tenemos una teoría de supercuerdas de tipo IIB sobre el es-

pacio plano M10, por lo que tenemos cuerdas cerradas propagándose libremente en este
espacio. Luego insertamos un conjunto de Nc D3-branas coincidentes. Consideremos
a las cuerdas abiertas como objetos perturbativos con sus extremos sobre estas D3-
branas. Tomando el límite de bajas energías, es decir, energías del orden E << α′−1/2

sobre la D3-brana (por lo que no consideramos cuerdas masivas) tenemos entonces sobre
el volumen de mundo de la Dp-brana una teoría de gauge supersimétrica. El campo de
gauge Aµ corresponde a fluctuaciones de las cuerdas abiertas que son paralelas a la D3-
brana, mientras que las fluctuaciones perpendiculares a la D3-brana corresponderán a
campos escalares desde el punto de vista del volumen de mundo de la D3-brana. Como
mostramos en Figura 2.6, estamos considerando un sistema de Nc D3-branas coinciden-
tes, por lo que tendremos un grupo de gauge U(Nc) y una constante de acoplamiento
efectiva gsNc.

Escribamos la acción efectiva para nuestro sistema de D3-branas y cuerdas cerradas:

Seff = S10d
SUGRA IIB +

1
α′3S(1) + α′5S(2) + ...

2
+ Seff

NcD3−branas + Seff
int (2.31)

donde Seff
int describe la interacción entre las cuerdas abiertas y cerradas. Estamos en

el límite de bajas energías, α′ → 0, por lo que ya no contamos con cuerdas, sino con
modos puntuales que se propagan por el bulk e interaccionan con 3-branas (sin el
D de Dirichlet ya que no tenemos cuerdas) los cuales son objetos de supergravedad.
Los segundos términos de nuestra acción efectiva corresponden a correcciones en α′

provenientes de la teoría de supercuerdas, los cuales no consideraremos en este límite
de bajas energías. Analicemos ahora las acciones Seff

N D3-branas y Seff
int las cuales pueden

ser derivadas de la acción de Dirac Born-Infield que describe una D3-brana:

SDBI = −T3

Ú
d4ζ

ñ
−det(P [g] + e

√
α′Φ2πα′F ) (2.32)

siendo T3 la tensión del volumen de mundo de la D3-brana, ζ las coordenadas de
la misma, P el pullback sobre la métrica del M10 y Φ el dilatón (cuerda cerrada).
Expandiendo en potencias de α′:

SDBI ∼ −T3
(2πα′)2

4
√

−gTr(F 2) − T3(2πα′)4√−gTr(F 4) − ... (2.33)

como T3 = 1
(2π)3gsα′2 , el primer término de la expansión domina en el límite α′ → 0. Se

puede probar que este término es similar a la acción de la teoría N = 4 SYM mediante
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la identificación 4 gs ≡ g2
YM/4π. Notemos que al expandir e

√
α′Φ en (2.32) tendremos

potencias positivas en α′ por lo que las interacciones entre cuerdas cerradas y abiertas
en el límite de bajas energías desaparece. Concluimos que nuestro sistema en el límite
de bajas energías, α′ → 0, en esta perspectiva 1 de cuerdas abiertas, tiene como acción
efectiva:

Seff = S10d
SUGRA IIB + S4d

N =4 SYM (2.34)

Es decir, en el límite de bajas energías las cuerdas abiertas y cerradas desacoplan. Para
este límite, la dinámica de las cuerdas abiertas proporcionan la teoría N = 4 SYM,
mientras que las cuerdas cerradas están descriptas efectivamente por la supergravedad
en 9 + 1 dimensiones planas espacio-temporales.

Supongamos que en este análisis hubieramos comenzado con un sistema de Nc + 1
D3-branas en un espacio-tiempo de 9+1 dimensiones planas y procedemos a alejar una
de las D3-branas de las otras Nc D3-branas coincidentes en la dirección x9. Entonces
las Nc D3-branas se encuentran todas juntas en la posición x9 = 0 y la otra brana en
la posición x9 = r. Luego los modos no masivos estarán descriptos por una teoría de
gauge U(Nc)×U(1). Este sistema puede ser visto como si estuviera en una fase de Higgs
caracterizada por ⟨ϕ9⟩ = r/(2πα′). En el límite de desacoplamiento α′ → 0 debemos
mantener todas las cantidades de la teoría de gauge fijas, en particular ⟨ϕ9⟩. Entonces
el límite de desacoplamiento correcto en el límite de Maldacena será tomando:

α′ → 0, r → 0, u = r

α′ (2.35)

con u fijo.
A continuación analizaremos una forma complementaria de ver este sistema pero

desde el punto de vista de solamente cuerdas cerradas.

2.3.4. Perspectiva 2: cuerdas cerradas
Consideremos la teoría de supergravedad de tipo IIB, la cual solamente contiene

cuerdas cerradas de masa nula propagándose libremente en un espacio plano de 9 + 1
dimensiones. Una 3-brana es una solución BPS de esta supergravedad que preserva
16 supercargas de Poincaré Qα de las 32 presentes en este fondo. Una 3-brana en
10 dimensiones tiene la simetría R3,1 × SO(3, 1) × SO(6). Un ansatz que resuelve las
ecuaciones de movimiento de supergravedad IIB es el siguiente

ds2 = f(r)−1/2ηµνdx
µdxν + f(r)1/2(dr2 + r2dΩ2

5), (2.36)
eΦ = gs,

C4 = (1 + f(r)−1)dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3...,

4Esta identificación entre las constantes de acoplamiento de la teoría de YM y la teoría de cuerdas
es parte de la conjetura AdS/CFT.
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donde µ = 0, 1, 2, 3 y r2 = q9
i=4 x

2
i . Los ... en la definicion de C4 es por los términos que

aseguran la autodualidad de la 5-forma F5 = dC4. Reemplazando el ansatz (2.36) en
las ecuaciones de movimiento de SUGRA IIB tenemos que f(r) debe ser una función
armónica, por lo que

f(r) = 1 + R4

r4 (2.37)

donde R es una constante que no puede ser determinanda usando supergravedad. Desde
la teoría de cuerdas sabemos que el flujo de la 5-forma F5 a través de la S5 debe estar
cuantizado, siendo que este flujo cuenta el número de D3-branas coincidentes, es decir:

Q =
Ú
S5
F5∗ (2.38)

siendo ∗ el dual de Hodge. Resolviendo el lado derecho de (2.38) y tomando Q = Nc

llegamos a

R4 = 4πgsNcα
′2 (2.39)

Analizando la función armónica f(r) podemos notar que el fondo se divide en dos regio-
nes. Para valores r >> R la métrica (2.36) se reduce al espacio-tiempo de Minkowski en
10 dimensiones. En valores r << R nos encontramos en el llamado horizonte cercano
por el cual f(r) ∼ R4/r4. Entonces nuestra métrica se convierte en

ds2 = r2

R2ηµνdx
µdxν + R2

r2 dr
2 +R2dΩ2

5 (2.40)

haciendo el cambio de variable z = R2

r
,

ds2 = R2

z2 (ηµνdxµdxν + dz2) +R2dΩ2
5 (2.41)

obteniendo así el elemento de longitud del espacio AdS5 ×S5. Entonces tenemos cuerdas
cerradas propagándose en un espacio plano 9 + 1 dimensional, luego cuerdas cerradas
que se propagan en el fondo AdS5 ×S5 y también cuerdas excitadas que se propagan en
la garganta, espacio intermedio entre r << R y r >> R. En el límite de bajas energías,
α′ → 0, las cuerdas cerradas que se propagan en la garganta desacoplan de la dinámica
total del sistema. Consideremos una cuerda en una posición r con una energía

√
α′Er

en unidades de longitud de la cuerda. En principio una cuerda en una posición r de la
garganta puede tener una energía muy grande con

√
α′Er >> 1. Si bien estamos en

el límite de bajas energías, estos estados de altas energías no se desprecian ya que la
energía E∞ medida por un observador en el infinito está dada por

E∞ =
√

−g00Er = f(r)−1/4Er (2.42)
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Siendo que estamos considerando una cuerda cerrada en una región cada vez más cer-
cana a r << R tenemos que f(r) ∼ R4/r4. Notemos que aunque la energía Er puede
ser suficientemente grande, E∞ es muy pequeño ya que:

√
α′E∞ = r

R

√
α′Er → 0 (2.43)

con r << R y
√
α′Er fijo. Siendo que la sección eficaz de absorción de una cuerda cerrada

que interacciona con una 3-brana es proporcional a E3
∞, tenemos que para un observador

en el infinito dicha sección eficaz se anula. Si consideramos ahora modos excitados en
la garganta que se propagan en el sentido de r >> R notamos rápidamente que dichos
modos deberán superar un potencial gravitacional con una profundidad infinita, por lo
que les costaría una energía infinita para llegar a la región del Minkowski 10 dimensional.
Concluimos que los modos en la garganta desacoplan de la dinámica de bajas energías,
quedando todos ellos confinados en la región descripta por f(r) = 1+ R4

r4 . Luego nuestra
acción efectiva para este sistema es

Seff = S10d
SUGRA IIB + SAdS5×S5

SUGRA IIB (2.44)

Comparando (2.34) con (2.44) podemos concluir que

S4d
N =4 SYM = SAdS5×S5

SUGRA IIB (2.45)

Llegando de esta manera a la forma débil de la conjetura de Maldacena, por la cual la
teoría N = 4 SYM en cuatro dimensiones es equivalente a la teoría de Supergravedad
de tipo IIB sobre AdS5 × S5 con grados de libertad muy distintos entre sí en cada
teoría. Relajando la condición de bajas energías, la conjetura nos dice que la teoría
N = 4 SYM en cuatro dimensiones es equivalente a la teoría de Supercuerdas de tipo
IIB sobre AdS5 × S5.

Se pueden hacer algunos chequeos de la conjetura mediante el análisis de las sime-
trías. Esperamos que si ambas teorías son equivalentes entonces deben tener las mismas
simetrías. Recordamos que la teoría N = 4 SYM es una teoría conforme, por lo que su
funcion beta es nula. El grupo conforme en cuatro dimensiones es SO(4, 2). La teoría
preserva N = 4 supersimetrías por lo que hay 16 supercargas de Poincaré agrupadas en
cuatro espinores Qa

α, con α = 1, ..., 4 y a = 1, ..., 4. Además la teoría es conforme, por
lo que tenemos otras 16 supercargas superconformes Saα. Todas estas simetrías forman
el supergrupo PSU(2, 2|4) por el cual la teoría N = 4 SYM es invariante. El subgrupo
bosonico de PSU(2, 2|4) es SU(2, 2) ∼ S0(4, 2) y SU(4) ∼ SO(6). La parte fermiónica
de PSU(2, 2|4) será generada por las supercargas Qa

α y Saα.
Ahora veamos cómo se traducen las simetrías presentes en la teoría de gauge para la

teoría de cuerdas en el fondo AdS5 × S5. A nivel geométrico, la teoría deberá ser inva-
riante bajo los grupos de isometrías del AdS5 y de la S5, los cuales son SO(4, 2) y SO(6)
respectivamente. Esto coincide con los subgrupos bosónicos del grupo PSU(2, 2|4). En
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10 dimensiones las condiciones de Majorana y las condiciones de Weyl son compatibles,
por lo que un espinor en estas dimensiones tendrá 2D/2 = 25 = 32 componentes reales,
pero las condición de Weyl las reduce a 16 componentes, quedando entonces un espi-
nor de Majorana-Weyl. Como estamos en una teoria de cuerdas de tipo IIB tenemos
dos supersimetrías, por lo que los grados de libertad fermiónicos se duplican, quedando
2 × 16 = 32 supercargas. Las D3-branas son objetos 1/2-BPS, por lo que una sola D3-
brana en un espacio M10 preserva la mitad de supersimetrías, quedando como resultado
16 supercargas. La dualidad AdS/CFT cuenta con un sistema de Nc D3-branas y ésto
provoca que se vuelva a duplicar el número de supercargas, quedando como resultado
neto 32 supercargas. Entonces estas 32 supercargas del lado de la teoría de cuerdas son
duales a las 32 supercargas dadas por los generadores Qa

α y Saα en la teoría N = 4 SYM.
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Capítulo 3

Procesos exclusivos en la física de
altas energías

Veamos algunos aspectos importantes respecto a las leyes de escaleo para procesos de
altas energías. Se entiende por procesos exclusivos a las dispersiones entre partículas
en las cuales tanto los estados iniciales y finales son medidos, por ejemplo, por un
calorímetro. Esto está en claro contraste con los llamados procesos inclusivos, en los
cuales solo se miden algunas de las partículas finales.

En los 70’s se sabía que las interacciones fuertes que resultaban de los procesos con
grandes impulsos tranversales transferidos entre las partículas, podían otorgar nuevos
conocimientos acerca de la estructura interna de los hadrones. En [25] se derivan leyes de
escaleo por simple conteo dimensional aplicado a estados ligados de partículas puntuales
para procesos de dispersión electromagnéticos y hadrónicos para ángulo fijo (θ) de centro
de masa. Se obtienen algunas leyes de escaleo para las secciones eficaces diferenciales
de varios procesos de dispersión, asumiendo siempre que los constituyenes son quarks.
Esta es la llamada aproximación de Born, con sus respectivos diagramas de Born.
Algunas de las predicciones de [25] para s → ∞ y t/s fijo son: (dσ/dt)πp→πp ∼ s−8,
(dσ/dt)pp→pp ∼ s−10, (dσ/dt)γp→πp ∼ s−7 y (dσ/dt)γp→γp ∼ s−6.

Luego en [27] se obtuvo que bajo ciertas restricciones cinemáticas, a saber:

s ≳ 15(GeV)2 |t| ≳ 2, 5(GeV)2 (3.1)

los datos experimentales parecen estar de acuerdo con la expresión [25, 26, 27]:

dσ/dt = s−n+2f(θ) (3.2)

donde n representa el número total de leptones, fotones y quarks, tanto de los estados
iniciales como de los finales.

En [27] se grafica log(dσ/dt) vs log(s) para el proceso exclusivo protón+protón→
protón+protón (pp → pp), para varios valores de ángulo fijo de dispersión θ, con datos
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de [29, 30, 31, 32, 33], obteniendo un valor para la potencia en (3.2) de n− 2 ≈ 9, 7 con
un error de ±0, 5.

Figura 3.1: Plot de datos para log(dσ/dt) vs log(s) para varios ángulos de dispersión.
Figura extraída de [27].

También en [27] obtienen un gráfico de log(f(θ)) vs log(sin θ), por lo que llegan a
la siguiente conclusión para la sección eficaz diferencial,

dσ/dt ∼ s−9,7 · (sin θ)−14 (3.3)

Se hace hincapié en [27] que la condición |t| ≳ 2, 5(GeV)2 es vital, ya que para valores
menores, la ecuación (3.2) no vale. Aún más, los valores de |t| cercanos a 2,5(GeV)2

definen la región de transición donde la ecuación (3.2) vale, y la región de valores más
chicos de |t| donde se espera un comportamiento de Regge de la forma:

dσ/dt = β(t)s2α(t)−2 (3.4)

Como se explica en [25], podemos considerar que un hadrón es un estado ligado de nH
constituyentes, llevando cada uno de ellos una fracción del momento total del hadrón.
Entonces, podemos pensar que la amplitud del sistema hadrónico, A, es igual a la am-
plitud de la dispersión de sus constituyentes (quarks), An (también llamada amplitud
de Born), y luego integrado sobre los posibles valores de los momentos de estos cons-
tituyentes, con la condición de que la suma total de los impulsos de cada uno de ellos
sea igual al momento del hadrón. Al ser integrados estos impulsos, no se podrá intro-
ducir ninguna otra dependencia en s adicional. Luego, la amplitud A tiene el mismo
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comportamiento asintótico que An, la amplitud de quarks libres en la aproximación de
Born.

En [25] obtienen por análisis dimensional que la amplitud de n campos debe compor-
tarse como [An] ∼ (longitud)ni+nf −4, con la usual normalización ⟨p|p′⟩ = 2Eδ3(p⃗− p⃗′).
Si todos los invariantes son grandes comparados a las masas y son proporcionales a s,
se tiene:

Ani→nf
∼ s−(ni+nf )/2+2 (3.5)

siendo ni y nf el número total de partones iniciales y finales respectivamente.
Las claves del análisis dimensional para las leyes de escaleo son: (a) el reemplazo

efectivo de un hadrón por sus constituyentes, donde cada uno lleva una fracción del
momento del hadrón, y (b) la ausencia de cualquier escala de masa en la amplitud
An. En [26] se argumenta que este comportamiento de escaleo puede surgir de teorías
renormalizables, siendo que estas teorías solamente introducen una escala de masa en
los estados externos y en los propagadores, a diferencia de las teorías no renormalizables,
las cuales contienen una escala en la constante de acoplamiento, alterando al escaleo
en s. En [26] se analizan los estados ligados mediante el formalismo de Bethe-Salpeter,
el cual permite separar el comportamiento de diagramas individuales que surgen de la
resumación infinita de diagramas para formar estos estados ligados. Por definición la
amplitud hadrónica está dada por la convolución de funciones hadrónicas ψBS sobre
una amplitud de n partículas An, integrada sobre los impulsos kµi [25],

A =
Ú
ψ†
BSψ

†
BSAnψBSψBS

Ù
i

d4ki (3.6)

siendo An la amplitud que surge de las correcciones en loops a los diagramas irreducibles
de Born (en el modelo de quarks) de n partículas, como se muestra en la Figura 3.2(a).
En estos diagramas irreducibles se permite la interacción entre quarks de distintos
hadrones.

Figura 3.2: En (a) diagrama irreducible que representa el tipo de correcciones a orden
loop para la amplitud de Born An. Este diagrama permite interacciones entre quarks de
diferentes hadrones, siendo no PR (particle reducible en inglés) en las patas del mesón
(o barión). En (b) tenemos un diagrama reducible, el cual permite órdenes más altos
en las interacciones entre quarks del mismo hadrón. Figura extraída de [25].
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Estas teorías renormalizables tendrán estas leyes de escaleo de (3.5) para altas ener-
gías (s, |t| → ∞) siempre que cumplan las siguientes condiciones dinámicas:

Los mesones y bariones se pueden interpretar como estados ligados de Bethe-
Salpeter de dos y tres quarks respectivamente, tal que sus funciones de onda son
finitas para quarks con una separación nula y tiendan a cero para una separación
infinita entre ellos. Para mesones:Ú

d4kψM(k) = ψM(x = 0) < ∞ (3.7)

Las interacciones entre los constituyentes son asintóticamente invariantes de es-
cala.

Las interacciones múltiples (2 ≤ L) entre constituyentes de diferentes hadrones
se pueden despreciar, siendo L el número de pares interactuantes entre estos
hadrones.

Figura 3.3: Representación esquemática de una amplitud de dispersión mesón-mesón
en términos de las funciones de onda Bethe-Salpeter ψ y de la amplitud irreducible An.

La primera condición es necesaria para limitar las correcciones debidas a los vínculos
entre los constituyentes. Es decir, que el cálculo de An involucra la dispersión obtenida
por reemplazar cada hadrón por una colección de quarks de espín apropiado, cada
cual llevando una fracción del momento del hadrón, siendo el momento de cada quark
pi = xipH con xi = mi/mH . Esta condición implica que no hay campos elementales con
los mismos números cuánticos del hadrón. También se asegura la convergencia de (3.6),
y que el escaleo para ángulo fijo de A esté dado por el escaleo de An, multiplicado por
ciertos coeficientes finitos de orden ψ(x = 0).

Por otro lado, las otras dos suposiciones son necesarias para asegurar el escaleo An ∼
s2−n/2, ya que no tendríamos este comportamiento si consideráramos contribuciones a
An de diagramas desconectados como se muestra en la Figura 3.4.
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Figura 3.4: Diagrama desconectado para la dispersión pp → pp para ángulo grande. Con
p simbolizamos el momento de un protón y con q el del otro protón, con las respectivas
fracciones de impulso x1,2 e y1,2.

En un trabajo de Landshoff [28] se ha hecho la observación de que An ̸= s2−n/2

siempre que se tenga que cada constituyente de un hadrón es dispersado elásticamente
e independientemente y con un ángulo grande de dispersión, por el constituyente de
otro hadrón. Para este caso se estima que

An ∼ s2−n/2sL/2−1/2 (3.8)

siendo L el número de pares de constituyentes de diferentes hadrones que interaccionan
entre sí, a un ángulo de dispersión grande. Por evidencias directas e indirectas se cree que
el mecanismo de Landshoff no es aplicable en el régimen de energías en las que estamos
haciendo el análisis. La evidencia directa de ésto es que en procesos de pp → pp tenemos
dσ/dt ∼ s−9,7±0,5f(t/s), más que s−8, como sería si el mecanismo de Landshoff aplicara
para un L = 3.

En los capítulos 6 y 7 abordaremos las amplitudes de dispersión para los procesos
exclusivos fermión1/2 + fermión1/2 → fermión1/2 + fermión1/2 y glueball + fermión1/2
→ glueball + fermión1/2 respectivamente para la teoría N = 4 SYM con confinamiento
en el IR [2, 4]. Haremos los análisis correspondientes los cuales estarán basados en los
resultados que se llevaron a cabo en [25, 26, 27] y que fueron resumados en este capítulo.
Si bien nuestros resultados no corresponden a QCD, porque no tenemos quarks en la
representación fundamental de SU(3), ni tampoco contamos con la noción de partones,
ya que nuestra teoría de gauge estará en un régimen de acoplamiento fuerte, y además
esta teoría SYM cuenta con fermiones en una representación adjunta de SU(4)R, aún así,
obtenemos resultados comparables a la dinámica de procesos de dispersón de pp → pp

y podemos extraer conclusiones del comportamiento de (3.8) para el proceso exclusivo
fermión1/2-glueball. Esta conexión con la física de partículas puede ser atribuida a la
mencionada universalidad en las características de escaleo en las amplitudes, la cual
es heredada de una teoría de cuerdas, que es dual a la teoría de SYM.
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Capítulo 4

Amplitudes de dispersión en teorías
de cuerdas

A la hora de estudiar interacciones de partículas puntuales, es decir, objetos de
dimensión cero, vemos que cada partícula genera una línea de mundo a medida que se
propaga en el tiempo. Al agregarle una dimensión (como una cuerda) a los objetos que se
propagan, en lugar de una línea de mundo, describirán una hoja de mundo (worldsheet
en inglés), es decir, una superficie bidimensional. Esta es la forma de visualizar la
propagación de un objeto en la teoría de cuerdas. Entonces notamos que los diagramas
de Feynman que podemos dibujar en teoría de cuerdas se corresponden con diversas
hojas de mundo que describen la historia espacio-temporal de cuerdas que se juntan y
se separan. Los diferentes diagramas son clasificados por su topología. De esta manera,
el orden que le corresponderá a cada diagrama en el desarrollo perturbativo de la teoría
estará determinado por el número de agujeros y de líneas externas presentes. De este
modo, el término más relevante para cada proceso es aquél que se da a nivel árbol. Una
vez que conocemos la aproximación a nivel árbol, la cual se corresponde con una Teoría
de Campos Clásica, podemos dejar establecida la teoría cuántica completa basándonos
únicamente en unitariedad. Dicha teoría cuántica está contenida completamente en el
estudio de la matriz S.

Figura 4.1: A izquierda se muestra la esfera de Riemann S2 donde se insertan los ope-
radores de vértices de las cuerdas cerradas, y a derecha el disco D2 donde los operadores
de vértices de cuerdas abiertas se insertan en su borde.

Las amplitudes de dispersión de M estados on-shell (en la capa de masa) de cuerdas
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cerradas están descriptas a nivel árbol por una hoja de mundo que es topológicamente
equivalente a una esfera S2, como la de la Figura 4.1, con M partículas externas ado-
sadas en M puntos específicos zi de la superficie de Riemann. En principio deberíamos
integrar sobre todas las geometrías posibles para dicha topología y también sobre to-
dos los valores que pueden tomar los zi, teniendo en cuenta la invariancia conforme. A
nivel árbol, cualquier superficie es equivalente topológicamente a la esfera S2, la cual
(a menos de un punto) puede ser proyectada en el plano complejo C y además es in-
variante frente al subgrupo SL(2,C) del grupo de simetría conforme. Utilizando ésto,
no debemos considerar ninguna integral y podemos fijar tres de los zi en tres puntos
cualesquiera del plano C. Es fácil notar que, para el caso de la esfera, no hay un orden
natural de las partículas (como sí lo hay en el caso del disco). En teoría de cuerdas
tenemos solamente un diagrama para cada orden en la expansión perturbativa de la
amplitud.

Para el caso de las cuerdas abiertas la hoja de mundo presenta bordes, y es allí en
donde se adosan los operadores de vértice que representan estados de cuerdas abiertas
emitidos. Es decir, a nivel árbol, la hoja de mundo será el disco D2 (Figura 4.1). Aquí,
a diferencia del caso de las cuerdas cerradas, el ordenamiento cíclico entre las partículas
del borde es relevante y debe ser tenido en cuenta. La herramienta que tenemos a
disposición es la simetría de Yang-Mills, la cual otorgará un peso a cada ordenamiento
cíclico no equivalente mediante factores de grupos.

Daremos paso ahora a describir cómo se construyen las amplitudes a nivel árbol.
Para ello utilizaremos el método de operadores, el cuál es muy útil a la hora de volver
evidente aspectos como la unitariedad.

4.1. Cuerdas abiertas bosónicas
En teoría de cuerdas aún no se posee la capacidad de establecer un Lagrangiano

fundacional del cual se puedan deducir reglas de Feynman con los diagramas corres-
pondientes, los cuales darían lugar a la expansión en loops de la formulación cuántica
completa de la teoría. Sabemos que una manera de construir las amplitudes de dis-
persión en teoría de cuerdas se consigue a partir de sumar sobre todas las geometrías
intrínsecas para la hoja de mundo, definidas a menos de una equivalencia conforme. Es
decir, una amplitud de M cuerdas tendría la forma [40]:

A(ζ1, k1; ζ2, k2; ...; ζM , kM) = κM−2
Ú
DX(σ, τ)Dhα,β(σ, τ)

× exp
5
− 1

2π

Ú
d2σ

√
hhαβ∂αX

µ∂βXµ

6 MÙ
i=1

Vζi
(ki) (4.1)

donde las ζi’s son las polarizaciones que nos dan cuenta del tipo de partículas que se
dispersan, ki’s los impulsos correspondientes; luego κ es la constante de gravitación de
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Newton, Xµ las coordenadas espacio temporales como funciones de los dos parámetros
de la hoja de mundo, σ y τ , donde µ = 0, 1, ..., 25 en la teoría de cuerdas bosónicas; hαβ
la métrica de la hoja de mundo, y por último los Vζi

’s, los cuales son los operadores de
vértices que están insertos en la superficie de la misma.

Una manera alternativa de obtener amplitudes de dispersión en teorías de cuerdas,
es postular una cierta cantidad de reglas para construir los diagramas en términos
de vértices y propagadores. Debemos verificar, al realizar este procedimiento, que las
amplitudes de dispersión obtenidas presentan todas las propiedades necesarias para un
buen comportamiento de la teoría cuántica en cuestión. Esta prescripción resulta útil
únicamente para el caso de la matriz S, conformada por estados on-shell, por lo que
resulta extremadamente complicado ir hacia atrás y escribir una acción de la teoría de
campos de cuerdas (string field theory en inglés) de la cual se puedan derivar estas
reglas. A su vez, resulta muy complicado realizar la extensión para diferentes niveles
en la expansión en loops, ya que esas amplitudes presentan elementos no triviales. El
método de operadores que utilizaremos, sin embargo, tiene la virtud de hacer explícita
la unitariedad, especialmente a nivel árbol y a un loop.

4.1.1. Construcción de las amplitudes a nivel árbol
En una TCC, los dos elementos fundamentales a la hora de construir diagramas

son: vértices y propagadores. Por ejemplo, para un campo bosónico escalar ϕ de masa
cuadrado m2, que obedezca la ecuación de Klein-Gordon [40]

(∂2 +m2)ϕ = 0 (4.2)

su propagador de Feynman estándar resulta ser simplemente

(∂2 +m2)−1 (4.3)

es decir, la inversa del operador de Klein-Gordon. Lo más parecido a un operador tipo
Klein-Gordon que tenemos a disposición para cuerdas abiertas es la condición de masa,
dada por

(L0 − 1)|ϕ⟩ = 0 (4.4)

la cual podemos interpretar como una generalización de la ecuación de Klein-Gordon
para la teoría de cuerdas. Por lo tanto, resulta razonable cosiderar como propagador a

∆ = (L0 − 1)−1 =
Ú 1

0
zL0−2dz (4.5)

siendo z la coordenada del plano complejo C o equivalentemente, los puntos sobre la
superficie de la esfera de Riemann S2.
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Como ya dijimos, el otro componente esencial para construir diagramas de cuerdas
es un objeto que funcione como vértice de interacción. A nivel árbol y a 1-loop, cada
diagrama de cuerdas puede ser representado de manera tal que cada vértice de inter-
acción está acoplado con, al menos, una pata externa del diagrama, la cual a su vez
deberá estar on-shell para estados físicos. Es por ello que debemos hallar un vértice de
interacción para la emisión (y absorción) de un estado externo por una línea interna
del diagrama. Estos operadores de vértice serán operadores locales en la teoría cuántica
y gobernarán la propagación de la cuerda. Para un estado ζ con momento kµ tenemos
asociado el operador de vértice dado por

Vζ(k, τ) = eiτL0Vζ(k, 0)e−iτL0 (4.6)

el cual describe la emisión de un estado ζ desde el final de una cuerda abierta, σ = 0,
a un tiempo propio τ . Resulta conveniente definir

z = eiτ (4.7)

A su vez, este operador (4.6) debe tener dimensión conforme J = 1, de manera tal que
cumple

[Lm;Vζ(k, z)] =
1
(m+ 1)zm + zm+1∂z

2
Vζ(k, z) (4.8)

donde Lm son los modos de Fourier del tensor de energía-impulso de la teoría 2-
dimensional sobre la hoja de mundo de la cuerda, también llamados los operadores
de Virasoro definidos como

Lm = 1
2

∞Ø
−∞

αm−n · αn (4.9)

Estos operadores de vértice se construyen a partir de expresiones ordenadas normal-
mente y con

Xµ(z) = xµ − ipµ ln z + i
Ø
n̸=0

1
n
αµnz

−n (4.10)

y sus derivadas, donde los αµn son las componentes de Fourier, interpretadas como los
coeficientes de la parte oscilatoria de la cuerda, mientras que xµ y pµ son las coordenadas
y el impulso respectivamente de centro de masa de la cuerda5. Por ejemplo, tenemos
que el vértice del taquión está dado por

V0(k, z) =: eik·X(z) : (4.11)
5Tomamos α′ = 1/2 a lo largo de este capítulo. En capítulos posteriores retomamos las expresiones

con el α′ explícito.
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con k2 = 2 y :: simboliza el orden normal. De manera análoga, se define el operador
para una partícula vectorial, sin masa, con momento kµ y polarización ζµ(k):

V (ζ, k, z) = ζ · Ẋ(z)eik·X(z) (4.12)

con k2 = 0 y ζ · k = 0, es decir, polarización transversal.
Si nos inspiramos en una teoría cuántica de campos ordinaria, la amplitud a nivel

árbol para M estados de cuerdas abiertas estará dada por la siguiente secuencia de
operadores de vértice y propagadores

AM = gM−2⟨ϕ1|V2(k2)∆V3(k3)∆ ... ∆VM−1(kM−1)|ϕM⟩ (4.13)

lo cual constituye un análogo de un diagrama de Feynman a nivel árbol, donde los ope-
radores de vértice tienen el rol de un vértice de interacción on-shell, siendo la constante
de acoplamiento g la que controla la intensidad de estas interacciones. Esta expresión
presenta ciertas características destacables, como por ejemplo que algunos aspectos de
la unitariedad, a nivel árbol, están explícitamente manifiestos. La ecuación (4.13) pre-
senta polos debido a los propagadores, los cuales son la inversa de (L0 − 1), por lo que
los polos surgen cuando se cumple (L0 − 1)|ϕ⟩ = 0, es decir, los estados se encuentran
on-shell. Si bien (4.13) nace a partir del análisis de un diagrama en particular, haciendo
una analogía con una teoría cuántica de campos, uno esperaría tener que generalizar
esta expresión para diferentes diagramas. Resulta ser que en teoría de cuerdas, ésta es
la única expresión a estudiar. Terminamos de este modo con una única expresión para
una amplitud a nivel árbol en teoría de cuerdas.

4.1.2. Dualidad
Notemos que (4.13) es simétrica bajo permutaciones cíclicas de las partículas ex-

ternas, surgiendo así la propiedad de dualidad en la amplitud de dispersión. Vamos a
analizar más cuidadosamente cómo aparece este fenómeno. Históricamente, la teoría
de cuerdas comenzó buscando teorías que presentaran esta dualidad en sus fórmulas.
Supongamos que en (4.13), los estados inicial y final son taquiones con momentos k1 y
kM respectivamente. A priori podríamos pensar que para realizar el cálculo es necesario
evaluar la forma explícita de las funciones de onda de estos estados. Sin embargo, si
bien ese es un camino posible, el formalismo de integral de camino de Feynman nos
brinda una manera alternativa de describir los estados de energía más bajos de un sis-
tema cuántico. Por ejemplo, la función de onda del estado fundamental |0; 0⟩ se puede
representar como una integral de camino sobre una cinta semi-infinita. Como se sue-
le hacer en este formalismo, realizando una rotación de Wick podemos interpretar la
cinta como parte de una hoja de mundo euclídea de signatura positiva. Si uno buscara
la función de onda de un estado diferente al fundamental debería insertar en el pasado
un operador con los números cuánticos correspondientes.
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Por ejemplo, para obtener el estado taquiónico con momento k dado por |0; k⟩ es
necesario insertar en el pasado un operador de vértice taquiónico, con momento kµ, dado
por V0(k) =: eik·X :. En general, para describir cualquier estado físico |ζ; k⟩ debemos
insertar en el pasado un operador de vértice Vζ(k). Por lo tanto tenemos que [40]

|ζ; k⟩ = ĺım
τ→+i∞

e−iτVζ(k; τ)|0; 0⟩ (4.14)

donde la integral de camino se realiza sobre una hoja de mundo euclídea de tiempo
imaginario τ . De una manera similar, para representar un estado final como una integral
de camino en una cinta semi-infinita que se extienda hasta el τ = −i∞, debemos
considerar una expresión del tipo

⟨Λ; k| = ĺım
τ→−i∞

eiτ ⟨0; 0|VΛ(k; τ) (4.15)

Los factores de z−1 = e−iτ y z = eiτ son necesarios para compensar aquellos factores
que surgen de

Z0|0; 0⟩ = eik·xzk·p+1|0; 0⟩ = z|0; k⟩ (4.16)

y

⟨0; 0|Z0 = ⟨0; 0|zk·p−1eik·x = z−1⟨0; k| (4.17)

donde podemos escribir el operador de vértice del taquión como:

V0 = W0Z0 (4.18)

con

W0 = exp
A
k

∞Ø
n=1

1
n
α−nz

n

B
exp

A
−k

∞Ø
n=1

1
n
αnz

−n
B

(4.19)

Z0 = exp (ik · x+ k · p ln(z)) (4.20)

En (4.13), además de los estados inicial y final, tenemos propagadores de la forma

∆ = (L0 − 1)−1 =
Ú ∞

0
dτe−τ(L0−1) (4.21)

Como (L0 − 1) es el hamiltoniano que gobierna la propagación de una cuerda, e−τ(L0−1)

es el operador que propaga una cuerda abierta a través de un tiempo imaginario τ , y
por lo tanto crea una cinta de ancho π y largo τ .

Ahora bien, la integral que estamos considerando se realiza en una cinta infinita
de ancho π. Además, tenemos M operadores de vértice insertados en dicha cinta. Dos
de ellos se encuentran en el pasado y en el futuro (estados inicial y final) y M − 2 se
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encuentran insertos en tiempos finitos 0, τ1, τ2, ..., τM−1 como se muestra en la Figura
4.2, y luego debemos integrar sobre todos los valores de τi.

Figura 4.2: A nivel árbol tenemos la expresión ⟨1|V2(L0 − 1)−1V3...VM−1|M⟩, la cual
es entendida en términos de una integral sobre una cinta infinita, siendo |M⟩ y ⟨1| los
estados finales e iniciales.

El primer mapeo conforme que se suele realizar mapea la cinta en el semi-plano
positivo H+:

u = σ + iτ −→ v = eiu = eiσe−τ (4.22)
v = e−τ [cos(σ) + i sin(σ)] (4.23)

con σ ∈ [0;π].
El siguiente mapeo conforme que se realiza mapea el semi-plano H+ en el disco D2.

Ambos mapeos son posibles debido a que ambas son simetrías de la teoría debido a la
invariancia conforme. Una transformación de Möbius es de la forma

v −→ ϕ(v) = av + b

cv + d
, con a, b, c, d ∈ R (4.24)

y constituyen el grupo de transformaciones globales GL(2,C), dado que una com-
posición de dos transformaciones de Möbius da por resultado una transformación de
Möbius.

Una transformación de este tipo puede mapear una recta en un círculo. Siendo H+

el semi-plano positivo de v, es decir Im(v) > 0, tenemos que una transformación de la
forma

ϕ : v −→ v − i

v + i
(4.25)

puede llevar el semi-plano H+ al disco D(0, 1) si

ϕ : v −→ eiθ
v − a

v − ā
. (4.26)

Para el caso específico de Im(a) = 0, esta transformación mapea la recta real a la
circunferencia de radio 1.
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En el primer mapeo que realizamos, obtenemos como resultado que los operadores
de vértice quedan en el eje real. Pero ahora, los operadores de vértice quedan en el
borde del disco con una simetría cíclica explícita.

4.1.3. Simetría cíclica
En la expresión para las amplitudes de dispersión, la cual recordaremos una vez más

AM = gM−2⟨ϕ1|V2(k2)∆V3(k3)∆ ... ∆VM−1(kM−1)|ϕM⟩ (4.27)

presenta una propiedad conocida como dualidad, la cual no se encuentra en TCC para
partículas puntuales. Esto es posible porque la expresión (4.27) presenta polos en otros
canales además de aquellos en los cuales los propagadores se encuentran expresados
explícitamente. Estos polos surgen debido a las divergencias en las sumas infinitas que
están implícitas en la multiplicación de operadores. Estos polos extras hacen posible
que la amplitud sea invariante frente a una transformación cíclica de las M partículas
externas (1, 2, ...,M) −→ (M, 1, ...,M − 1). Esta propiedad es evidencia de que la hoja
de mundo es equivalente conforme a un disco con M partículas insertadas en su borde
en un determinado orden cíclico. Esta propiedad es crucial, ya que por esta siemtría el
conteo de diagramas en cada orden de la expansión perturbativa es muy diferente a las
expansiones perturbativa en las TCC. Por ejemplo, en las teorías de cuerdas cerradas
orientadas sólo existe un único diagrama en cada orden en la expansión perturbati-
va. Para tratar de probar la validez de esta simetría comenzaremos evaluando (4.27).
Además, utilizaremos las ecuaciones

∆ = (L0 − 1)−1 =
Ú 1

0
zL0−2dz (4.28)

y

VΛ(k, τ) = eiτL0VΛ(k, 0)e−iτL0 (4.29)

Usaremos también que los estados inicial y final satisfacen

(L0 − 1)|ϕ1⟩ = (L0 − 1)|ϕM⟩ = 0. (4.30)

Reemplazando en (4.27) tenemos que

AM = gM−2⟨ϕ1|V (k2, z2)
Ú 1

0
dz3z

L0−2
3 V (k3, z3)..

Ú 1

0
dzM−1z

L0−2
M−1V (kM−1, zM−1)|ϕM⟩

= gM−2⟨ϕ1|
Ú 1

0
dz3...

Ú 1

0
dzM−1V (k2, z2)zL0−2

3 V (k3, z3)...zL0−2
M−1V (kM−1, zM−1)|ϕM⟩

(4.31)
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fijando z2 = 1 y escribiendo las zi’s de la siguiente manera:

AM = gM−2⟨ϕ1|
Ú 1

0
dz3...

Ú 1

0
dzM−1V (k2, 1)z

L0−1
3
z3

V (k3, z3)...
zL0−1
M−1
zM−1

V (kM−1, zM−1)|ϕM⟩

(4.32)

y siendo que L0 actuando sobre un estado físico tiene autovalor 1, tenemos que

AM = gM−2⟨ϕ1|
Ú 1

0
dz3...

Ú 1

0
dzM−1V (k2, 1) 1

z3
V (k3, z3)...

1
zM−1

V (kM−1, zM−1)|ϕM⟩

(4.33)

El siguiente paso que realizaremos consistirá en efectuar un cambio de variable. Pasa-
remos a unas coordenadas yi de la forma

z3 −→ y3 = z3

z4 −→ y4 = z3z4

z5 −→ y5 = z3z4z5

...

zM−1 −→ yM−1 = z3z4z5...zM−1 (4.34)

por lo que el Jacobiano de la transformación resulta

J =


dy3
dz3

dy4
dz3

... dyM−1
dz3

dy3
dz4

dy4
dz4

... dyM−1
dz4

...
dy3

dzM−1

dy4
dzM−1

... dyM−1
dzM−1

 =


1 z4 z4z5 ... z4z5...zM−1
0 z3 z3z5 ... z3z5...zM−1
0 0 z3z4 ... z3z4z6...zM−1

...
0 0 0 ... z3z4z5...zM−2

 =
M−2Ù
i=3

yi

entonces la amplitud nos queda expresada de la forma

AM = gM−2⟨ϕ1|
Ú 1

0
dy3

s 1
0 dy4

z3
...

s 1
0 dyM−1

z3...zM−2

V (k2, 1)V (k3, y3)...V (kM−1, yM−1)
z3...zM−1

|ϕM⟩

= gM−2⟨ϕ1|
Ú 1

0
dy3

s 1
0 dy4

y3
...

s 1
0 dyM−1

yM−2

V (k2, 1)V (k3, y3)...V (kM−1, yM−1)
yM−1

|ϕM⟩

(4.35)

finalmente tenemos

AM = gM−2
Ú 1

0

A
M−1Ù
i=3

Θ(yi−1 − yi)
dyi
yi

B
⟨ϕ1|V (k2, y2)V (k3, y3)...V (kM−1, yM−1)|ϕM⟩

(4.36)

donde hemos usado la función Θ de Heavyside, debido a que 0 < zi < 1, lo cual implica
que y1−1 > yi.
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Hasta este punto podemos ver que nuestra expresión no trata a todas las M partí-
culas de manera simétrica, debido a la diferencia que hace para con los estados inicial
y final. Una manera de solucionar ésto es reemplazar

|ϕM⟩ = ĺım
yM −→0

y−1
M V (kM , yM)|0; 0⟩ (4.37)

y

⟨ϕ1| = ĺım
y1−→+∞

⟨0; 0|y1V (k1, y1) (4.38)

en nuestra expresión anterior. Tener en cuenta que el estado fundamental del espacio
de Fock con momento cero, que hemos nombrado |0; 0⟩, es el vacío de la teoría 2-
dimensional que describe la propagación de la cuerda bosónica abierta. Este estado
no es un estado físico, debido a que no es anulado por el operador (L0 − 1) sino que
es aniquilado simplemente por el operador L0. Además, es el único estado de todo el
espacio de Fock que es aniquilado por los generadores del álgebra del grupo SL(2, R),
L−1, L0, L−1. Esta álgebra, si bien es una sub-álgebra finito-dimensional del álgebra de
Virasoro (infinita), juega un rol muy especial porque no es afectado por el término
central del álgebra de Virasoro. De esta manera es una verdadera simetría y aniquila
el estado fundamental. Es decir, el grupo SL(2, R) no es anómalo y deja al vacío de la
teoría invariante, por lo que este grupo representa una simetría de la teoría de campos
2-dimensional.

A nivel infinitesimal, el operador Lm genera una transformación dada por δy ∼ ym+1.
Esto puede verse en la ya conocida expresión

[Lm, VΛ(k, z)] =
A
zm+1 d

dz
+ (m+ 1)zm

B
VΛ(k, z) (4.39)

donde el primer término del paréntesis estará presente cuando el operador Lm actúe
sobre un campo de cualquier dimensión conforme, mientras que el segundo término del
paréntesis está presente debido a que el operador de vértice tiene dimensión conforme
J = 1.

Una transformación infinitesimal arbitraria del grupo SL(2, R) se puede escribir
como

y −→ y′ = y + λ−1 + λ0y + λ1y
2 (4.40)

donde los λm son parámetros pequeños arbitrarios. De esta manera, al exponenciar la
acción del operador Lm obtendremos que

eλ1L1 : y −→ y′ = y

1 − λ1y
, (4.41)

eλ0L0 : y −→ y′ = eλ0y, (4.42)
eλ−1L−1 : y −→ y′ = y + λ−1, (4.43)
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donde ahora los λm son finitos. Al combinar estas expresiones obtenemos la forma
general de una transformación debida a la acción del grupo SL(2,R), la cual está dada
por

y −→ y′ = ay + b

cy + d
(4.44)

con 3 parámetros y no 4, ya uno de ellos se puede absorber en un re-escaleo general
de a, b, c y d. Es por ello que se suele tomar ad − bc = 1, de manera de agruparlos en
matrices reales de 2 × 2 de determinante 1.

Con todo esto, tenemos que al actuar con los operadores del álgebra del grupo
SL(2, R), la transformación y −→ y′ = eλnLny, para n = −1, 0, 1 satisfaceA

y′

y

Bn+1

= (cy + d)−2 = (a− cy)2 (4.45)

para determinados a, b, c, d. Para probar (4.45) damos valores a n. Para n = 1 tenemosA
y′

y

Bn+1

=
A y

1−λ1y

y

B2

= (1 − λ1y)−2 (4.46)

para n = 0 tenemos A
y′

y

Bn+1

=
A
eλ0y

y

B1

= eλ0 (4.47)

y finalmente para n = −1 A
y′

y

Bn+1

=
A
y + λ−1

y

B0

= 1, (4.48)

por lo que estas transformaciones tienen la forma (4.45) para ciertos valores de a, c y d.
De esta manera, al tomar la expresión exponencial para los operadores de vértice

tenemos que

eλLnynV (k, y)e−λLn = (y′)nV (k, y′), (4.49)

y si dividimos por yn+1 tenemos que, para cualquier transformación del grupo SL(2, R),

Λ(T )V (k, y)
y

Λ−1(T ) = (a− cy′)2V (k, y′)
y′ . (4.50)

Usando la invariancia del estado fundamental frente a la acción del grupo SL(2, R)
dada por

Λ(T )|0; 0⟩ = 0, (4.51)
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podemos ver que

IM(K, y) = ⟨0; 0|V (k1, y1)
y1

...
V (kM , yM)

yM
|0; 0⟩ (4.52)

transforma frente a la acción de dicho grupo como

IM(k; y) = IM(k; y′)
MÙ
i=1

(a− cy′
i)2 (4.53)

y nuestra amplitud de dispersión es de la forma

AM =
Ú
dµM(y)IM(k; y) (4.54)

Nuestro siguiente paso será trabajar para expresar la medida de integración dµM(y) de
una manera más simétrica a la que hemos utilizado anteriormente.

Comenzaremos considerando un único diferencial dyi, el cual transforma según

dy′
i = d

A
ayi + b

cyi + d

B
= (ad− bc)dyi

(cyi + d)2 = dyi
(cyi + d)2 (4.55)

o

dyi = (ayi + b)−2dy′
i (4.56)

Si tuviéramos que adivinar una expresión para nuestra medida de integración diríamos
que

dµM(y) ∼
Ù
dyi (4.57)

la cual cumple con ser invariante frente a la acción del grupo SL(2, R). Sin embargo,
para que funcione correctamente en nuestra expresión para las amplitudes de dispersión
debemos agregarle algunos elementos.

El primer aspecto a considerar es que en nuestra expresión para la amplitud las coor-
denadas yi están ordenadas en el borde de la hoja de mundo. La manera de solucionar
ésto es agregar un producto de funciones escalón ri θ(yi−1 − yi).

El segundo aspecto es que debido a la invariancia frente a el grupo SL(2, R) el
factor r dyi sobrecuenta configuraciones equivalentes, lo que se traduce en un factor
divergente, provocado por el volumen del grupo SL(2, R), el cual es no compacto.
Para solucionar este inconveniente debemos seleccionar únicamente una configuración
representativa de cada clase de equivalencia conforme. El grupo SL(2, R) tiene tres
parámetros reales, por lo que podemos fijar tres variables yi, digamos yA, yB, yC , en tres
valores particulares, y0

A, y
0
B, y

0
C . El factor divergente que pesa el volumen del grupo puede

ser removido simplemente no integrando en las variables yA, yB, yC . Para ello, debemos
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incluir algo análogo al determinante de Fadeev-Popov, que cancelará los factores (a −
cy′
i)2 para las coordenadas que no serán integradas.

El Jacobiano de la transformación resulta

∂(yA, yB, yC)
∂(λ−1, λ0, λ1)

=

--------
∂yA

∂λ−1

∂yB

∂λ−1

∂yC

∂λ−1
∂yA

∂λ0

∂yB

∂λ0

∂yC

∂λ0
∂yA

∂λ1

∂yB

∂λ1

∂yC

∂λ1

-------- =

-------
1 1 1
yA yB yC
y2
A y2

B y2
C

------- (4.58)

con determinante

(yA − yB)(yB − yC)(yA − yC) (4.59)

el cual transforma de la manera correcta debido a que

yA − yB = y′
A − y′

B

(a− cy′
A)(a− cy′

B) . (4.60)

Con todo ésto podemos ver que el elemento de volúmen deseado es

dµM(y) = δ(yA − y0
A)δ(yB − y0

B)δ(yC − y0
C)(yA − yB)(yB − yC)(yA − yC)

×
MÙ
i=2

θ(yi−1 − yi)
MÙ
j=1

dyj (4.61)

Una transformación arbitraria del grupo SL(2, R) mapea el eje real en sí mismo
preservando el orden cíclico de las coordenadas yi. Sin embargo, se pueden elegir trans-
formaciones que lleven el último operador de vértice al +∞, de manera tal que regrese
en el −∞ y se convierta en el primer operador. Es decir, esta propiedad cíclica implica
que

V (1)V (2)...V (M) = V (M)V (1)V (2)...V (M − 1). (4.62)

Vamos a ver explícitamente cómo funciona estudiando el caso de los vértices taquiónicos.
Para dos vértices taquiónicos tenemos

V0(k1, y1)V0(k2, y2) = V0(k2, y2)V0(k1, y1)eπik1·k2×signo(y1−y2). (4.63)

la cual se demuestra con las siguiente identidad:

eAeB = eBeAe[A,B] (4.64)

donde

[ik1 ·X(y1), ik2 ·X(y2)] = iπk1 · k2ϵ(y1 − y2) (4.65)
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con ϵ(x) igual a +1 para x > 0, y −1 para x < 0. La expresión (4.63) es lo que
necesitamos para llegar a (4.62), donde debemos pasar el operador V (M) hacia la
dirección y1 > y2 > ... > yM dando una fase de la forma

exp
C
iπkM ·

M−1Ø
1
ki

D
= exp

1
−iπk2

M

2
= 1 (4.66)

habiendo usado la conservación de impulso y la condición de capa de masa. Esto prueba
la simetría cíclica.

4.2. Cuerdas cerradas bosónicas
Estudiaremos ahora las amplitudes de dispersión para cuerdas cerradas bosónicas,

un paso más hacia nuestro objetivo principal en este capítulo, es decir las cuerdas ce-
rradas supersimétricas. A nivel árbol, la topología del diagrama correspondiente a la
dispersión de cuerdas cerradas es una esfera S2. Mediante una transformación confor-
me se puede mapear (mediante una proyección estereográfica) en el plano complejo
completo. Debido a que tenemos modos derechos (right-moving) y modos izquierdos
(left-moving) en este tipo de cuerdas, en lugar de tener algo de la formaÚ

dyf(y) (4.67)

como en el caso de cuerdas abiertas, vamos a tener algo de la formaÚ
d2zfR(z)fL(z̃), (4.68)

donde tenemos funciones para los modos derechos (R) e izquierdos (L). La integración
se realiza sobre todo el plano complejo z.

4.2.1. Construcción de las amplitudes a nivel árbol
Sabemos que las coordenadas Xµ(σ, τ) del espacio ambiente en el cual se propaga

una cuerda cerrada se descomponen en partes left y right de la forma

Xµ(σ, τ) = Xµ
R(τ − σ) +Xµ

L(τ + σ) (4.69)

y ambas partes tienen dos expansiones en modos, en términos de los osciladores {αµm}
y {α̃µm}, independientes entre sí. Podemos ver que cada conjunto de osciladores indi-
vidualmente describe el espacio de Fock de estados de cuerdas abiertas, por lo que el
espacio de Fock para estados de cuerdas cerradas se describe como el producto directo
de estados de cuerdas abiertas. La única restricción que se debe satisfacer es

L0 = L̃0, (4.70)
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la cual implica que ambos sectores contribuyen de igual manera al valor de la masa.
Vamos a construir ahora el operador de vértice asociado al taquión. Dado que dicha

partícula solo posee como número cuántico a su momento, y teniendo en cuenta que
debemos considerar el aporte de los modos left y right, podemos escribir

V (σ, τ) = ṼR(τ − σ)VL(τ + σ) (4.71)

donde los factores que aparecen funcionan individualmente como vértices de emisión de
cuerdas abiertas

VL = eik·XL ,

V̄R = eik·XR . (4.72)

Además, debemos recordar que para cuerdas abiertas tenemos que

αµ0 = α̃µ0 = 1
2p

µ, (4.73)

de manera que la mitad del momento de la cuerda es llevado por los modos left y la
otra por los modos right.

La factorización que aparece en (4.71) no es sólo exclusiva de los estados taquiónicos.
El espacio de Fock de las cuerdas cerradas se construye mediante un producto tensorial
de espacios de Fock left y right de cuerdas abiertas. De esta manera, ya que cada
operador VL y ṼR tiene dimensión conforme igual a 1, el producto de ambos tiene
dimensión conforme igual a 2 como debe ser para el caso de cuerdas cerradas bosónicas.

A diferencia del caso de las cuerdas abiertas, donde necesariamente la emisión debía
ocurrir en el borde de la hoja de mundo, en el caso de las cuerdas cerradas las emisiones
ocurren en la superficie de la hoja de mundo. Físicamente, el operador de vértice

V (k, τ, σ) = VR

31
2k, σ − τ

4
VL

31
2k, σ + τ

4
(4.74)

describe la emisión desde un punto de la hoja de mundo con coordenadas σ y τ . Sin
embargo, en el formalismo de operadores, para construir la amplitud debemos considerar
un tiempo τ específico e integrar sobre los todos los posibles valores de σ. Por lo que
nuestros operadores de vértice para cuerdas cerradas deberán ser de la forma

Vc(k, τ) = 1
π

Ú π

0
dσVR

31
2k, σ − τ

4
VL

31
2k, σ + τ

4
= 1

π

Ú π

0
dσe−2iσ(L0−L̃0)VR

31
2k, τ

4
VL

31
2k, τ

4
e2iσ(L0−L̃0) (4.75)

Análogamente al procedimiento que hemos desarrollado para cuerdas abiertas debemos
definir el propagador

∆ = 1
2(L0 + L̃0 − 2)−1 = 1

2

Ú 1

0
dρρL0+L̃0−3 (4.76)
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y definir, entonces, la amplitud de dispersión a nivel árbol como

AM = κM−2⟨ϕ1|V2∆V3...∆VM−1|ϕM⟩ + permutación de índices. (4.77)

Estas fórmulas son muy similares a las empleadas para el caso de cuerdas abiertas y
tienen la ventaja de que la unitariedad se manifiesta explícitamente, al menos en los
canales exhibidos. Una diferencia trascendente con el caso de las cuerdas abiertas es que
aquí no hay un orden bien definido para las M − 2 partículas emitidas, y la amplitud
de dispersión requiere sumar sobre todas las permutaciones de sus vértices. Debido a
la integración en σ, esta suma también incluye todos los posibles ordenamientos para
los M estados externos. Los estados de cuerdas cerradas deben satisfacer el vínculo

(L0 − L̃0)|ϕ⟩ = 0. (4.78)

Sin embargo, el propagador que hemos definido (4.76) propaga estados que no satisfacen
este vínculo. Por éso debemos modificarlo de la forma

∆ =
Ú 1

0
dρ
Ú 2π

0

dϕ

4πρ
L0+L̃0−3eiϕ(L0−L̃0). (4.79)

Como en nuestra expresión para la amplitud (4.77) los estados inicial y final son ani-
quilados por L0 − L̃0 y los operadores de vértice conmutan con L0 − L̃0. Es conveniente
introducir la variable

z = ρeiϕ (4.80)

de manera tal de que

dzdz̄ =
-----
A
∂z
∂ρ

∂z
∂ϕ

∂z̄
∂ρ

∂z̄
∂ϕ

B----- dρdϕ =
-----
A
eiϕ iρeiϕ

e−iϕ −iρe−iϕ

B----- dρdϕ = 2ρdρdϕ (4.81)

por lo que

ρdρdϕ = dzdz̄

2 (4.82)

y planteando

∆ =
Ú 1

0
ρdρ

Ú 2π

0

dϕ

4πρ
L0+L̃0−4eiϕ(L0−L̃0)

= 1
2

Ú dzdz̄

4π zL0 z̄L̃0ρ−4 = 1
2

Ú dzdz̄

4π
zL0−1

z

z̄L̃0−1

z̄
(4.83)

dado que

ze−iϕ = ρ = z̄eiϕ −→ ρ2 = zz̄ −→ ρ−4 = (zz̄)−2 (4.84)
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Redefiniendo el espacio de integración podemos reescribir al propagador como

∆ = 1
4π

Ú
|z|<1

dzdz̃

zz̃
zL0−1z̃L̃0−1. (4.85)

obteniendo de este modo el propagador correspondiente a la dispersión de cuerdas
cerradas de la teoría de cuerdas bosónica. Consideremos el ejemplo para una función
de tres puntos. Tomamos el estado de cuerda cerrada ϕ como el producto de un estado
λ para el modo izquierdo por un estado ρ para el modo derecho. Traducido en términos
del operador de vértice

V2(k2) = V (ϕ2, k2) = VR(ρ2, k2/2)VL(λ2, k2/2) (4.86)

evaluado en z = 1. Debido a que L0 = L̃0 para los estados ϕ1 y ϕM que multiplican al
vértice podemos obviar la integral en (4.75). Podemos representar estos estados para el
caso de la función de tres puntos como

⟨ϕ1| = ⟨ρ1|R ⊗ ⟨λ1|L , |ϕ3⟩ = |ρ3⟩R ⊗ |λ3⟩L (4.87)

por lo que la amplitud se puede factorizar de la siguiente forma:

A3,c(ϕ1, ϕ2, ϕ3) = A3,ab(ρ1, ρ2, ρ3) × A3,ab(λ1, λ2, λ3) (4.88)

donde los estados ρi y λi llevarán la mitad del impulso ki correspondiente al estado de
cuerda cerrada, es decir, cada estado de cuerda abierta tendrá el impulso ki/2.

Para el caso de la función de cuatro puntos debemos sumar las permutaciones de
los vértices, es decir:

A3,c = κ2⟨k1|V2(k2)∆V3(k3)|k4⟩ + κ2⟨k1|V3(k3)∆V2(k2)|k4⟩ (4.89)

Una amplitud de dispersión de M cuerdas cerradas tendrá la forma:

AM,c = κM−2
Ú
dµM(z)IRM

A
k

2 , z
B
ILM

A
k

2 , z̄
B

(4.90)

la cual es análoga a la expresión (4.54) para cuerdas abiertas. Al igual a como se hizo
para entender la dualidad para el caso de la cuerda abierta, donde la simetría SL(2, R)
tenia un importante rol; veamos cuál es esta simetría residual para la cuerda cerrada.

En la cuantización de cuerda en la representación Hamiltoniana con una signatura
(−,+) para la métrica de la hoja de mundo, se ve que el estado fundamental |0; 0⟩ es
invariante bajo los seis parámetros del grupo SL(2, R) × SL(2, R) con los respectivos
generadores L1, L0, L−1 y L̃1, L̃0, L̃−1 para cada factor de SL(2, R). Con una signatura
euclídea (+,+) para la hoja de mundo, el grupo de simetría SL(2, R) × SL(2, R) es
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reemplazado por el grupo SL(2, C) de matrices complejas de 2×2 y determinante uno.
Bajo este grupo z transforma como

z → az + b

cz + d
(4.91)

donde SL(2, C) tiene el doble de grados de libertad de SL(2, R). Como consecuencia y
en analogia a la ecuación (4.53) tenemos

IRM

A
k

2 , z
B

= IRM

A
k

2 , z
′
BÙ

i

(a− cz′
i)2

ILM

A
k

2 , z̄
B

= IRM

A
k

2 , z̄
′
BÙ

i

(ā− c̄z̄′
i)2 (4.92)

De nuevo, nuestra medida de integración en la amplitud de dispersión de M cuerdas
cerradas bosónicas debería incluir un factor de grupo infinito correspondiente al volúmen
del grupo SL(2, C). Usando la simetría SL(2, C) para fijar tres de las coordenadas zi,
zA, zB, zC en los valores z0

A, z
0
B, z

0
C . Entonces la medida de integración debe transformar

como sigue

dµM(z) = dµM(z′)
MÙ
i=1

|a− cz′
i|−4 (4.93)

por lo que la amplitud es invariante bajo el grupo SL(2, C). Una coorecta elección de
la medida de integración es

dµM(z) = |zA − zB|2|zA − zC |2|zB − zC |2

× δ2(zA − z0
A)δ2(zB − z0

B)δ2(zC − z0
C)

MÙ
i=1

d2zi (4.94)

Tomando M = 4 con z1 = ∞, z2 = 1, z3 = z y z4 = 0 para cuatro taquiones obtenemos
la fórmula de Virasoro, la cual será la base para nuestras amplitudes de dispersión
generadas a partir de la teoría de supercuerdas, la cual deberá ir multiplicada por
el conocido factor cinemático Kc(k1, k2, k3, k3), el cual dará cuenta de los impulsos y
polarizaciones de las especies dispersadas.

4.3. Relación entre cuerdas abiertas y cerradas: Las
relaciones KLT

Una relación entre las amplitudes de cuerdas abiertas y cerradas para una función
de tres puntos está dada por

A3,c ∼ A3,RA3,L (4.95)
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la cual puede ser generalizada para una amplitud de M cuerdas cerradas [36]. En decir,
la amplitud de M cuerdas cerradas puede ser expresada como la suma de productos
de amplitudes de dispersión de M puntos correspondientes a cuerdas abiertas. Este
resultado es una consecuencia directa de las propiedades de integrales sobre la hoja de
mundo. Esta relación se expresa como

AM,c ∼ κM−2 Ø
P,P ′

eiπF (P,P ′)AM,ab(P )ĀM,ab(P ′) (4.96)

donde AM,ab(P ) es la amplitud de dispersión de M cuerdas abiertas para cierto orden
P de los estados externos. Esta amplitud es bosónica (o supersimétrica) dependiendo
si los modos izquierdos de la cuerda cerrada son bosónicos (o supersimétricos). Simi-
larmente, ĀM,ab(P ′) es la amplitud para los modos derechos de la cuerda cerrada. Por
ejemplo, para una teoría de cuerdas heterótica, AM,ab(P ) es una amplitud de cuerdas
abiertas bosónicas y ĀM,ab(P ′) una amplitud para cuerdas supersimétricas. La suma
doble recorre sobre todas las permutaciones no cíclicas P y P ′. El factor F (P, P ′) es
totalmente independiente de que tipo de teoría de cuerdas estamos considerando. El
número de términos en la suma de (4.96) está dado por

(M − 3)!
31

2(M − 3)
4

!
31

2(M − 3)
4

! (4.97)

para M impar, y

(M − 3)!
31

2(M − 2)
4

!
31

2(M − 4)
4

! (4.98)

para M par. Notemos que para M = 3 no habrá integración sobre ninguna de las
llamadas variables de Koba-Nielsen [37]. En esta tesis tendremos siempre M = 4, por
lo que nuestras amplitudes de teoría de cuerdas factorizarán como

A4,c ∼ −πκ2A4,ab(α′s/4, α′t/4)Ā4,ab(α′t/4, α′u/4) (4.99)

Para una amplitud de cuatro puntos involucrando estados arbitrarios, la integral en el
plano complejo está dada por

I(n1, n2, n3, n4) =
Ú
d2zzk3·k4/4+n1(1 − z)k2·k3/4+n2

× z̄k3·k4/4+n3(1 − z̄)k2·k3/4+n4 (4.100)

si expresamos z = x + iy, entonces el integrando en (4.100) es una función analítica
en y con cuatro puntos de ramificación (branching points en inglés) ±ix, ±i(1 − x).
Deformando la integración a lo largo de un contorno C1 a lo largo del eje real a un
contorno C2 a lo largo del eje imaginario e introduciendo las siguientes variables

ζ = x+ iy , η = x− iy (4.101)
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se puede demostrar que (4.100) toma la forma:

I(n1, n2, n3, n4) ∼
Ú 1

0
dζζk3·k4/4+n1(1 − ζ)k2·k3/4+n2

×
Ú ∞

1
dηηk3·k4/4+n3(1 − η)k2·k3/4+n4 (4.102)

Ésto es precisamente el producto de una amplitud de cuerda abierta en el canal (s,t)
por una amplitud de cuerda abierta en el canal (t,u). Entonces la amplitud para cuatro
cuerdas cerradas puede expresarse como (4.99) con s = −(k1 + k2)2, t = −(k1 + k4)2

y u = −(k1 + k3)2. En capítulos posteriores tomaremos para la constante gravitacio-
nal de Newton κ en 10 dimensiones la normalización κ = 2πgsα′2, siendo gs y α′ la
constante de acoplamiento de la cuerda cerrada y la longitud al cuadrado de la cuerda
respectivamente.

4.4. Supercuerdas en la formulación RNS
En las secciones anteriores se analizaron las amplitudes de dispersión junto con sus

características para la teoría de cuerdas bosónica. Pero el objetivo último de esta tesis es
poder describir procesos de dispersión dura (Hard Scattering en inglés) de partículas
de materia, es decir, fermiones. Por lo tanto, la teoría de cuerdas bosónica no alcanza
para lograr nuestro propósito, y entonces debemos recurrir a la teoría de supercuerdas,
la cual contiene fermiones. Además esta tesis presentará resultados finales de amplitu-
des de dispersión en cuatro dimensiones mediante el uso de la conjetura de Maldacena,
considerando en particular la supercuerda de tipo IIB. Veremos en esta sección la for-
mulación de RNS (Ramond-Neveu-Schwarz) [38, 39], es decir, la formulación por la
cual la supersimetría es manifiesta en la hoja de mundo de la cuerda. Comenzaremos
discutiendo la formulación para cuerdas abiertas.

4.4.1. Amplitudes de cuerdas abiertas a nivel árbol para el
sector bosónico de la supercuerda

Es en este sector en donde existen más analogías entre la teoría de cuerdas bosónicas
de 26 dimensiones y la teoría de supercuerdas en 10 dimensiones. Sin embargo, existen
nuevos aspectos a discutir debido a las simetría de gauge, la cual aparece debido a la
supersimetría de la hoja de mundo.

Tal y como en el caso 26-dimensional, podemos proponer una amplitud a nivel árbol
de la forma

AM = gM−2 ⟨ϕ1|V (2)∆V (3)...∆V (M − 1)|ϕM⟩ (4.103)

y luego basta con lograr demostrar que satisface unitariedad a nivel árbol y que presenta
simetría cíclica, para las definiciones adecuadas de V , ∆ y |ϕ⟩. En este caso, pedir
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unitariedad a nivel árbol requiere que los polos de los estados intermedios satisfagan no
sólo las condiciones de vínculo asociadas a los generadores de Virasoro Ln sino también
aquellas asociadas a los generadores superconformes Gr. Sin embargo, resulta oportuno
repasar algunos aspectos teóricos de los estados físicos que vamos a utilizar.

En esta formulación se agregan a la hoja de mundo estados fermiónicos, represen-
tados por espinores de Majorana Ψµ(σ, τ), cuya acción es

SF = i

π

Ú
dσ+dσ−(Ψ−∂+Ψ− + Ψ+∂−Ψ+) (4.104)

con σ± = τ ± σ, y se cumple que

∂+Ψµ
− = 0 = ∂−Ψµ

+ (4.105)

Variando la acción obtenemos

δSF = i

π

Ú
dσ+dσ− [δΨ−∂+Ψ− + Ψ−∂+δΨ− + δΨ+∂−Ψ+ + Ψ+∂−δΨ+] (4.106)

donde al integrar por partes el segundo y el último término, obtenemos términos de
borde

i

π

Ú
dσ−Ψ−δΨ− + i

π

Ú
dσ+Ψ+δΨ+ (4.107)

Para lograr anularlo debemos plantearÚ π

o
dσ(Ψ−δΨ− − Ψ+δΨ+) −→ Ψ+δΨ+|π0 = Ψ+δΨ+|π0 (4.108)

por lo que

Ψ+ = ±Ψ−, δΨ+ = ±δΨ− (4.109)

Para el caso σ = 0 se satisface trivialmente que Ψµ
+(0, τ) = Ψµ

−(0, τ). Debemos tener
más cuidado para el caso σ = π. Podemos elegir

Ψµ
+(π, τ) = Ψµ

−(π, τ), (4.110)

conocida como la condición de Ramond (R), y obtener

Ψ−(τ, σ) = 1√
2
Ø
n∈Z

dµne
−in(τ−σ), (4.111)

Ψ+(τ, σ) = 1√
2
Ø
n∈Z

dµne
−in(τ+σ). (4.112)

o también podríamos establecer

Ψµ
+(π, τ) = −Ψµ

−(π, τ) (4.113)
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conocida como la condición de Neveu-Schwarz (NS), y obtener

Ψ−(τ, σ) = 1√
2
Ø
r∈Z

bµr e
−in(τ−σ), (4.114)

Ψ+(τ, σ) = 1√
2
Ø
r∈Z

bµr e
−in(τ+σ). (4.115)

Para la cuerda cerrada se toma |ϕ⟩closed = |ρ⟩open ⊗ |χ⟩open, dando lugar a las llamadas
condiciones de R-R, NS-NS, R-NS y NS-R.

Los modos de Fourier de los vínculos serán:

Ln ∝ T++, L̃n ∝ T−−, (4.116)
Fn ∝ J+, F̃n ∝ J−, en el caso de Ramond (4.117)
Gr ∝ J+, G̃r ∝ J−, en el caso de Neveu-Schwarz, (4.118)

donde

J± = J0 ± J1

2 (4.119)

son las supercorrientes derivadas de la corriente Jα = 1
2ρ

BραΨµ
B∂µX conservada por

supersimetría.
Los modos de la cuerda satisfacen

{bµr , bνs} = ηµνδr+s,0, (4.120)
{dµm, dνn} = ηµνδm+n,0, (4.121)

dando lugar al álgebra de Clifford {dµ0 , dν0} = ηµν y es por ello que el sector fermionico
del espacio tiempo está dictaminado por las condiciones de Ramond.

Ahora trabajaremos con la super-álgebra de Virasoro, que cuenta con los siguientes
generadores bosónicos:

L(a)
m = 1

2
Ø
m

: α−n · αn+m :, (4.122)

L(b)
m = 1

2
Ø
r

(r + 1
2m) : b−r · br+m :, (4.123)

L(b)
m = 1

2
Ø
n

(n+ 1
2m) : d−n · bm+n :, (4.124)

y en el sector fermiónico tenemos

Gr =
Ø

α−m · br+m, NS (4.125)
Fn =

Ø
α−m · dn+m, R. (4.126)
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Existen dos posibilidades para analizar las cosas, F1 y F2, donde la primera es más
adecuada para estudiar la simetría cíclica y la segunda para analizar que todos los
polos sean estados físicos.

La formulación desde la perspectiva F2 nos lleva a tener una ecuación de onda

(L0 − 1/2)|ϕ⟩ = 0 (4.127)

donde a = 1/2 separa el espacio de Fock en estados de norma positiva y negativa. Luego
las condiciones para los estados físicos resultan

Gr|ϕ⟩ = 0, ∀r > 0, (4.128)

la cual implica a su vez

Ln|ϕ⟩ = 0, ∀n > 0. (4.129)

con el primer estado excitado dado por G−1/2|ϕ⟩. En total analogía con lo planteado
anteriormente para el caso bosónico, resulta razonable plantear un propagador de la
forma

∆ = (L0 − 1/2)−1. (4.130)

Las condiciones dadas por Gr implican que los estados deberán ser restringidos aún más.
Ésto resulta en la existencia, para cada V, de un operador W de dimensión J = 1/2,
de manera tal que se satisfaga:

V (0) = [Gr,W (0)] (4.131)

con V fermiónico. Si W es fermiónico entonces

V (0) = {Gr;W (0)}, ∀r (4.132)

con V siendo bosónico en la hoja de mundo. Ésto implica diréctamente que V tiene
dimensión conforme J = 1, por lo que se satisfacen automáticamente las condiciones
de Ln.

Consideremos ahora el operador de vértice para la emisión del taquión, el cual es de
la forma:

WT =: eik·X : (4.133)

por lo que

VT (k) = [Gr; : eik·X :] = k · ψ : eik·X : (4.134)

La condición de masa para el taquión, k2 = 1, asegura que WT tiene J = 1/2. Si
bien este operador mantiene todas las (super)condiciones de Virasoro, no describe un
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proceso físico, ya que se trata de una emisión de un estado con G impar, lo que viola las
condiciones GSO6. De esta forma, una emisión física de un estado bosónico debe estar
dada por un operador bosónico, cosa que no cumple VT . El primer estado bosónico físico
en el espectro, con la correcta paridad frente a G, es el vector sin masa. Su operador
de vértice es de la forma

V (ζ, k) =
î
Gr, ζ · ψeik·X

ï
=
1
ζ · Ẋ − ζ · ψk · ψ

2
eik·X (4.135)

sobre el cual debemos requerir

k2 = 0 = ζ · k (4.136)

es decir, masa cero y polarizacion transversal, siendo ζ la polarización de la partícula
vectorial. El problema para realizar una prueba de la simetría cíclica análoga a la
realizada en el caso de la cuerda bosónica, en el esquema F2, es que tenemos

|ϕM⟩ = ĺım
yM →0

y
−1/2
M W (kM , yM)|0; 0⟩, (4.137)

⟨ϕ1| = ĺım
y1→∞

⟨0; 0|y1/2
1 W (k1, y1) (4.138)

lo cual implica que M − 2 estados están descriptos por operadores V mientras que los
2 restantes resultan descriptos por operadores W . Es por ello que resulta mucho más
conveniente trabajar en F1, donde todos los estados resultarán descriptos por operadores
V.

Para pasar a F1 planteamos que

⟨ϕ|G1/2G−1/2 = ⟨ϕ| (4.139)

dado que

G1/2G−1/2 = 2L0 −G−1/2G1/2

⟨ϕ|G1/2G−1/2 = ⟨ϕ|2L0 = ⟨ϕ| (4.140)

Por lo tanto, la amplitud se puede escribir de la manera

AM = gM−2⟨ϕ1|G1/2G−1/2V (2)∆...∆V (M − 1)|ϕM⟩ (4.141)

Recordemos que un estado espurio |ψ⟩ se define como una estado que cumple la con-
dición on-shell (L0 − a)|ψ⟩ = 0 pero es ortogonal a todo estado físico |ϕ⟩, por lo que
puede ser expresado como |ψ⟩ = q

n>0 L−n|χn⟩, haciendo un poco de álgebra se llega a
(L0 −a+n)|χn⟩ = 0. Volviendo a nuestro caso, un estado espurio puede ser ⟨ϕ|Gr = ⟨ϕ̃|,
entonces

⟨ϕ̃|G−rV (2)∆̃...∆̃V (M − 1)|ϕ̃M⟩ = 0 (4.142)
6Gliozzi, Scherk, Olive [41].
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donde ⟨ϕ̃| es aniquilado por L0 − 1/2 + r. Usando el superálgebra de Virasoro se puede
demostrar que

Gr
1

L0 − 1/2 = 1
L0 + r − 1/2 (4.143)

por lo que podemos expresar la amplitud como

AM = gM−2⟨ϕ̃1|V (2)∆̃...∆̃V (M − 1)|ϕ̃M⟩, (4.144)

donde

|ϕ̃⟩ = G−1/2|ϕ⟩ (4.145)

y

∆̃ = (L0 − 1)−1 (4.146)

por lo que la ecuación de onda resulta

(L0 − 1)|ϕ̃⟩ = 0 (4.147)

De esta manera en F1 tenemos que

|ϕ̃M⟩ = G−1/2 ĺım
yM →0

y
−1/2
M W (yM)|0; 0⟩ = ĺım

yM →0
y−1
M V (kM , yM)|0; 0⟩ (4.148)

y

⟨ϕ̃1| = ĺım
y1→∞

⟨0; 0|y1/2
1 W (y1)G1/2 = ĺım

y1→∞
⟨0; 0|y1V (k1, y1) (4.149)

donde usamos que G1/2 y G−1/2 aniquilan al estado de vacío. De esta manera obtenemos
una formulación que es invariante frente al grupo de simetría SL(2, R)

AM = gM−2
Ú
dµM(y)

1Ù
yi
2−1

⟨0; 0|V (k1, y1)...V (kM , yM)|0; 0⟩ (4.150)

4.4.2. Ejemplos

Amplitud de dispersión de M taquiones
Estamos en condiciones de construir amplitudes de dispersión a nivel árbol y calcu-

larlas. Es de utilidad exponenciar el factor k · ψ de manera tal de factorizar la depen-
dencia en los diversos osciladores. Como ψ es fermiónico, debe estar multiplicado por
un parámetro fermiónico en la exponencial. De esta manera, deberemos introducir una
representación en variables de Grassmann, θ, dada por

1
√
y
VT (y) =

Ú
dθeik·X(y)+θk·ψ(y)/√

y (4.151)
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y resulta útil debido a que tenemos que

⟨0|ψ
µ(yi)√
yi

ψν(yj)√
yj

|0⟩ = 1
yi − yj

ηµν . (4.152)

Teniendo en cuenta la función de correlación,

⟨0|Xµ(yi)Xν(yj)|0⟩ = −ηµν ln(yj − yi) (4.153)

y la identidad e
: eA1 :: eA2 : ... : eAN :

f
= exp

1Ø
⟨AiAj⟩

2
(4.154)

podemos plantear

⟨VT (yi)√
yi

VT (yj)√
yj

⟩ =
Ú
dθidθj⟨exp

A
iki ·X(yi) + θiki

Ψ(yi)√
yi

B
⟩⟨exp

A
ikj ·X(yj) + θjkj

Ψ(yj)√
yj

B
⟩

=
Ú
dθidθj exp

A
−ki · kj⟨X(yi)X(yj)⟩ − ki · kjθiθj

K
Ψ(yi)√
yi

Ψ(yj)√
yj

LB

=
Ú
dθidθje

ki·kj(ln(yi−yj)−
θiθj

yi−yj
)

=
Ú
dθidθje

ki·kj(ln(yi−yj−θiθj)) (4.155)

como se trata de variables de Grassmann, la expresión sólo puede ser lineal en esas
variables. Hemos usado el desarrollo en serie de Taylor, obteniendo

ln (yi − yj − θiθj) = ln(yi − yj) + (−1)
yi − yj − θiθj

-----
θiθj=0

(θiθj) = ln(yi − yj) − θiθj
yi − yj

(4.156)

De esta manera, podemos generalizar esta expresión para una amplitud de M taquiones
de la forma

AM =
Ú
dµM(y)IM(k, y), (4.157)

donde

IM(k, y) = ⟨0|V (k1, y1)√
y1

...
V (kM , yM)

√
yM

|0⟩ =
Ú

(
Ù
dθi)

Ù
i<j

(yi − yj − θiθj)k1·kj . (4.158)

Amplitud de dispersión de M campos vectoriales
Ahora podemos considerar el caso de M campos vectoriales sin masa, los cuales

satisfacen las condiciones GSO, por lo que son físicamente más relevantes. Nuevamente,
expresamos el operador vértice de la forma

1
y
V (ζ, k, y) =

Ú
dϕdθeik·X+θϕζ·Ẋ/y+θk·ψ/√

y−ϕζ·ψ/√
y (4.159)
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y ahora podemos calcular la amplitud usando las identidades

⟨0|Xµ(yi)Ẋν(yj)/yj|0⟩ = i

yi − yj
ηµν , (4.160)

⟨0|Ẋµ(yi)/yiẊν(yj)/yj|0⟩ = 1
(yi − yj)2η

µν (4.161)

Entonces, podemos plantearK
V (ζ1, k1, y1)

y1
...
V (ζM , kM , yM)

yM

L
=
Ú Ù

dθi
Ù
dϕi

× exp
A
ikiX(yi) + θiϕiζi

Ẋ(yi)
yi

+ θiki
Ψ(yi)√
yi

− ϕiζi
Ψ(yi)√
yi

B

× exp
A
ikjX(yj) + θjϕjζj

Ẋ(yj)
yj

+ θjkj
Ψ(yj)√
yj

− ϕjζj
Ψ(yj)√
yj

B

=
Ú Ù

dθi
Ù
dϕi

× exp
Ø
i<j

A
⟨−kikjX(yi)X(yj)⟩ + kiθjϕjζj⟨X(yi)

Ẋ(yj)
yj

⟩ − θiθjkikj⟨
Ψ(yi)√
yi

Ψ(yj)√
yj

⟩

+ iθiϕiζikj⟨
Ẋ(yi)
yi

X(yj)⟩ + θiϕiθjϕjζiζj

K
Ẋ(yi)
yi

Ẋ(yj)
yj

L
+ θiθjkiζj

K
Ψ(yi)√
yi

Ψ(yj)√
yj

L

+ϕiζiθjkj
K

Ψ(yi)√
yi

Ψ(yj)√
yj

L
− ϕiϕjζiζj

K
Ψ(yi)√
yi

Ψ(yj)√
yj

LBD

=
Ú Ù

dθi
Ù
dϕi exp

Ø
i<j

C
kj ln(yi − yj) − kiθjϕjζj

A
1

yi − yj

B

−θiθjki · kj
A

1
yi − yj

B
+ θiϕjkiζj

A
1

yi − yj

B
+ θiζiθjkj

A
1

yi − yj

B

−ϕiϕjζi · ζj
A

1
yi − yj

B
+θiϕiζikj

A
1

yi − yj

B
− θiθjϕiϕjζiζj

A
1

yi − yj

B2
 (4.162)

por lo que obtenemosK
V (ζ1, k1, y1)

y1
...
V (ζM , kM , yM)

yM

L
=
Ú Ù

dθi
Ù
i<j

(yi − yj − θiθj)k1·kj

×
Ú Ù

dϕi
Ù
i<j

exp
C

(θi − θj)(ϕiζi · kj + ϕjζj · ki)
yi − yj

− ϕiϕjζi · ζj
yi − yj

− θiθjϕiϕjζi · ζj
(yi − yj)2

D
(4.163)
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4.5. Supercuerdas en la formulación supersimétrica
de Green-Schwarz (GS)

En esta sección abordamos la teoría de supercuerdas pero con una perspectiva dis-
tinta a la sección anterior, en vez de una supersimetría explícita en la hoja de mundo
de la cuerda, ahora será explícita en el espacio en el cual esta misma hoja de mundo se
encuentra embebida [42, 43]. Esto se hará en el gauge de cono de luz (light cone gauge
en inglés), por lo que la invarianza de Lorentz no será explícita.

Antes de abordar la cuantización de la supercuerda en el espacio de diez dimensiones,
conviene considerar el problema para una superpartícula para discutir algunas ideas de
forma más simple. La acción de una superpartícula propagándose en el superespacio
con coordenadas bosónicas y fermiónicas (xµ, θ) es

S = 1
2

Ú
e−1(ẋµ − iθ̄Aγµθ̇A)2dτ (4.164)

siendo e el veilbein. Notar que (4.164) es invariante frente a transformaciones del grupo
de Poincaré y de supersimetría, las cuales están dadas por

δθA = ϵA, δxµ = iϵ̄AγµθA

δθ̄A = ϵ̄A, δϵ = 0 (4.165)

además de una simetría fermiónica local remanente, llamada simetría kappa, con N
parámetros de Grassmann κAa(τ), A = 1...N , dada por las transformaciones

δθA = iγ · ρkA,
δxµ = iθ̄γµδθA,

δϵ = ϵθ̄AkA. (4.166)

Generalizando para la acción de una cuerda supersimétrica obtenemos

ST = Sbos + S1 + S2 (4.167)

con

Sbos = − 1
2π

Ú
dθ2

√
hhαβ∂αX∂βX

S1 = − 1
2π

Ú
dθ2

√
hhαβ

1
∂αX

µ − iθ̄Aγµ∂αθ
A
22

S2 = 1
π

Ú
dθ2

è
−iϵαβ∂αXµ

1
θ̄1γµ∂βθ

1 − θ̄2γµ∂βθ
2
2

+ ϵαβ θ̄1γµ∂αθ
1θ̄2γµ∂βθ

2
é

(4.168)

Sbos y S1 presentan simetría frente a reparametrizaciones locales y N supersimetrías
globales, pero no así la simetría kappa. Para recuperar la simetría (local) kappa es
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necesario introducir la S2 y tener N ≤ 2 (a diferencia del caso de la superpartícula que
es válido para cualquier N ).

Ahora analizaremos más en profundidad el fermión de 10 dimensiones. Un espinor de
Dirac en d dimensiones tiene 2d/2 componentes, por lo que para d = 10 tenemos que el
espinor de Dirac en 10 dimensiones tiene 25 = 32 componentes, y satisface naturalmente
la ecuación de Dirac

ΓM∂MΨ = 0 (4.169)

con M = 0, 1, ..., 9. Podemos elegir una representación de las matrices ΓM tal que sean
puramente imaginarias, resultando que Ψ tenga componentes puramente reales, llamado
espinor de Majorana. Para lograr ello debemos construir matrices de 32 × 32 mediante
el producto tensorial de matrices de Pauli de 2 × 2 y matrices de 16 × 16, las cuales son
de la forma [40]:

Γ0 = σ2 ⊗ 116

Γi = iσ1 ⊗ γi, con i=1...8
Γ9 = iσ3 ⊗ 116 (4.170)

las cuales satisfacen el álgebra de Clifford:î
ΓM ,ΓN

ï
= −2ηMN (4.171)

en 10 dimensiones. Análogamente a la matriz γ5 de cuatro dimensiones, podemos definir
para diez dimensiones

Γ11 = Γ0Γ1...Γ9 (4.172)

que satisface î
Γ11,ΓM

ï
= 0 (4.173)

y

(Γ11)2 = 1 (4.174)

Se definen espinores de quiralidad positiva o negativa según

Γ11Ψ = ±Ψ (4.175)

por lo que se puede definir naturalmente el operador de proyección 1±Γ11
2 . A los espinores

con quiralidad definida se los llama espinores de Weyl. Como Γ11 es real, si χ es un
espinor real también lo es 1+Γ11

2 χ, por lo que se pueden satisfacer simultáneamente las
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condiciones de Majorana y de Weyl, dando lugar a los llamados espinores de Majorana-
Weyl, los cuales tienen 16 componentes reales. Pero además, tenemos que

Γ · ∂χ = 0 (4.176)

por lo que se reducen a 8 componentes independientes. De esta manera el fermión sin
masa en 10 dimensiones debe ser de Majorana-Weyl para formar el supermultiplete con
los vectores sin masa AM , dejando explícita la supersimetría.

Discutiremos ahora la cuantización en el cono de luz. Trabajaremos en 10 dimensio-
nes y con los espinores de Majorana-Weyl θ1 y θ2. Tenemos a disposición la invariancia
ante reparametrizaciones locales, la invariancia de Weyl y la simetría fermiónica local
kappa, las cuales nos permiten hacer varias elecciones de gauge. Con la simetría kappa
establecemos

Γ+θ1 = 0 = Γ+θ2 (4.177)

con

Γ± = 1√
2
1
Γ0 ± Γ1

2
(4.178)

donde 1
Γ+
22

= 0
1
Γ−
22

(4.179)

y utilizando la simetría conforme elegimos

X+ = x+ + p+τ, α+
n = 0, n ̸= 0 (4.180)

Como se mencionó anteriormente, la condición de Majorana hace que los espinores
sean reales y la de Weyl pone la mitad de sus componentes en cero, dejando solo a
16 componentes reales. En el gauge de cono de luz se reduce a la mitad este número
de componentes, quedando 8 componentes reales para cada espinor. La única simetría
manifiesta en este gauge es la invarianza rotacional de estas ocho dimensiones trans-
versales a las direcciones x0 y x9. Entonces, las ocho componentes de cada θ forman
una representación espinorial ocho dimensional del grupo SO(8), el cual contiene tres
representaciones irreducibles. Una de las representaciones es la vectorial, 8v, y dos re-
presentaciones espinoriales, 8s y 8c. Se usan las letras i, j, k para los índices de 8v, a,b,c
para los índices de 8s y ȧ, ḃ, ċ para los de 8c.

Usamos la nomenclatura S1 y S2 para las ocho componentes de θ que sobreviven en
el gauge de cono de luz. Es decir,ñ

ρ+θ1 → S1a o S1ȧ,ñ
ρ+θ2 → S2a o S2ȧ; (4.181)
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tendremos la representación 8s o 8c dependiendo de la quiralidad del correspondiente θ
en diez dimensiones. Se suele tomar a S1 en la representación 8s como convención. Por
lo que, si S2 está en la 8s, estaremos en teorías de tipo I y IIB, pero si S2 está en la
representación 8c estaremos en teorías de tipo IIA. Se puede probar que las ecuaciones
de movimiento son: 1

∂2
σ − ∂2

τ

2
X i = 0,

∂+S
1a = 0,

∂−S
2a = 0, (4.182)

las cuales son idénticas a las ecuaciones de movimiento de X i, ψi− y ψi+ en el gauge
de cono de luz pero para el formalismo RNS. En el formalismo de esta sección, las
coordenadas fermiónicas se encuentran en una representación espinorial de SO(8) en
lugar de una representación vectorial. Estas ecuaciones de movimiento se pueden deducir
de la acción del cono de luz

Sc.l. = −1
2

Ú
dσ2

3
τ∂αX

i∂αX i − i

π
S̄aρα∂αS

a
4

(4.183)

con Sa =
A
S1a

S2a

B
, de manera tal que S1a y S2a se pueden interpretar como espinores

de Majorana-Weyl que describen modos de oscilación izquierdos y derechos respectiva-
mente. Podemos imponer las condiciones de cuantización para los S,î

SAa(σ, τ), SBb(σ′, τ)
ï

= πδabδABδ(σ − σ′) (4.184)

junto con las condiciones de contorno para la cuerda abierta supersimétrica

S1a(0, τ) = S2a(0, τ),
S1a(π, τ) = S2a(π, τ). (4.185)

Debido a la transformación de supersimetría global, dada por δθA = ϵA, debemos
requerir ϵ1 = ϵ2, con lo cual tenemos cuerdas de tipo I (N = 1), de manera tal de que
S1 y S2 están en la misma representación espinorial.

Realizando la expansión en modos para los S’s tenemos

S1a(σ, τ) = 1√
2
Ø

Sane
−in(τ−σ),

S2a(σ, τ) = 1√
2
Ø

Sane
−in(τ+σ), (4.186)

con Sa−n = (San)†. De manera tal que tenemosî
Sam, S

b
n

ï
= δabδm+n (4.187)
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Para la cuerda cerrada tendremos la expansión en modos:

S1a(σ, τ) =
Ø

Sane
−2in(τ−σ),

S2a(σ, τ) =
Ø

S̃ane
−2in(τ+σ). (4.188)

Si S1 y S2 están en representaciones distintas, por ejemplo en la 8s y 8c respectivamente,
estamos en la teoría de supercuerdas de tipo IIA, la cual tiene cuerdas orientables.
De otro modo, estaremos describiendo una teoría de supercuerdas de tipo IIB, si las
cuerdas son orientables, o una teoría de cuerdas cerradas de tipo I si son no orientables.
Las formulaciones RNS y GS son equivalentes mediante un proceso de bosonización y
de re-fermionización de los fermiones de la hoja de mundo, ψi. Recordamos la acción
supersimétrica para los fermiones en la hoja de mundo dada por

S = − 1
2π

Ú
dσ2

1
∂αX

i∂αX i − iψiρα∂αψ
i
2
, (4.189)

donde los espinores Sa están en una representación 8s de SO(8), mientras que los
espinores ψi están en la representación vectorial 8v del mismo grupo.

Derivaremos ahora los operadores de vértice para estados de cuerdas abiertas (vec-
toriales y espinoriales). El formalismo en el que nos basaremos utiliza operadores de
vértice en el cono de luz, de manera tal que el momento de las partículas emitidas
satisface k+ = 0.

La cuantización de la cuerda en este formalismo da lugar a dos series de modos, αin
y San, que satisfacen las relaciones

[αim, αjn] = mδm+nδ
ij,

{Sam, Sbn} = δm+nδ
ab. (4.190)

Nuestro objetivo es construir operadores de vértice para los estados |u⟩ y |ζ⟩ que
satisfagan las relaciones de supersimetría apropiadas. Estas adoptan una forma más
sencilla debido a la restricción de k+ = 0. Tenemos la condición de masa para el estado
fundamental:

(ki)2 = 2k+k− (4.191)

lo cual nos obliga a pedir que k adopte valores imaginarios para que no se anule idén-
ticamente. Las componentes del espinor sin masa están relacionadas mediante

ua = − 1
k+γ

i
aȧu

ȧ (4.192)

Cuando k+ = 0 es conveniente elegir

γiaȧk
iuȧ = 0 (4.193)
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de manera tal que ua resulte finito.
Llamaremos VB(k, ζ) al operador de vértice asociado a la emisión de un estado

fundamental bosónico con polarización ζ i y momento kµ (con k+ = 0). A su vez,
llamaremos VF (k, u) al operador de vértice asociado a la emisión de un fermión sin
masa con función de onda uȧ y momento k. Los cuales son de la forma

VB(ζ, k) = ζ ·Beik·X = (ζ iBi − ζ−B+)eik·X , (4.194)
VF (u, k) = uFeik·X = (uaF a + uȧF ȧ)eik·X . (4.195)

y la clave será encontrar qué forma deben tener Bi y F ȧ. Obtendremos ésto al pedir
que un operador transforme en el otro bajo una transformación de supersimetría, es
decir:

[ηaQa, VF (u, k)] ∼ VB(ζ̃ , k), (4.196)

[ηaQa, VB(ζ, k)] ∼ VF (ũ, k), (4.197)

[ϵȧQȧ, VF (˜̃u, k)] ∼ VB(˜̃ζ, k), (4.198)

[ϵȧQȧ, VB(˜̃ζ, k)] ∼ VF (˜̃u, k), (4.199)

donde ζ̃, ũ son las funciones de onda transformadas bajo la acción de ηa, y ˜̃ζ, ˜̃u son las
funciones de onda transformadas bajo la acción de ϵȧ, con

Qa = (2p+)1/2Sa0 ,

Qȧ = (p+)−1/2γiaȧ
Ø

Sa−nα
i
n. (4.200)

Se puede probar que las soluciones de (4.196-4.199) resultan ser

B+ = p+, (4.201)
Bi = Ẋ i −Rijkj, (4.202)

F ȧ = (2p+)−1/2[(γ · ẊS)ȧ + 1
3(γiS)ȧRijkj], (4.203)

F a = (p+/2)1/2Sa. (4.204)

con

Rij(τ) = iKij(τ) = γijabS
a(τ)Sb(τ) = γijab

Ø
n

Sane
−in.τ .

Ø
m

Sbme
−im.τz−nz−m (4.205)

donde

Sa(τ) =
Ø

Sane
−in(τ−σ) (4.206)
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En el Apéndice A mostraremos el cálculo en detalle de la amplitud de dispersión de
cuatro cuerdas abiertas supersimétricas vectoriales sin masa a nivel árbol. Es decir, se
calcula

⟨k1|VB(ζ2, k2)∆VB(ζ3, k3)|k4⟩ (4.207)

siendo el propagador

∆ = (1
2p

2 +N)−1 (4.208)

y donde N es el operador número dado por:

N =
∞Ø
n=1

(αi−nαin + nSa−nS
a
n) (4.209)

Esta amplitud es instrumental para esta tesis, ya que aparecerá siempre en la cons-
trucción de amplitudes de dispersión de cuerdas cerradas supersimétricas para las teo-
rías de supercuerdas de tipo II. Es decir, necesitaremos el factor cinemático de esta
amplitud tanto para el cálculo de la amplitud de dispersión de cuatro dilatones [44], de
cuatro dilatinos [3], y también para la amplitud dilatón/dilatino [5].
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Capítulo 5

Nuevos resultados para la
dispersión de cuerdas cerradas con
fermiones

En 1985 Kawai, Lewellen y Tye (KLT) propusieron una fórmula general para cal-
cular cualquier amplitud de cuerdas cerradas como una suma de productos de ciertas
amplitudes de dispersión de cuerdas abiertas a nivel árbol [36]. En este capítulo desa-
rrollaremos varias realizaciones de estas relaciones KLT, principalmente para los casos
de cuatro dilatinos y de dos dilatones y dos dilatinos en teorías de supercuerdas de
tipo II. Pero antes de obtener estas dos amplitudes fundamentales para los próximos
capítulos de la tesis, mostraremos el cálculo de la amplitud de dispersión de cuatro
dilatones para teorías de supercuedas de tipo II, obteniendo de esa forma la amplitud
de Green, Schwarz y Brink [44]. Con este ejercicio ganamos mayor control sobre los
cálculos a realizar posteriormente en este capítulo.

La construcción de operadores de vértices para la emisión de fermiones y el cálculo
de amplitudes de dispersión de fermión-fermión para cuerdas abiertas fue desarrollado
en varios artículos. En particular, el operador de vértice fermiónico fue desarrollado
en [45, 46, 47]. Condiciones de gauge para el vértice de emisión dual7 fermiónico fue
estudiado en [48], y en [49] se construyeron las amplitudes de dispersión con cuatro
fermiones externos representados por cuerdas abiertas (con alto grado de consisten-
cia interna basada en la invarianza de Lorentz y en el teorema no-ghost), aunque los
autores no evaluaron explícitamente las amplitudes. Mandelstam en [50] extendió el for-
malismo de cuerdas-interactuantes (interacting-string formalism) a los modelos de
Neveu-Schwarz y Ramond, donde amplitudes con cualquier número de fermiones exter-
nos podían ser construidas. En este artículo se mostró que las amplitudes de dispersión
fermiónicas eran libres de ghosts. Luego, Schwarz y Wu evaluaron amplitudes de disper-
sión de estados fundamentales fermiónicos en el contexto de los modelos de resonancia

7Dual aquí se refiere a la antigua teoría hadrónica de cuerdas de fines de los años 60’s.
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duales para fermiones y mesones en el formalismo de operadores [51, 52]. Corrigan et

al. en [53] calcularon la amplitud de dispersión de cuatro fermiones en el formalismo
de operadores mostrando que sus resultados estaban de acuerdo con los resultados de
Mandelstam [50], donde la misma amplitud fue derivada usando el formalismo de cuerda
abierta [54, 55]. Las amplitudes obtenidas en [50, 53] no son explícitamente invariantes
bajo la crossing symmetry [53], simetría que consiste en la invarianza de las amplitu-
des de dispersión frente al intercambio de las variables de Mandelstam s → t. Como
indica Schwarz en [56], los cálculos de las amplitudes de dispersión de fermión-fermión
en el formalismo RNS llevados a cabo en los comienzos de 1970, demandaron un enorme
trabajo. Aunque la cuantización en el cono de luz fue muy importante para la formu-
lación de la teoría y para ciertos cálculos [54], la cuantización covariante en teorías
de supercuedas estableció un entendimiento más profundo. La cuantización covariante
fue desarrollada en el contexto de teorías de campos conformes y la cuantización de
Becchi-Rouet-Stora-Tyutin (BRST) [57]. La construcción de los operadores de vértices
fermiónicos covariantes con el modelo de RNS fue llevado a cabo en [58]. El cálculo de la
amplitud de dispersión de cuatro cuerdas abiertas fermiónicas en el modelo de RNS fue
realizado en [59] usando la cuantización covariante, dando lugar a una expresión concisa
(también presentada en [40]). Además la amplitud de dispersión fermiónica covariante
fue obtenida por Knizhnik [60]. Amplitudes para tres y cuatro cuerdas sin masa para
la teoría de cuerdas heterótica fueron obtenidas por Gross et al. [61, 62, 63].

Haremos algunos comentarios sobre las diferencias entre nuestro trabajo y el lleva-
do a cabo por Atick y Sen [64]. Ellos usaron la formulación de RNS para calcular la
amplitud de dispersión de cuerdas cerradas de dos fermiones a dos bosones y de cuatro
fermiones a 1-loop para las teorías heterótica y las teorías de supercuerdas de tipo II,
usando vértices fermiónicos covariantes. Sus resultados están en concordancia con las
amplitudes obtenidas en el gauge de cono de luz en la formulación de Green-Schwarz.
Pero su resultado para el caso de cuatro fermiones es expresado en términos del pro-
ducto de un factor cinemático de cuerda abierta de cuatro fermiones, el cual llamaron
como K(u(1), u(2), u(3), u(4); ki), dado por su ecuación (3.67), por una integral, la cual
depende de la contribución proveniente del sector antianalítico. Debemos señalar que,
ellos no dieron una expresión explícita para la amplitud de dispersión de cuatro fermio-
nes. Sin embargo, nosotros obtuvimos la forma explícita de la amplitud de dispersión
de cuatro cuerdas cerradas sin masa que representan fermiones de espín 1/2, es decir,
cuatro dilatinos en teorías de supercuerdas de tipo IIA y IIB. En este capítulo damos
una forma explícita de la amplitud de dispersión de cuatro cuerdas cerradas fermiónicas
de espin 1/2 (cuatro dilatinos), y también para cuatro cuerdas cerradas representando
a dos bosones y dos fermiones (dilatón/dilatino). Estas dos amplitudes las expresamos
en términos del ángulo de dispersión θ y de las variables de Mandelstam en diez di-
mensiones, las cuales a partir de este punto las indicaremos con tildes (s̃, t̃, ũ) con el
fin de distinguirlas en los próximos capítulos de las variables de Mandelstam en cuatro
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dimensiones que designamos como (s, t, u) sin tildes. Para ambas amplitudes obtenemos
también el comportamiento de Regge (s̃ >> |t̃|).

Es importante mencionar que en [65] se obtienen amplitudes de dispersión a nivel
árbol de tres, cuatro y cinco puntos en el formalismo de RNS para cuerdas abiertas.
Luego usando las relaciones KLT, estos autores investigan las amplitudes de dispersión
de cuerdas cerradas de dos y cuatro gravitinos. Sin embargo, por ejemplo en sus expre-
siones (6.22) y (6.23) correspondientes a dos campos de NS-NS y dos gravitinos NS-R,
no dan una expresion explícita, lo cual es un trabajo extremadamente laborioso. En
este artículo [65] los dilatinos no fueron estudiados.

Durante los últimos 25 años, se estuvo desarrollando a partir de un trabajo pionero
de Berkovits [66], la formulación de espinores puros para las supercuerdas. En [67] se
probó que para la dispersión a nivel árbol de cuerdas abiertas de un número arbitrario
de bosones sin masa y para más de cuatro fermiones sin masa, la amplitud de dispersión
se corresponde con las obtenidas en el formalismo de RNS [57]. Luego la equivalencia
con el formalismo RNS fue extendido para las amplitudes de dispersión a nivel árbol
de más de cuatro fermiones para la teoría de cuerdas de tipo I [68]. El formalismo de
espinores puros de alguna forma simplifica los cálculos de amplitudes de dispersión de
multipartículas y multiloop. Este formalismo también se puede usar más allá de espacios
planos, permitiendo la descripción en fondos con campos de Ramond-Ramond. Para
desarrollos recientes de este formalismo se sugiere al lector interesado ver la referencia
[69]. La derivacion de amplitudes de dispersión de supercuerdas a nivel árbol para
partículas sin masa en el formalismo de espinores puros se puede ver en el trabajo de
Mafra y Shlotterer [70].

Hay importantes extensiones de las relaciones KLT. Por ejemplo, para amplitudes
de dispersión en teorías de cuerdas a 1-loop, tanto para cuerdas abiertas como para
cuerdas cerradas, expresada como una suma sobre amplitudes de solamente cuerdas
abiertas [71]. Una relación entre amplitudes a 1-loop para cuerdas cerradas y abiertas
que generaliza las relaciones KLT para amplitudes de dispersión en teorías de cuerdas
a 1-loop fue propuesto por Stieberger [72].

5.1. Amplitudes de dispersión en teorías de super-
cuerdas del tipo II

En secciones anteriores describimos la base teórica de las amplitudes de dispersión
en teorías de cuerdas, tanto para cuerdas bosónicas como para la supercuerda, y para
esta última, los dos tipos de formalismos, con supersimetría en la hoja de mundo de la
cuerda (formalismo de RNS), y el formalismo con la supersimetría explícita en el espacio
tiempo (formalismo de GS). Todos los resultados obtenidos para cuerdas abiertas. Ahora
es el turno de las cuerdas cerradas, en particular, cuerdas cerradas supersimétricas.
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Figura 5.1: Diagrama que muestra la cinemática que se usará en la construcción de las
amplitudes de dispersión en diez dimensiones, con s̃ = −(k1 + k2)2, t̃ = −(k1 + k4)2 y
ũ = −(k1 + k3)2.

Las amplitudes de dispersión para cuerdas cerradas a nivel árbol se calculan me-
diante unas relaciones muy útiles que utilizan como sus elementos básicos los factores
cinemáticos de las cuerdas abiertas. Estas son las llamadas relaciones KLT [36], por los
autores Kawai, Lewellen y Tye. Básicamente estas relaciones nos dicen que una ampli-
tud de dispersión de cuerdas cerradas de M puntos a nivel árbol puede ser expresada
como la suma de los productos directos entre amplitudes de dispersión de M puntos co-
rrespondientes a cuerdas abiertas. Es decir, dada la amplitud de cuatro cuerdas abiertas
supersimétricas es la forma:

Aab(1, 2, 3, 4) = 1
2gKab(1, 2, 3, 4)Γ(−α′s̃/4)Γ(−α′t̃/4)

Γ(1 − α′s̃/4 − α′t̃/4) (5.1)

siendo g la constante de acoplamiento de la cuerda abierta y Kab(1, 2, 3, 4) el factor
cinemático de la amplitud, el cual contiene la dependencia de los momentos y las po-
larizaciones de las especies que se dispersan. Luego este factor cinemático debe ser
multiplicado por la correspondiente estructura de funciones gamas de Euler caracterís-
ticas de una amplitud de Veneziano de cuerdas abiertas. La cinemática que usaremos se
muestra en la Figura 5.1. Por otro lado, una amplitud de dispersión de cuerdas cerradas
para una teoría de supercuerdas en espacio de Minkowski de 10 dimensiones puede ser
escrita como:

A10d
cuerdas(p̃) = 4g2

sα
′3F (p̃

√
α′) (5.2)

siendo gs la constante de acoplamiento de la cuerda cerrada, α′ la longitud al cuadrado
de la cuerda y F (p̃

√
α′) una función que contiene la estructura de polos de la amplitud

de dispersión, así como también el factor K(p̃
√
α′):

F (p̃
√
α′) =

Ù
χ=s̃,t̃,ũ

Γ(−α′χ/4)
Γ(1 + α′χ/4)K(p̃

√
α′) (5.3)

donde la función K(p̃
√
α′) esta definida en términos del factor cinemático de la cuerda

cerrada Kc(k1, k2, k3, k4) como sigue

K(p̃
√
α′) = −πα′4Kc(k1, k2, k3, k4) (5.4)
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Entonces las relaciones KLT nos dicen que podemos expresar cualquiera amplitud de
cuerdas cerradas 8 de cuatro puntos como

Kc(k1, k2, k3, k4) = Kab(k1/2, k2/2, k3/2, k4/2)
⊗ æKab(k1/2, k2/2, k4/2, k3/2) (5.5)

siendo Kab y æKab los correspondientes factores cinemáticos de cuerda abierta para los
modos izquierda y derecha respectivamente de la cuerda cerrada. Notar que el segundo
factor cinemático tiene permutadas las últimas dos partículas, como es requerido por las
relaciones KLT. También es necesario multiplicar cada impulso presente en los factores
cinemáticos de la cuerda abierta por 1/2, ya que cada cuerda abierta lleva la mitad
del momento de la correspondiente cuerda cerrada. Haciendo la notación más simple,
definimos:

Kc(k1, k2, k3, k4) ≡ Kc(1, 2, 3, 4) = Kab(1, 2, 3, 4)
L

⊗
æKab(1, 2, 4, 3)

R
(5.6)

donde cada ki es el impulso de la i-ésima cuerda cerrada. L y R son los respectivos
factores que surgen de multiplicar los impulsos ki de la cuerda cerrada por 1/2 para los
impulsos presentes en los factores cinemáticos de cuerdas abiertas.

5.1.1. Amplitud de dispersión de 4 dilatones
En esta sección presentamos el cálculo de la amplitud de dispersión de Virasoro-

Shapiro-Green-Schwarz-Brink [44] para cuatro campos de dilatones en teoría de super-
cuerdas de tipo II. Los dilatones son unos de los estados presentes en el multiplete de
supergravedad de tipo II y por supuesto son estados de cuerdas cerradas de masa cero.
Dentro de este multiplete de supergravedad tenemos los campos bosónicos siguientes:
el gravitón (GMN), el cual es un tensor simétrico de rango 2; el campo antisimétrico
de Kalb-Ramond (BMN) y el dilatón (Φ), el cual es un escalar. Para el cálculo de la
amplitud recurriremos a las relaciones KLT antes mencionadas, es decir, escribiremos
el factor cinemático de cuatro cuerdas cerradas bosónicas como:

Kbos
c (1, 2, 3, 4) = 1

16K
bos
ab (1, 2, 3, 4) ⊗ 1

16K
bos
ab (1, 2, 4, 3) (5.7)

donde el factor 1
16 proviene de considerar en cada Kab el momento ki/2, es decir, la

mitad del momento ki de la cuerda cerrada. Siendo el factor cinemático bosónico de
8Las relaciones KLT son aplicables tanto para teorías de tipo II como para la cuerda heterótica.
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cuatro cuerdas abiertas vectoriales [40]:

Kbos
ab (1, 2, 3, 4) = −1

4(s̃t̃ζ1 · ζ3ζ2 · ζ4 + s̃ũζ2 · ζ3ζ1 · ζ4 + t̃ũζ1 · ζ2ζ3 · ζ4)

+ 1
2 s̃(ζ1 · k3ζ4 · k2ζ2 · ζ3 + ζ2 · k4ζ3 · k1ζ1 · ζ4 + ζ1 · k4ζ3 · k2ζ2 · ζ4 + ζ2 · k3ζ4 · k1ζ1 · ζ3)

+ 1
2 ũ(ζ3 · k4ζ2 · k1ζ1 · ζ4 + ζ1 · k2ζ4 · k3ζ3 · ζ2 + ζ1 · k4ζ2 · k3ζ3 · ζ4 + ζ3 · k2ζ4 · k1ζ1 · ζ2)

+ 1
2 t̃(ζ3 · k4ζ1 · k2ζ2 · ζ4 + ζ2 · k1ζ4 · k3ζ3 · ζ1 + ζ2 · k4ζ1 · k3ζ3 · ζ4 + ζ3 · k1ζ4 · k2ζ2 · ζ1)

(5.8)

el cual es el factor cinemático de cuatro cuerdas abiertas vectoriales de masa cero que es
calculado en detalle en el Apéndice A, siendo los ζi, con i = 1, 2, 3, 4, las polarizaciones
de cada una de estas cuatro particulas vectoriales sin masa. Siendo los dilatones campos
de masa cero tenemos que s̃ + t̃ + ũ = 0. Ahora debemos efectuar el producto tenso-
rial (5.7) para obtener el respectivo factor cinemático de las cuatro cuerdas cerradas
bosónicas:

Kbos
c (1, 2, 3, 4) = − 1

64(s̃t̃ζ1 · ζ3ζ2 · ζ4 + s̃ũζ2 · ζ3ζ1 · ζ4 + t̃ũζ1 · ζ2ζ3 · ζ4)

+ s̃

32(ζ1 · k3ζ4 · k2ζ2 · ζ3 + ζ2 · k4ζ3 · k1ζ1 · ζ4 + ζ1 · k4ζ3 · k2ζ2 · ζ4 + ζ2 · k3ζ4 · k1ζ1 · ζ3)

+ ũ

32(ζ3 · k4ζ2 · k1ζ1 · ζ4 + ζ1 · k2ζ4 · k3ζ3 · ζ2 + ζ1 · k4ζ2 · k3ζ3 · ζ4 + ζ3 · k2ζ4 · k1ζ1 · ζ2)

+ t̃

32(ζ3 · k4ζ1 · k2ζ2 · ζ4 + ζ2 · k1ζ4 · k3ζ3 · ζ1 + ζ2 · k4ζ1 · k3ζ3 · ζ4 + ζ3 · k1ζ4 · k2ζ2 · ζ1)

⊗ − 1
64(s̃ũζ1 · ζ4ζ2 · ζ3 + s̃t̃ζ1 · ζ3ζ4 · ζ2 + t̃ũζ1 · ζ2ζ3 · ζ4)

+ s̃

32(ζ1 · k4ζ3 · k2ζ4 · ζ2 + ζ2 · k3ζ4 · k1ζ1 · ζ3 + ζ1 · k3ζ4 · k2ζ3 · ζ2 + ζ2 · k4ζ3 · k1ζ1 · ζ4)

+ t̃

32(ζ2 · k1ζ4 · k3ζ3 · ζ1 + ζ3 · k4ζ1 · k2ζ2 · ζ4 + ζ2 · k4ζ1 · k3ζ4 · ζ3 + ζ3 · k1ζ4 · k2ζ2 · ζ1)

+ ũ

32(ζ1 · k2ζ4 · k3ζ3 · ζ2 + ζ3 · k4ζ2 · k1ζ1 · ζ4 + ζ1 · k4ζ2 · k3ζ3 · ζ4 + ζ3 · k2ζ4 · k1ζ1 · ζ2)

(5.9)

Vale acalarar que llevar a cabo este cálculo es sumamente tedioso, pero de igual forma
fue llevado a cabo como punto de partida inicial para el aprendizaje del cálculo de
amplitudes de dispersión de cuerdas cerradas supersimétricas. En este producto tenemos
en principio 225 términos de los cuales solo 120 son independientes. Este producto
directo involucra el producto de dos polarizaciones vectoriales de la forma ζMi ⊗ ζM

′
i ,

correspondientes a los modos izquierdos y derechos del tensor de polarización ΘMM ′
i

de la cuerda cerrada. Los subíndices i etiquetan a cada uno de los cuatro dilatones
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Φi involucrados en la dispersión. Entonces debemos reemplazar el producto de las dos
polarizaciones vectoriales por el tensor de rango 2 como sigue

ζMi ⊗ ζM
′

i → ΘMM ′

i (5.10)

donde la parte diagonal transversa corresponde a la polarización del dilatón

ΘMM ′

i =
ó

1
8Φ̂i

1
ηMM ′ − kMi k̄

M ′

i − kM
′

i k̄Mi
2

(5.11)

donde se introduce la variable auxiliar k̄i para garantizar polarización transversal del
dilatón, con ki · k̄i = 1 y k̄i · k̄i = 0 [89]. Usando este tensor de polarización para el
dilatón, cada uno de los 120 términos mencionados anteriormente contiene el producto
de cuatro factores de la forma de la polarización del dilatón. Entonces desarrollando
explícitamente (5.7) usando las ecuaciones (5.10) y (5.11) tenemos 9720 términos que
contribuyen al factor cinemático de la amplitud de dispersión de cuatro dilatones. Luego
de un cálculo simple pero tedioso, el cual hemos hecho manualmente, se llega a:

Kbos
c (1, 2, 3, 4) = 1

128 · 162 [6s̃4 − 15s̃3(t̃+ ũ) + s̃2(30t̃2 + 28t̃ũ+ 30ũ2)

− s̃(t̃+ ũ)(15t̃2 − 43t̃ũ+ 15ũ2) + 3(2t̃4 − 5t̃3ũ+ 10t̃2ũ2 − 5t̃ũ3 + 2ũ4)]Φ1Φ2Φ3Φ4

(5.12)

y como ũ = −s̃− t̃, la ecuación (5.12) se reduce a:

Kbos
c (1, 2, 3, 4) = 9

163

1
s̃2 + s̃t̃+ t̃2

22
Φ1Φ2Φ3Φ4 (5.13)

Además sabemos que

t̃ = − s̃

2(1 − cos θ), ũ = − s̃

2(1 + cos θ) (5.14)

por lo que el factor cinemático para cuatro dilatones queda como 9

Kbos
c (1, 2, 3, 4) = 9s̃4(cos(2θ) + 7)2

1621024 Φ1Φ2Φ3Φ4 (5.15)

siendo θ el ángulo de dispersión, luego:

A4-dilatones
c (1, 2, 3, 4) = −4πg2

sα
′4α′3 Ù

χ=s̃,t̃,ũ

Γ(−α′χ/4)
Γ(1 + α′χ/4)Kcl(1, 2, 3, 4)

= −πg2
sα

′3 9(α′s̃)4(cos(2θ) + 7)2

65536 Φ1Φ2Φ3Φ4
Ù

χ=s̃,t̃,ũ

Γ(−α′χ/4)
Γ(1 + α′χ/4)

(5.16)
9El mismo resultado se obtiene de la expresión 9

2·163 (s̃4+t̃4+ũ4)Φ1Φ2Φ3Φ4. Este factor cinemático es
el asociado a la amplitud de dispersión de cuerdas cerradas de Virasoro-Shapiro-Green-Schwarz-Brink.
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Ahora consideremos el límite de Regge (s̃ ≫ |t̃|) para esta amplitud de dispersión:

A4-dilatones Regge
c (1, 2, 3, 4) = 4πg2

sα
′7 K4-dilatones Regge

c (1, 2, 3, 4) ×

sin[πα′

4 (s̃+ t̃)]
sin
1
πα′s̃

4

2 A
α′s̃

4

B−2+ α′ t̃
2

e2− α′ t̃
2

Γ(−α′t̃/4)
Γ(1 + α′t̃/4)

= 9
64πg

2
sα

′3 2−α′ t̃ sin[πα′

4 (s̃+ t̃)]
sin
1
πα′s̃

4

2 (α′s̃)2+ α′ t̃
2 e2− α′ t̃

2
Γ(−α′t̃/4)

Γ(1 + α′t̃/4)Φ1Φ2Φ3Φ4

(5.17)

donde hemos usado la aproximación de Stirling para aproximar las funciones gamas de
Euler en este límite.

5.1.2. Amplitud de dispersión de 4 dilatinos
Para poder abordar el Hard Scattering de cuatro fermiones de espin 1/2 en una

teoría de gauge confinante en el IR y fuertemente acoplada, antes (por motivos que
quedarán claros en las secciones posteriores) debemos calcular la amplitud de disper-
sión de cuatro dilatinos en una teoría de supercuerdas de tipo II. Esta amplitud de
dispersión no ha sido calculada anteriormente en forma explícita, por lo que en esta
sección comenzamos con nuestro primer resultado original de esta tesis.

Los dilatinos son los compañeros supersimétricos de los dilatones en el multiplete de
supergravedad de tipo II en 10 dimensiones, por lo que ellos también poseen masa nula.
Debido a que también son cuerdas cerradas, podemos calcular la amplitud de dispersión
de cuatro dilatinos mediante la utilización de las relaciones KLT.

El factor cinemático correspondiente a la amplitud de dispersión de cuatro dilatinos,
es decir de cuatro cuerdas cerradas fermiónicas de espín 1/2 de la teoría de supercuerdas
del tipo II, está dado por

K4−dilatinos
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) = K fer

ab (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) ⊗ 1
16K

bos
ab (1, 2, 4, 3) (5.18)

donde el factor Kbos
ab (1, 2, 4, 3) está dado por la ecuación (5.8), y las variables de Man-

delstam ya han sido definidas anteriormente. Con el fin de distinguir fermiones de
bosones en los factores cinemáticos, los impulsos de los dilatinos son 1̃, 2̃, 3̃, 4̃ que re-
presentan a los momentos en 10 dimensiones k̃1, k̃2, k̃3 y k̃4. Como en el caso bosónico
descrito en la sección anterior, solo consideramos cuerdas cerradas sin masa, por lo que
s̃+ t̃+ ũ = 0. Notemos que para el segundo factor cinemático de la ecuación (5.18) las
cuerdas 3 y 4 han sido intercambiadas, como lo es requerido por las relaciones KLT. El
orden de los dos factores cinemáticos de la ecuación (5.18) está asociado a que calcu-
lamos la amplitud de dispersión de cuatro dilatinos R-NS. Es interesante señalar que
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de esta ecuación se podría calcular la amplitud de dispersión de cuatro gravitinos. El
factor cinemático K fer

ab (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) está dado por [40, 43, 56]:

K fer
ab (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) = − s̃

8 ū2ΓM
′
u3ū1ΓM ′u4 + t̃

8 ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3 (5.19)

donde ui representa polarizaciones espinoriales, mientras que las matrices de Dirac ΓM
en diez dimensiones satisfacen el algebra de Clifford

{ΓM ,ΓN} = −2ηMN (5.20)

Es decir, las matrices gama en 10 dimensiones tienen 32 × 32 componentes totalmente
imaginarias ya que estamos en la representacion de Majorana, en la cual los espinores
ui son totalmente reales [40]. Como vimos en la sección 4.5, estas matrices tienen la
forma:

Γ0 = σ2 ⊗ 116, (5.21)
Γi = iσ1 ⊗ γi, i = 1, .., 8 (5.22)
Γ9 = iσ3 ⊗ 116. (5.23)

donde las matrices de Pauli estan definidas como:

σ1 =
A

0 1
1 0

B
, σ2 =

A
0 −i
i 0

B
, σ3 =

A
1 0
0 −1

B
(5.24)

Ahora, insertando los factores cinemáticos (5.8) y (5.19) en la ecuación (5.18) ob-
tenemos en principio 30 términos. estos términos contienen el producto directo de las
polarizaciones espinoriales y vectoriales, es decir, uαi ⊗ ζMi . Ésto nos permite definir el
dilatino como [73]10:

uαi ⊗ ζMi = i(ΓM)αβλ
β
i (5.25)

y

ζMi ⊗ ūαi = −iλ̄βi (ΓM)αβ (5.26)

donde los índices fermiónicos α and β corren de 1 a 32, mientras que los subíndices i
caracterizan a cada uno de los cuatro dilatinos λβi . Escribimos nuestro factor cinemático
de cuatro dilatinos en la siguiente forma

K4-dilatinos
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) =

15Ø
j=1

(T1,j + T2,j) (5.27)

10Notar que en las definición (5.25) del dilatino hemos agregado una unidad imaginaria respecto a
la definición de [73], ya que nuestras matrices Γ’s son imaginarias puras y los espinores u’s son reales
y buscamos preservar que los dilatinos λ’s sean reales. Al haber siempre dos λ’s y dos λ̄’s esta unidad
imaginaria no tiene ningún efecto en el resultado final ya que i4 = 1.
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donde T1,j representa el producto directo del primer término de (5.19) con el i-th término
de la ecuación (5.8). En total, esto deja a los primeros 15 términos deK4-dilatinos

c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃)
en la ecuación (5.18). De la misma manera T2,j representa 15 términos dados por el
producto tensorial del segundo término de la ecuación (5.19) con el i-th término de
(5.8). Algunos ejemplos de los primeros términos se muestran a continuación.

T1,1 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3

− 1
16 · 4 s̃t̃ζ

M
1 ζ3,Mζ

Q
4 ζ2,Q

4
= s̃2t̃

512 λ̄2ΓNΓPΓMλ3λ̄1ΓMΓPΓMλ4 (5.28)

el segundo producto tensorial es

T1,2 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3

− 1
16 · 4 s̃ũζ

M
1 ζ4,Mζ

P
3 ζ2,P

4
= 1

8 s̃
2ũλ̄2ΓMλ3λ̄1ΓMλ4 (5.29)

La lista de los 30 términos se encuentran en detalle en el apéndice B. Al sumar
todos los términos, como es requerido por la ecuación (5.27), se obtiene una expresión
en la que es explícita la dualidad heredada de la ecuación (5.19). Una vez insertada la
cinemática del proceso de dispersión, ésta dualidad no se podrá apreciar a simple vista
y quedará implícita. Ésta suma da lugar a la siguiente expresión

K4-dilatinos
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) =
s̃2t̃

512 λ̄2ΓNΓPΓMλ3λ̄1ΓMΓPΓNλ4 − s̃t̃2

512 λ̄1ΓMΓPΓNλ2λ̄4ΓNΓPΓMλ3

+ 1
8 s̃

2ũλ̄2ΓMλ3λ̄1ΓMλ4 − 1
8 t̃

2ũλ̄1ΓMλ2λ̄4ΓMλ3 + s̃t̃ũ

512 λ̄2ΓMΓPΓNλ3λ̄1ΓMΓPΓNλ4

− s̃t̃ũ

512 λ̄1ΓMΓNΓPλ2λ̄4ΓMΓNΓPλ3 − s̃2

32 λ̄2ΓMλ3λ̄1(k3 · Γ)ΓM(k2 · Γ)λ4

+ t̃2

32 λ̄1(k3 · Γ)ΓM(k4 · Γ)λ2λ̄4ΓMλ3 − s̃2

32 λ̄2(k4 · Γ)ΓM(k1 · Γ)λ3λ̄1ΓMλ4

+ t̃2

32 λ̄1ΓMλ2λ̄4(k2 · Γ)ΓM(k1 · Γ)λ3 − s̃2

16k
[M
2 λ̄2ΓN ]λ3k4[M λ̄1ΓN ]λ4

+ t̃2

16k
[N
2 λ̄1ΓM ]λ2k4[N λ̄4ΓM ]λ3 − s̃2

16k3[M λ̄2ΓN ]λ3k
[M
1 λ̄1ΓN ]λ4 + t̃2

16k
[N
1 λ̄1ΓM ]λ2k3[N λ̄4ΓM ]λ3

− s̃ũ

32 λ̄2(k1 · Γ)ΓM(k4 · Γ)λ3λ̄1ΓMλ4 + t̃ũ

32 λ̄1ΓMλ2λ̄4(k1 · Γ)ΓM(k2 · Γ)λ3

− s̃ũ

32 λ̄2ΓMλ3λ̄1(k2 · Γ)ΓM(k3 · Γ)λ4 + t̃ũ

32 λ̄1(k4 · Γ)ΓM(k3 · Γ)λ2λ̄4ΓMλ3
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− s̃ũ

16k
[N
3 λ̄2ΓM ]λ3k4[N λ̄1ΓM ]λ4 + t̃ũ

16k
[N
2 λ̄1ΓM ]λ2k3[N λ̄4ΓM ]λ3 − s̃ũ

16k
[M
2 λ̄2ΓN ]λ3k1[M λ̄1ΓN ]λ4

+ t̃ũ

16k1[N λ̄1ΓM ]λ2k
[N
4 λ̄4ΓM ]λ3 − s̃t̃

256 λ̄2ΓMΓN(k4 · Γ)λ3λ̄1(k2 · Γ)ΓNΓMλ4

+ s̃t̃

256 λ̄1(k4 · Γ)ΓMΓNλ2λ̄4ΓNΓM(k2 · Γ)λ3 − s̃t̃

256 λ̄2(k1 · Γ)ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓN(k3 · Γ)λ4

+ s̃t̃

256 λ̄1ΓMΓN(k3 · Γ)λ2λ̄4(k1 · Γ)ΓNΓMλ3 − s̃t̃

256 λ̄2(k4 · Γ)ΓNΓMλ3λ̄1(k3 · Γ)ΓNΓMλ4

+ s̃t̃

256 λ̄1(k3 · Γ)ΓNΓMλ2λ̄4(k2 · Γ)ΓNΓMλ3 − s̃t̃

256 λ̄2ΓMΓN(k1 · Γ)λ3λ̄1ΓMΓN(k2 · Γ)λ4

+ s̃t̃

256 λ̄1ΓMΓN(k4 · Γ)λ2λ̄4ΓMΓN(k1 · Γ)λ3 (5.30)

En el apéndice B mostraremos explícitamente los términos que al ser sumados dan
la ecuación (5.30), y luego en el apéndice C desarrollamos los términos a partir de T1,4
y T2,4, ya que a partir de ellos aparecen los impulsos ki, que luego harán aparecer las
variables de Mandelstam. En (5.30) se ha hecho uso de la ecuación de Dirac en 10
dimensiones:

(Γ · ki)λi = 0 (5.31)

y similarmente para λ̄i. Ahora consideramos la cinemática desde un sistema de centro
de masa para nuestro proceso de dispersión (recordando que todas las partículas son
entrantes):

k1 =
A√

s̃

2 ,

√
s̃

2 , 0, ..., 0
B

k2 =
A√

s̃

2 ,−
√
s̃

2 , 0, ..., 0
B

k3 =
A

−
√
s̃

2 ,

√
s̃

2 cos θ,
√
s̃

2 sin θ, 0, ..., 0
B

k4 =
A

−
√
s̃

2 ,−
√
s̃

2 cos θ,−
√
s̃

2 sin θ, 0, ..., 0
B

(5.32)

Usando esta cinemática en nuestra expresión (5.30), y luego de un cálculo algebraico
muy extenso, el cual estará desarrollado en mayor detalle en el apéndice D; tenemos una
expresión muy larga la cual puede ser escrita en una forma mas compacta agrupando
algunos términos y dejándola expresada en las tres variables de Mandelstam s̃, t̃, ũ, ya
que si se dejara expresada solamente en las variables s̃ y θ (las dos variables indepen-
dientes de todo proceso de dispersión) la expresión es mucho mas larga y compleja.
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Obtenemos entonces

K4-dilatinos
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) = s̃

64(7s̃ũ− s̃2 cos θ − 2ũ2)λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4

+ t̃

64(s̃t̃ cos θ − s̃ũ cos θ − 8t̃ũ)λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

64(11s̃ũ− s̃2 + 2ũ2 + s̃ũ

2 sin2 θ)λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4

− t̃

64(s̃2 cos2 θ + 8t̃ũ)λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

128(16s̃ũ− 4t̃2 + 7s̃ũ+ s̃ũ cos2 θ)λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

+ t̃

128(2s̃2 cos2 θ − s̃t̃+ s̃t̃ cos θ − 22t̃ũ− 2s̃ũ)λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃2

64(12ũ+ 2t̃)λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − t̃

64(2s̃t̃+ 8t̃ũ− ũ2)λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3

+ s̃2

128(1 + cos θ)(ũ− s̃)(λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4)

+ s̃2

128 sin θ(ũ− s̃)(λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 + λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4)

+ s̃2

128(−2s̃+ sin θ(s̃− 2ũ− ũ cos θ))λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃2t̃

64 sin θ cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ2λ3

− s̃2

128 sin θ(s̃+ 2ũ+ ũ cos θ)λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃t̃

64 sin θ(ũ− t̃(1 − cos θ))λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3

+ s̃2

128 sin θ(s̃− ũ)(λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 + λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ0λ4)

+ s̃2t̃

128 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 + s̃2

128 sin θ(s̃− ũ)λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ1λ4

+ s̃t̃

64 sin θ(ũ− t̃)λ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃t̃

64(ũ− s̃)λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4

+ s̃t̃

64(ũ− t̃)λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ1Γ2λ3 + s̃t̃

64(ũ− s̃)λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ1Γi>2λ4

+ s̃t̃

64(ũ− t̃)λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γ1Γi>2λ3 + s̃t̃

64(ũ− s̃)λ̄2Γ0Γ1Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4

+ s̃t̃

64 cos θ(t̃− ũ)λ̄1Γ0Γ1Γi>1λ2λ̄4Γi>1λ3 + s̃2

128 sin θ(ũ− s̃)λ̄2Γ0Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ s̃t̃

64 sin θ(t̃− ũ)λ̄1Γ0Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃2

128 sin θ(s̃− ũ)λ̄2Γ1Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ s̃2t̃

512 λ̄2ΓNΓPΓMλ3λ̄1ΓMΓPΓNλ4 − s̃t̃2

512 λ̄1ΓMΓPΓNλ2λ̄4ΓNΓPΓMλ3

+ s̃t̃ũ

512(λ̄2ΓMΓPΓNλ3λ̄1ΓMΓPΓNλ4 − λ̄1ΓMΓNΓPλ2λ̄4ΓMΓNΓPλ3)

+ s̃2t̃

1024[−λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 + λ̄2Γ0ΓMΓNλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4
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− cos θλ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4 + cos θλ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4

+ sin θλ̄2ΓMΓNΓ2λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 − sin θλ̄2ΓMΓNΓ2λ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

− λ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4 + cos θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4

+ sin θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ2λ4 + λ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4

− cos θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4 − sin θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ2λ4

+ λ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 + cos2 θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

− cos θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4 − sin θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4

− cos θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 + sin θ cos θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4

− sin θλ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 + sin θ cos θλ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

+ sin2 θλ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4 + λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4

+ λ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4 − λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4

− λ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4 + λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3

− λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3 + cos θλ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3

− cos θλ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3 + sin θλ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3

− sin θλ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3 + λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3

+ cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 − sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3

+ λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3 − cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

− sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3 + λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3

− λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3 − cos θλ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3

+ cos θλ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3 − sin θλ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3

+ sin θλ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3 + λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3

+ cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3

+ λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3 + cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3] (5.33)

Luego multiplicando por las correspondientes constantes y funciones gamas de Euler
obtenemos la amplitd de dispersión de cuatro dilatinos en teoría de supercuerdas de
tipo II:

A4−dilatinos
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) = −4πg2

sα
′7K4−dilatinos

c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃)
Ù

χ=s̃,t̃,ũ

Γ(−α′χ/4)
Γ(1 + α′χ/4) (5.34)

Como se mencionó anteriormente, se redujo el tamaño de la expresión al dejar ex-
presada la amplitud en función de las tres variables de Mandelstam, pero como sabemos
la amplitud tiene solo dos variables independientes (s̃,θ). Ejemplificamos ésto con algún
término. Consideremos el término T1,5 en términos de s̃ y del ángulo de dispersión:
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T1,5 = − s̃2

32 λ̄2(k4 · Γ)ΓM(k1 · Γ)λ3λ̄1ΓMλ4

= − s̃2

32[− s̃

4 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

− s̃

4 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

+ s̃

4 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

4 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

− s̃

4 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

4 λ̄2Γ0Γ1Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

− s̃

4 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 cos θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

4 cos θλ̄2Γ0Γ1Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ s̃

4 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

− s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ1Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4]

(5.35)

Notamos que T1,5 contiene 24 términos, pero si lo dejamos expresado en las tres
variables de Mandelstam queda como:

T1,5 = − s̃2

32[ ũ2 (λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4)

+ t̃

2(−λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

+ λ̄2Γ0Γ1Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4) + s̃

4 sin θ(λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

− λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 + λ̄2Γ0Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 − λ̄2Γ1Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4)] , (5.36)

el cual tiene 16 términos. En la suma total de todos los productos tensoriales de la
forma Ti,j este efecto de simplificación es notable.

Consideremos ahora el límite de Regge s̃ ≫ |t̃|. Los términos relevantes en este
límite de altas energías son los siguientes:

T Regge
1,2 = 1

8 s̃
2ũλ̄2ΓMλ3λ̄1ΓMλ4 , (5.37)

T Regge
1,4 = s̃3

64[λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4] ,

(5.38)
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T Regge
1,5 = s̃3

64[λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4] ,

(5.39)

T Regge
1,6 = − s̃3

128[λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4

+ 2λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4] ,
(5.40)

T Regge
1,7 = − s̃3

128[λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4

+ 2λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4] ,
(5.41)

T Regge
1,8 = − s̃3

64[λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4] ,

(5.42)

T Regge
1,9 = s̃3

64[−λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4] ,

(5.43)

T Regge
1,10 = − s̃3

128[λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4

+ 2λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4] ,
(5.44)

T Regge
1,11 = − s̃3

128[λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4

+ 2λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4] .
(5.45)

Notar que los términos con Γ9 se anularán si consideramos que los dilatinos son de
quiralidad derecha. Sumando todos los términos que constribuyen al límite de Regge
obtenemos:

K4-dilatinos-Regge
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) = − s̃3

32[5(λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4)

+ λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + 6λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4] (5.46)
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Por lo que la correspondiente amplitud de dispersión de cuatro dilatinos en el límite
de Regge es:

A4-dilatinos-Regge
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) = −4πg2

sα
′7 K4-dilatinos-Regge

c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) ×

sin[πα′

4 (s̃+ t̃)]
sin
1
πα′s̃

4

2 A
α′s̃

4

B−2+ α′ t̃
2

e2− α′ t̃
2

Γ(−α′t̃/4)
Γ(1 + α′t̃/4)

= πg2
sα

′4

8 (α′s̃)3[5(λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4)

+ λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + 6λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4]
sin[πα′

4 (s̃+ t̃)]
sin
1
πα′s̃

4

2 A
α′s̃

4

B−2+ α′ t̃
2

× e2− α′ t̃
2

Γ(−α′t̃/4)
Γ(1 + α′t̃/4) (5.47)

obteniendo:

A4-dilatinos-Regge
c 1̃, 2̃, 3̃, 4̃) = 21−α′ t̃πg2

sα
′4(α′s̃)1+ α′ t̃

2 [5(λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4)

+ λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + 6λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4]
sin[πα′

4 (s̃+ t̃)]
sin
1
πα′s̃

4

2 e2− α′ t̃
2

Γ(−α′t̃/4)
Γ(1 + α′t̃/4)

(5.48)

A primera vista pareciera que vemos la propagación de un modo de espín uno en
el límite de Regge para la amplitud de dispersión de cuatro dilatinos. Pero en realidad
debemos analizar mejor las funciones de onda de los dilatinos. En particular un factor
s̃ extra proviene de los términos

[5(λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4) + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + 6λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4]

Recordemos que en el formalismo de Green-Schwarz los operadores de vértices co-
rrespondientes a estados de cuerdas de masa cero han sido derivados en el gauge de
cono de luz. En particular, como se vió en la sección 4.5, el operador de vértice para la
emisión de una cuerda fermiónica con función de onda uȧ e impuslo kµ está dado por
[40]

VF (u, k) = u F eik·X = (ua F a + uȧ F ȧ) eik·X , (5.49)
con

F a = (p+/2)1/2Sa (5.50)
donde el prefactor de F ȧ es (2p+)−1/2, con p+ ∝ s̃1/2. Además, los Sa’s son adimensio-
nales, ya que satisfacen el álgebra:

{Sam, Sbn} = δm+nδ
ab (5.51)
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Entonces, por cada operador de vértice de cuerda abierta fermiónica hay un factor
s̃1/4 que proviene de F a, por lo que para cuatro fermiones deja como resultado un factor
proporcional a s̃. Cada función de onda de dilatino aporta un factor s̃1/4, por lo que
para cuatro dilatinos tenemos un factor s̃. Estos factores provienen de (5.49). Al usar las
relaciones KLT, el factor cinemático bosónico da un factor s̃2. Multiplicando todos estos
factores tenemos como resultado (α′s̃)2+ α′ t̃

2 en el límite de Regge. Esto es crucial porque
confirma lo esperado en una teoría con cuerdas cerradas que es que lo que Reggeiza es
un gravitón, a diferencia del factor naive (α′s̃)1+ α′ t̃

2 , que de no mediar el análisis aquí
desarrollado, indicaría erróneamente la Reggeización de un campo vectorial de espín 1,
sólo posible en el contexto de dispersión de cuerdas abiertas, que no es nuestro caso.

Nuestra conclusión después de tener en cuenta todos estos elementos es que tanto
A4-dilatones-Regge

c (1, 2, 3, 4) como A4-dilatinos-Regge
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) tienen el mismo comportamien-

to en el escaleo de la variable s̃, es decir, va como (α′s̃)2+ α′ t̃
2 en el límite de Regge. Por

lo que la trayectoria J(t̃) = 2 + α′ t̃
2 muestra la Reggeización de un gravitón en ambos

casos.
Una vez obtenida nuestra amplitud de dispersión para cuatro dilatinos de una teoría

de supercuerdas tipo II estamos en condiciones, mediante el ansatz propuesto por Pol-
chinski y Strassler [1] el cual explicamos en detalle en próximos capítulos, de obtener
la sección eficaz diferencial para cuatro fermiones de espin 1/2 de una teoría dual de
gauge confinante en cuatro dimensiones.11

5.1.3. Amplitud de dispersión de dilatón-dilatino
Los procesos de dispersión protón-protón (pp) y protón-antiprotón (pp̄) han sido

ampliamente estudiados tanto a nivel teórico como experimental; siendo procesos que
hoy en día se siguen produciendo en los grandes colisionadores de partículas, como por
ejemplo en el LHC (Large Hadron Collider)12. Al estudiar a nivel teórico procesos
de dispersión de cuatro fermiones de espín 1/2 en cuatro dimensiones, mediante una
teoría dual en diez dimensiones, es obvio que estos fermiones no corresponderán a
protones de QCD, pero aún así, en cierta instancia, es posible intentar comparar con la
fenomenología, suponiendo que estos resultados tienen cierta universalidad, la cual es
heredada de la teoría de cuerdas. El estudio de procesos de Hard Scattering elásticos
de pp → pp y de pp̄ → pp̄ mediante métodos duales de AdS/QCD también ha sido
llevado a cabo [76, 77].

En esta tesis también nos interesamos en un proceso poco estudiado (o quizás nada),
11La amplitud de dispersión de cuatro dilatinos obtenida en esta sección es aplicable tanto para

teorias de supercuerdas del tipo IIA como para también del tipo IIB, dependiendo de las quiralidades
que elijamos para nuestros dilatinos. En el ansatz consideramos la teoría de supercuerdas del tipo IIB,
la cual según la dualidad gauge/gravedad, es dual a cierta teoría de gauge conforme.

12En el LHC el proceso es la dispersión de Drell-Yang, que es muy distinto al caso estudiado en esta
tesis.
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la dispersión de fermión1/2-glueball, para una teoría de gauge confinante. Si bien no es
un proceso de dispersión protón-glueball, es al menos una primera aproximación para
este tipo de sistemas de fermiones de espín 1/2 y glueballs. Para el estudio, mediante
la dualidad AdS/CFT, del Hard Scattering para una dispersión fermión1/2-fermión1/2,
necesitaremos la amplitud de dispersión de cuatro dilatinos de una teoría de super-
cuerdas, la cual fue obtenida en nuestro trabajo [3] y desarrollamos en la sección 5.1.2;
similarmente, para el estudio del proceso fermión1/2-glueball, necesitaremos la amplitud
de dispersión dilatón-dilatino correspondiente a una teoría de supercuerdas del tipo II
(en particular IIB), la cual fue obtenida en [5]. Procedemos como hicimos antes, con las
relaciones KLT para obtener la amplitud de cuatro cuerdas cerradas supersimétricas.
Para este caso en particular tenemos

K2 dilatones-2 dilatinos
c (1̃, 2, 3, 4̃) = 1

16K
bos
ab (1, 2, 3, 4) ⊗ 1

8K
fer
ab (1̃, 2, 4̃, 3) , (5.52)

donde los factores numéricos corresponden a las definiciones:
1
16K

bos
ab (1, 2, 3, 4) = Kbos

ab (k1/2, k2/2, k3/2, k4/2), (5.53)
1
8K

fer
ab (1̃, 2, 3, 4̃) = K fer

ab (k1/2, k2/2, k4/2, k3/2) (5.54)

siendo Kbos
ab (1, 2, 3, 4) ya definido en (5.8). Ahora debemos considerar un nuevo factor

cinemático de cuerdas abiertas. Uno que contenga dos bosones y dos fermiones [40]:

K fer
ab (1̃, 2, 4̃, 3) = ũ

2 ū1Γ · ζ2Γ · (k3 + k4)Γ · ζ3u4

+ s̃

2 ū1Γ · ζ3Γ · (k2 + k4)Γ · ζ2u4 (5.55)

El uso del factor cinemático (5.55), el cual es análogo a la fórmula (7.4.47) de [40],
ofrece dos ventajas sobre el factor cinemático (7.4.46) de la misma referencia. Primero
el factor (7.4.47) es explícitamente s̃-t̃ dual, o en nuetro caso la ecuación (5.55) es s̃-
ũ dual si nosotros usamos la partícula 3 en lugar de la 4 y viceversa. Por otro lado,
notar que el factor cinemático (7.4.46) no es explícitamente s̃-t̃ dual. La segunda razón
de usar el factor cinemático (5.55) es su aplicación más directa cuando al segundo
factor cinemático del producto directo de K2 dilatones-2 dilatinos

c en la ecuación (5.52) debe
tener las últimas dos partículas intercambiadas, K fer

ab (1̃, 2, 4̃, 3), como las relaciones KLT
lo requieren. Escribimos nuestro factor cinemático K2 dilatones-2 dilatinos

c (1̃, 2, 3, 4̃) en la
forma:

K2 dilatones-2 dilatinos
c (1̃, 2, 3, 4̃) =

15Ø
i=1

(Ti,1 + Ti,2) (5.56)

expresión proveniente de los productos tensoriales de los factores cinemáticos bosónicos
y fermiónicos de cuerdas abiertas, dando un total de 15bos × 2fer = 30 términos. Para
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cada producto ζMi ⊗ ζM
′

i hay tres términos (para cada dilatón Φi), como se indica en la
fórmula (5.11). Si tenemos dos dilatones que intervienen en la amplitud de dispersión,
entonces aportan 3 × 3 términos a la amplitud. Luego tenemos 30 × 9 = 270 términos
individuales a calcular en total, todos ellos conteniendo 2 dilatones, 2 dilatinos, y las
correspondientes matrices de Dirac en 10 dimensiones.

En el cálculo usamos varias veces las ecuaciones de Dirac en 10 dimensiones para
fermiones de espin 1/2 y de masa nula:

(k4 · Γ)λ4 = 0, (5.57)
λ̄1(k1 · Γ) = 0. (5.58)

y la conservación del impulso:
kM1 + kM2 + kM3 + kM4 = 0 (5.59)

por lo que, juntando (5.58) y (5.59) se cumple
λ̄1Φ2Φ3(k2 · Γ)λ4 = −λ̄1Φ2Φ3(k3 · Γ)λ4 (5.60)

Esto nos permitirá escribir el factor cinemático de cuatro cuerdas cerradas correspon-
diente a la amplitud de dispersión de dilatón-dilatino para los términos de una sola gama
de Dirac en una forma simétrica, en función de las dos variables cinemáticas, a saber,
k2 y k3, el cual es el momento en diez dimensiones del dilatón Φ2 y Φ3 respectivamente.

En el cálculo también nos encontraremos con términos que contienen tres matrices
gamas de Dirac. Estos términos pueden ser reducidos usando la conservación del impulso
(5.59), con lo que muchos términos de éste tipo pueden ser escritos en la forma:

s̃2(k2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ) (5.61)
Usando el álgebra de Clifford (5.20) y el hecho que los dilatones y los dilatinos son no
masivos (ki · ki = 0), tenemos:

s̃2(k2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ) = s̃2k2Mk2Nk3PΓMΓNΓP

= −s̃2k2Mk2Nk3P
è
−2ηMNΓP + ΓNΓMΓP

é
= −s̃2 [−2k2 · k2k3 · Γ + (k2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)]
= −s̃2(k2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ) (5.62)

por lo que términos del estilo (ki · Γ)(kj · Γ)(kj · Γ) se anularán. También, el álgebra de
Clifford (5.20) nos permite escribir términos que contienen el producto de tres gamas
de Dirac como términos de una sola gama de Dirac. Por ejemplo:

λ̄1Φ2Φ3(k2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 = −2k2 · k3λ̄1Φ2Φ3(k2 · Γ)λ4

−λ̄1Φ2Φ3(k2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

= −2k2 · k3λ̄1Φ2Φ3(k2 · Γ)λ4

= t̃λ̄1Φ2Φ3(k2 · Γ)λ4

= −t̃λ̄1Φ2Φ3(k3 · Γ)λ4 . (5.63)
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Ésto simplificará considerablemente los cálculos, como se puede ver en el siguiente
ejemplo:

λ̄1Φ2Φ3(k4 · Γ)(k3 · Γ)(k2 − k3) · Γλ4

= λ̄1Φ2Φ3(−k1 − k2 − k3) · Γ(k3 · Γ)(k2 − k3) · Γλ4

= −λ̄1Φ2Φ3(k2 + k3) · Γ(k3 · Γ)(k2 − k3) · Γλ4

= λ̄1Φ2Φ3(k2 + k3) · Γ(k3 · Γ)(k3 − k2) · Γλ4

= λ̄1Φ2Φ3(k2 · Γ)(k3 · Γ)(k3 · Γ)λ4 − λ̄1Φ2Φ3(k2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

+λ̄1Φ2Φ3(k3 · Γ)(k3 · Γ)(k3 · Γ)λ4 − λ̄1Φ2Φ3(k3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

= −λ̄1Φ2Φ3(k2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

= 2k2 · k3λ̄1Φ2Φ3(k2 · Γ)λ4 + λ̄1Φ2Φ3(k2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

= −t̃λ̄1Φ2Φ3(k2 · Γ)λ4 = t̃λ̄1Φ2Φ3(k3 · Γ)λ4 . (5.64)

El detalle de los resultados de los 30 términos de K2 dilatones-2 dilatinos
c (1̃, 2, 3, 4̃) se

presentarán en el apéndice E. Desarrollando y sumando estos 30 términos obtenemos:

K2 dilatones-2 dilatinos
c (1̃, 2, 3, 4̃) = Φ2Φ3

8192

ũ
s̃t̃

s̃
2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4

(k̄3 · k1) − 3(k̄3 · k2) − 2


− λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 + λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + 2λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

(k̄2 · k1)

+ 7(k̄2 · k3) + 1
− λ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)λ4 + 3λ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)λ4


+ 2λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

(k̄3 · k1) + 3(k̄3 · k2) − 3
+ 2λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

(k̄2 · k1)

+ 3(k̄2 · k3) − 3
− 2λ̄1(k2 · Γ)λ4

2((k̄2 · k1) − 2)(k̄3 · k2) + 2(k̄2 · k3)(2(k̄3 · k4) + 5) + 4(k̄3 · k1)

+ 9
− 2λ̄1(k3 · Γ)λ4

2(k̄3 · k4)((k̄2 · k1) − 2(k̄2 · k3) + 7) + 4(k̄2 · k1) + 2(k̄2 · k3)(k̄3 · k1)

− 4(k̄2 · k3) + 10(k̄3 · k2) + 9
− 2((k̄2 · k3) + 2)λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4


+ t̃2

s̃
2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4

(k̄3 · k4) + 3
+ λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + 6λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

+ λ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)λ4

− 4λ̄1(k3 · Γ)λ4

(k̄2 · k1)(k̄3 · k4) + (k̄2 · k1) − 4(k̄3 · k1)
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+ (k̄3 · k4)
+ 2s̃3

λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k1) + λ̄1(k̄2 · Γ)λ4 + (k̄3 · k̄2)λ̄1(k2 · Γ)λ4 − 3λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

− λ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)λ4

+ 2λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4s̃

((k̄3 · k2) + 1)s̃− ((k̄3 · k2) + 2)t̃


− 2s̃2

λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

2(k̄3 · k1) − (k̄3 · k2) + 2(k̄3 · k4) + 2


+ 2λ̄1(k2 · Γ)λ4

(k̄3 · k4)(−2(k̄2 · k1) + 2(k̄2 · k3) + 3) − (k̄2 · k1)(k̄3 · k2) + 3(k̄2 · k3)(k̄3 · k1)

+ 3(k̄2 · k3) + 7(k̄3 · k1) + (k̄3 · k2) + 20
+ ((k̄2 · k3) + 2)λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

+ ((k̄2 · k3) − 1)λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4


− ũ2

t̃
s̃
− 2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4

(k̄3 · k1) + 7(k̄3 · k2) − (k̄3 · k4) + 1
− 3λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

+ λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

− 2(k̄2 · k1) + 6(k̄2 · k3) + 4


− 4(k̄3 · k̄2)(λ̄1(k2 · Γ)λ4 + λ̄1(k3 · Γ)λ4) − λ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)λ4

+ λ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

+ 4λ̄1(k3 · Γ)λ4

(k̄2 · k1) − 5(k̄2 · k3) + (k̄3 · k2) + 7(k̄3 · k4) + 32


+ λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

4 − 10(k̄3 · k4)
+ 2s̃

s̃
λ̄1(k̄2 · Γ)λ4

+ λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 + λ̄1(k̄2 · Γ)λ4

(k̄3 · k1) + 5(k̄3 · k4)


+ (k̄2 · k1)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 + λ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)λ4

+ λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

(k̄3 · k2) + 1


+ λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

2(k̄2 · k1) − (k̄2 · k3) + 1


+ 2λ̄1(k3 · Γ)λ4

7(k̄2 · k1) − (k̄2 · k3)(k̄3 · k1) + (k̄2 · k3) + 20


+ 6((k̄2 · k1) + 1)(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 + 2(3(k̄2 · k1) + 1)(k̄3 · k4)λ̄1(k2 · Γ)λ4

+ 4(3(k̄2 · k1) + 2)(k̄3 · k4)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − ((k̄2 · k3) + 1)λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4


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+ 2s̃λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

(k̄3 · k2) − 1
+ 4t̃λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

(k̄3 · k4) + 1


+ 2ũ3

s̃
− 3λ̄1(k̄2 · Γ)λ4((k̄3 · k4) + 1) − λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)λ4

+ (k̄3 · k̄2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 + λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

+ (k̄2 · k1)
s̃λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 + 2(k̄3 · k4)λ̄1(k3 · Γ)λ4


+ 4s̃t̃

s̃
− λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 − λ̄1(k2 · Γ)λ4

(k̄2 · k3) + (k̄3 · k1) − 5(k̄3 · k2) − 4(k̄3 · k4)

+ 32
− λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

+ t̃λ̄1(k2 · Γ)λ4

4(k̄2 · k1) − (k̄3 · k1) + 4(k̄3 · k4)


+ 2(k̄2 · k4)
s̃
s̃t̃

5λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 − 2λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 − 14λ̄1(k2 · Γ)λ4)


+ 2s̃2(k̄3 · k1)λ̄1(k2 · Γ)λ4 − 2t̃2((k̄3 · k1) + 1)λ̄1(k2 · Γ)λ4


+ ũ2

−

s̃
5s̃λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 + 2λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + λ̄1(k3 · Γ)λ4

− 4(k̄3 · k1)

+ 4(k̄3 · k2) + 4(k̄3 · k4) + 6
− 8t̃λ̄1(k3 · Γ)λ4

− ũ

s̃t̃
s̃λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

+ 2λ̄1(k2 · Γ)λ4

(k̄3 · k1) − 2(k̄3 · k2) + 7
+ 4(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4


+ s̃2

3s̃λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 + 4λ̄1(k2 · Γ)λ4(3(k̄3 · k1) + (k̄3 · k4) + 2) + (6(k̄3 · k1) + 2)λ̄1(k3 · Γ)λ4


− t̃2

s̃λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 + 8λ̄1(k3 · Γ)λ4

 , (5.65)

usando que t̃ = −s̃− ũ tenemos:

K2 dilatones-2 dilatinos
c (1̃, 2, 3, 4̃) = Φ2Φ3

8192

s̃3

4λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

− 10λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k4) + 4λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k4)
+ 4λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 + 16λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k1) + 4λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k3)

+ 24λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k4) − 20λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄3 · k2) + 128λ̄1(k2 · Γ)λ4


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+ s̃3ũ

12λ̄1(k̄2 · Γ)λ4 + λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 − 2λ̄1(k̄3 · Γ)λ4(k̄2 · k1)

− 2λ̄1(k̄3 · Γ)λ4(k̄2 · k4) − 2λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 − 3λ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + 6λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k2)

+ 2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k4) − 2λ̄1(k3 · Γ)λ4(k̄2 · k̄3) − 14λ̄1(k̄3 · Γ)λ4(k̄2 · k3)


+ s̃2ũ2

2

12λ̄1(k̄2 · Γ)λ4 − 2λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 − 6λ̄1(k̄3 · Γ)λ4(k̄2 · k1)

− 4λ̄1(k̄3 · Γ)λ4(k̄2 · k4) + 12λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 − 2(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k3 · Γ) − 6λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k1)

− 8λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k2) − 4λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k4) − 8λ̄1(k̄3 · Γ)λ4(k̄2 · k3)


+ s̃2ũ

6λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + 6λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

− 10λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k4) − 2λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4(k̄2 · k1)
− 8λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4(k̄2 · k3) + 2λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

+ 4λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k4) + 10λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

− 6λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4(k̄3 · k1)
+ 4λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4(k̄3 · k2) − 4λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4(k̄3 · k2)
− 4λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4(k̄3 · k4) + 32λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k1) + 12λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k3)
+ 32λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k4) − 12λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k3)(k̄3 · k1) − 28λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k4)(k̄3 · k1)
− 24λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄3 · k1) + 8λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k1)(k̄3 · k2) − 8λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k4)(k̄3 · k2)
− 32λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄3 · k2) + 8λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k1)(k̄3 · k4) − 8λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k4)(k̄3 · k4)
+ 4λ̄1(k2 · Γ)λ4(k̄3 · k4) + 66λ̄1(k2 · Γ)λ4 + 4λ̄1(k3 · Γ)λ4(k̄2 · k1) − 8λ̄1(k3 · Γ)λ4(k̄2 · k3)
+ 12λ̄1(k3 · Γ)λ4(k̄2 · k4) + 4λ̄1(k3 · Γ)λ4(k̄2 · k3)(k̄3 · k1) − 12λ̄1(k3 · Γ)λ4(k̄2 · k4)(k̄3 · k1)
+ 16λ̄1(k3 · Γ)λ4(k̄3 · k1) + 8λ̄1(k3 · Γ)λ4(k̄2 · k4)(k̄3 · k2) + 20λ̄1(k3 · Γ)λ4(k̄3 · k2)

− 8λ̄1(k3 · Γ)λ4(k̄2 · k3)(k̄3 · k4) + 24λ̄1(k3 · Γ)λ4(k̄3 · k4) + 18λ̄1(k3 · Γ)λ4


+

s̃ ↔ ũ, k2 ↔ k3, k̄2 ↔ k̄3

 . (5.66)
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Dejando expresada esta fórmula en función de las dos variables cinemáticas inde-
pendientes, s̃ y θ mediante el uso de las relaciones (5.14), tenemos

K2 dilatons-2 dilatinos
c (1̃, 2, 3, 4̃) = s̃3Φ2Φ3

262144

− cos(θ)
s̃
2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(33(k̄3 · k1) + 7(k̄3 · k2)

+ 33(k̄3 · k4) − 15) + 3λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 + λ̄1(k̄3 · Γ)λ4(64(k̄2 · k1) − 6(k̄2 · k3)

+ 62(k̄2 · k4) − 44) − 2(k̄3 · k̄2)(63λ̄1(k2 · Γ)λ4 + 64λ̄1(k3 · Γ)λ4) − λ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)λ4


+ λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

64(k̄3 · k2) − 4((k̄3 · k4) + 1)


− 32λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

5(k̄2 · k4) + 2(k̄3 · k1) − 2(k̄3 · k2) + 2(k̄3 · k4) − 1


+ 2λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

32(k̄2 · k1) − 32(k̄2 · k3) + 32(k̄2 · k4) + 5(k̄3 · k4) − 18


+ 64
λ̄1(k2 · Γ)λ4

3
(k̄2 · k1)((k̄3 · k2) + 5(k̄3 · k4) + 4) − 2(k̄3 · k4)((k̄2 · k3) + (k̄2 · k4) + 1)

− 3(k̄2 · k3)(k̄3 · k1) − 2(k̄2 · k3) − 7(k̄2 · k4)(k̄3 · k1) + 2(k̄2 · k4) − 7(k̄3 · k1) − 6(k̄3 · k2) + 12
4

+ λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

3
− (k̄2 · k3) + (k̄2 · k4) + 1

4
+ 4λ̄1(k3 · Γ)λ4

16(k̄2 · k1)(3(k̄3 · k2) + 7(k̄3 · k4) + 7) + (k̄2 · k3)(21 − 16(k̄3 · k1))

− 80(k̄2 · k4)(k̄3 · k1) + 32(k̄2 · k4)((k̄3 · k2) + (k̄3 · k4) + 1) − 4(k̄3 · k1) + 47(k̄3 · k2) + 58(k̄3 · k4)

+ 288


− 2 cos(2θ)
s̃
2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4

3(k̄3 · k1) − 13(k̄3 · k2) + (k̄3 · k4) − 15


− 5λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 + 2λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

6(k̄2 · k1) + 17(k̄2 · k3) + 7(k̄2 · k4) + 6


− 6(k̄3 · k̄2)
3λ̄1(k2 · Γ)λ4 + 2λ̄1(k3 · Γ)λ4

+ 7λ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)λ4


+ 4λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

(k̄3 · k4) − 2

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+ 4λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

(k̄3 · k1) + 4(k̄3 · k2) − 2


+ 2λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

6(k̄2 · k1) + 4(k̄2 · k3) + 4(k̄2 · k4) − 5(k̄3 · k4) − 2


− 8λ̄1(k2 · Γ)λ4

(k̄3 · k4)(−3(k̄2 · k1) + 2(k̄2 · k3) + 3) + (k̄3 · k2)((k̄2 · k1)

− 2((k̄2 · k4) + 1)) + (k̄3 · k1)
+ 4λ̄1(k3 · Γ)λ4

6(k̄2 · k1)((k̄3 · k2) + 2) + 14(k̄2 · k1)(k̄3 · k4)

− 4(k̄3 · k1)((k̄2 · k3) + (k̄2 · k4)) + 4(k̄3 · k4)((k̄2 · k3) + (k̄2 · k4)) + (k̄2 · k3)

− 2(k̄2 · k4) − 4(k̄3 · k1) − 3(k̄3 · k2) + 2(k̄3 · k4)
− 4λ̄1(k2 · Γ)λ4

8(k̄2 · k1) + 10(k̄2 · k3)

+ 12(k̄2 · k4) + 9
− 4(2(k̄2 · k3) + 3)λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 + 252λ̄1(k3 · Γ)λ4


− cos(3θ)

s̃
− 2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4

(k̄3 · k1) + 7(k̄3 · k2) + (k̄3 · k4) + 1


− 3λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 + 2λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

3(k̄2 · k3) + (k̄2 · k4) + 6


− 2(k̄3 · k̄2)λ̄1(k2 · Γ)λ4 + λ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)λ4


+ 4λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

(k̄3 · k4) + 1
+ 4λ̄1(k3 · Γ)λ4

− 5(k̄2 · k3) + 4(k̄3 · k1)

+ (k̄3 · k2) + 6(k̄3 · k4) + 32
+ λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

4 − 10(k̄3 · k4)


+ 2
s̃
− 26λ̄1(k̄2 · Γ)λ4((k̄3 · k1) + (k̄3 · k2)) − 30λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k4) − 20(k̄2 · k1)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

+ 34(k̄2 · k3)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 − 18(k̄2 · k4)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 + 46(k̄3 · k̄2)λ̄1(k2 · Γ)λ4

+ 52(k̄3 · k̄2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 + 7λ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 − 14λ̄1(k̄2 · Γ)λ4

− 5λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 + 28λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

+ 4λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

− 8(k̄3 · k2)

+ (k̄3 · k4) − 2
+ 4λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

− 20(k̄2 · k4) + 9(k̄3 · k1) − 4(k̄3 · k2)
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+ 8(k̄3 · k4) + 10
+ 4λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

− 5(k̄2 · k1) + 10(k̄2 · k3) + 3


− 4λ̄1(k3 · Γ)λ4

2(k̄2 · k1)(9(k̄3 · k2) + 21(k̄3 · k4) + 22) + (k̄2 · k3)(−4(k̄3 · k1) − 4(k̄3 · k4) + 7)

+ 4(k̄3 · k1) + 27(k̄3 · k2) + 30(k̄3 · k4)
+ 8(k̄3 · k4)λ̄1(k2 · Γ)λ4

− 17(k̄2 · k1) + 6(k̄2 · k3) + 5


− 8(5(k̄2 · k1) + 14)(k̄3 · k2)λ̄1(k2 · Γ)λ4 + 96(k̄2 · k1)λ̄1(k2 · Γ)λ4

+ 4(6(k̄2 · k3) + 5)λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

+ 24(4(k̄2 · k3) + 9)(k̄3 · k1)λ̄1(k2 · Γ)λ4 + 88(k̄2 · k3)λ̄1(k2 · Γ)λ4

− 8(k̄2 · k4)
3λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 − 4λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

− 2λ̄1(k2 · Γ)λ4(14(k̄3 · k1) + (k̄3 · k2) + 4(k̄3 · k4) + 17) + λ̄1(k3 · Γ)λ4(−18(k̄3 · k1) + 8(k̄3 · k2)

+ 6(k̄3 · k4) + 9)
− 10λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4(k̄3 · k4) + 1628λ̄1(k2 · Γ)λ4

− 388λ̄1(k3 · Γ)λ4

 . (5.67)

Finalmente, tomando el límite s̃ ≫ |t̃| obtenemos el comportamiento de Regge para
la amplitud de dispersión:

A2 dilatones-2 dilatinos
c, Regge (1̃, 2, 3, 4̃) = πκ2K2 dilatones-2 dilatinos

c, Regge (1̃, 2, 3, 4̃)
sin[πα′

4 (s̃+ t̃)]
sin
1
πα′s̃

4

2
×
A
α′s̃

4

B−2+ α′ t̃
2

e2− α′ t̃
2

Γ(−α′t̃/4)
Γ(1 + α′t̃/4)

con

K2 dilatones-2 dilatinos
c, Regge = s̃3Φ2Φ3

4096

s̃3− 2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k1) − 2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k4)

+ λ̄1(k̄2 · Γ)λ4 − 2λ̄1(k̄3 · Γ)λ4(k̄2 · k1) − 2λ̄1(k̄3 · Γ)λ4(k̄2 · k4) + λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

4
+ 2

3
− λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4(k̄3 · k2) + λ̄1(k2 · Γ)λ4

1
− (k̄2 · k1)(k̄3 · k2) − 5(k̄2 · k1)(k̄3 · k4)

+ (k̄2 · k4)(7(k̄3 · k1) + 2(k̄3 · k4) + 4) + 7(k̄3 · k1) + (k̄3 · k2) + 2(k̄3 · k4) + 20
2

− λ̄1(k3 · Γ)λ4
1
(k̄2 · k1)(3(k̄3 · k2) + 7(k̄3 · k4) + 7) − 5(k̄2 · k4)(k̄3 · k1) + 2(k̄2 · k4)((k̄3 · k2)
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+ (k̄3 · k4) + 1) + 3(k̄3 · k2) + 4(k̄3 · k4) + 20
2

+ (k̄2 · k3)
1
λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

+ λ̄1(k2 · Γ)λ4(3(k̄3 · k1) + 2(k̄3 · k4) + 3) + ((k̄3 · k1) − 1)λ̄1(k3 · Γ)λ4
24

+ λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4
1
2(k̄3 · k1) − 2(k̄3 · k2) + 2(k̄3 · k4) + 1

2
+ λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

1
− 2(k̄2 · k1) + 2(k̄2 · k3) − 2(k̄2 · k4) + 1

2 . (5.68)

Notar que podríamos insertar una cinemática en las expresiones (5.65), (5.66),
(5.67), (5.68), como por ejemplo la cinemática de centro de masa dada por:

k1 =
A√

s̃

2 ,

√
s̃

2 , 0, . . . , 0
B
,

k2 =
A√

s̃

2 ,−
√
s̃

2 , 0, . . . , 0
B
,

k3 =
A

−
√
s̃

2 ,

√
s̃

2 cos θ,
√
s̃

2 sin θ, 0, . . . , 0
B
,

k4 =
A

−
√
s̃

2 ,−
√
s̃

2 cos θ,−
√
s̃

2 sin θ, 0, . . . , 0
B
. (5.69)

y para los impulsos auxiliares:

k̄2 =
A

− 1√
s̃
,− 1√

s̃
, 0, . . . , 0

B
,

k̄3 =
A

1√
s̃
,
cos θ√
s̃
,
sin θ√
s̃
, 0, . . . , 0

B
. (5.70)

de tal forma que se cumplan las condiciones k̄2 ·k2 = k̄3 ·k3 = 1 and k̄2 · k̄2 = k̄3 · k̄3 = 0.
Como se razonó en la sección anterior para el límite de Regge de la amplitud de

dispersión de cuatro dilatinos, en (5.68) también podemos concluir que tenemos la
propagación de un gravitón Reggeizado correspondiente a la trayectoria de Regge que
tenemos en el exponente de (α′s̃)2+ α′ t̃

2 . Esto es fácil de ver al ser consideradas las
dimensiones de energía de las funciones de onda de los dilatinos, y tomando alguna
cinemática para la cual ki ∼ s̃1/2 y k̄i ∼ s̃−1/2.
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Capítulo 6

Hard scattering de cuatro fermiones
de espín 1/2 desde la teoría de
cuerdas

Luego de haber calculado las amplitudes de dispersión de cuatro dilatones, de cuatro
dilatinos y para dilatón-dilatino en teoría de supercuerdas de tipo II, por fin estamos en
condiciones de calcular las respectivas amplitudes de dispersión para una teoría de gauge
confinante en cuatro dimensiones. Para ello, nos serviremos de la dualidad AdS/CFT, la
cual, como se explicó en la sección 2.3, relaciona la teoría N = 4 SYM en 4 dimensiones
para acoplamiento fuerte (λ’t Hooft >> 1) con la teoría de supercuerdas de tipo IIB en un
fondo AdS5 ×S5. Por motivos instructivos, a continuación veremos en detalle el cálculo
llevado a cabo en [1], es decir, el Hard Scattering del proceso de dispersión exclusivo
y elástico glueball+glueball → glueball+glueball, para luego así afrontar el cálculo
respectivo para la dispersión de cuatro fermiones1/2. Además de presentar un resultado
con todos los factores que acompañan a la amplitud de dispersión de cuatro glueballs,
también se consideró resolver las integrales angulares de los armónicos esféricos escalares
en la esfera S5; cálculo que no fue considerado en [1]. Ésto nos permitirá encontrar reglas
de selección, las cuales establecerán cuáles estados pueden intervenir en este proceso de
dispersión y cuáles estados no. También discutiremos nuestros resultados en relación a
la acción efectiva en cinco dimensiones obtenida luego de la reducción dimensional de
la supergravedad de tipo IIB en la S5.

6.1. El Ansatz de Polchinski-Strassler y el Hard
scattering de 4 glueballs

En el artículo pionero de Polchinski y Strassler [1] se estudia el límite de altas
energías para ángulo fijo para un proceso de 2 → m glueballs en una teoría de gauge

97



confinante en el marco de la dualidad AdS/CFT. Se muestra que para una cuerda
propagándose en cierto espacio curvo, se llega a una ley de potencia para la amplitud
de dispersión como función de la energía de centro de masa

√
s (siendo s la variable

de Mandelstam correspondiente en 4 dimensiones). Se obtiene el comportamiento hard
típico de los procesos exclusivos en QCD [25, 26], como fue descripto en el capítulo 3.
También se llega al comportamiento de Regge para otro rango de energías.

Como sabemos, la teoría SU(Nc) N = 4 SYM es una teoría conforme, es decir, su
función beta se anula para todo el rango de energías. Para imitar una teoría confinante,
debemos deformar la teoría conforme introduciendo una escala de energía Λ en el IR.
Se asocia esta escala de energía Λ con la masa del glueball más liviano. Desde el punto
de vista de la teoría dual, una teoría de cuerdas en un fondo AdS5 × S5, la escala Λ
corresponde a un cut-off de la coordenada radial del espacio AdS, es decir: r0 ∼ ΛR2 ≤
r, con R4 = 4πgsNcα

′2. El elemento de longitud para este espacio AdS5 × S5 es

ds2 = r2

R2ηµνdx
µdxν + R2

r2 dr
2 +R2dΩ2

5 (6.1)

Siendo el cuadrimomento de la teoría de gauge dual pµ = −i∂µ. Un observador inercial
localizado en la posición r del interior del AdS5 (bulk) tendrá un momento en diez
dimensiones p̃µ dado por

p̃µ = R

r
pµ , (6.2)

Al considerar que las escalas de energías en el bulk son del orden p̃ ∼ R−1, debido al
factor de corrimiento al rojo inducido por el factor g00 de la métrica (6.1) tenemos que
las escalas de energías en la teoría de gauge son del orden

p ∼ r

R2 (6.3)

mediante esta fórmula notamos cómo está codificada la teoría de gauge de una forma
holográfica: procesos de bajas energías de la teoría de gauge corresponden a valores
pequeños de r y procesos de altas energías corresponden a grandes valores de r. Es
decir, fijando una escala de energía p̃ en el bulk, surgen diferentes escalas de energía
en la teoría de gauge para los diferentes valores de la coordenada r. Estos efectos de
corrimientos al rojo se deben a este g00 que provee la métrica del AdS.

Se define el cuadrado de la longitud efectiva de la cuerda desde la teoría de gauge
como α̂′ ≡ 1/(λ1/2

’t HooftΛ2), con la constante de acoplamiento de ’t Hooft definida como
antes λ’t Hooft = g2

YMNc ≡ 4πgsNc. Tenemos que se cumple
√
α′p̃ =

√
α̂′p

r0

r
≤

√
α̂′p (6.4)

Como se mencionó al comienzo de la sección, por motivos instructivos, se procederá a
realizar el cálculo para la dispersión de 2 a 2 glueballs, los cuales son estados asociados a

98



la teoría SU(Nc) N = 4 SYM con una deformación en el IR para inducir confinamiento.
Estos glueballs de la teoría de gauge corresponden a cuerdas cerradas, en particular,
al dilatón; todo esto entendido desde la dualidad AdS/CFT. La función de onda del
dilatón en el AdS5 × S5 está dada por la siguiente descomposición de Kaluza-Klein:

Φ(x, r,Ω) = eip·xψ(r,Ω) . (6.5)

Notamos que la exponencial depende de la coordenada r a través de p ∼ r/R2,
por lo que la onda plana eip·x varía con esta coordenada radial del bulk. Por otro lado,
sabemos que la dualidad AdS/CFT es aplicable en particular para Nc ≫ λ

1/2
’t Hooft ≫ 1,

por lo que la variación de la función ψ(r,Ω) es pequeña, implicando que la dispersión
de las cuerdas cerradas ocurra en algún lugar del bulk con coordenadas (r,Ω5), por
lo que la amplitud de dispersión de la teoría de gauge puede obtenerse mediante una
integración coherente sobre estas coordenadas transversas al Minkowski4, a partir de la
amplitud de dispersión en la teoría de cuerdas. Es decir, se propone:

A4d
TCC(p) =

Ú ∞

r0
dr
Ú
S5
dΩ5

√
−g A10d

cuerdas(p̃) (6.6)

Este es el ansatz de Polchinki y Strassler [1]. La amplitud A10d
cuerdas(p̃) es la amplitud

de dispersión del lado de la teoría de cuerdas en espacio plano de Minkowski10, g es el
determinante de la métrica del espacio AdS5 ×S5 y r0 el cut-off definido anteriormente
inducido por la escala Λ de la teoría de gauge. Se le llama aproximación ultralocal,
cuando se considera que el proceso de dispersión del bulk está ocurriendo en un espacio
plano, despreciando de ese modo, toda curvatura del espacio circundante, es decir, del
AdS. Por ello se parte de una amplitud de dispersión de teoría de cuerdas en espacio
plano de 10 dimensiones. Ésto es una consecuencia directa de estar en un régimen
de acoplamiento fuerte, es decir, λ’t Hooft ∼ R/

√
α′ >> 1, por lo que el radio del

AdS es mucho más grande que la longitud de la cuerda. Esto deja una descripción
efectiva basada en una integración coherente sobre todas las posibles localizaciones
(r,Ω5) en el bulk. Para poder efectuar esta integral sobre A10d

cuerdas(p̃), debemos realizar
las descomposiciones de Kaluza-Klein sobre el AdS5 × S5. Usamos los resultados de la
sección 4.5.1, donde la amplitud de cuatro dilatones en la teoría de supercuerdas del
tipo II es de la forma:

A10d,4-dilatones
cuerdas (p̃) = −4πg2

sα
′3 9(α′s̃)4(cos(2θ) + 7)2

1621024
Ù

χ=s̃,t̃,ũ

Γ(−α′χ/4)
Γ(1 + α′χ/4) Φ1Φ2Φ3Φ4

(6.7)

Veamos la forma explícita de las funciones de onda Φi’s. Estamos en el límite de
altas energías para las amplitudes de dispersión, es decir en el UV de la teoría de gauge,
por lo que, por la fórmula (6.3) notamos que necesitamos considerar grandes valores
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para la coordenada radial r. Para grandes valores de r, la función de onda escalar (6.5)
tiene el comportamiento asintótico:

ψ∆i
(r,Ω) ≈ ci

R4Λ

3
r0

r

4∆i

Y∆i
(Ω) , (6.8)

siendo ci una constante de normalización, Y∆i
(Ω) un armónico esférico escalar sobre

la S5, y ∆i es la dimensión conforme del operador dual de la teoría de SYM [16], el
cual crea el correspondiente estado de glueball O(8)

k (x) ∼ TrAdj(F 2
+X

ki
I )(x), donde F+

es la parte autodual del tensor F a
µν asociado al campo de gauge no abeliano Aaµ del

multiplete de gauge de N = 4 SYM, y XI es uno de los 6 campos escalares reales de
dicho multiplete. Notar la relación ∆i = ki + 4. Si el espín asociado a O(8)

k (x) es cero, el
twist de este operador τi = ∆i − si = ∆i. Es decir, los glueballs son los estados duales
de las excitaciones escalares representadas por cuerdas cerradas (dilatones) del bulk.
Esta función de onda cumple con la condición de ortonormalización:

Ú ∞

r0
dr
Ú
S5
dΩ5

√
g⊥

r2

R2 ψ
∗
∆i

(r,Ω) ψ∆j
(r,Ω) = δ∆i∆j

(6.9)

con √
g⊥ = R6

r
. La condición de ortonormalización para los armónicos esféricos escalares

está dada por
δ∆i,∆j

=
Ú
dΩ5

ñ
ĝS5 Y ∗

∆i
(Ω) Y∆j

(Ω) (6.10)

siendo la esfera de radio unitario
√
ĝS5 = 1 y √

gS5 = R5, por lo que

R4
Ú ∞

r0
dr r

|ci|2

R8Λ2

3
r0

r

42∆i

= 1 (6.11)

fijando la constante de normalización en el valor |ci| =
ñ

2(∆i − 1). Por lo que la
amplitud (6.6) queda como

A4d
4 glueballs(p) = −144π (cos(2θ) + 7)2

1621024
g2
s α

′3

R6r4−∆
0

I∆1,∆2,∆3,∆4

A 4Ù
i=1

(∆i − 1)1/2
B

×
Ú ∞

r0
dr r3−∆ (α′s̃)4 Ù

χ=s̃,t̃,ũ

Γ(−α′χ/4)
Γ(1 + α′χ/4) (6.12)

donde ∆ = q4
i=1 ∆i. La integral angular para los cuatro armónicos esféricos escalares

sobre la S5 es

I∆1,∆2,∆3,∆4 =
Ú
dΩ5

ñ
ĝS5 Y ∗

∆1(Ω) Y∆2(Ω) Y ∗
∆3(Ω) Y∆4(Ω) (6.13)

En primer lugar consideraremos la integral radial en la amplitud (6.12). Luego vol-
veremos a la integral angular sobre la S5 de la ecuación (6.13), la cual nos proveerá
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ciertas reglas de selección. Es fácil ver que si la escala de energía en el bulk es del orden
p̃ ∼ 1/

√
α′, entonces la amplitud (6.12) estará dominada por el radio de dispersión

rscat ∼ R
√
α′p ∼ r0

ñ
α̂′p, siendo donde efectivamente la dispersión de las cuerdas ce-

rradas ocurre. Para estudiar la integral radial en el límite de ángulo fijo, consideramos
α′s̃/4 ≫ 1 (con α′|̃t| and α′ ˜|u| ≫ 1), siempre usando la relación cinemática s̃+ t̃+ũ = 0.
Podemos usar la representación asintótica de las funciones gamas de Euler para gran-
des valores de |z|, Γ(z) =

√
2π zz−1/2 e−z(1 + 1/(12z) + . . . ) [78], teniendo la siguiente

aproximación,

Ù
χ=s̃,t̃,ũ

Γ(−α′χ/4)
Γ(1 + α′χ/4) = (−1)α′s̃/2+1 128 e2

α′3

sin
1
πα′ t̃

4

2
sin
1
πα′ũ

4

2
sin
1
πα′s̃

4

2 e−2βs̃t̃ũ

s̃t̃ũ
(6.14)

siendo e el número de Euler, y

βs̃t̃ũ = α′s̃

4 log
A
α′s̃

4

B
+ α′t̃

4 log
A
α′t̃

4

B
+ α′ũ

4 log
A
α′ũ

4

B
(6.15)

Usando las relaciones cinemáticas (5.14) tenemos

βs̃t̃ũ = −α′s̃

4

iπ + (1 − cos θ)
2 log

A
1 − cos θ

2

B
+ (1 + cos θ)

2 log
A

1 + cos θ
2

B
(6.16)

Considerando las relaciones entre las variables de Mandelstam en cuatro y diez
dimensiones,

s̃ = R2

r2 s (6.17)

la amplitud A4d
4−glueballs(p) puede ser escrita como

A4d
4−glueballs(p) ≈ 72π (cos(2θ) + 7)2

162 sin2 θ

g2
s α

′3 e2

R6r4−∆
0

I∆1,∆2,∆3,∆4

A 4Ù
i=1

(∆i − 1)1/2
B

×

Ú ∞

r0
dr r3−∆

A
α′R

2s

r2

B
(−1)

α′R2s
2r2

sin
1
πα′ t̃

4

2
sin
1
πα′ũ

4

2
sin
1
πα′s̃

4

2 e−2βs̃t̃ũ

(6.18)

Notar que también tenemos una función oscilatoria en el integrando,

(−1)
α′R2s

2r2 sin
A
πα′R2s(1 − cos θ)

8r2

B
sin

A
πα′R2s(1 + cos θ)

8r2

B
sin−1

A
πα′R2s

4r2

B
(6.19)

la cual contiene los ceros y polos de la amplitud de dispersión. Al integrar en la coorde-
nada radial surge un factor que promedia la amplitud de dispersión para altas energías
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[79]. Esta función para valores fijos en las variables s,t,u y para grandes valores de r
depende solamente del ángulo de dispersión θ, por lo que no hay contribución en la po-
tencia de las variables de Mandelstam. Sin embargo, este factor proporcionará la parte
imaginaria de la amplitud de dispersión (6.21), la cual está relacionada con la sección
eficaz total (6.26). Entonces nos concentramos en resolver la integral radial como se
hizo en [79],

Ir =
Ú ∞

r0
dr r3−∆

A
α′R

2s

r2

B
e−2βs̃t̃ũ (6.20)

Realizando la integral obtenemos:

A4d
4 glueballs(p) ≈ 72e2π

(cos(2θ) + 7)2

162 sin2 θ

g2
sα

′3

R6 I∆1,∆2,∆3,∆4

A 4Ù
i=1

(∆i − 1)1/2
B

×

(−1)1−∆/2 2∆−3
A

α′

Λ2R2

B2−∆/2

f(θ)1−∆/2 s2−∆/2 ×I
Γ
A

∆ − 2
2

B
− Γ

A
∆ − 2

2 ,− α′s

4Λ2R2f(θ)
BJ

(6.21)

donde las funciones gamas asi como las funciones gamas de Euler incompletas provienen
de la integral radial, y hemos definido

f(θ) = 2πi+ (1 + cos θ) log[cos2(θ/2)] + (1 − cos θ) log[sin2(θ/2)] . (6.22)

Las funciones gamas incompletas pueden ser asintóticamente expandidas como sigue
(ecuación (6.5.32) de [92])

Γ(a, z) ≡
Ú ∞

z
dt ta−1 e−z ≈ za−1e−z

C
1 + a− 1

z
+ (a− 1)(a− 2)

z2 + . . .

D
(6.23)

para z → ∞ y |arg(z)| < 3π/2. Notemos que para el límite de altas energías este
término desaparece

limits→∞Γ
A

∆ − 2
2 ,− α′s

4Λ2R2f(θ)
B

= 0 (6.24)

Luego, la amplitud de dispersión de 2 a 2 glueballs en el límite de altas energías es

A4d
4 glueballs(p) ≈ 9 e2

2π
(cos(2θ) + 7)2

162 sin2 θ

(4πgsNc)
∆−2

4

N2
c

I∆1,∆2,∆3,∆4

A 4Ù
i=1

(∆i − 1)1/2
B

×

(−1)1−∆/2 2∆−3f(θ)1−∆/2 Γ
A

∆ − 2
2

B 3
s

Λ2

42−∆/2
. (6.25)
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La sección eficaz total para este proceso exclusivo para grandes valores de s y ángulo
de dispersión fijo es

σTotal = 1
s

ImA4d
4 glueballs(p) ∝

3
s

Λ2

41−∆/2
(6.26)

donde se ha omitido la dependencia angular. Éste resultado es fundamental porque
muestra cómo el factor g00 de la métrica del AdS5 a través de la relación entre pµ y p̃µ
hace que la σTotal del proceso dual de Hard Scattering en la teoría cuántica de campos
tenga una dependencia en potencias de la energía de centro de masa como se espera
en este tipo de teorías. Además dicha potencia depende del twist de los operadores que
crean los estados, es decir, depende de τ = ∆ − s, con s = 0 para el operador que crea
el estado de glueball y donde ∆ = q4

i=1 ∆i.
Se menciona en [27] de la posible presencia de un término multiplicativo a la potencia

de s en dσ/dt de la forma log(s/s0)2, pero no determinable mediante data experimental,
ni tampoco por análisis dimensional, como es mencionado en [26]. De la función f(θ)
presente en (6.25) se puede ver que surge un término cuyo aporte a la sección eficaz
diferencial de dispersión para cuatro glueballs es de la forma:

dσ

dt
∼ s2−∆ · log

A
4t

α̂′
√
λ’t Hoofts2

B2−∆

(6.27)

Por lo que concluimos, que mediante este método de Polchinski-Srasssler [1] se logra
obtener un término logarítmico en el cociente de invariantes, obteniendo la potencia 2
en el logarítmo como se sugiere en [27]; y quizás una corrección a esa potencia de la
forma log(s/s0)2−n, como lo sugiere la ecuación (6.27) con la identificación ∆ ≡ n.

6.1.1. Integrales angulares en la S5

En esta subsección nos concentraremos en el cálculo de las integrales angulares de
los cuatro armónicos esfericos escalares sobre la S5 (6.13), tarea que no ha sido llevada
a cabo anteriormente en [1]. Los armónicos esféricos sobre la S5 estan etiquetados con
cinco números enteros positivos (l1, l2, l3, l4, l5), los cuales satisfacen l5 ≥ l4 ≥ l3 ≥ l2 ≥
l1 ≥ 0. Tomaremos l5 ≡ k. La relación entre la dimensión conforme ∆ y k para escalares
es ∆ = k+4 con k ≥ 0. La construcción explícita de los armónicos esféricos se presenta
en el apéndice F.

A modo de ilustración veamos algunos ejemplos de cálculo de estas integrales angu-
lares. Primero que nada consideremos la representación irreducible de SU(4) con k = 0.
Esto deja a un solo armónico esférico13

Y
(s)

(0,0,0,0,0)(Ω) = π−3/2 (6.28)
13Usamos una notación en la cual hacemos explícitos a los enteros (l1, l2, l3, l4, l5). Usamos el índice

(s) para los armónicos esféricos escalares.
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y el resultado de la integral (6.13) con cuatro Y (s)
(0,0,0,0,0)(Ω)’s es π−3 como se muestra en

la tabla 6.1. Este caso del límite de altas energías describe la amplitud de dispersión de
cuatro escalares en la representación irreducible [0, 0, 0] del grupo SU(4)R de simetría R
de la teoría N = 4 SYM SU(Nc); es decir todas las dimensiones conformes son ∆i = 4,
con I4,4,4,4, y ∆ = 16.

Consideremos ahora el límite de altas energías para un proceso de dispersión 2 a
2 para escalares en la representación [0, 1, 0] de SU(4)R, con ∆i = 5. Tenemos ahora
no uno, sino 6 posibles armónicos esféricos escalares sobre la S5, es decir: Y (s)

(1,0,0,0,0)(Ω),
Y

(s)
(1,1,0,0,0)(Ω), Y (s)

(1,1,1,0,0)(Ω), Y (s)
(1,1,1,1,0)(Ω), Y (s)

(1,1,1,1,1)(Ω) y Y (s)
(1,1,1,1,−1)(Ω), por lo que habrán

muchas combinaciones posibles para los armónicos esféricos escalares en esta represen-
tación. Tendremos 6 casos donde los cuatro escalares tienen el mismo set de los li’s, es
decir:

I1 =
Ú
dΩ5 Y

(s)∗
(1,0,0,0,0)(Ω) Y (s)∗

(1,0,0,0,0)(Ω) Y (s)
(1,0,0,0,0)(Ω) Y (s)

(1,0,0,0,0)(Ω) = 9
4π3 , (6.29)

I2 =
Ú
dΩ5 Y

(s)∗
(1,1,0,0,0)(Ω) Y (s)∗

(1,1,0,0,0)(Ω) Y (s)
(1,1,0,0,0)(Ω) Y (s)

(1,1,0,0,0)(Ω) = 9
4π3 , (6.30)

I3 =
Ú
dΩ5 Y

(s)∗
(1,1,1,0,0)(Ω) Y (s)∗

(1,1,1,0,0)(Ω) Y (s)
(1,1,1,0,0)(Ω) Y (s)

(1,1,1,0,0)(Ω) = 9
4π3 , (6.31)

I4 =
Ú
dΩ5 Y

(s)∗
(1,1,1,1,0)(Ω) Y (s)∗

(1,1,1,1,0)(Ω) Y (s)
(1,1,1,1,0)(Ω) Y (s)

(1,1,1,1,0)(Ω) = 9
4π3 , (6.32)

I5 =
Ú
dΩ5 Y

(s)∗
(1,1,1,1,1)(Ω) Y (s)∗

(1,1,1,1,1)(Ω) Y (s)
(1,1,1,1,1)(Ω) Y (s)

(1,1,1,1,1)(Ω) = 3
2π3 , (6.33)

I6 =
Ú
dΩ5 Y

(s)∗
(1,1,1,1,−1)(Ω) Y (s)∗

(1,1,1,1,−1)(Ω) Y (s)
(1,1,1,1,−1)(Ω) Y (s)

(1,1,1,1,−1)(Ω) = 3
2π3 . (6.34)

Luego la amplitud de dispersión correspondiente estará dada por la expresión gené-
rica:

A4d
4 glueballs(p) ∝ Ii

A
Λ
p

B16

(6.35)

teniendo las integrales Ii’s con i = 1, . . . , 6 los resultados dados en las ecuaciones (6.29)
a (6.34) respectivamente. La potencia 16 proviene de considerar ∆ = 4 × 5 y de escribir
s como p2.

Evidentemente hay muchas posibilidades para los estados intervinientes, ya sea que
se encuentren en las mismas o distintas representaciones irreducibles de SU(4)R para
éste proceso de dipersión 2 a 2.

La integral (6.13) provee reglas de selección para los estados permitidos en este
proceso de dispersión. Damos algunos ejemplos mostrados en la tabla 6.1 para este tipo
de integrales.

104



Y
(s)

(0,0,0,0,0)Y
(s)

(0,0,0,0,0) Y
(s)

(1,0,0,0,0)Y
(s)

(1,0,0,0,0) Y
(s)

(1,1,0,0,0)Y
(s)

(1,1,0,0,0)

Y
(s)∗

(0,0,0,0,0)Y
(s)∗

(0,0,0,0,0) 1/π3 1/π3 1/π3

Y
(s)∗

(1,0,0,0,0)Y
(s)∗

(1,0,0,0,0) 1/π3 9/(4π3) 3/(4π3)

Y
(s)∗

(1,1,0,0,0)Y
(s)∗

(1,1,0,0,0) 1/π3 3/(4π3) 9/(4π3)

Y
(s)∗

(1,1,1,0,0)Y
(s)∗

(1,1,1,0,0) 1/π3 3/(4π3) 3/(4π3)

Y
(s)∗

(1,1,1,1,0)Y
(s)∗

(1,1,1,1,0) 1/π3 3/(4π3) 3/(4π3)

Y
(s)∗

(1,1,1,1,1)Y
(s)∗

(1,1,1,1,1) 0 0 0

Y
(s)∗

(1,1,1,1,−1)Y
(s)∗

(1,1,1,1,−1) 0 0 0

Cuadro 6.1: Algunos ejemplos de la integral (6.13) para cuatro armónicos esféricos escalares
sobre la S5, dejando como resultado reglas de selección.

6.1.2. Límite de Regge para proceso exclusivo de 4 glueballs
En esta sección abordaremos como el límite de Regge s̃ >> |t̃| y s̃ ∼ −ũ de las

variables en 10 dimensiones afecta a la amplitud final de la teoría de gauge dual para
el proceso de dispersión de 2 a 2 glueballs. De (5.15) tomamos θ → 0, entonces

KRegge
c (1, 2, 3, 4) = 9

163 s̃
4 Φ1Φ2Φ3Φ4 (6.36)

dando por resultado la amplitud de dispersión (5.17) para cuatro dilatones. Insertando
esta amplitud en el ansatz con las funciones de onda (6.8) ya explícitas:

A4d Regge
4−glueballs(p) = 9

162π
g2
s α

′3

R6r4−∆
0

I∆1,∆2,∆3,∆4

A 4Ù
i=1

(∆i − 1)1/2
B

×

Ú ∞

r0
dr r3−∆ (α′s̃)4

A
α′s̃

4

B−2+α′ t̃/2

e2−α′ t̃/2 Γ(−α′t̃/4)
Γ(1 + α′t̃/4) (6.37)

En este límite tendremos t̃ ≤ 0, por lo que definimos t̃ = −|t̃|. Para |t̃| ≪ 1 el
cociente de funciones gamas se aproxima a 1/|t̃|. Entonces debemos resolver la integral
radial:

Ir ≈
Ú ∞

r0
dr r5−∆

A
α′R2s

r2

B2+ 1
2α

′R2t/r2

(4 e)2− 1
2α

′R2t/r2
A

4
α′R2|t|

B
, (6.38)

La cual resolveremos por el método de saddle-point o punto de ensilladura. Por
conveniencia escribimos la integral como sigue

Ir ≈
Ú ∞

r0
dr exp[h(r)] (6.39)
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donde definimos

h(r) = log
r5−∆

A
α′R2s

r2

B2+ 1
2α

′R2t/r2

(4 e)2− 1
2α

′R2t/r2
A

4
α′R2|t|

B (6.40)

La condición de saddle-point dh(r∗)/r = 0 se cumple para el saddle point r∗,

r∗ = R
ñ
α′|t|

öõõô log
1
s
|t|

2
+ log

1
∆−1

4

2
∆ − 1 (6.41)

El valor dominante para la coordenada radial será el que cumpla la condición:

r′ = max
1
ΛR2, r∗

2
(6.42)

obteniendo un comportamiento de Regge solo si se cumple la condición

ñ
α̂′|t|

öõõô log
1
s
|t|

2
+ log

1
∆−1

4

2
∆ − 1 < 1 (6.43)

Luego la ecuación (6.37) es

A4d Regge
4−glueballs(p) ≈ 36

√
4πgsNc

162π1/2N2
c

I∆1,∆2,∆3,∆4

A 4Ù
i=1

(∆i − 1)1/2
B

×

2 1
2 +α̂′|t|e2+ α̂′

2 |t|(α̂′s)2+ α̂′
2 t

α̂′|t|
ò

|∆ − 1 + α̂′|t|(3 log 4 − 2) − 3α̂′|t| log
1
α̂′s

2
|

(6.44)

Si consideramos que α̂′|t| ≈ 1, como lo sugieren los datos de QCD según [1], obte-
nemos

A4d Regge
4−glueballs(p) ≈ 36 · 23/2√4πgsNc e

5/2

162π1/2N2
c

I∆1,∆2,∆3,∆4

A 4Ù
i=1

(∆i − 1)1/2
B

×

(α̂′s)2+ α̂′
2 tò

|∆ − 1 + (3 log 4 − 2) − 3 log
1
α̂′s

2
|

(6.45)

El factor (α̂′s)2+ α̂′t
2 se interpreta como la trayectoria de Regge j(t) = 2 + α̂′t

2 =
2 + t

2
√
λΛ2 correspondiente a la Reggeización de un gravitón (desde el punto de vista de

la teoría dual en 10d) propagándose entre los dos glueballs en el canal t.
Notemos que el resultado (6.45) es presentado por primera vez en forma completa.

Si bien el resultado de la propagación de un gravitón Reggeizado ya había sido obtenido
en [1], nosotros presentamos el resultado total, con todos los factores correspondientes.
Se procedió de igual forma que en [79], pero ellos ignoran también los factores y además
en este límite de Regge, no dan el resultado (6.45) aquí presentado, sino que dan un
resultado erróneo para este límite.14

14En [79] se da un resultado erróneo en su fórmula (4.41), el cual es comparable con la fórmula (23)
de [1].
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6.2. Hard scattering de 4 fermiones de espín 1/2

Ésta es una de las secciones más importantes de esta tesis, ya que aquí se encontrarán
los principales resultados originales de la misma. El cálculo de la amplitud de dispersión
de cuatro dilatinos en teorías de supercuerdas de tipo II [3] fue instrumental para llevar
a cabo el cálculo de la presente sección. Aquí se llevará a cabo el cálculo de la amplitud
de dispersión de cuatro fermiones de espín 1/2 en la teoría dual de SYM, considerando
primero el caso de dispersión a ángulo fijo, y luego para el límite de Regge.

Repasemos algunos puntos importantes de la sección 5.1.2. El punto de partida en
[2] son las relaciones KLT [36]. Como se vió antes, el factor cinemático para la amplitud
de dispersión de cuatro dilatinos

K4-dilatinos
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) = K fer

ab (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) ⊗ 1
16K

bos
ab (1, 2, 4, 3) . (6.46)

donde recordemos que Kbos
ab (1, 2, 4, 3) ≡ Kbos

ab (k1, k2, k4, k3) está dado por (5.8) y el
correspondiente factor cinemático de cuatro cuerdas abiertas fermiónicas (5.19). Recor-
damos la definición del dilatino [73]

uαi ⊗ ζMi = i(ΓM)αβ λ
β
i (6.47)

Por simplicidad tomamos algunos términos representativos del factor cinemático de
cuatro dilatinos para calcular el comportamiento de altas energías para la amplitud de
cuatro fermiones de espin 1/2 en la teoría de gauge dual. Estos términos proporcionarán
un comportamiento dominante y subdominante en potencias de s. Consideremos la
siguiente expresión

K4-dilatinos
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) = s̃2t̃

512 λ̄2ΓNΓPΓMλ3λ̄1ΓMΓPΓNλ4

− s̃t̃2

512 λ̄1ΓNΓPΓMλ2λ̄4ΓMΓPΓNλ3 + . . . (6.48)

Procediendo con algunos cálculos algrebraicos, obtenemos

K4-dilatinos
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) = s̃2t̃

512[15λ̄2ΓMλ3λ̄1ΓMλ4 + λ̄2ΓN (̸=M ̸=P )ΓP (̸=M ̸=N)ΓM (̸=N ̸=P )λ3

× λ̄1ΓM (̸=N ̸=P )ΓP (̸=M ̸=N)ΓN (̸=M ̸=P )λ4]

− s̃t̃2

512[15λ̄1ΓMλ2λ̄4ΓMλ3 + λ̄1ΓN (̸=M ̸=P )ΓP (̸=M ̸=N)ΓM (̸=N ̸=P )λ2

× λ̄4ΓM (̸=N ̸=P )ΓP (̸=M ̸=N)ΓN (̸=M ̸=P )λ3] + . . . (6.49)

donde N (̸= M ̸= P ) solamente significa que el índice de Lorentz en diez dimensiones
N no puede ser igual a M ni a P . Si queremos calcular la amplitud de dispersión en
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la teoría de gauge dual, debemos realizar la integración sobre la coordenada radial y
sobre las coordenadas angulares, es decir, sobre las coordenadas del espacio producto
AdS5 × S5. Por conveniencia expresamos la métrica de AdS5 como

ds2 = R2ηµνdx
µdxν + dz2

z2 = gµνdx
µdxν + gzzdz

2 = gabdx
adxb (6.50)

donde a, b, c = 0, . . . , 4 están sobre el espacio AdS5. Por otro lado, la coordenada z

0 ≤ z ≤ z0, siendo z0 el cut-off en el IR. Las relaciones entre las coordenadas en espacio
plano y espacio curvo en cinco dimensiones son

ηâb̂e
â
ae
b̂
b = gab , con eâa = √

gaaδ
â
a y eaâ = 1

√
gââ

δaâ (6.51)

donde â, b̂, ĉ = 0, 1, 2, 3, 4 son los índices en espacio plano de cinco dimensiones. Para
mayor simplicidad nos enfocamos solamente en el espacio AdS5. Entonces estudiamos
términos de la siguiente forma, los cuales tienen coordenadas del tipo â, b̂, ĉ,

K4-dilatinos
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) = s̃2t̃

512[15λ̄2Γâλ3λ̄1Γâλ4 + λ̄2Γb̂( ̸=â̸=ĉ)Γĉ( ̸=â̸=b̂)Γâ( ̸=b̂ ̸=ĉ)λ3

× λ̄1Γâ(̸=b̸̂=ĉ)Γĉ(̸=â̸=b̂)Γb̂( ̸=â̸=ĉ)λ4]

− s̃t̃2

512[15λ̄1Γâλ2λ̄4Γâλ3 + λ̄1Γb̂( ̸=â̸=ĉ)Γĉ( ̸=â̸=b̂)Γâ( ̸=b̂ ̸=ĉ)λ2

× λ̄4Γâ(̸=b̸̂=ĉ)Γĉ(̸=â̸=b̂)Γb̂( ̸=â̸=ĉ)λ3] + . . . . (6.52)

El próximo paso es volver al ansatz de Polchinski y Strassler (6.6) para el caso de
cuatro dilatinos, obteniendo por lo tanto, la amplitud de dispersión A4d

4-fermiones espín-1/2(p)
(luego de haber reemplazado r = R2/z). Para ello debemos considerar las funciones de
onda de los dilatinos λj(y,Ω) en el fondo AdS5 × S5. Nuestro factor cinemático en este
espacio curvo será

æK4-dilatinos
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) = s̃2t̃

512[15λ̄2(y,Ω)Γ̃aλ3(y,Ω)λ̄1(y,Ω)Γ̃aλ4(y,Ω)

+ λ̄2(y,Ω)Γ̃b(̸=a̸=c)Γ̃c(̸=a̸=b)Γ̃a(̸=b ̸=c)λ3(y,Ω)
× λ̄1(y,Ω)Γ̃a(̸=b̸=c)Γ̃c(̸=a̸=b)Γ̃b( ̸=a̸=c)λ4(y,Ω)]

− s̃t̃2

512[15λ̄1(y,Ω)Γ̃aλ2(y,Ω)λ̄4(y,Ω)Γ̃aλ3(y,Ω)

+ λ̄1(y,Ω)Γ̃b(̸=a̸=c)Γ̃c(̸=a̸=b)Γ̃a(̸=b ̸=c)λ2(y,Ω)λ̄4(y,Ω)
× Γ̃a(̸=b ̸=c)Γ̃c( ̸=a̸=b)Γ̃b(̸=a̸=c)λ3(y,Ω)] + . . . (6.53)

es decir, æK4-dilatinos
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) indica que ésto es un ansatz usando la aproximación local,

análogamente a como se hizo para los cuatro dilatones. Notar que y = (r, xµ) y Ω5
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son las coordenadas en la S5. Las Γ̃a’s son las matrices gamas de Dirac en el fondo
AdS5 × S5 en la siguiente representación [95]

Γ̃a = σ1 ⊗ I4 ⊗ γ̃a (6.54)
donde γ̃a son las matrices de Dirac en AdS5. Las matrices gamas de Dirac en espacio
plano cumplen

γµγνγρ = ηµνγρ + ηνργµ − ηµργν − iϵσµνργσγ
5 (6.55)

con ϵσµνρϵαµνρ = 6 δσα y donde γ5 = iγ0γ1γ2γ3.
Consideramos la siguiente representación,

γµ =
A

0 −iσµ
−iσ̄µ 0

B
(6.56)

con la usual forma de las matrices de Pauli ya vistas anteriormente.
El veilbein relaciona las matrices de Dirac en espacio plano y curvo,

åγa = eâaγâ = √
gaaγâ = R

z
γâ (6.57)

y

åγa = eaâγ
â = 1

√
gââ

γâ = z

R
γâ (6.58)

El dilatino es un espinor en diez dimensiones con quiralidad derecha, por lo que
tiene 16 componentes no nulas y entonces lo podemos escribir como

λ =
A

0
λ′

B
(6.59)

bajo una descomposición de Kaluza-Klein en AdS5 × S5 tenemos
λ′
i(y,Ω) = λi(y) ⊗ Yi(Ω) (6.60)

donde λi(y) es un espinor de cuatro componentes en el AdS5 y Yi(Ω) es un armónico
esférico espinorial en la S5. Luego, el factor cinemático para cuatro dilatinos en espacio
curvo es:æK4-dilatinos

c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) =
s̃2t̃

512[15λ2(y) ⊗ Y2(Ω)(I4 ⊗ γ̃a)λ3(y) ⊗ Y3(Ω)λ1(y) ⊗ Y1(Ω)(I4 ⊗ γ̃a)λ4(y) ⊗ Y4(Ω)

+ λ2(y) ⊗ Y2(Ω)(I4 ⊗ γ̃b(̸=a̸=c))(I4 ⊗ γ̃c(̸=a̸=b))(I4 ⊗ γ̃a( ̸=b ̸=c))λ3(y) ⊗ Y3(Ω)
× λ1(y) ⊗ Y1(Ω)(I4 ⊗ γ̃a(̸=b̸=c))(I4 ⊗ γ̃c(̸=a̸=b))(I4 ⊗ γ̃b(̸=a̸=c))λ4(y) ⊗ Y4(Ω)]

− s̃t̃2

512[15λ1(y) ⊗ Y1(Ω)(I4 ⊗ γ̃a)λ2(y) ⊗ Y2(Ω)λ4(y) ⊗ Y4(Ω)(I4 ⊗ γ̃a)λ3(y) ⊗ Y3(Ω)

+ λ1(y) ⊗ Y1(Ω)(I4 ⊗ γ̃b(̸=a̸=c))(I4 ⊗ γ̃c(̸=a̸=b))(I4 ⊗ γ̃a( ̸=b ̸=c))λ2(y) ⊗ Y2(Ω)
× λ4(y) ⊗ Y4(Ω)(I4 ⊗ γ̃a(̸=b̸=c))(I4 ⊗ γ̃c(̸=a̸=b))(I4 ⊗ γ̃b(̸=a̸=c))λ3(y) ⊗ Y3(Ω)] + . . .

(6.61)
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Debido a que nos interesa solamente el comportamiento en las potencias de s para
altas energías en la amplitud de dispersión en cuatro dimensiones, podemos no conside-
rar el producto de los cuatro armónicos esféricos espinoriales presentes en cada término
de la expresión anterior, lo cual permite reducir bastante la expresión (6.61)15:

æK4-dilatinos
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) ≈
s̃2t̃

512[15λ̄2(y)γ̃aλ3(y)λ̄1(y)γ̃aλ4(y)

+ λ̄2(y)(γ̃b(̸=a̸=c))(γ̃c(̸=a̸=b))(γ̃a( ̸=b ̸=c))λ3(y)λ̄1(y)(γ̃a( ̸=b ̸=c))(γ̃c( ̸=a̸=b))(γ̃b( ̸=a̸=c))λ4(y)]

− s̃t̃2

512[15λ̄1(y)γ̃aλ2(y)λ̄4(y)γ̃aλ3(y) + λ̄1(y)(γ̃b( ̸=a̸=c))(γ̃c(̸=a̸=b))(γ̃a(̸=b ̸=c))λ2(y)

× λ̄4(y)(γ̃a( ̸=b̸=c))(γ̃c(̸=a̸=b))(γ̃b(̸=a̸=c))λ3(y)] + . . . (6.62)

Se puede ver fácilmente que las matrices gamas en espacio plano y espacio curvo
dejan al mismo factor cinemático para cuatro fermiones, debido a la cancelación entre
los factores que surgen de los vielbien. Usando las propiedades (6.55), la amplitud de
dispersión en diez dimensiones para cuatro dilatinos en espacio curvo es

åA10d,4-dilatinos
cuerdas (curvo)(p̃) ≈ −πκ2α′3 æK4-dilatino

c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃))
Ù

χ=s̃,t̃,ũ

Γ(−α′χ/4)
Γ(1 + α′χ/4)

= πg2
sα

′4(α′s̃)3(1 − cosθ)
256 {[15λ̄2(y)γµλ3(y)λ̄1(y)γµλ4(y)

+ 15λ̄2(y)γ5λ3(y)λ̄1(y)γ5λ4(y) + 6λ̄2(y)γσγ5λ3(y)λ̄1(y)γσγ5λ4(y)
+ λ̄2(y)(γν (̸=ρ))(γρ(̸=z ̸=ν))γzλ3(y)λ̄1(y)γ5(γρ(̸=ν))(γν( ̸=ρ))λ4(y)
+ λ̄2(y)γ5(γρ(̸=µ))(γµ(̸=ρ))λ3(y)λ̄1(y)(γµ(̸=ρ))(γρ( ̸=µ))γ5λ4(y)
+ λ̄2(y)(γν (̸=µ))γ5(γµ(̸=ν))λ3(y)λ̄1(y)(γµ( ̸=ν))γ5(γν (̸=µ))λ4(y)]

+ (1 − cosθ)
2 [15λ̄1(y)γµλ2(y)λ̄4(y)γµλ3(y) + 15λ̄1(y)γ5λ2(y)λ̄4(y)γ5λ3(y)

+ 6λ̄1(y)γσγ5λ2(y)λ̄4(y)γσγ5λ3(y)
+ λ̄1(y)(γν (̸=ρ))(γρ(̸=ν))γ5λ2(y)λ̄4(y)γ5(γρ( ̸=ν))(γν (̸=ρ))λ3(y)
+ λ̄1(y)γ5(γρ(̸=µ))(γµ(̸=ρ))λ2(y)λ̄4(y)(γµ(̸=ρ))(γρ( ̸=µ))γ5λ3(y)
+ λ̄1(y)(γν (̸=µ))γ5(γµ(̸=ν))λ2(y)λ̄4(y)(γµ( ̸=ν))γ5(γν (̸=µ))λ3(y)] + . . . }

×
Ù

χ=s̃,t̃,ũ

Γ(−α′χ/4)
Γ(1 + α′χ/4) (6.63)

Donde usamos γz ≡ γ5. El ansatz (6.6) para este caso queda como

A4d
4-fermiones(p) =

Ú ∞

r0
dr

Ú
S5
dΩ5

√
−g åA10d,4-dilatinos

cuerdas (curvo)(p̃) (6.64)

15El lector interesado puede ver sobre la construcción y el uso de armónicos esféricos espinoriales
sobre S5 en [34, 35, 97, 98]
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Como se hizo para el caso de los glueballs, si estamos interesados en el compor-
tamiento de altas energías para la teoría de gauge dual, será suficiente considerar el
comportamiento asintótico de la función de onda del dilatino. La solución general de
un dilatino de 16 componentes tiene la forma (6.60), donde el dilatino λi(y) de cuatro
componentes cumple la ecuación de Dirac en AdS51

zγm∂m − 2γ5 +mk

2
λi(y) = 0 (6.65)

donde mk = k + 3
2 , y el cual tiene la siguiente solución genérica

λi(y) = CeiP ·xz5/2
è
a+(P )JmR−1/2(Mz) + a−(P )JmR+1/2(Mz)

é
(6.66)

De los espinores de Dirac en cinco dimensiones a± podemos construir los espinores de
Dirac en cuatro dimensiones uσ que cumplen la ecuación de Dirac iγµPµuσ = Muσ y la
relación de dispersión P 2 = −M2. También tenemos los proyectores usuales P± = (1±γ5)

2 .
Actuando con P+ ambos lados de iγµPµuσ = Muσ tenemos

a+ = iγµPµ
M

a− (6.67)

La solución (6.66) se puede reescribir como

λi(y) = CeiP ·xz5/2
è
P+JmR−1/2(Mz) + P−JmR+1/2(Mz)

é
uσ (6.68)

Al estar interesados en el comportamiento de altas energías para la amplitud de
dispersión, debemos tomar grandes valores de la coordenada radial r, ya que recordemos
que r = R2/z y p ∼

√
s ∼ r

R2 debe ser grande.
Analizando el argumento de las funciones Bessel J(Mz) = J(M R2

r
) ∼ J(M√

s
), tene-

mos que para valores pequeños de su argumento:

JmR−1/2(Mz) = (Mz)mR−1/2

2mR−1/2(mR − 1/2)! (6.69)

y de igual forma para Jm+1/2(Mz). Luego (6.68) expresada en términos de la coordenada
r:

λσi (y) ≈ eiP ·x ci
R9/2Λ3/2(∆i − 5/2)!(r/r0)−∆i

C
P+ + MiR

2

2r(∆i − 3/2)P−

D
uσi (6.70)

y

λ̄σi (y) ≈ e−iP ·x c∗
i

R9/2Λ3/2(∆i − 5/2)!(r/r0)−∆i ūσi

C
P− + MiR

2

2r(∆i − 3/2)P+

D
(6.71)

Recordemos que los espinores λσi (y) surgen luego de una compactificación de Kaluza-
Klein de los espinores de Majorana-Weyl de 32 componentes después de la compacti-
ficación espontánea de supergravedad de tipo IIB en el fondo AdS5 × S5. Como en el
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caso de los glueballs, los cuales son duales a los operadores O(8)
k (x) de la teoría N = 4

SYM; los dilatinos son duales a los operadores O(6)
k (x) ∼ TrAdj(F+λX

k
I ), donde λ son

los espinores de Weyl izquierdos de la teoría N = 4 SYM. El twist τ de tales operado-
res están definido como τ = ∆ − 1/2 = mR + 3/2, con ∆ = k + 7/2. La constante de
normalización ci se obtiene con la condición (6.9),

ci =
ñ

2ΛR(∆i − 1) (∆i − 5/2)! (6.72)

Hasta el momento la amplitud de dispersión de cuatro fermiones de espín 1/2 (6.64)
va como

A4d
4-fermiones(p) ≈ −

A
128e2

α′3

B
πg2

sR
2α′4(1 − cos θ)

256

×
Ú ∞

r0
dr r3 (−1)α′s̃/2(α′s̃)3{[15λ̄2(y)γµλ3(y)λ̄1(y)γµλ4(y)

+ 15λ̄2(y)γ5λ3(y)λ̄1(y)γ5λ4(y) + 6λ̄2(y)γσγ5λ3(y)λ̄1(y)γσγ5λ4(y)
+ λ̄2(y)γν (̸=ρ)γρ(̸=z ̸=ν)γzλ3(y)λ̄1(y)γ5γρ(̸=ν)γν( ̸=ρ)λ4(y)
+ λ̄2(y)γ5γρ(̸=µ)γµ(̸=ρ)λ3(y)λ̄1(y)γµ( ̸=ρ)γρ(̸=µ)γ

5)λ4(y)
+ λ̄2(y)γν (̸=µ)γ5γµ(̸=ν)λ3(y)λ̄1(y)γµ(̸=ν)γ

5γν( ̸=µ)λ4(y)]

+ (1 − cos θ)
2 [15λ̄1(y)γµλ2(y)λ̄4(y)γµλ3(y) + 15λ̄1(y)γ5λ2(y)λ̄4(y)γ5λ3(y)

+ 6λ̄1(y)γσγ5λ2(y)λ̄4(y)γσγ5λ3(y)
+ λ̄1(y)γν (̸=ρ)γρ(̸=ν)γ5λ2(y)λ̄4(y)γ5γρ(̸=ν)γν (̸=ρ)λ3(y)
+ λ̄1(y)γ5γρ(̸=µ)γµ(̸=ρ)λ2(y)λ̄4(y)γµ( ̸=ρ)γρ( ̸=µ)γ

5λ3(y)
+ λ̄1(y)γν( ̸=µ)γ5γµ(̸=ν)λ2(y)λ̄4(y)γµ(̸=ν)γ

5γν (̸=µ)λ3(y)] + . . . }

×
sin
1
πα′ t̃

4

2
sin
1
πα′ũ

4

2
sin
1
πα′s̃

4

2 (α′s̃/4)−α′s̃/2(α′t̃/4)α′ t̃/2(α′ũ/4)α′ũ/2

s̃3 (1−cos θ)(1+cos θ)
4

(6.73)

donde se usó la aproximación (6.14) para el producto de las funciones gamas. Ahora
necesitamos la forma explícita de las funciones de onda fermiónicas en AdS5, las cuales
están en función de los espinores de Dirac en cuatro dimensiones planas ui(p) dados
por [93]:

u(p) =
A
usL(p)
usR(p)

B
=
A√

p · σ ζs√
p · σ̄ ζs

B
(6.74)

con s = 1, 2. Notemos que en (6.73) los términos con solo γ5 desaparecen. Ya que
estamos interesados en el comportamiento de altas energías, solo trabajaremos con el
primer término de (6.73) sin pérdida de generalidad para las potencias en la variable s.
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Trabajando el primer término tenemos

15λ̄2(y)γµλ3(y)λ̄1(y)γµλ4(y) = −15
3
r

r0

4−∆ Λ2R2(∆/2 − 2)2

R18Λ6

× [u†
2,Rσ

µu3,Ru
†
1,Rσµu4,R + M2R4

4r2(∆i − 3/2)2u
†
2,Lσ̄

µu3,Lu
†
1,Rσµu4,R

+ M2R4

4r2(∆i − 3/2)2u
†
2,Rσ

µu3,Ru
†
1,Lσ̄µu4,L + M4R8

16r4(∆i − 3/2)4u
†
2,Lσ̄

µu3,Lu
†
1,Lσ̄µu4,L]

(6.75)

donde ∆ = 4∆i, al considerar cuatro fermiones idénticos. Tomando un sistema de
referencia de centro de masa, los cuadrimomentos de cada uno de los fermiones de la
teoría de gauge dual son

pµ1 =
A√

s

2 ,

ò
s

4 −M2, 0, 0
B
,

pµ2 =
A√

s

2 ,−
ò
s

4 −M2, 0, 0
B
,

pµ3 =
A

−
√
s

2 ,

ò
s

4 −M2 cos θ,
ò
s

4 −M2 sin θ, 0
B
,

pµ4 =
A

−
√
s

2 ,−
ò
s

4 −M2 cos θ,−
ò
s

4 −M2 sin θ, 0
B
. (6.76)

siendo s la variable de Mandelstam en cuatro dimensiones. Usando esta cinemática, la
raices cuadradas en los momentos de los espinores (6.74) quedan como

√
p1 · σ =

√
p2 · σ̄ =

A
1√

s+ 2M)

B1/2
−

√
s

2 +M
ñ

s
4 −M2ñ

s
4 −M2 −

√
s

2 +M

 ,
√
p2 · σ =

√
p1 · σ̄ =

A
1√

s+ 2M)

B1/2
 −

√
s

2 +M −
ñ

s
4 −M2

−
ñ

s
4 −M2 −

√
s

2 +M

 ,
√
p3 · σ =

√
p4 · σ̄ =

A
1

−
√
s+ 2M

B1/2
 √

s
2 +M

ñ
s
4 −M2e−iθñ

s
4 −M2eiθ

√
s

2 +M

 ,
√
p4 · σ =

√
p3 · σ̄ =

A
1

−
√
s+ 2M

B1/2
 √

s
2 +M −

ñ
s
4 −M2e−iθ

−
ñ

s
4 −M2eiθ

√
s

2 +M

 .
(6.77)

Por simplicidad consideramos solamente una de las polarizaciones,

ζ =
A

1
0

B
(6.78)
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Luego el término (6.75) está dado por

15λ̄2(y)γµλ3(y)λ̄1(y)γµλ4(y) = −30
3
r

r0

4−∆ Λ2R2(∆/2 − 2)2

R18Λ6

× (s− 4M2)
3
e2iθ + 1

8e
iθ + 1

4A
1 + M2R4

2r2(∆i − 3/2)2 + M4R8

16r4(∆i − 3/2)4

B
(6.79)

Este término constribuye en tres integrales radiales distintas a la amplitud de dispersión,

A4d
4-fermiones(p) ≈ 60e2πg2

sα
′4(1 − cos θ)

R14−2∆Λ4−∆ sin2 θ
(∆/2 − 2)2(s− 4M2)

×
3
e2iθ + 1

8e
iθ + 1

4 Ú ∞

r0
dr

A
r3−∆ + r1−∆ M2R4

2(∆/4 − 3/2)2

+r−1−∆ M4R8

16(∆/4 − 3/2)4

B
e−2βs̃t̃ũ (6.80)

como se procedió en el caso de los glueballs, aquí también no tendremos en cuenta el
factor oscilatorio en las variables de Mandelstam, ya que este no modificará las potencias
de s en la amplitud. La función βs̃t̃ũ ya fue definida en (6.16). Como se hizo antes para
los glueballs, cambiamos la variable de integración a u = r/r0, teniendo siempre en
cuenta que s̃ = (R2/r2)s. Al integrar obtenemos

A4d
4-fermiones(p) ≈ 60e2πα′(gsNc)1/2(1 − cos θ)

N2
c sin2 θ

(∆/2 − 2)2
3
e2iθ + 1

8e
iθ + 1

4
×2∆−5(s2−τ/2 − 4M2s1−τ/2)

A
− Λ2R2

α′f(θ)

B∆/2−2
Γ

A
∆ − 4

2

B
− Γ

A
∆ − 4

2 ,−α′sf(θ)
4Λ2R2

B
+2∆−3(s1−τ/2 − 4M2s−τ/2)

2(∆/4 − 3/2)2

A
− Λ2R2

α′f(θ)

B∆/2−1
Γ

A
∆ − 2

2

B
− Γ

A
∆ − 2

2 ,−α′sf(θ))
4Λ2R2

B
+2∆−1(s−τ/2 − 4M2s−1−τ/2)

16(∆/4 − 3/2)4

A
− Λ2R2

α′f(θ))

B∆/2
Γ

A
∆
2

B
− Γ

A
∆
2 ,−

α′sf(θ)
4Λ2R2

B (6.81)

con el twist total τ = q4
i=1 τi = q4

i=1(∆i − si) = ∆ − 4 × 1/2 = ∆ − 2 → ∆ = τ + 2.
Como se anticipó, en la amplitud de dispersión recién obtenida tenemos un término
dominante que va como (α′s)2−τ/2, y un término subdominante que va como (α′s)1−τ/2.
Tomando un rango paramétrico que sea Λ ≈ M ≈ 1 GeV y para grandes valores de s,
concluimos que la sección eficaz total para un proceso exclusivo de cuatro fermiones de
espín 1/2 para s muy grande y ángulo de dispersión fijo dada por

σTotal = 1
s

ImA4d
4−fermiones(p) (6.82)
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la cual presenta una constribución dominante que va como (s/Λ2)2−τ/2, siendo τ el
número mínimo de campos elementales que llevan una fracción del impulso total del
proceso exclusivo. Como se explicará en el capítulo 7, la contribución dominante s2−τ/2

indica la interacción de un solo par de constituyentes (L = 1) presentes cada uno en
cada fermión1/2. Notar que la ecuación (6.81) contiene además contribuciones subdo-
minantes, a saber, s1−τ/2 y Λ2s−τ/2, las cuales son obtenibles a partir del estudio del
cálculo puntual en el límite de acoplamiento fuerte de la teoría de gauge y no son de-
rivables a partir de cálculos perturbativos de la teoría cuántica de campos, es decir, la
capacidad de correcciones subdominantes son efectos nuevos que podemos obtener. Po-
demos atribuir las correcciones subdominantes a un resultado que no se puede obtener
a partir de un conteo de potencias naive sobre las interacciones de la teoría de gauge
[25, 26]. Por otro lado, para el caso de partículas escalares, es decir, en la dispersión
de cuatro glueballs, vemos que en (6.25) solo aparece el término s2−∆/2, el cual es el
comportamiento completamente análogo al esperado desde el punto de vista de la teoría
cuántica de campos.

Al igual que en la dispersión de cuatro glueballs, aquí también tenemos no una
(como lo fué para los glueballs), sino tres potencias distinas de f(θ) en (6.81). A orden
dominante tenemos

dσ

dt
∼ s2−τ · log

A
4t

α̂′
√
λ’t Hoofts2

B2−τ

(6.83)

con la respectiva identificación τ ≡ n.

6.2.1. Límite de Regge para un proceso exclusivo de 4 fermio-
nes de espín 1/2

En la sección 6.1.2 analizamos el límite de Regge, ya visto en [1], pero en su forma
más completa y con los comentarios necesarios respecto a estos resultados antes obteni-
dos. Ahora abordamos el mismo problema, pero para la dispersión de estos 4 fermiones
de espin 1/2. Veremos que para este caso llegaremos a una conclusión más interesante,
que podrá ser analizada desde el punto de vista de una acción efectiva de supergravedad
de tipo IIB, luego de una compactificación sobre la S5.

El límite de Regge s̃ ≫ |t̃| para la dispersión de cuatro dilatinos en teorías de
supercuerdas de tipo II [3] fue estudiado al final de la sección 5.1.2. Luego, para obtener
la amplitud de dispersión en la teoría de gauge dual en este límite, debemos introducir
la ecuación (5.48) en el ansatz de Polchinski y Strassler. Para hacer los cálculos más
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sencillos y sin pérdida de generalidad, nos enfocaremos en el primer término de (5.48),

A4dRegge
4-fermiones(1̃, 2̃, 3̃, 4̃) ≈

10e2πg2
sα

′4
Ú ∞

r0
dr(r3R2)(α′s̃)1+ α′ t̃

2 λ†
2(y)λ3(y)λ†

1(y)λ4(y) Γ(−α′t̃/4)
Γ(1 + α′t̃/4)

= 10e2πg2
s(∆/2 − 2)2α′4(s− 4M2)(eiθ − 1)2

R14−2∆Λ4−∆

3 Ú ∞

r0
dr

r5−∆

α′R2|t|
(α′R2s/r2)1+ α′R2t/r2

2

+ M2R4

2(∆/4 − 3/2)2

Ú ∞

r0
dr

r3−∆

α′R2|t|
(α′R2s/r2)1+ α′R2t/r2

2

+ M4R8

16(∆/4 − 3/2)4

Ú ∞

r0
dr

r1−∆

α′R2|t|
(α′R2s/r2)1+ α′R2t/r2

2

4
+ · · · (6.84)

con λ̄i = λ†
iΓ0. Como se hizo para los glueballs en el límite de Regge, aquí tambien

resolveremos estas tres integrales por el método del punto de ensilladura, por lo que es
conveniente expresar A4d Regge

4-fermiones(1̃, 2̃, 3̃, 4̃) como sigue

A4d Regge
4-fermiones(1̃, 2̃, 3̃, 4̃) ≈ 10e2πg2

s(∆/2 − 2)2α′4(s− 4M2)(eiθ − 1)2

R14−2∆Λ4−∆

×

Ú ∞

r0
dr exp

5
log

3
r5−∆

α′R2|t|
(α′R2s/r2)1+ α′R2t/r2

2

46
+ M2R4

2(∆/4 − 3/2)2

Ú ∞

r0
dr

× exp
5

log
3
r3−∆

α′R2|t|
(α′R2s/r2)1+ α′R2t/r2

2

46
+ M4R8

16(∆/4 − 3/2)4

Ú ∞

r0
dr

× exp
5

log
3
r1−∆

α′R2|t|
(α′R2s/r2)1+ α′R2t/r2

2

46 (6.85)

Definiendo las funciones

f1(r) = log
3
r5−∆

α′R2|t|
(α′R2s/r2)1+ α′R2t/r2

2

4
, (6.86)

f2(r) = log
3
r3−∆

α′R2|t|
(α′R2s/r2)1+ α′R2t/r2

2

4
, (6.87)

f3(r) = log
3
r1−∆

α′R2|t|
(α′R2s/r2)1+ α′R2t/r2

2

4
. (6.88)

con las condiciones del punto de ensilladura correspondientes para cada una de ellas:

df1(r∗
1)

dr
= df2(r∗

2)
dr

= f3(r∗
3)

dr
= 0 (6.89)

116



obteniendo los siguientes tres puntos de ensilladura para cada integral,

r∗
1 ≈ R

ó
α′|t| log(s/|t|)

∆ − 3 , (6.90)

r∗
2 ≈ R

ó
α′|t| log(s/|t|)

∆ − 1 , (6.91)

r∗
3 ≈ R

ó
α′|t| log(s/|t|)

∆ + 1 . (6.92)

siendo el valor dominante de r para cada una:

r′
1 = máx

ΛR2,ΛR2

öõõô α̂′|t| log
1
s
|t|

2
∆ − 3

 , (6.93)

r′
2 = máx

ΛR2,ΛR2

öõõô α̂′|t| log
1
s
|t|

2
∆ − 1

 , (6.94)

r′
3 = máx

ΛR2,ΛR2

öõõô α̂′|t| log
1
s
|t|

2
∆ + 1

 . (6.95)

Por lo tanto, obtendremos el comportamiento de Regge para la amplitud de disper-
sión correspondiente siempre que se satisfagan las condiciones siguientes:öõõô α̂′|t| log

1
s
|t|

2
∆ − 3 < 1,öõõô α̂′|t| log

1
s
|t|

2
∆ − 1 < 1,öõõô α̂′|t| log

1
s
|t|

2
∆ + 1 < 1.

(6.96)

Llegando finalmente a la amplitud:
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A4d Regge
4-fermiones(1̃, 2̃, 3̃, 4̃) ≈ 5g2

se
2π2ΛR2

16α̂′|t|
α′4(∆ − 4)2

1
−1 + eiθ

22

× Λ∆+1R2(∆−4)
1
ΛR2

2−∆
3ñ

4πgsNc(α̂′s)2+ α̂′t
2 − 4(α̂′s)1+ α̂′t

2

4

×

 256

(∆ − 6)4

öõõõô
------− 3α̂′|t| log

1
α̂′s

2
− 5α̂′|t| + (∆ + 1)

------
+ 128

(∆ − 6)2

öõõõô
------− 3α̂′|t| log

1
α̂′s

2
− 5α̂′|t| + (∆ − 1)

------
+ 16öõõõô

------− 3α̂′|t| log
1
α̂′s

2
− 5α̂′|t| + (∆ − 3)

------

 (6.97)

donde hemos considerado que Λ ∼ M . Tomando α̂′|t| ∼ 1,

A4d Regge
4-fermiones(1̃, 2̃, 3̃, 4̃) ≈ 5e2π1/2α′Λ2√4πgsNc

128N2
c

(∆ − 4)2
1
−1 + eiθ

22

×
3ñ

gsNc(α̂′s)2+ α̂′t
2 − 4(α̂′s)1+ α̂′t

2

4 256

(∆ − 6)4

öõõõô
------∆ − 4 − 3 log

1
α̂′s

2 ------
+ 128

(∆ − 6)2

öõõõô
------∆ − 6 − 3 log

1
α̂′s

2 ------
+ 16öõõõô

------∆ − 8 − 3 log
1
α̂′s

2 ------

 (6.98)

Notemos algunos puntos importantes de la amplitud recién obtenida:

Tenemos dos contribuciones en A4d Regge
4-fermiones(1̃, 2̃, 3̃, 4̃), una dominante y otra sub-

dominante.

La amplitud A4-dilatinos Regge
cuerdas (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) en (5.48) es el resultado completo, con todos

los términos correspondientes para la amplitud en 10d en teoría de supercuerdas
de tipo II para 4 dilatinos en el límite de Regge [3].

La contribución dominante en (6.98), la cual esta acompañada por un factor que
es la raíz cuadrada de las constante de ’t Hooft, es proporcional a (α̂′s)2+ α̂′t

2 ;
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habiendo una trayectoria de Regge j(t) = 2 + α̂′t
2 = 2 + t

2
√
λΛ2 , la cual se entiende

como la Reggeización de un gravitón (en la teoría dual en 10d) propagándose
entre dos fermiones de espín 1/2.

La contribución subdominante corresponde a la trayectoria de Regge j(t) = 1 +
α̂′t
2 = 1 + t

2
√
λΛ2 , la cual surge de la Reggeización de un campo vectorial B1

µ, el
cual es la combinación lineal de un gravifotón hµα y de una 4-forma de Ramond-
Ramond Aµαβδ [23, 24], con el índice µ en el AdS5 y los índices α,β,δ en la S5.
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Capítulo 7

Hard scattering para la dispersión
fermión-glueball

Hasta el momento hemos calculado amplitudes de dispersión entre partículas de la
misma especie (4 glueballs y 4 fermiones de espín 1/2) en 4d para procesos exclusivos
de una teoría de gauge SYM fuertemente acoplada con una deformación en el IR. Lo
que haremos en este capítulo es aprovechar esta tecnología para calcular una amplitud
de dispersión "combinada" de las dos anteriores, es decir, la dispersión de fermión1/2
+ glueball → fermión1/2+glueball [4], la cual no ha sido calculada, ni en QCD (es
decir la dispersión de protón+glueball→ protón+glueball), ni para alguna otra teoría
fuertemente acoplada con glueballs y fermiones de espín 1/2 en alguna representación.

Una vez obtenida la amplitud de dispersión, haremos un análisis sobre el compor-
tamiento hard para este tipo de procesos exclusivos desde la perspectiva del capítu-
lo 3 [25, 26, 27], llegando a una conclusión interesante para nuestra dispersión glue-
ball/fermión. También daremos algún ejemplo para las integrales angulares, las cuales
ahora involucran a dos armónicos esféricos escalares y a dos espinoriales, todos ellos
sobre la S5.

Desde la perpectiva holográfica, sabemos que los estados de glueballs y de los fermio-
nes de espín 1/2 de la teoría de gauge N = 4 SYM en 4d corresponden a modos de masa
cero en 10d de supergravedad de tipo IIB, a saber, dilatones y dilatinos respectivamen-
te (7.1). Por lo que, si queremos calcular la amplitud de dispersión glueball/fermión,
antes debemos tener la amplitud de dispersión dilatón/dilatino en 10d de la teoría de
supercuerdas de tipo IIB en espacio plano, para luego poder insertarla en el ansatz
de Polchinski y Strassler. Esta amplitud la obtuvimos en [5] (ya que no había sido
calculada antes) para luego usarla en el cálculo que se presenta en este capítulo [4].
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Figura 7.1: Diagrama de Witten en el cual se muestra la dispersión de dilatón/dilatino
en el canal t̃ en el bulk; junto con los operadores duales de la teoría de SYM ubicados
en el borde del AdS5. Aquí vemos la propagación de un gravitón Reggeizado desde el
punto de vista de supergravedad IIB en AdS5 × S5 para la dispersión en el límite de
Regge s̃ >> |t̃|.

La amplitud de dispersión dilatón/dilatino para teoría de supercuerdas de tipo II
obtenida en la sección 5.1.3 es bastante extensa y compleja de manejar, por lo que
procederemos a tomar solo una porción de ella. Consideraremos solo los términos de
la amplitud que son de la forma λ̄1(k3 · Γ)λ4. Al sumarlos obtenemos una expresión
bastante más reducida, la cual expresada en función de s̃ y el ángulo de dispersión θ

queda como:

A2 dilatones-2 dilatinos
c (1̃, 2, 3, 4̃) ≈ πκ2 (α′s̃)3(49 cos(3θ) + 162(7 + cos(2θ)) − 321 cos(θ))

65536

× λ̄1Φ2Φ3(k3 · Γ)λ4
Ù

χ=s̃,t̃,ũ

Γ(−α′χ/4)
Γ(1 − α′χ/4) (7.1)

la cual deberá ir en el integrando del ansatz:

A4d,glueball-fermión
4 (p) =

Ú ∞

r0
dr
Ú
S5
dΩ5

√
−g åA10d,2 dilatones-2 dilatinos

cuerdas(curvo) (p̃) (7.2)

siendo A4d,glueball-fermión
4 (p) la amplitud de dispersión en 4D de la teoría de SYM. Recor-

demos que A2 dilatones-2 dilatinos
c y åA10d,2 dilatones-2 dilatinos

cuerda(curvo) se diferencian en que la primera
amplitud está en espacio plano M10 y en la segunda uno procede a realizar la descom-
posición de Kaluza-Klein de los campos Φ’s y λ’s, covierte la matriz gama Γ a la matriz
gama åΓ en AdS5 ×S5, y también usa que s̃ → s̃(r) = R

r
s, donde no se escribe explícita-

mente el argumento r para s̃, pero se entiende que depende del mismo. Juntando todo
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tenemos

A4d,glueball-fermion
4 (p) ≈ 4πg2

sα
′4(49 cos(3θ) + 162(7 + cos(2θ)) − 321 cos(θ))

65536 ×Ú ∞

r0
dr
Ú
S5
dΩ5 r

3R2 (α′s̃)3λ̄1(y,Ω5)Φ2(y,Ω5)Φ3(y,Ω5)(gMNk
M
3
åΓN)λ4(y,Ω5)

×
Ù

χ=s̃,t̃,ũ

Γ(−α′χ/4)
Γ(1 + α′χ/4) (7.3)

Donde recordamos que λ1(y,Ω5) y λ4(y,Ω5) son espinores de Majorana-Weyl de 32
componentes con quiralidad derecha de la supergravedad de tipo IIB en el fondo AdS5 ×
S5. Las matrices gamas åΓ en espacio curvo son las mismas que las consideradas en la
sección 6.2 en la ecuación (6.54), así como las matrices gamas en 5d y 4d, y también
las matrices de Pauli.

Analicemos el factor:

λ̄1(y,Ω5) Φ2(y,Ω5) Φ3(y,Ω5) (gMNk
M
3
åΓN) λ4(y,Ω5) (7.4)

Considerando (6.59) y (6.60) tenemos

1
0, λ̃†

1(y) ⊗ Y
(1/2)†

∆̃1
(Ω5)

2 åΓ0 åΓN A 0
λ̃4(y) ⊗ Y

(1/2)
∆̃4

(Ω5)

B
=

1
0, λ̃†

1(y) ⊗ Y
(1/2)†

∆̃1
(Ω5)

2A 0 14 ⊗ åγ0

14 ⊗ åγ0 0

BA
0 14 ⊗ åγb

14 ⊗ åγb 0

BA 0
λ̃4(y) ⊗ Y

(1/2)
∆̃4

(Ω5)

B
(7.5)

dejando a

λ̃†
1(y) åγ0 åγb λ̃4(y) ⊗ Y

(1/2)†
∆̃1

(Ω5) Y (1/2)
∆̃4

(Ω5)
(7.6)

Notar que hemos usado tildes en las dimensiones conformes correspondientes a los
espinores (∆̃1 y ∆̃4) para diferenciar de las dimensiones conformes de los escalares (∆2
y ∆3). Los armónicos esféricos espinoriales están bien identificados, con una etiqueta
(1/2) para entender que corresponden a espinores y con su debida etiqueta para las
dimensiones conformes ∆̃i que representan. El primer factor en (7.6) se encuentra en
AdS5 y el segundo factor en la S5.

122



La cinemática en 10 dimensiones para una colisión head-on de cuerdas cerradas es:

kM1 =
A√

s̃

2 ,

√
s̃

2 , 0, . . . , 0
B
,

kM2 =
A√

s̃

2 ,−
√
s̃

2 , 0, . . . , 0
B
,

kM3 =
A

−
√
s̃

2 ,

√
s̃

2 cos θ,
√
s̃

2 sin θ, 0, . . . , 0
B
,

kM4 =
A

−
√
s̃

2 ,−
√
s̃

2 cos θ,−
√
s̃

2 sin θ, 0, . . . , 0
B
. (7.7)

con s̃ = −(k1 +k2)2, t̃ = −(k1 +k4)2 y ũ = −(k1 +k3)2. Entonces los índices de Lorentz
N se reducen a b = 0, 1, 2. Luego en (7.4) queda las integral angular:

I∆̃1,∆2,∆3,∆̃4
=
Ú
S5
dΩ5

ñ
ĝS5 Y

(0)∗

∆2
(Ω5) Y (0)

∆3
(Ω5) Y (1/2)†

∆̃1
(Ω5) Y (1/2)

∆̃4
(Ω5) (7.8)

Los impulsos en cuatro dimensiones de las partículas intervinientes en la dispersión
son

pµ1 =
A√

s

2 ,

ò
s

4 −M2
fermión, 0, 0

B
,

pµ2 =
A√

s

2 ,−
ò
s

4 −M2
glueball, 0, 0

B
,

pµ3 =
A

−
√
s

2 ,

ò
s

4 −M2
glueball cos θ,

ò
s

4 −M2
glueball sin θ, 0

B
,

pµ4 =
A

−
√
s

2 ,−
ò
s

4 −M2
fermión cos θ,−

ò
s

4 −M2
fermión sin θ, 0

B
. (7.9)

donde las partículas 2 y 3 tienen una masa de glueball Mglueball ≃ 1 GeV, mientras que
las partículas 1 y 4 son fermiones de espín 1/2 con masa Mfermión ≃ 1 GeV. Entonces
de ahora en adelante asumiremos que Mglueball ≃ Mfermión ≃ M ≃ 1 GeV, por lo que
(7.9) es idéntica a (6.76). Hasta el momento nuestra amplitud tiene la forma

Aglueball-fermion
4 (p) ≈ 2πg2

sα
′4(49 cos(3θ) + 162(7 + cos(2θ)) − 321 cos(θ))

65536

× I∆̃1,∆2,∆3,∆̃4

Ú ∞

r0
dr r4R (α′s̃(r))3

ñ
s̃(r) c∗

2c3

R8Λ2

3
r0

r

4∆2+∆3

× ¯̃λ1(y)(γ0 + cos θγ1 + sin θγ2)λ̃4(y)
Ù

χ=s̃(r),t̃(r),ũ(r)

Γ(−α′χ/4)
Γ(1 − α′χ/4)

(7.10)
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Notemos que hemos hecho el reemplazo de las funciones de onda solamente para los
escalares Φ’s, dejando las funciones de onda λ’s aún sin reemplazar por su forma asin-
tótica para grandes valores de r. Recordemos que los espinores de Dirac en 4D tienen
la forma:

ui =
A√

pi · σζs√
pi · σ̄ζs

B
(7.11)

donde s = 1, 2, con

ζ1 =
A

1
0

B
, ζ2 =

A
0
1

B
(7.12)

Para los fermiones 1 y 4 debemos considerar las expresiones:

√
p · σ = p · σ +Mñ

2(p0 +M)
(7.13)

y la correspondiente para σ̄. Con la cinemática (7.9) tenemos:

√
p1 · σ =

A
1√

s+ 2M)

B1/2
−

√
s

2 +M
ñ

s
4 −M2ñ

s
4 −M2 −

√
s

2 +M

 , (7.14)

y

√
p1 · σ̄ =

A
1√

s+ 2M)

B1/2
 −

√
s

2 +M −
ñ

s
4 −M2

−
ñ

s
4 −M2 −

√
s

2 +M

 , (7.15)

para el primer fermión, y

√
p4 · σ =

A
1

−
√
s+ 2M

B1/2
 √

s
2 +M −

ñ
s
4 −M2e−iθ

−
ñ

s
4 −M2eiθ

√
s

2 +M

 , (7.16)

y

√
p4 · σ̄ =

A
1

−
√
s+ 2M

B1/2
 √

s
2 +M

ñ
s
4 −M2e−iθñ

s
4 −M2eiθ

√
s

2 +M

 . (7.17)

para el cuarto fermión.
Como estamos interesados en procesos de altas energías para ángulo fijo, considera-

mos las tres variables de Mandelstam en 10 dimensiones con valores grandes. Por lo que
tomamos la misma aproximación (6.14) para el cociente de los productos de funciones
gamas de Euler. También tomamos las mismas definiciones (6.15), (6.16), las funciones
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de onda de los dilatinos para grandes valores de r, y al ser todas partículas sin masa
también usamos s̃+ t̃+ ũ = 0, llegando a

Aglueball-fermión
4 (p) = 512 i e2πg2

sα
′4(∆ − 2)(∆̃ − 2)

65536 Λ4−(∆+∆̃) R14−2(∆+∆̃)
I∆̃1,∆2,∆3,∆̃4

×

(49 cos(3θ) + 162(7 + cos(2θ)) − 321 cos(θ))
sin2 θ

×
Ú ∞

r0
dre−2βs̃(r)t̃(r)ũ(r)r3−(∆+∆̃)√s

A
1 + M2R4

r2(∆̃ − 3)2

B

×

√
s− 4M2(1 + cos θ) + cos θ[

√
s(1 + cos θ) + 2M(1 − cos θ)] + sin2 θ(

√
s− 2M)


(7.18)

También usamos la relación conocida s̃ = R2s/r2. Ya que se trata de una dispersión
elástica, podemos considerar ∆ = 2∆i y ∆̃ = 2∆̃i. Procediendo a realizar el cambio de
variable ρ = r

r0
con r0 = ΛR2 y considerando Λ ∼ M llegamos a que la ecuación (7.18)

toma la forma

Aglueball-fermión
4 (p) = 512 i e2πg2

sα
′4(∆ − 2)(∆̃ − 2)

65536 R6 ×

(49 cos(3θ) + 162(7 + cos(2θ)) − 321 cos(θ))
sin2 θ

×
Ú ∞

1
dρe

α′s
2Λ2R2ρ2 (iπ+ 1

2 (1−cos θ) log( 1−cos θ
2 )+ 1

2 (1+cos θ) log( 1+cos θ
2 ))ρ3−(∆+∆̃)√s

A
1 + 1

ρ2(∆̃ − 3)2

B

×

√
s− 4Λ2(1 + cos θ) + cos θ[

√
s(1 + cos θ) + 2Λ(1 − cos θ)]

+ sin2 θ(
√
s− 2Λ)

I∆̃1,∆2,∆3,∆̃4
(7.19)

Ahora sí podemos resolver analíticamente la integral en la variable ρ,

Aglueball-fermión
4 (p) = i e2πg2

sα
′5− ∆+∆̃

2 (∆ − 2)(∆̃ − 2)
128R6(∆̃ − 3)2

× (49 cos(3θ) + 162(7 + cos(2θ)) − 321 cos(θ))
sin2 θ

2∆+∆̃−5

− Λ2R2

f(θ)

 1
2 (∆+∆̃−2)

×

 1
Λ2R2 Γ

51
2(∆ + ∆̃ − 4)

6− α′(∆̃ − 3)2f(θ) + 2Λ2R2

s
(∆ + ∆̃ − 4)


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+α
′(∆̃ − 3)2

Λ2R2 f(θ) Γ
1

2(∆ + ∆̃ − 4), −α′sf(θ)
4Λ2R2

− 4
s

Γ
1

2(∆ + ∆̃ − 2), −α′sf(θ)
4Λ2R2


×
5 3
s3− ∆+∆̃

2 − 2Λ2s2− ∆+∆̃
2 − 2Λ4s1− ∆+∆̃

2 − ...
4

(1 + cos θ) + cos θ[s3− ∆+∆̃
2 (1 + cos θ)

+2Λs5/2− ∆+∆̃
2 (1 − cos θ)] + sin2 θ(s3− ∆+∆̃

2 − 2Λs5/2− ∆+∆̃
2 )

6
I∆̃1,∆2,∆3,∆̃4

(7.20)

con la misma definición usada en los capítulos anteriores para f(θ):

f(θ) = 2iπ + (1 + cos(θ)) log
A

cos2
A
θ

2

BB
+ (1 − cos(θ)) log

A
sin2

A
θ

2

BB
(7.21)

En (7.20) hemos usado la expansión de Taylor para s ≫ 4Λ2, dejando:

√
s− 4Λ2 =

√
s

ó
1 − 4Λ2

s
∼

√
s

A
1 − 2Λ2

s
− 2Λ4

s2 − . . .

B
(7.22)

Escribiendo la amplitud en términos de los twists de los operadores que crean los
estados de la teoría de gauge confinante, tenemos:

Aglueball-fermion
4 (p) = i e2πg2

sα
′ 9−T

2 (τ − 2)(τ̃ − 1)
64 R6 (τ̃ − 2)2 ×

(49 cos(3θ) + 162(7 + cos(2θ)) − 321 cos(θ))
sin2 θ

2T −4

− Λ2R2

f(θ)

 1
2 (T −1)

×
 1

Λ2R2 Γ
51
2(T − 3)

6− α′(τ̃ − 2)2f(θ) + 2Λ2R2

s
(T − 3)

+

α′(τ̃ − 2)2

Λ2R2 f(θ)Γ
1

2(T − 3), −α′sf(θ)
4Λ2R2

− 4
s

Γ
1

2(T − 1), −α′sf(θ)
4Λ2R2

×
5
s5/2−T /2(1 + cos θ) + Λs2−T /2(cos θ − 1) − Λ2s3/2−T /2 − Λ4s1/2−T /2 + ...

6
Iτ̃1,τ2,τ3,τ̃4

(7.23)

donde se ha expresado las potencias de s en término de los twists correspondientes τ =
∆ = 2∆i y τ̃ = ∆̃−1 = 2(∆̃i− 1

2), siendo el twist total T = τ+ τ̃ . Este comportamiento
se espera para teorías cuánticas de campos confinantes, ya que (como se explicó en el
capítulo 3) a partir de un análisis de las leyes de escaleo para procesos exclusivos con
un gran impulso transferido, en ángulo fijo y con interacciones independientes entre los
constituyentes hadrónicos [26], tenemos

A ∝ s2−n/2 · sL/2−1/2 (7.24)
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donde recordamos que L es el número de pares de constituyentes de los diferentes
hadrones que interaccionan entre sí, con un ángulo grande y n ≡ T es el twist total de
los hadrones que intervienen en el proceso. Comparando (7.24) con (7.23) obtenemos
el comportamiento dominante para altas energías de la ecuación (7.23) con L = 2:

A ∝ s5/2−T /2 (7.25)

ya que este cálculo no se ha llevado a cabo por ningún otro método ni teoría, nos
encontramos con un resultado de tipo predictivo para una teoría de gauge confinan-
te, a saber: para un proceso de dispersión elástica/exclusivo fermión1/2+glueball→
fermión1/2+glueball en altas energías y ángulo de dispersion fijo, se encuentra un
comportamiento dominante del tipo s5/2−n/2 en la amplitud de dispersión, implicando
la interacción de 2 constituyentes independientes en cada hadrón, siendo n el número
total de partones presentes en todos los hadrones. Si bien en nuestros cálculos no con-
tamos con partones, ya que estamos en un régimen de acoplamiento fuerte (λ >> 1) de
la teoría N = 4 SYM con un cut-off IR, este resultado puede ser interpretado como que
una teoría de cuerdas (en cierto fondo curvo y en el contexto de la dualidad AdS/CFT)
tiene la capacidad de reproducir las leyes de escaleo mencionadas anteriormente, inde-
pendientemente de la intensidad en la constante de acoplamiento de la teoría de gauge
dual.

Consideremos los operadores fermiónicos de espín 1/2 O(6)
k (x) y los operadores de

glueballs O(8)
k (x) de la teoría N = 4 SYM y tomemos la dimensión conforme menor,

es decir, para un k = 0, tenemos ∆̃(6) = 7/2 y ∆(8) = 4 respectivamente. Luego
T = τ + τ̃ = 8 + 6 = 14, por lo que la sección eficaz diferencial para el proceso elástico
en altas energías y ángulo fijo es:

dσ

dt
∝ s−11f(|t|/s) (7.26)

el cual también es un resultado predictivo. De nuestros cálculos podemos notar que en
(7.23) se observa una expansión decreciente para las potencias en s y creciente para las
potencias en la escala de confinamiento Λ:

s5/2−T /2(1 + cos θ) + Λs2−T /2(cos θ − 1) − Λ2s3/2−T /2 − Λ4s1/2−T /2 + ... (7.27)

Si Λ ≡ 1/(α̂′1/2 λ
1/4
’t Hooft) y 1 ≪ λ’t Hooft ≪ Nc (recordemos que α̂′ está relacionada con

la tensión de la cuerda en la teoría de gauge dual), la expansión (7.27) toma la forma:

s5/2−T /2(1 + cos θ) + 1
α̂′1/2 λ

1/4
’t Hooft

s2−T /2(cos θ − 1) − 1
α̂′ λ

1/2
’t Hooft

s3/2−T /2

− 1
α̂′2 λ’t Hooft

s1/2−T /2 + ... (7.28)

por lo que tenemos una expansión en correcciones para acoplamiento fuerte (strong
coupling expansion) heredada de la teoría de cuerdas dual para el cálculo de la amplitud
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de dispersión en la teoría de gauge para ángulo fijo en el límite planar. Notar que el
término proporcional a s5/2−T /2 domina la expansión, a excepción para la dispersión
backward, por lo que para ángulos cercanos a π el término proporcional a s2−T /2 domina
la expansión en acoplamiento fuerte. Podemos atribuir este fénomeno a la estructura de
acoplamiento fuerte que emerge de los cálculos de la teoría de cuerdas dual; resultado
que no se puede anticipar de un conteo de potencias naive más ciertas consideraciones
acerca de las interacciones en la teoría de gauge, como hicieron los autores de [25, 26].

Recordemos que nuestro cálculos en esta sección se basaron en solamente considerar
términos de la forma λ̄1(k3 · Γ)λ4 para la amplitud de dispersión dilatón/dilatino. Se
puede probar que los términos de esta misma amplitud que son de la forma s̃λ̄1(k̄3 ·Γ)λ4
(o s̃λ̄1(k̄2 · Γ)λ4) aportarían las mismas potencias en s como se muestra en (7.23), ya
que los términos de la forma λ̄1(k3 ·Γ)λ4 o s̃λ̄1(k̄3 ·Γ)λ4 ambos aportan en el integrando
de (7.19) la potencia ρ3−(∆+∆̃). Pero recordemos que en nuestra amplitud de dispersión
de dilatón/dilatino también tenemos términos de tres gamas de Dirac en espacio plano
de 10d, los cuales son de la forma λ̄1(k̄ · Γ)(k · Γ)(k · Γ)λ4 y también de la forma
s̃λ̄1(k̄ · Γ)(k̄ · Γ)(k · Γ)λ4. Es decir, que a la hora de tener en cuenta estos términos en
el ansatz (7.2), se deberán considerar las gamas de Dirac en el espacio AdS5 × S5, y al
haber tres gamas, nos aportarán otra potencia distinta en el integrando de (7.19), en
particular de la forma ρ5−(∆+∆̃). Esta nueva integral radial nos dará otras dos nuevas
potencias con términos de la forma:

α̂′s7/2−T /2 (7.29)

y

α′2

α̂′3/2
λ

1/4
’t Hooft

s3−T /2 (7.30)

donde α̂′ = 1
Λ2√

λ’t Hooft
. Notar que (7.29) y (7.30) corresponden a L = 4 y L = 3 res-

pectivamente, pero están suprimidos en comparación al término domintante s5/2−T /2

en (7.23). Esto quiere decir que en este caso glueball/fermión1/2 el proceso dominante
implica una interacción entre dos compotentes (L = 2) de cada uno de los hadrones que
intervienen (fermión1/2 y glueball), y los procesos con tres y cuatro partones interac-
tuantes en cada hadrón quedan suprimidos por potencias extras en α′ y por la inversa
de λ1/2

’t Hooft.
Analizando la función f(θ) en (7.23) tenemos que a orden dominante la dependencia

logarítmica es de la forma:

dσ

dt
∼ s3−T · log

A
4t

α̂′
√
λ’t Hoofts2

B3−T

(7.31)

obteniendo una potencia distinta de la esperada según Brodsky y Farrar [25, 26], es
decir, dσ/dt ∼ s2−T , debido a la interacción de dos pares (L = 2) de constituyentes de
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los hadrones intervinientes en el proceso. En (7.31) también identificamos T ≡ n, el
número total de constituyentes de los hadrones intervinientes.

7.1. Límite de Regge para proceso exclusivo fer-
mión/glueball

Por completitud, nos dedicamos en esta sección a calcular el límite de Regge para
el proceso de dispersión fermión/glueball en 4 dimensiones [4] de la teoría N = 4
SYM. Es de esperarse que para este proceso se observe la propagación de un gravitón
Reggeizado (7.1), ya que para la dispersión de 4 glueballs y luego de 4 fermiones de espín
1/2 se obtuvo un gravitón Reggeizado en este límite, por lo que para el proceso que
combina ambas especies de partículas también se espera que se propage dicho gravitón.
En la ecuación (5.68) obtuvimos el factor cinemático correspondiente a la amplitud
de dispersión en el límite de Regge para el proceso dilatón/dilatino de una teoría de
supercuerdas de tipo II en espacio plano M10. Si queremos obtener la amplitud dual
en 4 dimensiones debemos realizar el siguiente ansatz:

Kdilatón-dilatino
c-Regge (1̃, 2, 3, 4̃) → æKdilatón-dilatino

c-Regge (1̃, 2, 3, 4̃)

= − s̃3(r)
64 λ̄1(y,Ω5) Φ2(y,Ω5) Φ3(y,Ω5) (gMNk

M
3
åΓN) λ4(y,Ω5) (7.32)

donde y = (r, xµ) y åΓ son las matrices gamas en AdS5 × S5 definidas en capítulos
anteriores. Luego la amplitud de dispersión en el límite de Regge para la teoría de SYM
correspondiente al proceso glueball-fermión tiene la siguiente forma:

Aglueball-fermión
4-Regge (s, t) = πg2

sα
′4

128 I∆̃1,∆2,∆3,∆̃4

Ú ∞

r0
dr r4R (α′s̃)3 √

s̃
c∗

2c3

R8Λ2

3
r0

r

4∆2+∆3

× ¯̃λ1(y)
3
γ0 + γ1

4
λ̃4(y)

sin[πα′

4 (s̃+ t̃)]
sin(πα′s̃/4)

A
α′s̃

4

B−2+α′ t̃/2

e2−α′ t̃/2 Γ(−α′t̃/4)
Γ(1 + α′t̃/4)

(7.33)

donde se entiende que las variables de Mandelstam tildes son funciones de la coordenada
radial r. Sustituyendo las correspondientes funciones de onda de los dilatones y de los
dilatinos para grandes valores de r,

Aglueball-fermión
4-Regge (s, t) ≈ iπg2

sα
′4(∆ − 2)(∆̃ − 2)

128Λ4−(∆+∆̃)R14−2(∆+∆̃)
I∆̃1,∆2,∆3,∆̃4

Ú ∞

r0
dr 4−α′ t̃/2 r3−(∆+∆̃)

×
√
s

A
1 + M2R4

r2(∆̃ − 3)2

B
(
√
s− 4M2 +

√
s) (α′s̃)1+α′ t̃/2

e2−α′ t̃/2 Γ(−α′t̃/4)
Γ(1 + α′t̃/4) (7.34)
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Considerando s >> M2:

Aglueball-fermión
4-Regge (s, t) ≈ iπg2

sα
′4(∆ − 2)(∆̃ − 2)

64Λ4−(∆+∆̃)R14−2(∆+∆̃)
I∆̃1,∆2,∆3,∆̃4

Ú ∞

r0
dr 4−α′R2t/2r2

r3−(∆+∆̃)

× s

A
1 + M2R4

r2(∆̃ − 3)2

B1
α′R2s/r2

21+α′R2t/2r2

e2−α′R2t/2r2 4r2

α′R2|t|
(7.35)

Procedemos como siempre para este límite, resolvemos la integral por el método del
punto de ensilladura; por lo que es conveniente expresar la integral en la forma:

Aglueball-fermión
4-Regge (s, t) ≈ iπg2

sα
′3(∆ − 2)(∆̃ − 2)s

16Λ4−(∆+∆̃)R16−2(∆+∆̃)|t|
I∆̃1,∆2,∆3,∆̃4

×
Ú ∞

r0
dr exp

C
log

A
4−α′R2t/2r2

r5−(∆+∆̃)
A

1 + M2R4

r2(∆̃ − 3)2

B1
α′R2s/r2

21+α′R2t/2r2

× e2−α′R2t/2r2
BD

(7.36)

Por lo que la función a la que debemos aplicar la condición del punto de ensilladura es

h(r) = log
A

4−α′R2t/2r2
r5−(∆+∆̃)(α′R2s/r2)1+α′R2t/2r2

A
1 + M2R4

r2(∆̃ − 3)2

B
e2−α′R2t/2r2

B

Notemos la siguiente desigualdad:

M2R4

r2(∆̃ − 3)2
<

M2R4

r2
0(∆̃ − 3)2

= M2R4

Λ2R4(∆̃ − 3)2
(7.37)

Recordemos que Λ ∼ M y ∆̃ ≡ 2 × ∆̃(6) = 2 × 7/2 = 7, lo cual corresponde a
la suma de las dimensiones conformes de dos operadores O(6)

k (x), con k = 0 el twist
mínimo es τ̃ = 3 para la teoría N = 4 SYM. Luego tenemos

M2R4

r2(∆̃ − 3)2
<

1
16 (7.38)

Entonces es lógico tomar la aproximación:

h(r) ≈ log
A

4−α′R2t/2r2
r5−(∆+∆̃)(α′R2s/r2)1+α′R2t/2r2

e2−α′R2t/2r2
B

(7.39)

La condición del punto de ensilladura dh(r∗)
dr

= 0 implica:

r∗ ≈
ó
α′|t|R2 log(s/|t|)

∆ + ∆̃ − 3
(7.40)
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Por lo que el valor dominante de la coordenada radial será:

r′ = máx
ΛR2,

ó
α′|t|R2 log(s/|t|)

∆ + ∆̃ − 3

 (7.41)

por lo que tendremos el comportamiento de Regge siempre queöõõô α̂′|t| log(s/|t|)
∆ + ∆̃ − 3

< 1 (7.42)

llegando a la amplitud

Aglueball-fermión
4-Regge (s, t) ≈ iπ3/2α′3g2

s(ΛR2)5−(∆+∆̃)(∆ − 2)(∆̃ − 2)
16Λ4−(∆+∆̃)R16−2(∆+∆̃)|t|

I∆̃1,∆2,∆3,∆̃4

×
21/2− α′t

Λ2R2 e2− α′t
2Λ2R2 s

1
α′s

Λ2R2

21+ α′t
2Λ2R2ò

|3α′t log( α′s
Λ2R2 )+α′t(2−3 log 4)+Λ2R2(∆+∆̃−3)

Λ4R6 |
(7.43)

considerando α̂′ = 1√
4πgsNcΛ2 = α′

Λ2R2 :

Aglueball-fermión
4-Regge (s, t) ≈ iπ3/2Λ3α′3/2(4πgsNc)5/4(∆ − 2)(∆̃ − 2)

(16π)2N2
c α̂

′|t|
I∆̃1,∆2,∆3,∆̃4

×
2α̂′|t|+ 1

2 e2+ α̂′|t|
2
1
α̂′s

22+ α̂′t
2ò

| − 3α̂′|t| log
1
α̂′s

2
− α̂′|t|(2 − 3 log 4) + ∆ + ∆̃ − 3|

(7.44)

Al tener que fenomenológicamente α̂′|t| ∼ 1 [1], tenemos la forma final de la amplitud
de dispersión en 4 dimensiones para glueball-fermion:

Aglueball-fermión
4-Regge (s, t) ≈

iΛ3α′3/2(4πgsNc)5/4(∆ − 2)(∆̃ − 2)23/2e5/2
1
α̂′s

22+ α̂′t
2

256
√
πN2

c

ò
| − 3 log

1
α̂′s

2
− (2 − 3 log 4) + ∆ + ∆̃ − 3|

× I∆̃1,∆2,∆3,∆̃4
(7.45)

Como se había anticipado, la potencia 2 + α̂′t/2 en s proviene de la propagación de
un gravitón Reggeizado en la teoría dual en el bulk.
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Capítulo 8

Conclusiones y trabajos a futuro

A lo largo de la tesis se han recorrido los capítulos de forma constructiva y lógica,
desarrollando en cada uno de ellos el material necesario para comprender el capítulo
que le sigue, tal es así que los trabajos innovadores de la tesis comienzan con cálculos
de amplitudes de dispersión desde las teorías de supercuerdas de tipo II, es decir,
amplitudes de supercuerdas válidas en principio tanto para teorías de tipo IIA y IIB.
Tener calculadas de forma explícita estas amplitudes fue instrumental para llevar a cabo
nuestas amplitudes duras (hard) y exclusivas para procesos elásticos 2 → 2 en cuatro
dimensiones para una teoría de gauge SYM fuertemente acoplada.

Una vez obtenidas estas amplitudes en diez dimensiones, se procede a explicar y dar
un ejemplo claro (ya calculado en [1]) del proceso glueball-glueball mediante el ansatz
propuesto en [1]. Si bien reprodujimos los resultados ya obtenidos en [1], lo hicimos
con mucho más detalle, explicitando todos los factores multiplicativos correspondientes
para la amplitud de dispersión, y luego dar un conjunto de reglas de selección para este
proceso, las cuales emergen luego de calcular las integrales angulares de los cuatro armó-
nicos esféricos escalares en la S5. Entonces también para este proceso glueball-glueball
se introdujeron nuevos aportes. De esta forma se fué más didáctico a la hora de explicar
la aplicación de este ansatz para procesos más complejos (obviamente no calculados
anteriormente) de fermión-fermión y luego de glueball-fermión, obteniendo tam-
bién las correspondientes amplitues de dispersión con todos los factores multiplicativos
correspondientes y luego mostrando algunas reglas de selección.

Sabemos que la sección eficaz diferencial para un proceso exclusivo para grandes
valores de s y valores fijos de t/s está dada por [25, 26]:

dσ

dt
= 1

16πs2 |A4d
2→2(s, t)|2 ∼ s2−τf(t/s) (8.1)

siendo f(t/s) una función del ángulo de dispersión. En el caso de dos a dos glueballs
obtuvimos,

dσ

dt
∼
3
s

Λ2

42−∆
f4−glueballs(t/s) (8.2)
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siendo τ = ∆ = q4
i=1 ∆i, ya que el espín de los operadores duales es cero y f4−glueballs(t/s)

puede ser extraído de la ecuación (6.25). Por otro lado, uno puede estudiar la acción
efectiva de supergravedad como el límite de bajas energías de la teoría de supercuerdas
de tipo IIB. Para este caso el término relevante de la acción efectiva es [80]

Sdilatones
efectiva =

Ú
d10x

√
g10A

mvj∂mϕ∂jϕ (8.3)

siendo el dilatón ϕ un autoestado de carga, con carga Q, y donde el vector de Killing
vj satisface la ecuación

vj∂jY
(s)(Ω) = iQY (s)(Ω) (8.4)

La acción (8.3) puede ser derivada desde la acción de supergravedad de tipo IIB al
considerar una perturbación de la métrica no-diagonal δgmj = Am(y)vj(Ω). Entonces,
la interacción entre los dos dilatones y el gravifotón Am no puede cambiar la dimensión
conforme de los operadores de espín cero O(8)

k (x), dados por la combinación lineal de
los operadores de la teoría N = 4 SYM de la forma Tr(F 2

+X
k) con ∆ = k + 4 (con

k ≥ 0). Por lo que, en un proceso de dispersión exclusivo de dos a dos glueballs, hay
dos posibilidades para las dimensiones conformes: ∆1 = ∆2 y ∆3 = ∆4, o ∆1 = ∆4
y ∆2 = ∆3, mientras que la condición obvia para un proceso elástico es ∆1 = ∆4
y ∆2 = ∆3. En el primer caso se intercambia un gravifotón en el canal s, mientras
que en los otros dos casos hay un intercambio de un gravifotón en el canal t de la
teoría de supergravedad de tipo IIB. Este análisis adiciona algunas restricciones a las
reglas de selección que emergen de las integrales angulares de los armónicos esféricos
escalares sobre la S5. Para este mismo proceso pero en el límite de Regge, tenemos que
el exponente del factor (α̂′s)2+ α̂′t

2 ha sido interpretado como la trayectoria de Regge
j(t) = 2 + α̂′t

2 = 2 + t
2
√
λΛ2 , obtenida de la Reggeización de un gravitón (desde el punto

de vista de la teoría en el bulk) propagándose entre los dos glueballs en el canal t.
Por otro lado, también comparamos nuestros resultados de la dispersión de cua-

tro fermiones de espín 1/2 con las leyes de momento transverso grande obtenidas por
Brodsky y Farrar [25, 26]. Para s >> M2, la contribución dominante a la amplitud de
dispersión se puede ver en (6.81) y está dada por

dσ

dt
∼
3
s

Λ2

42−τ
f4−fermiones(t/s) (8.5)

donde τ = q4
i=1 τi. La función f4−fermiones(t/s) también se puede extraer de (6.81).

Consideremos el operador de mínimo twist de la teoría N = 4 SYM de la forma
O(6)
k (x) que puede ser expresado como una combinación lineal de operadores de la

forma Tr(F+λN =4X
k), donde λN =4 son los gauginos del supermultiplete de gauge de la

teoría N = 4. El mínimo twist de cada operador es τi = 3 (para k = 0), por lo que el
twist total es τ = 4 × τi = 12, entonces,

dσ

dt

-----
twist mínimo

∼
3
s

Λ2

4−10
f4−fermiones(t/s) (8.6)
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Este resultado da exactamente el mismo escaleo en s para la sección eficaz diferencial
obtenida en [25, 26] para la dispersión de protón-protón, pero la dependencia angular
es bastante diferente en comparación con la obtenida en [27]. Esto es esperado, ya que
el operador Tr(F+λN =4) evidentemente no representa a un protón. Es decir, aunque
nuestro resultado y el obtenido en estas referencias da el mismo escaleo en s, debemos
enfatizar que el operador fermiónico Tr(F+λN =4X

k) de la teoría N = 4 SYM obvia-
mente no representa a un protón, ya que esta teoría no contiene quarks. Recordamos
que el twist cuenta el número mínimo de los constituyentes internos que participan en el
proceso de dispersión, donde en un protón tenemos tres quarks de valencia. En QCD el
concepto de partones está asociado con la teoría de perturbaciones, mientras que en la
descripción desde la dualidad AdS/CFT, es la teoría de cuerdas la que es perturbativa
y en cambio la teoría N = 4 SYM se encuentra fuertemente acoplada. Notemos que las
ecuaciones (6.81) y (6.98) son completamente nuevas y originales con una dependencia
en el twist consistente con el número total de partones según [1, 25, 26].

Podemos estudiar los términos de la acción efectiva de supergravedad que contienen
a los dilatinos como el límite de bajas energías de la teoría de supercuerdas de tipo IIB.
En [34, 35] los términos que contienen las interacciones de los dilatino se derivaron de
la acción de supergravedad de tipo IIB a partir de la reducción dimensional sobre la S5,
dejando como resultado:

Sdilatinos
efectiva = K

Ú
dzd4x

ñ
−gAdS5

A
i
Q
3 λ̄

−
k γ̃

aB1
aλ

−
k + i

b−,−
1kl
12 λ̄−

j F
abΣ̃abλ

−
k + i

b+,−
1kj

12 λ̄+
j F

abΣ̃abλ
−
k

B
(8.7)

con

b±,−
1kj =

3
1 + 2

3
k ∓ j + 5

2 ∓ 5
2

44 Ú
dΩ5(Θ±

j )†τav
aΘk + 4Q

Ú
dΩ5(Θ±

j )†Θ−
k (8.8)

donde K es una constante de normalización. El campo vectorial B1
a, el cual es un campo

sin masa de Maxwell-Einstein en el AdS5 definido como una combinación lineal de las
fluctuaciones fuera de la diagonal de la métrica y las fluctuaciones vectoriales de la
cuatro forma de Ramond-Ramond,

B1
a(y) ≡ A1

a(y) − 16Φ1
a(y) (8.9)

donde A1
a(y) es la fluctuación de la métrica dada por

haα =
Ø
I5

AI5
a (y)Y I5

α (Ω) (8.10)

mientras que el campo Φ1
a(y) surge de

aaαβγ =
Ø
I5

ΦI5
a (y)ϵαβγδϵ∇δY I5ϵ(Ω) (8.11)
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con Fab = ∇aB
1
b −∇bB

1
a y Σ̃ab = 1

4(γ̃aγ̃b− γ̃bγ̃a). Notar que I5 es una notación compacta
para el conjunto de números (l5, l4, l3, l2, l1) que etiquetan a Y I5ϵ(Ω), el armónico esférico
vectorial sobre la S5 y donde B1

a(y) son los 15 campos de Yang-Mills de la representación
irreducible 15 de SU(4) ∼ SO(6). Para el dilatino de quiralidad derecha sobre el
AdS5 × S5 tenemos

λ(y,Ω) =
A

0
λ′(y,Ω)

B
(8.12)

donde

λ′(y,Ω) =
Ø
k

(λ+
k (y)Θ+

k (Ω) + λ−
k (y)Θ−

k (Ω)) (8.13)

siendo Θ+
k (Ω) y Θ−

k (Ω) armónicos esféricos espinoriales sobre la S5. Hay dos torres de
masas asocicadas con la representaciones irreducibles 4*,20*,60*,...(-), o 4,20,60,...(+)
del grupo de isometría SO(6) sobre la S5, las cuales estan etiquetadas como λ±

k sobre
el AdS5.

El primer término en (8.7) corresponde al acoplamiento mínimo, el cual está rela-
cionado con el término dominante s2−τ/2 de la amplitud de dispersión A4d

4−fermiones y éste
está asociado con el intercambio de un gravifotón. Los otros términos en (8.7) están
relacionados con el intercambio de un campo vectorial entre dos dilatinos en la supergra-
vedad de tipo IIB en el AdS5 ×S5, y está asociado con el término subdominante s1−τ/2

en la amplitud de dispersión A4d
4−fermiones. La Reggeización de estos campos, el gravifo-

tón y el campo vectorial, deja como resultado las trayectorias de Regge j(t) = 2 + α̂′t
2

y j(t) = 1 + α̂′t
2 respectivamente. Además de las restricciones dadas por las reglas de

selección que pueden ser derivadas de las integrales angulares de cuatro armónicos es-
féricos espinoriales, hay también restricciones provenientes de los distintos términos de
interaccion de (8.7). Notamos que el primer término preserva la dimensión conforme
de los operadores de N = 4 SYM, mientras que los otros permiten cierta mezcla entre
ellas.

También en esta tesis se obtuvo la amplitud de dispersión en cuatro dimensiones
del proceso glueball-fermión para fermiones de espín 1/2 en el límite de altas energías,
considerando los comportamientos para ángulo fijo y en el límite de Regge. Este es el
primer cálculo para la dispersión elástica glueball/fermión en el marco de la dualidad
AdS/CFT. Para llevar a cabo dicho cálculo, primero se debió obtener la amplitud de
dispersión de dos dilatones y dos dilatinos para teorías de supercuerdas de tipo II [5].

El resultado en el límite de altas energías y para ángulo fijo dado por la ecuación
(7.23) contiene contribuciones dominantes y subdominantes. La contribución dominante
es de la forma

s5/2−T /2(1 + cos θ) (8.14)
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la cual domina la amplitud de dispersión para cualquier ángulo con la excepción del
proceso de despersión backward. La contribución (8.14) corresponde a la situación don-
de la amplitud de dispersión se comporta como A ∝ s2−n/2 sL/2−1/2, con n = T y
L = 2 donde, como se comentó en el capítulo 2, L indica el número de pares de consti-
tuyentes correspondientes a distintos hadrones que interaccionan con un ángulo grande
y una interacción invariante de escala. Siempre debemos tener presente que éste es un
resultado para la teoría N = 4 SYM en acoplamiento fuerte. Desde el punto de vista
de los cálculos en teorías de gauge no abelianas como se refiere en [25, 26], L > 1 es
interpretado como una dispersión múltiple de varios pares de constituyentes, dejando
contribuciones no planares asociadas al mecanismo de Landshoff [28]. La contribución
subdominante a la amplitud de dispersión glueball-fermión tiene la forma

1
α̂′1/2 λ

1/4
’t Hooft

s2−T /2(cos θ − 1) (8.15)

Para este caso tenemos L = 1, lo que significa en el contexto partónico de la amplitud
de dispersión glueball-fermión a que solo un par de constituyentes están interactuando,
correspondiendo uno de los constituyentes al glueball y el otro constituyente al fermión
de espín 1/2. Sin embargo, hay una sutileza, la cual proviene del hecho que para un
ángulo de dispersión cercano a π, el factor (cos θ+1) de la ecuación (8.14) se aproxima a
cero. Entonces, en el límite de la dispersión backward el término proporcional a s2−T /2

se vuelve dominante. Notar la supresión debida al factor λ−1/4
’t Hooft. Este comportamiento

corresponde a la teoría de gauge fuertemente acoplada. Al final de la primera sección
del capítulo 7 aclaramos que también tenemos nuevas potencias en s en la amplitud
fermión1/2/glueball en 4d que surgen del análisis de los términos que contienen tres ga-
mas de Dirac presentes en la amplitud dilatón/dilatino en 10d. Dichos términos nuevos
aportan L = 3 y L = 4, pero son términos subdominantes en comparación al término
que teníamos antes con L = 2.

Podemos considerar que en la dispersión de glueballs con fermiones de espín 1/2
los estados son creados por operadores de traza única de la teoría N = 4 SYM con
el mínimo twist posible. Estos operadores son O(8)

0 (x) de la forma Tr(F 2
+) con twist

τ = ∆glueball = 4 y O(6)
0 (x) de la forma Tr(F+λN =4) con twist τ = ∆fermión − 1/2 = 3

[16]. La traza de estos operadores es tomada en la representación adjunta del grupo
de gauge SU(Nc). Estos son operadores invariantes de gauge contruidos a partir del
multiplete de gauge (Aaµ, λN =4, XI) de N = 4 SYM, compuesto de campos de gauge Aaµ
(con índices de Lorentz en cuatro dimensiones µ = 0, . . . , 3 y los índices del grupo de
gauge no abeliano a = 1, . . . , N2

c − 1), fermiones de Weyl λN =4, y 6 escalares reales XI

(con I = 1, . . . , 6).
La integral angular en (7.23) es I∆̃1,∆2,∆3,∆̃4

≡ I7/2,4,4,7/2, la cual podemos calcular
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considerando la ecuación:

I7/2,4,4,7/2 =
Ú
S5
dΩ5

ñ
ĝS5 Y

(0)∗

(0,0,0,0,0)(Ω5) Y (0)
(0,0,0,0,0)(Ω5) Y (1/2)†

(0,0,0,0,0)(Ω5) Y (1/2)
(0,0,0,0,0)(Ω5)

(8.16)
donde

√
ĝS5 = sin4 θ5 sin3 θ4 sin2 θ3 sin θ2 para la parametrización usual de la S5. El

armónico esférico espinorial es [2]:

Y
(0)

(0,0,0,0,0)(Ω5) = 1
π3/2 (8.17)

donde la notación (0, 0, 0, 0, 0) = (l5, l4, l3, l2, l1) con l5 ≥ l4 ≥ l3 ≥ l2 ≥ l1, y l5 = k,
donde k cuenta el número de campos escalares reales del operador Tr(F 2

+X
k
I ) [34, 35].

En el caso del operador O(8)
k=0 tenemos ∆ = τ = 4.

Los armónicos esféricos espinoriales sobre S5 fueron explícitamente obtenidos en [34,
35] siguiendo el formalismo desarrollado en [98]. Este armónico esférico con mínimo twist
tiene una degeneración cuatro, lo cual está relacionado con la representación irreducible
mas baja [1, 0, 0] del grupo de simetría R SU(4)R en la teoría de gauge dual. Entonces
hay cuatro modos fermiónicos λ−

0a
de espín 1/2 con a = 1, 2, 3, 4 [34, 35]. Se ha revisado

que el resultado final no depende de la elección de si el estado inicial se encuentra
en alguno de los cuatro modos fermiónicos que viven en la representación irreducible
[1, 0, 0] de SU(4)R. Sin pérdida de generalidad podemos considerar el armónico esférico
con el twist más bajo (τ = 3):

Y
(1/2)

(0,0,0,0,0)a=1
= e−iQθ1

π3/2


e−i 1

2 (θ3−θ5) cos
1
θ2
2

2
cos
1
θ4
2

2
−ei 1

2 (θ3+θ5) sin
1
θ2
2

2
cos
1
θ4
2

2
−e−i 1

2 (θ3+θ5) cos
1
θ2
2

2
sin
1
θ4
2

2
e−i 1

2 (−θ3+θ5) sin
1
θ2
2

2
sin
1
θ4
2

2

 (8.18)

El armónico esférico espinorial tiene una carga Q = 1
2 . Tomamos a = 1. Es fácil

mostrar que Y (1/2)†
(0,0,0,0,0)(Ω5) Y (1/2)

(0,0,0,0,0)(Ω5) = 1/π3 y entonces la integral (8.16) da

I7/2,4,4,7/2 = 1
π3 (8.19)

También podemos considerar el caso de O(8)
1 (x) de la forma Tr(F 2

+XI) con twist
τ = ∆scalar = 5 y tomamos otra vez O(6)

0 (x) de la forma Tr(F+λN =4) con twist τ =
∆fermion − 1/2 = 3. Entonces, la integral angular a resolver es I∆̃1,∆2,∆3,∆̃4

≡ I7/2,5,5,7/2.
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Para este caso tenemos los siguientes 6 armónicos esféricos escalares ortonormalizados:

Y
(0)

(1,0,0,0,0) =
√

6
π3/2 cos θ5 (8.20)

Y
(0)

(1,1,0,0,0) =
√

6
π3/2 cos θ4 sin θ5 (8.21)

Y
(0)

(1,1,1,0,0) = 2
√

6
π3/2

cos θ3 sin θ4 sin2
1
θ5
2

2
(1 + cos θ5)

sin θ5
(8.22)

Y
(0)

(1,1,1,1,0) = 2
√

6
π3/2

cos θ2 sin θ3 sin θ4 sin2
1
θ5
2

2
(1 + cos θ5)

sin θ5
(8.23)

Y
(0)

(1,1,1,1,1) = 2
√

3
π3/2 e−iθ1

sin θ2 sin θ3 sin θ4 sin2
1
θ5
2

2
(1 + cos θ5)

sin θ5
(8.24)

Y
(0)

(1,1,1,1,−1) = 2
√

3
π3/2 eiθ1

sin θ2 sin θ3 sin θ4 sin2
1
θ5
2

2
(1 + cos θ5)

sin θ5
(8.25)

El resultado de las integrales angulares para todos estos casos también da 1/π3. La
contribución dominante a la sección eficaz diferencial para ángulo fijo es:

dσ

dt
∝ s−13f(|t|/s) (8.26)

donde aquí también tenemos L = 2. De la ortogonalidad de los armónicos esféricos es
posible derivar reglas de selección para la dispersión elástica de los estados de N = 4
SYM creados por los operadores fermiónicos O(6)

0 (x) con algún operador escalar O(8)
k (x)

con k ≥ 0, preservando el valor de k de los escalares.
En la sección 7.1 obtuvimos el límite de Regge para la amplitud de dispersión

glueball-fermión dejando como resultado el intercambio de un gravitón Reggeizado en
la descripción de la teoría de cuerdas dual. Por comparación, recordemos que en el caso
de los cuatro glueballs también se obtuvo la propagación de un gravitón Reggeizado en
el límite de Regge. Para el caso de los cuatro fermiones de espín 1/2 se obtuvo la Reg-
geización de un gravitón, y también una contribución subdominante que corresponde a
la Reggeización de un campo vectorial, el cual puede ser expresado como la combina-
ción lineal de las fluctuaciones de la parte no diagonal de la métrica y las fluctuaciones
vectoriales de la cuatro forma del campo de potencial Ramond-Ramond.

Un próximo paso en la dirección del trabajo llevado a cabo en esta tesis es considerar
el proceso de dispersión dura y elástica de cuatro glueballs, pero a orden de 1-loop,
correspondiendo al cálculo dual de la amplitud de dispersión que surge de la inserción
de cuatro operadores de vértices de dilatones insertados sobre la superficie de un toro
T = S1 × S1, para la teoría de supercuerdas de tipo IIB, así luego poder usar este
resultado como integrando en el ansatz de Polchinski y Strassler. Es decir, se debería
proponer:

A1-loop
4d (p) =

Ú ∞

r0
dr
Ú
S5
dΩ5

√
−g åA1-loop

cuerdas(p̃) (8.27)
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donde el tilde en åA1-loop
cuerdas(p̃) es la amplitud en teoría de cuerdas a 1-loop en el fondo

AdS5 × S5. Analizando esta amplitud en espacio plano tenemos en principio A1-loop
cuerdas ≡

Ac(1, 2, 3, 4), siendo esta última:

Ac(1, 2, 3, 4) = (πκ)4Kc(1, 2, 3, 4)
Ú

F

d2τ

(Imτ)2Fc(τ) (8.28)

donde τ aquí se refiere al parámetro que caracteriza al toro y Kc(1, 2, 3, 4) es el factor
cinemático de la ampltud de dispersión a nivel árbol de cuatro dilatones, el cual fue
obtenido en la subsección 5.1.1. Además F denota la region fundamental de SL(2, Z),

F = {|Re(τ)| ≤ 1/2, |τ |2 ≥ 1} (8.29)

y donde además debemos integrar sobre las posiciones νr = ν1,r + iν2,r de los cuatro
operadores de vértices de dilatones sobre el toro

Fc(τ) = 1
(Imτ)3

Ú
I

3Ù
r=1

d2νr
Ù
r<s

(χrs)kr·ks/2

= 1
(Imτ)3

Ú
I

3Ù
r=1

d2νr(χ12χ34)−s̃/4(χ23χ14)−t̃/4(χ24χ13)−ũ/4

(8.30)

donde d2νr ≡ dν1,rdν2,r,ν4 ≡ τ y

χ(ν, τ) = 2π exp
C

−π(Imν)2

Imτ

D -----θ1(ν|τ)
θ′

1(0|τ)

----- (8.31)

siendo θ1(ν|τ),θ′
1(0|τ) la función de Jacobi y su primera derivada respectivamente. La

función de Green sobre el toro es:

Gτ (νrs) = − lnχ(νrs|τ) = π
Im2(νrs)

Imτ − ln
----- θ1(νrs|τ)
θ′

1(0|τ)/2π

----- (8.32)

Se cumple que:

χ(ν + 1, τ) = χ(ν + τ, τ) = χ(ν, τ) (8.33)

Es decir, para un valor fijo de τ , la función χ(ν, τ) es una función doblemente periódica
de ν con períodos 1 y τ . Esto significa que el plano complejo ν puede ser dividido en
paralelogramos desplazados unos de otros por un múltiplo entero de 1 y τ , cada uno
dando una copia de la misma función. Entonces la función χ puede pensarse como
viviendo en uno solo de estos paralelogramos con los bordes opuestos identificados, es
decir, un toro. Podemos elegir la ubicación de las partículas (los operadores de vértices)
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en las posiciones νi y νi+n+mτ , con m,n enteros. Eligiendo ν1 = 0, ν2 = τ/2, ν3 = τ+1
2

y ν4 = 1/2. Por lo que la función doblemente periódica toma los siguientes valores:

χ

A
1
2

-----τ
B

= 2π
-----θ2(0|τ)
θ′

1(0|τ)

----- , χ
A
τ

2

-----τ
B

= 2πe−π(Imτ)/4
-----θ4(0|τ)
θ′

1(0|τ)

----- ,
χ

A
τ + 1

2

-----τ
B

= 2πe−π(Imτ)/4
-----θ3(0|τ)
θ′

1(0|τ)

-----
(8.34)

Sabemos que para hacer uso del ansatz (8.27) deberíamos tener en cuenta la cur-
vatura del espacio AdS5 × S5, por lo que se debe tomar la amplitud åA1-loop

cuerdas(p̃), la
cual contiene las respectivas funciones de onda y variables cinemáticas en este espacio-
tiempo. El propósito de hacer este cálculo a un loop es conocer el escaleo en potencias
de la energía de centro de masa

√
s, y el comportamiento en potencias del factor 1/Nc

que acompaña a la amplitud de dispersión en la teoría de gauge dual, y por lo tanto
conocer la corrección a un loop desde la teoría de SYM fuertemente acoplada. De (8.28)
notamos que en vez de κ2, como en el caso de la amplitud a nivel árbol, ahora tenemos
κ4 y por lo tanto tendremos que κ4 ∼ g4

sα
′8 ∼ 1/N4

c .

140



Apéndice A

Amplitud de dispersión de 4
cuerdas abiertas (vectores de masa
nula)

En esta tesis se usa una expresión crucial, el factor cinemático de cuatro cuerdas
abiertas supersimétricas representando a partículas vectoriales, por lo que es un ejercicio
interesante su demostración.

Lo que queremos calcular es

⟨k1|VB(ζ2, k2)∆VB(ζ3, k3)|k4⟩ (A.1)

donde

VB(ζi, ki) =
1
ζ iẊ i − ζ iRijkj

2
eik.X (A.2)

con

Xµ(z) = xµ − ipµ ln z + i
Ø
n̸=0

αµnz
−n

n
= xµ + τpµ + i

Ø
n̸=0

αµn
n
e−i(τ−σ)

→ Ẋ(τ) = pµ +
Ø
n̸=0

αµnz
−n = pµ +

Ø
n=1

1
αµnz

−n + αµ−nz
n
2

(A.3)

recordemos la factorización del operador eik·X(z)

ei.k·X(z) = eik·x+k·p·ln z−k·
q

n̸=0
αn
n
z−n

= Z ·W (A.4)

con

Z = exp (i.k · x+ k · p · ln z) = ei.k·x+k·p·ln z+ i
2 [k·x,k·p] ln z (A.5)

como k2 = 0,

Z = eik·x · zk·p (A.6)
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y

W = exp
−k ·

Ø
n ̸=0

αn
n
z−n

 = exp
AØ
n=1

k · α−n

n
zn
B

exp
A

−
Ø
n=1

k · αn
n
z−n

B
(A.7)

Se define el propagador como

∆ = α′

L0
= 1

2L
−1
0 = 1

2

31
2p

2 +N
4−1

= 1
2

Ú 1

0
dzzp

2/2+N−1 (A.8)

por lo que

⟨k1|VB(ζ2, k2)∆VB(ζ3, k3)|k4⟩ =
1
ζ i2Ẋ

i − ζ i2R
ijkj2

2
eik2X(1)∆

1
ζk3 Ẋ

k − ζk3R
klkl3

2
eik3X(z)|k4⟩

=
1
ζ i2Ẋ

i − ζ i2R
ijkj2

2
eik2x exp

AØ
n=1

k2 · α−n

n

B
exp

A
−
Ø
n=1

k2 · αn
n

B
∆

1
ζk3 Ẋ

k − ζk3R
klkl3

2
eik3xzk3.p exp

AØ
n=1

k3 · α−n

n
zn
B

exp
A

−
Ø
n=1

k3 · αn
n
z−n

B
|k4⟩

=
Ú 1

0

dz

z
⟨k1|

C
ζ i2 · pi + ζ i2 ·

Ø
n=1

αin +
Ø
n=1

αi−n − ζ i2γ
ij
ab

ØØ
SanS

b
mk

j
2

D
eik2x exp

AØ
n=1

k2 · α−n

n

B

× exp
A

−
Ø
n=1

k2 · αn
n

BC
ζk3 · pk + ζk3 ·

Ø
n=1

αkn +
Ø
n=1

αk−n − ζ3
3γ

kl
cd

ØØ
ScrS

d
t z

−rz−tkl3

D

×eik3xzk3·x exp
AØ
n=1

k3 · α−n

n
zn
B

exp
A

−
Ø
n=1

k3 · αn
n
z−n

B
|k4⟩ (A.9)

donde usaremos è
αin, α

j
m

é
= nδm+n,0δ

ijî
Sam, S

b
n

ï
= δabδm+n,0è

Sam, α
i
n

é
= 0 (A.10)

y |k4⟩,⟨k1| son estados fundamentales aniquilados por αn y Sn con n > 0 (y para el
estado bra con n < 0). Ahora debemos conmutar los α′s con las exp(..α).

Obtenemos

αkn exp
A
k3 ·

Ø
n=1

αl−n
n
zn
B

= αkn

C
1 + kl3

Ø
n=1

α−n

n
zn + 1

2

A
kl3
Ø
n=1

αl−n
n
zn
B
ks3
Ø
n=1

αs−n
n
zn+

+ 1
3!

A
(kl3

Ø
n=1

αl−n
n
zn
BA

ks3
Ø
n=1

αs−n
n
zn
BA

kr3
Ø
n=1

αr−n
n
zn
B

+ ...

D
(A.11)
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donde

αknα
l
−nk

l
3 = nδklkl3 + αl−nα

k
nk

l
3 = nkk3 + αl−nα

k
nk

l
3 = (α−n · k3)αkn + nkk3

αknα
l
−nα

s
−nk

l
3k

s
3 = αl−nα

k
nα

s
−nk

l
3k

s
3 + nδklαs−nk

l
3k

s
3

= αl−nα
s
−nα

k
nk

l
3k

s
3 + nkl3k

k
3α

l
−n + αs−nk

k
3k

s
3 = (α−n · k3)2αkn

+ 2n((α−n · k3)kk3
αknα

l
−nα

s
−nα

r
−nk

l
3k

s
3k

r
3 = αl−nα

k
nα

s
−nα

r
−nk

l
3k

s
3k

r
3nα

s
−nα

r
−nk

l
3k

s
3k

r
3

= αl−nα
s
−nα

k
nα

r
−nk

l
3k

s
3k

r
3 + nkl3k

k
3k

r
3α

l
−nα

r
−n + nαs−nα

r
−nk

k
3k

s
3k

r
3

= αl−nα
s
−nα

r
−nα

k
nk

l
3k

s
3k

r
3 + nαl−nα

s
−nk

l
3k

s
3k

r
3 + 2n(k3 · α−n)2kk3

= (α−n · k3)3αkn + 3n((α−n · k3)2kk3

(A.12)

luego

αkn exp
A
k3 ·

Ø
n=1

α−n

n
zn
B

= αkn +
Ø
n=1

zn

n
(α−n · k3)αkn +

Ø
n=1

zn

n

kk3
n

+ 1
2(
Ø
n=1

zn

n
α−n · k3)2αkn

+1
2(
Ø
n=1

zn

n
)22n(α−n · k3)kk3 + 1

3!(
Ø
n=1

zn

n
α−n · k3)3αkn +

+ 1
3!(
Ø
n=1

zn

n
)33n(α−n · k3)2kk3 + ...+ 1

N ! (
Ø
n=1

zn

n
α−n · k3)Nαkn +

+ 1
(N − 1)!(

Ø
n=1

zn

n
)Nn(α−n · k3)N−1kk3

=
Ø
N=0

I
1
N ! (

Ø
n=1

zn

n
α−n · k3)Nαkn + 1

(N − 1)!(
Ø
n=1

zn

n
)Nn(α−n · k3)N−1kk3

J

= exp
A
k3 ·

Ø
n=1

α−n

n
zn
B
αkn + exp

A
k3 ·

Ø
n=1

α−n

n
zn
BØ
n=1

znkk3 (A.13)

donde el primer término anulará al ket y el segundo término se anula al contraerse kk3
con el vector de polarización ζk3 . Procediendo de forma análoga para cada producto de
un α con una exp(..α) siempre obtendremos dos términos: uno con el α conmutado más
otro término que irá como exp(..α) por un ki2, ki3, kk3 o ki3, dependiendo si la α que
conmuta tiene índice i o k respectivamente.

Entonces, si el argumento de exp(..α) contiene una qn=1 z
n o qn=1 z

−n, también
bajará la suma junto a los k′s. Es decir,

αin exp
A
k3 ·

Ø
n=1

α−n

n
zn
B

= exp
A
k3 ·

Ø
n=1

α−n

n
zn
B
αin + exp

A
k3 ·

Ø
n=1

α−n

n
zn
BØ
n=1

znki3

(A.14)

donde Ø
n=1

zn = z

1 − z
. (A.15)
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Es decir, que este término contribuirá a cierta función beta. También tendremos

exp
A

−k2 ·
Ø
n=1

αn
n

B
αk−n = αk−n exp

A
−k2 ·

Ø
n=1

αn
n

B
− exp

A
−k2 ·

Ø
n=1

α−n

n

BØ
n=1

kk2

(A.16)

otro será de la forma

exp
A
k2 ·

Ø
n=1

α−n

n

B
αkn = αkn exp

A
k2 ·

Ø
n=1

α−n

n

B
− exp

A
k2 ·

Ø
n=1

αn
n

BØ
n=1

kk2 (A.17)

luego otro irá como

αi−n exp
A

−k3 ·
Ø
n=1

α−n

n
z−n

B
= exp

A
−k3 ·

Ø
n=1

α−n

n
z−n

B
αi−n + exp

A
−k3 ·

Ø
n=1

α−n

n
z−n

BØ
n=1

z−nki3

(A.18)

el siguiente de la forma

αin exp
A
k2 ·

Ø
n=1

α−n

n

B
= exp

A
k2 ·

Ø
n=1

α−n

n

B
αin + exp

A
k2 ·

Ø
n=1

α−n

n

B
ki2 (A.19)

luego uno de la forma

αi−n exp
A

−k2 ·
Ø
n=1

αn
n

B
= exp

A
−k2 ·

Ø
n=1

αn
n

B
αi−n + exp

A
−k2 ·

Ø
n=1

αn
n

B
ki2 (A.20)

y por último

αk−n exp
A

−k3 ·
Ø
n=1

αn
n
z−n

B
= exp

A
−k3 ·

Ø
n=1

αn
n
z−n

B
αk−n + exp

A
−k3 ·

Ø
n=1

αn
n
z−n

BØ
n=1

z−nkk3

(A.21)

En (A.9) hacemos distributiva para cada uno de los términos de VB(ζ2, k2) y VB(ζ3, k3)
por lo que tendremos términos como por ejemplo 1 − 3 lo que quiere decir que multi-
plicamos el primer término del primer vértice con el tercer término del segundo vértice.
Luego usando la conservación del momento, tenemos k1 +k2 +k3 +k4 = 0 y las variables
de Mandelstam

s̃ = −(k1 + k2)2,

t̃ = −(k1 + k4)2,

ũ = −(k1 + k3)2. (A.22)

y s̃+ t̃+ ũ = 0, ya que k2 = 0.
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Empecemos con cada producto, para el primer término tenemos
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2g

2
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donde ⟨k1|pi = ⟨k1|ki1 y pk|k4⟩ = kk4 |k4⟩, entonces
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donde vimos que lo del braket da zk3·k4(1 − z)k2·k3 = z−s̃/2(1 − z)−t̃/2, entonces
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. (A.23)

Miramos el término

1 − 2 = 1
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el cual no contribuye ya que al pasar αkn hacia la derecha bajará un kk3 que al contraerse
con ζk3 se anulará, más un término con el αkn actuando sobre el ket por lo que también
se anula.

Pasamos al siguiente
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donde ⟨k1|pi = ⟨k1|ki1 y ahora pasamos el αk−n hacia la izquierda porque este anula al
bra, entonces
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Los términos de los operadores de vértice que contienen la γijab
q
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Pasando al siguiente término, tenemos
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= −1
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con lo que obtenemos una γklcc , donde γijab = 1
2

1
γiaȧγ

j
ȧb − γjaȧγ

i
ȧb

2
, pero si a = b, γijaa =

1
2

1
γiaȧγ

j
ȧa − γjaȧγ

i
ȧa

2
, donde el subíndice a = 1, ..., 8 es un índice espinorial del grupo

SO(8) bajo la representación 8s y ȧ = 1, ..., 8 también un índices espinorial de otra
representación espinorial 8c de SO(8), con lo que estas γ′s son matrices 8 × 8. Notamos
que si i = j en γijaa entonces γiiaa = 0. Estas matrices cumplen un álgebra de Clifford

γiaȧγ
j
ȧb + γjaȧγ

i
ȧb = 2δijδab → γiaȧγ

j
ȧa + γjaȧγ

i
ȧa = 2δij (A.28)

donde las γi son el producto directo de tres matrices de Pauli, las cuales están dadas
por

τ1 =
A

0 1
1 0

B
, iτ2 = ϵ = i

A
0 −i
i 0

B
, τ3 =

A
1 0
0 −1

B
(A.29)

donde por ejemplo para i = 1 y j = 2,

γ1
aȧ = ϵ× ϵ× ϵ =



0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 0


(A.30)

γ2
aȧ = 1 × τ1 × ϵ =



0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
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0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0
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(A.31)
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entonces γ12
aa = 1

2 (γ1
aȧγ
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ȧa) = 1

2

1
γ1γ2T − γ2γ1T

2
, dando

γ12
aa =



0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1/2 0 0
0 0 0 0 0 1/2 −1 0
0 0 0 0 0 0 0 −1
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(A.32)

por lo que

ζ i2γ
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j
2 = ζ1

2γ
12
aak

2
2 + ... = (ζ2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)γ12

aa(0, k2, 0, 0, 0, 0, 0, 0)T + ... (A.33)

dando esto cero. Solo mostramos aquí para el caso i = 1 y j = 2. Entonces los términos
que contengan al quinto término de algún vértice no contribuirán. Veremos más adelante
que sólo contribuye el término 5 − 5 .

Seguimos con el siguiente término. Tenemos
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Ø
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B
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A
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Ø
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n
zn
B
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A

−k3 ·
Ø
n=1

αn
n
z−n

B
|k4⟩

y usando (A.14) obtenemos

2 − 1 = 1
2g

2
Ú 1

0

dz

z

z

1 − z
⟨k1|ζ i2eik2x exp

A
k2 ·

Ø
n=1

α−n

n

B
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A
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Ø
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B
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k
4k

i
3e
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A
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Ø
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n
zn
B
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A
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Ø
n=1
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n
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B
|k4⟩

= 1
2g
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1
1 − s̃/2,−t̃/2

2
(A.34)
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Pasando al siguiente, tenemos

2 − 2 = 1
2g

2
Ú 1

0

dz

z
⟨k1|ζ i2

Ø
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A
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n
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n
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B
|k4⟩

donde usando (A.17) y (A.14) obtenemos

2 − 2 = −1
2g

2
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0
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z
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A
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Por lo que tenemos finalmente

2 − 2 = −1
2g

2
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0
dzζ2 · k3ζ3 · k2z

−s̃/2(1 − z)−t̃/2−1 = 1
2g
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1
1 − s̃/2,−t̃/2

2
(A.35)

Pasando al siguiente término,

2 − 3 = 1
2g

2
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0

dz

z
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Ø
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A
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B
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0
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B
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0
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z
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A
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Ø
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A
k3
Ø
n=1

α−n

n
zn
B

exp
A

−k3 ·
Ø
n=1

αn
n
z−n

B
|k4⟩

149



donde usando (A.16) y (A.14) obtenemos

2 − 3 = 1
2g

2
Ú 1

0
dzζ2 · ζ3

AØ
n=1

nzn−1
B
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1
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2
. (A.36)

Pasando al siguiente término,

2 − 4 = 1
2g

2
Ú 1

0

dz

z
⟨k1|ζ i2

Ø
n=1
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A
k2 ·

Ø
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(A.37)

×ζ3R
kl
0 k

l
3e
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Ø
n=1

α−n

n

B
exp

A
−k2 ·
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Ø
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donde usando (A.14),

2 − 4 = 1
2g

2
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z
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j
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j
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1
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2
(A.38)

Ahora, recordamos que 2 − 5 se anulará por la misma razón que 1 − 5 . Los térmi-
nos 3 − 1 , 3 − 2 , 3 − 3 , 3 − 4 , 3 − 5 no contribuyen ya que son proporcionales a
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⟨k1|αi−n con n > 0. Nos resta plantear

4 − 1 = 1
2g

2
Ú 1

0

dz

z
⟨k1|ζ i2R
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j
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El siguiente término no nulo resulta ser

4 − 3 = −1
2g
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y usando (A.16) obtenemos

4 − 3 = 1
2g
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El siguiente término es

4 − 4 = 1
2g
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2
(A.41)

Los términos de la forma 1 − 5 , 2 − 5 , 3 − 5 , 4 − 5 , 5 − 1 , 5 − 2 , 5 − 3 ,
5 − 4 no contribuyen ya que se obtiene algo proporcional a γijaa y al multiplicarlos
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por los vectores ζ ikj2 o ζk3kl3 da cero, pero 5 − 5 sí nos da términos no nulos, tenemos
entonces

5 − 5 = 1
2g
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A
k3 ·

Ø
n=1

α−n

n
zn
B

× exp
A

−k3 ·
Ø
n=1

αn
n
z−n

BØ
r ̸=0

Ø
t̸=0

SctS
d
r z

−tz−r|k4⟩ (A.42)

donde [Sm, αn] = 0 y tenemos queØ
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b
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el segundo término tiende a cero ya que |z| < 1. Por otro lado tenemos que

γijabγ
kl
cdδ

bcδad = γijdbγ
kl
bd = 1

4
1
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j

ḋb
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dḋ
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ḋb
γkbḃγ
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bḃγ

l
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dḋ
γiḋbγ
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bḃ)γ

l
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δḋḃ (A.44)

multiplicando por ζ i2k
j
2ζ
k
3k

l
3 tenemos
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entonces

5 − 5 = −1
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(A.46)

Juntando todo tenemos
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(A.47)

Ahora podemos hacer sandwich con un par de vectores sin masa ⟨ζ1| , |ζ4⟩. Sabiendo
que Rij

0 |k4⟩ = δjk|i⟩ − δik|j⟩, donde el estado vectorial lo definimos por |ζ4⟩ = |i⟩ζ i(k)
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con ⟨i||j⟩ = δij, tenemos

⟨ζ1||ζ4⟩ = ⟨i|ζ i1ζ
j
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Expresamos (A.47) de una forma más factorizada, para ellos buscamos expresar las tres
distintas funciones beta como una sola, es decir

B
1
1 − s̃/2,−1 − t̃/2

2
= Γ(1 − s̃/2)Γ(−1 − t̃/2)

Γ(−s̃/2 − t̃/2) = −s̃/2Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)(−1 − t̃/2)

A
− s̃

2 − t̃

2

B
(A.49)

donde usamos la propiedad de la función gama de Euler: Γ(1+z) = zΓ(z) con Re(z) > 0,

Γ(1 − s̃/2) = − s̃

2Γ(−s̃/2), (A.50)

Γ(−t̃/2) = Γ(1 − 1 − t̃/2) =
A

−1 − t̃

2

B
Γ(−1 − t̃/2), (A.51)

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2) =
A

− s̃

2 − t̃

2

B
Γ(−s̃/2 − t̃/2). (A.52)

entonces

B
1
1 − s̃/2,−1 − t̃/2

2
= Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)
(s̃/2)(s̃/2 + t̃/2)

1 + t̃/2

= − Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

(s̃/2)(s̃+ t̃)
2 + t̃

∼ Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

s̃ũ

4
(A.53)

con s̃+ t̃+ ũ = 0 (vectores de masa nula)

B
1
−s̃/2, 1 − t̃/2

2
= Γ(−s̃/2)Γ(1 − t̃/2

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2) = (−t̃/2)Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2) = − t̃

2
Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

B
1
1 − s̃/2,−t̃/2

2
= Γ(1 − s̃/2)Γ(−t̃/2

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2) = s̃

2
Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2) (A.54)
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Veamos como queda cada término de (A.47) al expresar la amplitud con una sola
función beta, a saber B

1
−s̃/2,−t̃/2

2
= Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2

Γ(1−s̃/2−t̃/2) . Los términos recuadrados son tér-
minos que quedarán en la amplitud final tal cual como están. Indicaremos que términos
se suman de a pares entre sí (dando a la expresión final de la amplitud un término
proporcional a la variable de Mandelstam u), y cuales se cancelan de a pares.

1 − 1 = −1
2g

2⟨k1 · ζ2k4 · ζ3⟩B
1
−s̃/2, 1 − t̃/2

2
= 1

2
t̃

2g
2ζ1 · ζ4k1 · ζ2k4 · ζ3

Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

1 − 3 = −1
2g

2 s̃

2ζ1 · ζ4k1 · ζ2k2 · ζ3
Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

1 − 4 = 1
2g

2 t̃

2ζ
i
3k

j
3k1 · ζ2⟨Rij

0 ⟩k2 · ζ3
Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2) = 1

2g
2 t̃

2ζ
i
3k

j
3k1 · ζ2(ζj1ζ i4 − ζ i1ζ

j
4

=
 − t̃

2ζ1 · ζ3k3 · ζ4k1 · ζ2 + t̃

2ζ3 · ζ4k3 · ζ1k1 · ζ2

 Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

2 − 1 = −1
2g

2 s̃

2ζ1 · ζ4k3 · ζ2k2 · ζ3
Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= 1
2g

2 s̃

2(ζ1 · ζ4k1 · ζ2k4 · ζ3 + 1
2g

2 s̃

2ζ1 · ζ4k4 · ζ2k4 · ζ3)
Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

2 − 2 = −1
2g

2 s

2ζ1 · k3ζ3 · k2ζ1 · ζ4
Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= −1
2g

2 s̃

2 (−ζ2 · k4ζ3 · k2ζ1 · ζ4 − ζ2 · k1ζ3 · k2ζ1 · ζ4)

= −1
2g

2 s̃

2
1
ζ2 · k4ζ3 · k1ζ1 · ζ4 + ζ2 · k4ζ3 · k4ζ1 · ζ4 − ζ2 · k1ζ3 · k2ζ1 · ζ4

2
2 − 3 = 1

2g
2(1 + t̃/2)ζ2 · ζ3

Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

s̃ũ

4 ζ1 · ζ4

=
A

1
2g

2ζ1 · ζ4ζ2 · ζ3
s̃ũ

4 + 1
2g

2 t̃

2ζ1 · ζ4ζ2 · ζ3
s̃ũ

4

B
Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

2 − 4 = −1
2g

2 s̃

2ζ
i
3k

j
3k3 · ζ2(ζj1ζ i4 − ζ i1ζ

j
4)Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= −1
2g

2 s̃

2 (−ζ4 · k3ζ2 · k3ζ1 · ζ3 + ζ2 · k3ζ1 · k3ζ3 · ζ4)
Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= −1
2g

2 s̃

2
1
ζ4 · k1ζ2 · k3ζ1 · ζ3 + ζ4 · k2ζ2 · k3ζ1 · ζ3 + ζ1 · k3ζ2 · k3ζ3 · ζ4

2 Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)
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4 − 1 = 1
2g

2⟨Rij
0 ζ

i
2k

j
2ζ3 · k4⟩(−t̃/2)Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= 1
2g

2ζ i2k
j
2ζ3 · k4⟩(−t/2)(ζj1ζ i4 − ζ i1ζ

j
4)Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= 1
2g

2
1

−ζ2 · ζ4k2 · ζ1ζ3 · k4 + ζ2 · ζ1k2 · ζ4ζ3 · k4
2 t̃

2
Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

4 − 3 = −1
2g

2⟨Rij
0 ζ

i
2k

j
2ζ3 · k2⟩(−s̃/2)Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= 1
2g

2 s̃

2ζ
i
2k

j
2ζ3 · k2(ζj1ζ i4 − ζ i1ζ

j
4)Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= 1
2g

2 s

2 (ζ2 · ζ4k2 · ζ1ζ3 · k2 − ζ2 · ζ1k2 · ζ4ζ3 · k2)
Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= 1
2g

2 s̃

2
1
ζ1 · ζ2k1 · ζ4ζ3 · k2 + ζ2 · ζ1k3 · ζ4ζ3 · k2 + ζ1 · k2ζ4 · ζ2ζ3 · k2

2Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= 1
2g

2 s

2
1
ζ1 · ζ2k1 · ζ4ζ3 · k2 + ζ2 · ζ1k3 · ζ4ζ3 · k2 − ζ1 · k4ζ4 · ζ2ζ3 · k2

−ζ1 · k3ζ4 · ζ2ζ3 · k2
2Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

4 − 4 = 1
2g

2⟨Rij
0 R

kl
0 ζ

i
2k

j
2ζ
k
3k

l
3⟩(−t̃/2)Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= −1
2g

2 t̃

2ζ
i
2k

j
2ζ
k
3k

l
3

1
ζ i1ζ

l
4δ
jk − ζj1ζ

l
4δ
ik − ζ i1ζ

k
4 δ

jl + ζj1ζ
k
4 δ

il
2 Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= −1
2g

2 t̃

2 (ζ2 · ζ1k2 · ζ3k3 · ζ4 − ζ2 · ζ3k2 · ζ1k3 · ζ4 − ζ2 · ζ1k2 · k3ζ3 · ζ4 + ζ2 · k3k2 · ζ1ζ3 · ζ4)

× Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= −1
2g

2 t̃

2
1
ζ2 · ζ1k2 · ζ3k3 · ζ4 − ζ2 · ζ3k2 · ζ1k3 · ζ4 − ζ2 · ζ1k2 · k3ζ3 · ζ4 − ζ2 · k3k3 · ζ1ζ3 · ζ4

− ζ2 · k3k4 · ζ1ζ3 · ζ4
2Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= −1
2g

2 t

2
1
ζ2 · ζ1k2 · ζ4k1 · ζ3 + ζ2 · ζ1k2 · ζ4k4 · ζ3 − ζ2 · ζ1k2 · ζ3k1 · ζ4 − ζ2 · ζ3k2 · ζ1k3 · ζ4

− ζ2 · ζ1k3 · k2ζ3 · ζ4 + ζ1 · k3k4 · ζ2ζ3 · ζ4 − ζ1 · k4ζ2 · k3ζ3 · ζ4

+ ζ1 · k3k1 · ζ2ζ3 · ζ4
2Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

Llamaremos 5 − 5
a,b,c,d

al primer, segundo, tercer y cuarto término de 5 − 5 respec-
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tivamente,

5 − 5
a

= 1
2g

2(−s̃/2)ζ2 · ζ3k
i
2k

j
3

1
−ζ i1ζ

j
4 + ζj1ζ

i
4

2
= 1

2g
2( s̃2ζ2 · ζ3k2 · ζ1k3 · ζ4

− s̃

2ζ2 · ζ3k2 · ζ4k3 · ζ1 )Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

5 − 5
b

= 1
2g

2(−s̃/2)ζ i2ζ
j
3k2 · k3

1
−ζ i1ζ

j
4 + ζj1ζ

i
4

2 Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= 1
2g

2
3
s̃

2ζ2 · ζ1k2 · k3ζ3 · ζ4 − s̃

2ζ2 · ζ4ζ3 · ζ1k2 · k3

4 Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

=
A

− s̃t̃

4 ζ2 · ζ1ζ3 · ζ4 + s̃t̃

4 ζ2 · ζ4ζ3 · ζ1

B
Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= 1
2g

2

 ũt̃

4 ζ2 · ζ1ζ3 · ζ4 + t̃2

2 ζ2 · ζ1ζ3 · ζ4 + s̃t̃

4 ζ2 · ζ4ζ3 · ζ1

 Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

5 − 5
c

= 1
2g

2(−s̃/2)(−ki2ζ
j
3ζ2 · k3)

1
−ζ i1ζ

j
4 + ζj1ζ

i
4

2 Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= 1
2g

2 s̃

2 (−k2 · ζ1ζ2 · k3ζ3 · ζ4 + ζ2 · k3k2 · ζ4ζ3 · ζ1)
Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

= 1
2g

2 s̃

2
1
ζ1 · k3ζ3 · ζ4ζ2 · k3 + ζ1 · k4ζ3 · ζ4ζ2 · k3 + ζ1 · ζ3k2 · ζ4ζ2 · k3

2
× Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)

Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

5 − 5
d

= 1
2g

2(−s̃/2)
1
−ζ i1ζ

j
4 + ζj1ζ

i
4

2
ζ i2k

j
3ζ3 · k2

= 1
2g

2
3

− s̃

2ζ1 · ζ2ζ4 · k3k2 · ζ3 + s̃

2ζ1 · k3ζ2 · ζ4ζ3 · k2

4 Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)

Al sumar el primer término de 5 − 5
a

con el cuarto término de 4 − 4 obtenemos:

−1
2 ũ (ζ1 · k2ζ4 · k3ζ3 · ζ2) . Si sumamos 1 − 1 con 2 − 2 tenemos: −1

2 ũ (ζ3 · k4ζ2 · k1ζ1 · ζ4) ,

y al sumar el segundo término de 5 − 5
c

con el segundo término de 4 − 4 obtenemos

: −1
2 ũ (ζ1 · k4ζ2 · k3ζ3 · ζ4) . Por último si sumamos el primer término de 4 − 3 con el

tercer término de 4 − 4 obtenemos : −1
2 ũ (ζ1 · ζ2ζ3 · k2ζ4 · k1) .

Ahora veamos los términos que se anulan de a pares:

Se anula el término de 1 − 3 con el tercer término de 2 − 2

Se anula el segundo término de 1 − 4 con el octavo término de 4 − 4
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Se anula el segundo término de 2 − 1 con el segundo término de 2 − 2

Se anula el segundo término de 2 − 4 con el tercer término de 5 − 5
c

Se anula el tercer término de 2 − 4 con el primer término de 5 − 5
c

Se anula el segundo término de 4 − 1 con el segundo término de 4 − 4

Se anula el segundo término de 4 − 3 con el primer término de 5 − 5
d

Se anula el cuarto término de 4 − 3 con el segundo término de 5 − 5
d

Se anula el quinto de término de 4 − 4 con el segundo término de 5 − 5
b

Entonces el resultado final es

A4,ab(1, 2, 3, 4) = −1
2g

2 Γ(−s̃/2)Γ(−t̃/2)
Γ(1 − s̃/2 − t̃/2)K

bos
ab (ζ1, k1; ζ2, k2; ζ3, k3; ζ4, k4) (A.55)

siendo Kbos
ab el factor cinemático dada por

Kbos
ab (1, 2, 3, 4) = −1

4(s̃t̃ζ1 · ζ3ζ2 · ζ4 + s̃ũζ2 · ζ3ζ1 · ζ4 + t̃ũζ1 · ζ2ζ3 · ζ4)

+ 1
2 s̃(ζ1 · k3ζ4 · k2ζ2 · ζ3 + ζ2 · k4ζ3 · k1ζ1 · ζ4 + ζ1 · k4ζ3 · k2ζ2 · ζ4

+ ζ2 · k3ζ4 · k1ζ1 · ζ3)

+ 1
2 ũ(ζ3 · k4ζ2 · k1ζ1 · ζ4 + ζ1 · k2ζ4 · k3ζ3 · ζ2 + ζ1 · k4ζ2 · k3ζ3 · ζ4

+ ζ3 · k2ζ4 · k1ζ1 · ζ2)

+ 1
2 t̃(ζ3 · k4ζ1 · k2ζ2 · ζ4 + ζ2 · k1ζ4 · k3ζ3 · ζ1 + ζ2 · k4ζ1 · k3ζ3 · ζ4

+ ζ3 · k1ζ4 · k2ζ2 · ζ1) (A.56)

con lo que finaliza el cálculo deseado.
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Apéndice B

Los 30 productos tensoriales que
contribuyen a la amplitud de
dispersión de 4 dilatinos

A continuación mostramos explícitamente los 30 términos que provienen del pro-
ducto tensorial K fer

ab (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) ⊗ 1
16K

bos
ab (1, 2, 4, 3) para la dispersión de cuatro dilatinos

RNS.
Primero presentamos los términos de la forma T1,i.

T1,1 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3

− 1
16 · 4 s̃t̃ζ

M
1 ζ3,Mζ

Q
4 ζ2,Q

4
= s̃2t̃

512 λ̄2ΓNΓPΓMλ3λ̄1ΓMΓPΓMλ4 (B.1)

T1,2 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3

− 1
16 · 4 s̃ũζ

M
1 ζ4,Mζ

P
3 ζ2,P

4
= 1

8 s̃
2ũλ̄2ΓMλ3λ̄1ΓMλ4 (B.2)

T1,3 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3

− 1
16 · 4 t̃ũζ

M
1 ζ2,Mζ

P
3 ζ4,P

4
= s̃t̃ũ

512 λ̄2ΓMΓPΓNλ3λ̄1ΓMΓPΓNλ4 (B.3)

T1,4 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3 1

16 · 2 s̃ζ
M
1 k3,Mζ

Q
4 k2,Qζ

P
3 ζ2,P

4
= − s̃2

32 λ̄2ΓMλ3λ̄1(k3 · Γ)ΓM(k2 · Γ)λ4 (B.4)
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T1,5 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3 1

16 · 2 s̃ζ
N
2 k4,Nζ

P
3 k1,P ζ

M
1 ζ4,M

4
= − s̃2

32 λ̄2(k4 · Γ)ΓM(k1 · Γ)λ3λ̄1ΓMλ4 (B.5)

T1,6 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3 1

16 · 2 s̃ζ
M
1 k4,Mζ

P
3 k2,P ζ

Q
4 ζ2,Q

4
= − s̃2

256 λ̄2ΓNΓM(k2 · Γ)λ3λ̄1(k4 · Γ)ΓMΓNλ4

= − s̃2

16k
[M
2 λ̄2ΓN ]λ3k4[M λ̄1ΓN ]λ4 (B.6)

T1,7 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3 1

16 · 2 s̃ζ
N
2 k3,Nζ

Q
4 k1,Qζ

M
1 ζ3,M

4
= − s̃2

256 λ̄2(k3 · Γ)ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓN(k1 · Γ)λ4

= − s̃2

16k3[M λ̄2ΓN ]λ3k
[M
1 λ̄1ΓN ]λ4 (B.7)

T1,8 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3 1

16 · 2 ũζ
N
2 k1,Nζ

P
3 k4,P ζ

Q
4 ζ1,Q

4
= − s̃ũ

32 λ̄2(k1 · Γ)ΓM(k4 · Γ)λ3λ̄1ΓMλ4 (B.8)

T1,9 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3 1

16 · 2 ũζ
N
4 k3,Nζ

M
1 k2,Mζ

Q
2 ζ3,Q

4
= − s̃ũ

32 λ̄2ΓMλ3λ̄1(k2 · Γ)ΓM(k3 · Γ)λ4 (B.9)

T1,10 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3 1

16 · 2 ũζ
N
2 k3,Nζ

M
1 k4,Mζ

Q
4 ζ3,Q

4
= − s̃ũ

256 λ̄2(k3 · Γ)ΓMΓNλ3λ̄1(k4 · Γ)ΓMΓNλ4

= − s̃ũ

16k
[N
3 λ̄2ΓM ]λ3k4[N λ̄1ΓM ]λ4 (B.10)

T1,11 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3 1

16 · 2 ũζ
Q
4 k1,Qζ

P
3 k2,P ζ

N
2 ζ1,N

4
= − s̃ũ

256 λ̄2ΓMΓN(k2 · Γ)λ3λ̄1ΓMΓN(k1 · Γ)λ4

= − s̃ũ

16k
[M
2 λ̄2ΓN ]λ3k1[M λ̄1ΓN ]λ4 (B.11)
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T1,12 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3 1

16 · 2 t̃ζ
M
1 k2,Mζ

P
3 k4,P ζ

Q
4 ζ2,Q

4
= − s̃t̃

256 λ̄2ΓMΓN(k4 · Γ)λ3λ̄1(k2 · Γ)ΓNΓMλ4 (B.12)

T1,13 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3 1

16 · 2 t̃ζ
Q
4 k3,Qζ

N
2 k1,Nζ

M
1 ζ3,M

4
= − s̃t̃

256 λ̄2(k1 · Γ)ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓN(k3 · Γ)λ4 (B.13)

T1,14 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3 1

16 · 2 t̃ζ
M
1 k3,Mζ

N
2 k4,Nζ

Q
4 ζ3,Q

4
= − s̃t̃

256 λ̄2(k4 · Γ)ΓNΓMλ3λ̄1(k3 · Γ)ΓNΓMλ4 (B.14)

T1,15 =
3

−1
8 s̃ū2ΓM

′
u3ū1ΓM ′u4

4
⊗
3 1

16 · 2 t̃ζ
Q
4 k2,Qζ

P
3 k1,P ζ

M
1 ζ2,M

4
= − s̃t̃

256 λ̄2ΓMΓN(k1 · Γ)λ3λ̄1ΓMΓN(k2 · Γ)λ4 (B.15)

Ahora, los términos de la forma T2,i.

T2,1 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3

− 1
16 · 4 s̃t̃ζ

M
1 ζ3,Mζ

Q
4 ζ2,Q

4
= − s̃t̃2

512 λ̄1ΓMΓPΓNλ2λ̄4ΓNΓPΓMλ3 (B.16)

T2,2 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3

− 1
16 · 4 s̃ũζ

M
1 ζ4,Mζ

P
3 ζ2,P

4
= − s̃t̃ũ

512 λ̄1ΓMΓNΓPλ2λ̄4ΓMΓNΓPλ3 (B.17)

T2,3 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3

− 1
16 · 4 t̃ũζ

M
1 ζ2,Mζ

P
3 ζ4,P

4
= −1

8 t̃
2ũλ̄1ΓMλ2λ̄4ΓMλ3 (B.18)

T2,4 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3 1

16 · 2 s̃ζ
M
1 k3,Mζ

Q
4 k2,Qζ

P
3 ζ2,P

4
= s̃t̃

256 λ̄1(k3 · Γ)ΓNΓMλ2λ̄4(k2 · Γ)ΓNΓMλ3 (B.19)
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T2,5 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3 1

16 · 2 s̃ζ
N
2 k4,Nζ

P
3 k1,P ζ

M
1 ζ4,M

4
= s̃t̃

256 λ̄1ΓMΓN(k4 · Γ)λ2λ̄4ΓMΓN(k1 · Γ)λ3 (B.20)

T2,6 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3 1

16 · 2 s̃ζ
M
1 k4,Mζ

P
3 k2,P ζ

Q
4 ζ2,Q

4
= s̃t̃

256 λ̄1(k4 · Γ)ΓMΓNλ2λ̄4ΓNΓM(k2 · Γ)λ3 (B.21)

T2,7 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3 1

16 · 2 s̃ζ
N
2 k3,Nζ

Q
4 k1,Qζ

M
1 ζ3,M

4
= s̃t̃

256 λ̄1ΓMΓN(k3 · Γ)λ2λ̄4(k1 · Γ)ΓNΓMλ3 (B.22)

T2,8 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3 1

16 · 2 ũζ
N
2 k1,Nζ

P
3 k4,P ζ

Q
4 ζ1,Q

4
= t̃ũ

256 λ̄1ΓMΓN(k1 · Γ)λ2λ̄4ΓMΓN(k4 · Γ)λ3

= t̃ũ

16k1[N λ̄1ΓM ]λ2k
[N
4 λ̄4ΓM ]λ3 (B.23)

T2,9 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3 1

16 · 2 ũζ
Q
4 k3,Qζ

M
1 k2,Mζ

N
2 ζ3,N

4
= t̃ũ

256 λ̄1(k2 · Γ)ΓMΓNλ2λ̄4(k3 · Γ)ΓMΓNλ3

= t̃ũ

16k
[N
2 λ̄1ΓM ]λ2k3[N λ̄4ΓM ]λ3 (B.24)

T2,10 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3 1

16 · 2 ũζ
N
2 k3,Nζ

M
1 k4,Mζ

Q
4 ζ3,Q

4
= t̃ũ

32 λ̄1(k4 · Γ)ΓM(k3 · Γ)λ2λ̄4ΓMλ3 (B.25)

T2,11 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3 1

16 · 2 ũζ
Q
4 k1,Qζ

P
3 k2,P ζ

N
2 ζ1,N

4
= t̃ũ

32 λ̄1ΓMλ2λ̄4(k1 · Γ)ΓM(k2 · Γ)λ3 (B.26)

T2,12 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3 1

16 · 2 t̃ζ
M
1 k2,Mζ

P
3 k4,P ζ

Q
4 ζ2,Q

4
= t̃2

256 λ̄1(k2 · Γ)ΓMΓNλ2λ̄4ΓNΓM(k4 · Γ)λ3

= t̃2

16k
[N
2 λ̄1ΓM ]λ2k4[N λ̄4ΓM ]λ3 (B.27)

162



T2,13 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3 1

16 · 2 t̃ζ
Q
4 k3,Qζ

N
2 k1,Nζ

M
1 ζ3,M

4
= t̃2

256 λ̄1ΓMΓN(k1 · Γ)λ2λ̄4(k3 · Γ)ΓNΓMλ3

= t̃2

16k
[N
1 λ̄1ΓM ]λ2k3[N λ̄4ΓM ]λ3 (B.28)

T2,14 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3 1

16 · 2 t̃ζ
M
1 k3,Mζ

Q
2 k4,Qζ

N
4 ζ3,N

4
= t̃2

32 λ̄1(k3 · Γ)ΓM(k4 · Γ)λ2λ̄4ΓMλ3 (B.29)

T2,15 =
31

8 t̃ū1ΓM
′
u2ū4ΓM ′u3

4
⊗
3 1

16 · 2 t̃ζ
Q
4 k2,Qζ

P
3 k1,P ζ

M
1 ζ2,M

4
= t̃2

32 λ̄1ΓMλ2λ̄4(k2 · Γ)ΓM(k1 · Γ)λ3 (B.30)

Al sumar todos estos términos obtenemos la ecuación (5.30). En el próximo apéndice
abriremos estos términos uno por uno para hacer aparecer las variables de Mandelstam
en todos ellos a partir de los impulsos ki.
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Apéndice C

Desarrollo explícito de los 30
términos que contribuyen a
K4-dilatinos
c

En este apéndice haremos explícito el desarrollo de los términos en (5.30), empe-
zando por el de la forma T1,4 y luego por el término T2,4 para el segundo grupo de
términos, ya que a partir de estos términos tenemos los impulsos ki en las expresiones.
Comenzando,

T1,4 = − s̃2

32 λ̄2ΓMλ3λ̄1(k3 · Γ)ΓM(k2 · Γ)λ4

= − s̃2

32k3,Nk2,P [λ̄2Γ0λ3λ̄1ΓNΓ0ΓPλ4 + λ̄2Γiλ3λ̄1ΓNΓiΓPλ4]

= − s̃2

32[k0
3k

0
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0Γ0Γ0λ4 − k1

3k
0
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1Γ0Γ0λ4 − k2

3k
0
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2Γ0Γ0λ4

− k0
3k

1
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0Γ0Γ1λ4 + k1

3k
1
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1Γ0Γ1λ4 + k2

3k
1
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2Γ0Γ1λ4

+ k0
3k

0
2λ̄2Γiλ3λ̄1Γ0ΓiΓ0λ4 − k1

3k
0
2λ̄2Γiλ3λ̄1Γ1ΓiΓ0λ4 − k2

3k
0
2λ̄2Γiλ3λ̄1Γ2ΓiΓ0λ4

− k0
3k

1
2λ̄2Γiλ3λ̄1Γ0ΓiΓ1λ4 + k1

3k
1
2λ̄2Γiλ3λ̄1Γ1ΓiΓ1λ4 + k2

3k
1
2λ̄2Γiλ3λ̄1Γ2ΓiΓ1λ4]

= − s̃2

32[k0
3k

0
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − k1

3k
0
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − k2

3k
0
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4

− k0
3k

1
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + k1

3k
1
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + k2

3k
1
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2Γ0Γ1λ4 − k0

3k
0
2λ̄2Γiλ3λ̄1Γiλ4

− k1
3k

0
2λ̄2Γiλ3λ̄1Γ1ΓiΓ0λ4 − k2

3k
0
2λ̄2Γiλ3λ̄1Γ2ΓiΓ0λ4 − k0

3k
1
2λ̄2Γiλ3λ̄1Γ0ΓiΓ1λ4

+ k1
3k

1
2λ̄2Γiλ3λ̄1Γ1ΓiΓ1λ4 + k2

3k
1
2λ̄2Γiλ3λ̄1Γ2ΓiΓ1λ4]

= − s̃2

32[k0
3k

0
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − k1

3k
0
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − k2

3k
0
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 − k0

3k
1
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ k1
3k

1
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + k2

3k
1
2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2Γ0Γ1λ4 − k0

3k
0
2λ̄2Γiλ3λ̄1Γiλ4 + k1

3k
0
2λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

− k1
3k

0
2λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1Γ2Γ0λ4 − k1

3k
0
2λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ1Γi>2Γ0λ4 + k2

3k
0
2λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4
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− k2
3k

0
2λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2Γ1Γ0λ4 − k2

3k
0
2λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ2Γi>2Γ0λ4 + k0

3k
1
2λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

− k0
3k

1
2λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ2Γ1λ4 − k0

3k
1
2λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γi>2Γ1λ4 − k1

3k
1
2λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4

+ k1
3k

1
2λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + k1

3k
1
2λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + k2

3k
1
2λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2Γ1Γ1λ4

+ k2
3k

1
2λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2Γ2Γ1λ4 + k2

3k
1
2λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ2Γi>2Γ1λ4]

= − s̃2

32[− s̃

4 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4

− s̃

4 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 + s̃

4 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4

+ s̃

4 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

4 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + s̃

4 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

− s̃

4 cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ1Γi>2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

− s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ2Γi>2λ4 + s̃

4 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

+ s̃

4 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 + s̃

4 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ1Γi>2λ4 + s̃

4 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4

− s̃

4 cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ1Γ2Γi>2λ4]

= − s̃2

32[ ũ2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − ũ

2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 − ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4

− t̃

2 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − t̃

2 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 + ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

+ t̃

2 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 + t̃

2 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ1Γi>2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ2Γi>2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4sinθλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ1Γ2Γi>2λ4],

(C.1)

y en el límite de Regge

T Regge
1,4 = s̃3

64[λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4].

(C.2)
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Veamos el siguiente término:

T1,5 = − s̃2

32 λ̄2(k4 · Γ)ΓM(k1 · Γ)λ3λ̄1ΓMλ4

= − s̃2

32[λ̄2(k4 · Γ)Γ0(k1 · Γ)λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2(k4 · Γ)Γi(k1 · Γ)λ3λ̄1Γiλ4]

= − s̃2

32[k4,Mk1,N λ̄2ΓMΓ0ΓNλ3λ̄1Γ0λ4 + k4,Mk1,N λ̄2ΓMΓiΓNλ3λ̄1Γiλ4]

= − s̃2

32[k4,0k1,0λ̄2Γ0Γ0Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + k4,0k1,1λ̄2Γ0Γ0Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + k4,1k1,0λ̄2Γ1Γ0Γ0λ3λ̄1Γ0λ4

+ k4,1k1,1λ̄2Γ1Γ0Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + k4,2k1,0λ̄2Γ2Γ0Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + k4,2k1,1λ̄2Γ2Γ0Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

+ k4,0k1,0λ̄2Γ0ΓiΓ0λ3λ̄1Γiλ4 + k4,0k1,1λ̄2Γ0ΓiΓ1λ3λ̄1Γiλ4 + k4,1k1,0λ̄2Γ1ΓiΓ0λ3λ̄1Γiλ4

+ k4,1k1,1λ̄2Γ1ΓiΓ1λ3λ̄1Γiλ4 + k4,2k1,0λ̄2Γ2ΓiΓ0λ3λ̄1Γiλ4 + k4,2k1,1λ̄2Γ2ΓiΓ1λ3λ̄1Γiλ4]

= − s̃2

32[k0
4k

0
1λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − k0

4k
1
1λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − k1

4k
0
1λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

+ k1
4k

1
1λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − k2

4k
0
1λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 + k2

4k
1
1λ̄2Γ2Γ0Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

− k0
4k

0
1λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − k0

4k
0
1λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − k0

4k
0
1λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ k0
4k

1
1λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − k0

4k
1
1λ̄2Γ0Γ2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 − k0

4k
1
1λ̄2Γ0Γi>2Γ1λ3λ̄1Γi>2λ4

+ k1
4k

0
1λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − k1

4k
0
1λ̄2Γ1Γ2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 − k1

4k
0
1λ̄2Γ1Γi>2Γ0λ3λ̄1Γi>2λ4

− k1
4k

1
1λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + k1

4k
1
1λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + k1

4k
1
1λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

− k2
4k

0
1λ̄2Γ2Γ1Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + k2

4k
0
1λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 − k2

4k
0
1λ̄2Γ2Γi>2Γ0λ3λ̄1Γi>2λ4

− k2
4k

1
1λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − k2

4k
1
1λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 + k2

4k
1
1λ̄2Γ2Γi>2Γ1λ3λ̄1Γi>2λ4]

= − s̃2

32[− s̃

4 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

− s̃

4 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

+ s̃

4 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

4 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

− s̃

4 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

4 λ̄2Γ0Γ1Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

− s̃

4 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 cos θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

4 cos θλ̄2Γ0Γ1Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ s̃

4 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

− s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ1Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4]
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= − s̃2

32[ ũ2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

− s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 − ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − t̃

2 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − t̃

2 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ ũ

2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + t̃

2 λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + t̃

2 λ̄2Γ0Γ1Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

− s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ1Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4], (C.3)

siendo en el límite de Regge:

T Regge
1,5 = s̃3

64[λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4].

(C.4)

Veamos el siguiente

T1,6 = − s̃2

16k
[M
2 λ̄2ΓN ]λ3k4[M λ̄1ΓN ]λ4

= − s̃2

16[k[0
2 λ̄2Γ1]λ3k4[0λ̄1Γ1]λ4 + k

[0
2 λ̄2Γ2]λ3k4[0λ̄1Γ2]λ4 + k

[1
2 λ̄2Γ0]λ3k4[1λ̄1Γ0]λ4

+ k
[1
2 λ̄2Γ2]λ3k4[1λ̄1Γ2]λ4 + k

[2
2 λ̄2Γ0]λ3k4[2λ̄1Γ0]λ4 + k

[2
2 λ̄2Γ1]λ3k4[2λ̄1Γ1]λ4

+ k
[0
2 λ̄2Γi>2]λ3k4[0λ̄1Γi>2]λ4 + k

[1
2 λ̄2Γi>2]λ3k4[1λ̄1Γi>2]λ4 + k

[2
2 λ̄2Γi>2]λ3k4[2λ̄1Γi>2]λ4

+ k
[i>2
2 λ̄2Γ0]λ3k4[i>2λ̄1Γ0]λ4 + k

[i>2
2 λ̄2Γ1]λ3k4[i>2λ̄1Γ1]λ4 + k

[i>2
2 λ̄2Γ2]λ3k4[i>2λ̄1Γ2]λ4]

= − s̃2

16[k[0
2 λ̄2Γ1]λ3k4[0λ̄1Γ1]λ4 + k

[0
2 λ̄2Γ2]λ3k4[0λ̄1Γ2]λ4 + k

[1
2 λ̄2Γ0]λ3k4[1λ̄1Γ0]λ4

+ k
[1
2 λ̄2Γ2]λ3k4[1λ̄1Γ2]λ4 + k

[2
2 λ̄2Γ0]λ3k4[2λ̄1Γ0]λ4 + k

[2
2 λ̄2Γ1]λ3k4[2λ̄1Γ1]λ4

− 1
8k

0
2λ̄2Γi>2λ3k

0
4λ̄1Γi>2λ4 + 1

8k
1
2λ̄2Γi>2λ3k

1
4λ̄1Γi>2λ4]

= − s̃2

16[ s̃16 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

16 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

16 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ s̃

16 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

16 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

16 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

+ s̃

16 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

16 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

16 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

+ s̃

16 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

16 cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

16 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4

+ s̃

16 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

16 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

16 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4

+ s̃

16 cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

8 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + s̃

8 cos θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4]
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= − s̃2

16[ s̃8 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

8 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

8 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ s̃

8 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

8 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

8 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

8 cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

− s̃

8 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

8 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + s̃

8 cos θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4]

= − s̃2

16[ s̃8 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

8 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

8 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ s̃

8 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

8 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

8 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − ũ

4 λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4]

= − s̃3

128[λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 − sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − 2 ũ
s̃
λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4],

(C.5)

luego

T Regge
1,6 = − s̃3

128[λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + 2λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4].
(C.6)

El siguiente término,

T1,7 = − s̃2

16k
[M
3 λ̄2ΓN ]λ3k1[M λ̄1ΓN ]λ4

= − s̃2

16[k[0
3 λ̄2Γ1]λ3k1[0λ̄1Γ1]λ4 + k

[0
3 λ̄2Γ2]λ3k1[0λ̄1Γ2]λ4 + k

[1
3 λ̄2Γ0]λ3k1[1λ̄1Γ0]λ4

+ k
[1
3 λ̄2Γ2]λ3k1[1λ̄1Γ2]λ4 + k

[2
3 λ̄2Γ0]λ3k1[2λ̄1Γ0]λ4 + k

[2
3 λ̄2Γ1]λ3k1[2λ̄1Γ1]λ4

+ k
[0
3 λ̄2Γi>2]λ3k1[0λ̄1Γi>2]λ4 + k

[1
3 λ̄2Γi>2]λ3k1[1λ̄1Γi>2]λ4λ4 + k

[2
3 λ̄2Γi>2]λ3k1[2λ̄1Γi>2]λ4

+ k
[i>2
3 λ̄2Γ0]λ3k1[i>2λ̄1Γ0]λ4 + k

[i>2
3 λ̄2Γ1]λ3k1[i>2λ̄1Γ1]λ4 + k

[i>2
3 λ̄2Γ2]λ3k1[i>2λ̄1Γ2]λ4]

= − s̃2

16[ s̃16 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

16 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

16 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ s̃

16 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

16 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

16 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4

+ s̃

16 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

16 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

16 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

+ s̃

16 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

16 cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

16 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4

+ s̃

16 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

16 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

16 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4
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+ s̃

16 cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

8 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + s̃

8 cos θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4]

= − s̃2

16[ s̃8 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

8 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

8 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ s̃

8 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

8 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

8 cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

+ s̃

8 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

8 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 − ũ

4 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4]

= − s̃2

16[ s̃8 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

8 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

8 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ s̃

8 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

8 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

8 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4

− ũ

4 λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4]

= − s̃3

128[λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 − sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4

− 2 ũ
s̃
λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4], (C.7)

luego

T Regge
1,7 = − s̃3

128[λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4

+ 2λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4]. (C.8)

El siguiente término,

T1,8 = − s̃ũ

32 λ̄2(k1 · Γ)ΓM(k4 · Γ)λ3λ̄1ΓMλ4

= − s̃ũ

32 [λ̄2(k1 · Γ)Γ0(k4 · Γ)λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2(k1 · Γ)Γi(k4 · Γ)λ3λ̄1Γiλ4]

= − s̃ũ

32 [k1,Mk4,N λ̄2ΓMΓ0ΓNλ3λ̄1Γ0λ4 + k1,Mk4,N λ̄2ΓMΓiΓNλ3λ̄1Γiλ4]

= − s̃ũ

32 [k1,0k4,0λ̄2Γ0Γ0Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + k1,0k4,1λ̄2Γ0Γ0Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

+ k1,0k4,2λ̄2Γ0Γ0Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 + k1,1k4,0λ̄2Γ1Γ0Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + k1,1k4,1λ̄2Γ1Γ0Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

+ k1,1k4,2λ̄2Γ1Γ0Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 + k1,0k4,0λ̄2Γ0ΓiΓ0λ3λ̄1Γiλ4 + k1,0k4,1λ̄2Γ0ΓiΓ1λ3λ̄1Γiλ4

+ k1,0k4,2λ̄2Γ0ΓiΓ2λ3λ̄1Γiλ4 + k1,1k4,0λ̄2Γ1ΓiΓ0λ3λ̄1Γiλ4 + k1,1k4,1λ̄2Γ1ΓiΓ1λ3λ̄1Γiλ4

+ k1,1k4,2λ̄2Γ1ΓiΓ2λ3λ̄1Γiλ4]

= − s̃ũ

32 [k1,0k4,0λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + k1,0k4,1λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + k1,0k4,2λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

+ k1,1k4,0λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + k1,1k4,1λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + k1,1k4,2λ̄2Γ1Γ0Γ2λ3λ̄1Γ0λ4
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− k1,0k4,0λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − k1,0k4,0λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − k1,0k4,0λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ k1,0k4,1λ̄2Γ0Γ1Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + k1,0k4,1λ̄2Γ0Γ2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 + k1,0k4,1λ̄2Γ0Γi>2Γ1λ3λ̄1Γi>2λ4

+ k1,0k4,2λ̄2Γ0Γi>2Γ2λ3λ̄1Γi>2λ4 + k1,0k4,2λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 + k1,0k4,2λ̄2Γ0Γ2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

+ k1,1k4,0λ̄2Γ1Γ1Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + k1,1k4,0λ̄2Γ1Γ2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 + k1,1k4,0λ̄2Γ1Γi>2Γ0λ3λ̄1Γi>2λ4

+ k1,1k4,1λ̄2Γ1Γ1Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + k1,1k4,1λ̄2Γ1Γ2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 + k1,1k4,1λ̄2Γ1Γi>2Γ1λ3λ̄1Γi>2λ4

+ k1,1k4,2λ̄2Γ1Γi>2Γ2λ3λ̄1Γi>2λ4 + k1,1k4,2λ̄2Γ1Γ1Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 + k1,1k4,2λ̄2Γ1Γ2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4]

= − s̃ũ

32 [k0
1k

0
4λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − k0

1k
1
4λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − k0

1k
2
4λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 − k1

1k
0
4λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

+ k1
1k

1
4λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − k1

1k
2
4λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 − k0

1k
0
4λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4

− k0
1k

0
4λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − k0

1k
0
4λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + k0

1k
1
4λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ k0
1k

1
4λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + k0

1k
1
4λ̄2Γ0Γ1Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ k0
1k

2
4λ̄2Γ0Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − k0

1k
2
4λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 + k0

1k
2
4λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4

+ k1
1k

0
4λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − k1

1k
0
4λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − k1

1k
0
4λ̄2Γ0Γ1Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

− k1
1k

1
4λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + k1

1k
1
4λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + k1

1k
1
4λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

− k1
1k

2
4λ̄2Γ1Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − k1

1k
2
4λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − k1

1k
2
4λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4]

= − s̃ũ

32 [− s̃

4 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

− s̃

4 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

+ s̃

4 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

− s̃

4 cos θλ̄2Γ0Γ1Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ1λ4

− s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

4 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

+ s̃

4 λ̄2Γ0Γ1Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + s̃

4 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

− s̃

4 cos θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4]

= − s̃ũ

32 [ ũ2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

− ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − t̃

2 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − t̃

2 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + ũ

2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

− t̃

2 λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − t̃

2 λ̄2Γ0Γ1Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4], (C.9)
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luego

T Regge
1,8 = − s̃3

64[λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4].

(C.10)

El siguiente término,

T1,9 = − s̃ũ

32 λ̄2ΓMλ3λ̄1(k2 · Γ)ΓM(k3 · Γ)λ4

= − s̃ũ

32k2,Nk3,P [λ̄2Γ0λ3λ̄1ΓNΓ0ΓPλ4 + λ̄2Γiλ3λ̄1ΓNΓiΓPλ4]

= − s̃ũ

32 [k2,0k3,0λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0Γ0Γ0λ4 + k2,0k3,1λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0Γ0Γ1λ4

+ k2,0k3,2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0Γ0Γ2λ4 + k2,1k3,0λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1Γ0Γ0λ4 + k2,1k3,1λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1Γ0Γ1λ4

+ k2,1k3,2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1Γ0Γ2λ4 + k2,0k3,0λ̄2Γiλ3λ̄1Γ0ΓiΓ0λ4 + k2,0k3,1λ̄2Γiλ3λ̄1Γ0ΓiΓ1λ4

+ k2,0k3,2λ̄2Γiλ3λ̄1Γ0ΓiΓ2λ4 + k2,1k3,0λ̄2Γiλ3λ̄1Γ1ΓiΓ0λ4 + k2,1k3,1λ̄2Γiλ3λ̄1Γ1ΓiΓ1λ4

+ k2,1k3,2λ̄2Γiλ3λ̄1Γ1ΓiΓ2λ4]

= − s̃ũ

32 [k2,0k3,0λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + k2,0k3,1λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + k2,0k3,2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4

+ k2,1k3,0λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + k2,1k3,1λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − k2,1k3,2λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4

− k2,0k3,0λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − k2,0k3,0λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − k2,0k3,0λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

+ k2,0k3,1λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γi>2Γ1λ4 + k2,0k3,1λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0Γ1Γ1λ4

+ k2,0k3,1λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ2Γ1λ4 + k2,0k3,2λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γi>2Γ2λ4

+ k2,0k3,2λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 + k2,0k3,2λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ2Γ2λ4

+ k2,1k3,0λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ1Γi>2λ4 + k2,1k3,0λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0Γ1Γ1λ4

+ k2,1k3,0λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 + k2,1k3,1λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ1Γi>2Γ1λ4

+ k2,1k3,1λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1Γ1Γ1λ4 + k2,1k3,1λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1Γ2Γ1λ4

+ k2,1k3,2λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ1Γi>2Γ2λ4 + k2,1k3,2λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1Γ1Γ2λ4

+ k2,1k3,2λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1Γ2Γ2λ4]

= − s̃ũ

32 [k0
2k

0
3λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − k0

2k
1
3λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − k0

2k
2
3λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4

− k1
2k

0
3λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + k1

2k
1
3λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − k1

2k
2
3λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4

− k0
2k

0
3λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − k0

2k
0
3λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − k0

2k
0
3λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

+ k0
2k

1
3λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ1Γi>2λ4 + k0

2k
1
3λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + k0

2k
1
3λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4

+ k0
2k

2
3λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ2Γi>2λ4 − k0

2k
2
3λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 + k0

2k
2
3λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

− k1
2k

0
3λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ1Γi>2λ4 + k1

2k
0
3λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − k1

2k
0
3λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4

+ k1
2k

1
3λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − k1

2k
1
3λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + k1

2k
1
3λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4
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− k1
2k

2
3λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ1Γ2Γi>2λ4 − k1

2k
2
3λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 − k1

2k
2
3λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4]

= − s̃ũ

32 [− s̃

4 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4

− s̃

4 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4

+ s̃

4 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

4 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ s̃

4 cos θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ1Γi>2λ4 + s̃

4 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ2Γi>2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

− s̃

4 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ1Γi>2λ4 + s̃

4 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

4 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4

− s̃

4 cos θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + s̃

4 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ1Γ2Γi>2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4]

= − s̃ũ

32 [ ũ2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − ũ

2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 − ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − t̃

2 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

− t̃

2 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − t̃

2 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ1Γi>2λ4 + ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − t̃

2 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4

− s̃

4 sin θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ2Γi>2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ1Γ2Γi>2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4],

(C.11)

luego

T Regge
1,9 = s̃3

64[−λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4].

(C.12)

El siguiente término,

T1,10 = − s̃ũ

256 λ̄2(k3 · Γ)ΓMΓNλ3λ̄1(k4 · Γ)ΓMΓNλ4

= − s̃ũ

16k
[N
3 λ̄2ΓM ]λ3k4[N λ̄1ΓM ]λ4
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= − s̃ũ

16 [k[0
3 λ̄2Γ1]λ3k4[0λ̄1Γ1]λ4 + k

[0
3 λ̄2Γ2]λ3k4[0λ̄1Γ2]λ4 + k

[1
3 λ̄2Γ0]λ3k4[1λ̄1Γ0]λ4

+ k
[1
3 λ̄2Γ2]λ3k4[1λ̄1Γ2]λ4 + k

[2
3 λ̄2Γ0]λ3k4[2λ̄1Γ0]λ4 + k

[2
3 λ̄2Γ1]λ3k4[2λ̄1Γ1]λ4

+ k
[0
3 λ̄2Γi>2]λ3k4[0λ̄1Γi>2]λ4 + k

[1
3 λ̄2Γi>2]λ3k4[1λ̄1Γi>2]λ4 + k

[2
3 λ̄2Γi>2]λ3k4[2λ̄1Γi>2]λ4

+ k
[i>2
3 λ̄2Γ0]λ3k4[i>2λ̄1Γ0]λ4 + k

[i>2
3 λ̄2Γ1]λ3k4[i>2λ̄1Γ1]λ4 + k

[i>2
3 λ̄2Γ2]λ3k4[i>2λ̄1Γ2]λ4]

= − s̃ũ

16 [k[0
3 λ̄2Γ1]λ3k4[0λ̄1Γ1]λ4 + k

[0
3 λ̄2Γ2]λ3k4[0λ̄1Γ2]λ4 + k

[1
3 λ̄2Γ0]λ3k4[1λ̄1Γ0]λ4

+ k
[1
3 λ̄2Γ2]λ3k4[1λ̄1Γ2]λ4 + k

[2
3 λ̄2Γ0]λ3k4[2λ̄1Γ0]λ4 + k

[2
3 λ̄2Γ1]λ3k4[2λ̄1Γ1]λ4

− 1
2k

0
3λ̄2Γi>2λ3k

0
4λ̄1Γi>2λ4 + 1

2k
1
3λ̄2Γi>2λ3k

1
4λ̄1Γi>2λ4 + 1

2k
2
3λ̄2Γi>2λ3k

2
4λ̄1Γi>2λ4]

= − s̃ũ

16 [− s̃

16 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

16 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

16 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

− s̃

16 cos2 θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

16 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

16 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

− s̃

16 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

16 sin2 θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

16 cos2 θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4

− s̃

16 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

16 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

16 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4

− s̃

16 cos2 θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

16 sin θ cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

16 sin θ cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4

− s̃

16 sin2 θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

16 sin2 θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

16 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4

− s̃

16 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

16 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

16 sin2 θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4

+ s̃

16 sin θ cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

16 sin θ cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

16 cos2 θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

− s̃

8 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − s̃

8 cos2 θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − s̃

8 sin2 θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4]

= − s̃ũ

16 [− s̃

8 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

8 cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

8 cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

− s̃

8 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

8 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

8 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

− s̃

8 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

8 sin2 θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

8 cos2 θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

+ s̃

8 sin θ cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

8 sin θ cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

4 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4]

= − s̃2ũ

128[−λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

− λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

− sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 − cos2 θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − sin2 θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4

+ sin θ cos θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 + sin θ cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 − 2λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4],
(C.13)
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mientras que en su límite de Regge da:

T Regge
1,10 = − s̃3

128[λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + 2λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4]. (C.14)

Luego tenemos:

T1,11 = − s̃ũ

256 λ̄2ΓMΓN(k2 · Γ)λ3λ̄1ΓMΓN(k1 · Γ)λ4

= − s̃ũ

16k
[N
2 λ̄2ΓM ]λ3k1[N λ̄1ΓM ]λ4

= − s̃ũ

16 [k[0
2 λ̄2Γ1]λ3k1[0λ̄1Γ1]λ4 + k

[0
2 λ̄2Γ2]λ3k1[0λ̄1Γ2]λ4 + k

[1
2 λ̄2Γ0]λ3k1[1λ̄1Γ0]λ4

+ k
[1
2 λ̄2Γ2]λ3k1[1λ̄1Γ2]λ4 + k

[2
2 λ̄2Γ0]λ3k1[2λ̄1Γ0]λ4 + k

[2
2 λ̄2Γ1]λ3k1[2λ̄1Γ1]λ4

+ k
[0
2 λ̄2Γi>2]λ3k1[0λ̄1Γi>2]λ4 + k

[1
2 λ̄2Γi>2]λ3k1[1λ̄1Γi>2]λ4 + k

[2
2 λ̄2Γi>2]λ3k1[2λ̄1Γi>2]λ4

+ k
[i>2
2 λ̄2Γ0]λ3k1[i>2λ̄1Γ0]λ4 + k

[i>2
2 λ̄2Γ1]λ3k1[i>2λ̄1Γ1]λ4 + k

[i>2
2 λ̄2Γ2]λ3k1[i>2λ̄1Γ2]λ4]

= − s̃ũ

16 [k[0
2 λ̄2Γ1]λ3k1[0λ̄1Γ1]λ4 + k

[0
2 λ̄2Γ2]λ3k1[0λ̄1Γ2]λ4 + k

[1
2 λ̄2Γ0]λ3k1[1λ̄1Γ0]λ4

+ k
[1
2 λ̄2Γ2]λ3k1[1λ̄1Γ2]λ4 + k

[2
2 λ̄2Γ0]λ3k1[2λ̄1Γ0]λ4 + k

[2
2 λ̄2Γ1]λ3k1[2λ̄1Γ1]λ4

− 1
2k

0
2λ̄2Γi>2λ3k

0
1λ̄1Γi>2λ4 + 1

2k
1
2λ̄2Γi>2λ3k

1
1λ̄1Γi>2λ4 + 1

2k
2
2λ̄2Γi>2λ3k

2
1λ̄1Γi>2λ4]

= − s̃ũ

16 [− s̃

16 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

16 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

16 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

− s̃

16 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

16 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

16 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4

− s̃

16 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

16 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

16 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4

− s̃

16 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

16 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

16 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

4 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4]

= − s̃ũ

16 [− s̃

8 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

8 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

8 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

− s̃

8 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

4 λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4]

= − s̃2ũ

128[−λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

− λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − 2λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4],
(C.15)

luego

T Regge
1,11 = − s̃3

128[λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + 2λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4]. (C.16)
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Con los términos T Regge
1,i=4,...,11 podemos obtener el factor cinemático en el límite de Regge:

KRegge
c (1̃, 2̃, 3̃, 4̃) = − s̃3

32[5(λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4) + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + 6λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4] (C.17)

seguimos con los demás términos:

T1,12 = − s̃t̃

256 λ̄2ΓMΓN(k4 · Γ)λ3λ̄1(k2 · Γ)ΓNΓMλ4

= − s̃t̃

256k
P
4 k2,P ′λ̄2ΓMΓNΓPλ3λ̄1ΓP

′ΓNΓMλ4

= − s̃t̃

256[−k0
4k

0
2λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 + k0

4k
1
2λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

+ k1
4k

1
2λ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4 − k1

4k
0
2λ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4

− k2
4k

0
2λ̄2ΓMΓNΓ2λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 + k2

4k
1
2λ̄2ΓMΓNΓ2λ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4]

= − s̃t̃

256[ s̃4 λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 + s̃

4 λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

+ s̃

4 cos θλ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4 + s̃

4 cos θλ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4

+ s̃

4 sin θλ̄2ΓMΓNΓ2λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 + s̃

4 sin θλ̄2ΓMΓNΓ2λ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4]

= − s̃2t̃

1024[λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 − λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

+ cos θλ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4 − cos θλ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4

− sin θλ̄2ΓMΓNΓ2λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 + sin θλ̄2ΓMΓNΓ2λ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4].
(C.18)

El siguiente término,

T1,13 = − s̃t̃

256 λ̄2(k1 · Γ)ΓMΓNλ3λ̄1ΓNΓM(k3 · Γ)λ4

= − s̃t̃

256k1,Pk
P ′

3 λ̄2ΓPΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓP ′λ4

= − s̃t̃

256[−k0
1k

0
3λ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4 − k0

1k
1
3λ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4

− k0
1k

2
3λ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ2λ4 − k1

1k
0
3λ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4
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+ k1
1k

1
3λ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4 + k1

1k
2
3λ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ2λ4]

= − s̃t̃

256[ s̃4 λ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4 − s̃

4 cos θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4

− s̃

4 sin θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ2λ4 − s̃

4 λ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4

+ s̃

4 cos θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ2λ4]

= − s̃2t̃

1024[λ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4 − cos θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4

− sin θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ2λ4 − λ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4

+ cos θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4 + sin θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ2λ4].
(C.19)

El siguiente término,

T1,14 = − s̃t̃

256 λ̄2(k4 · Γ)ΓNΓMλ3λ̄1(k3 · Γ)ΓNΓMλ4

= − s̃t̃

256k
P
4 k3,P ′λ̄2ΓPΓNΓMλ3λ̄1ΓP

′ΓNΓMλ4

= − s̃t̃

256[−k0
4k

0
3λ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 + k1

4k
1
3λ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

+ k0
4k

1
3λ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4 + k0

4k
2
3λ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4

− k1
4k

0
3λ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 + k1

4k
2
3λ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4

− k2
4k

0
3λ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 + k2

4k
1
3λ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

+ k2
4k

2
3λ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4]

= − s̃t̃

256[− s̃

4 λ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 − s̃

4 cos2 θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

− s̃

4 cos θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4

− s̃

4 cos θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 − s̃

4 sin θ cos θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4

− s̃

4 sin θλ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 − s̃

4 sin θ cos θλ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

− s̃

4 sin2 θλ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4]

= − s̃2t̃

1024[−λ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 − cos2 θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

+ cos θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4 + sin θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4

+ cos θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 − sin θ cos θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4
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+ sin θλ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 − sin θ cos θλ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

− sin2 θλ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4].
(C.20)

El último término de la forma T1,i:

T1,15 = − s̃t̃

256 λ̄2ΓMΓN(k1 · Γ)λ3λ̄1ΓMΓN(k2 · Γ)λ4

= − s̃t̃

256k1,Pk
P ′

2 λ̄2ΓMΓNΓPλ3λ̄1ΓMΓNΓP ′λ4

= − s̃t̃

256[−k0
1k

0
2λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4 + k1

1k
1
2λ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4

− k0
1k

1
2λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4 + k1

1k
0
2λ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4]

= − s̃t̃

256[− s̃

4 λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4 − s̃

4 λ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4

+ s̃

4 λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4 + s̃

4 λ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4]

= − s̃2t̃

1024[−λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4 − λ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4

+ λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4 + λ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4].
(C.21)

Ahora desarrollamos los términos de la forma T2,i. Empezamos por el T2,4,

T2,4 = s̃t̃

256 λ̄1(k3 · Γ)ΓNΓMλ2λ̄4(k2 · Γ)ΓNΓMλ3

= s̃t̃

256k
P
3 k2,P ′λ̄1ΓPΓNΓMλ2λ̄4ΓP

′ΓNΓMλ3

= s̃t̃

256[k0
3k2,0λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + k0

3k2,1λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ k0
3k2,2λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4Γ2ΓNΓMλ3 + k0

3k2,i>2λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4Γi>2ΓNΓMλ3

+ k1
3k2,0λ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + k1

3k2,1λ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ k1
3k2,2λ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4Γ2ΓNΓMλ3 + k1

3k2,i>2λ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4Γi>2ΓNΓMλ3

+ k2
3k2,0λ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + k2

3k2,1λ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ k2
3k2,2λ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4Γ2ΓNΓMλ3 + k2

3k2,i>2λ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4Γi>2ΓNΓMλ3

+ ki>2
3 k2,0λ̄1Γi>2ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + ki>2

3 k2,1λ̄1Γi>2ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ ki>2
3 k2,2λ̄1Γi>2ΓNΓMλ2λ̄4Γ2ΓNΓMλ3 + ki>2

3 k2,i>2λ̄1Γi>2ΓNΓMλ2λ̄4Γi>2ΓNΓMλ3]
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= s̃t̃

256[−k0
3k

0
2λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + k0

3k
1
2λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

− k1
3k

0
2λ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + k1

3k
1
2λ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

− k2
3k

0
2λ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + k2

3k
1
2λ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3]

= s̃t̃

256[ s̃4 λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + s̃

4 λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

− s̃

4 cos θλ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

− s̃

4 sin θλ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 − s̃

4 sin θλ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3]

= s̃2t̃

1024[λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 − λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ cos θλ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 − cos θλ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ sin θλ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 − sin θλ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3]. (C.22)

El siguiente término,

T2−5 = s̃t̃

256 λ̄1ΓMΓN(k4 · Γ)λ2λ̄4ΓMΓN(k1 · Γ)λ3

= s̃t̃

256k
P ′

1 k4,P λ̄1ΓMΓNΓPλ2λ̄4ΓMΓNΓP ′λ3

= s̃t̃

256[k0
1k4,0λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + k0

1k4,1λ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3

+ k0
1k4,2λ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + k0

1k4,i>2λ̄1ΓMΓNΓi>2λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3

+ k1
1k4,0λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3 + k1

1k4,1λ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

+ k1
1k4,2λ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3 + k1

1k4,i>2λ̄1ΓMΓNΓi>2λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

+ k2
1k4,0λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4ΓMΓNΓ2λ3 + k2

1k4,1λ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4ΓMΓNΓ2λ3

+ k2
1k4,2λ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4ΓMΓNΓ2λ3 + k2

1k4,i>2λ̄1ΓMΓNΓi>2λ2λ̄4ΓMΓNΓ2λ3

+ ki>2
1 k4,0λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4ΓMΓNΓi>2λ3 + ki>2

1 k4,1λ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4ΓMΓNΓi>2λ3

+ ki>2
1 k4,2λ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4ΓMΓNΓi>2λ3 + ki>2

1 k4,i>2λ̄1ΓMΓNΓi>2λ2λ̄4ΓMΓNΓi>2λ3]

= s̃t̃

256[−k0
1k

0
4λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + k0

1k
1
4λ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3

+ k0
1k

2
4λ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 − k1

1k
0
4λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

+ k1
1k

1
4λ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3 + k1

1k
2
4λ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3]
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= s̃t̃

256[ s̃4 λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 − s̃

4 cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3

− s̃

4 sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + s̃

4 λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

− s̃

4 cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3 − s̃

4 sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3]

= s̃2t̃

1024[λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 − cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3

− sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

− cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3 − sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3]. (C.23)

El siguiente término,

T2,6 = s̃t̃

256 λ̄1(k4 · Γ)ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓN(k2 · Γ)λ3

= s̃t̃

256k
P
4 k2,P ′λ̄1ΓPΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓP ′

λ3

= s̃t̃

256[k0
4k2,0λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + k0

4k2,1λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

+ k0
4k2,2λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ2λ3 + k0

4k2,i>2λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓi>2λ3

+ k1
4k2,0λ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + k1

4k2,1λ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

+ k1
4k2,2λ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ2λ3 + k1

4k2,i>2λ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓi>2λ3

+ k2
4k2,0λ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + k2

4k2,1λ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

+ k2
4k2,2λ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ2λ3 + k2

4k2,i>2λ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓi>2λ3

+ ki>2
4 k2,0λ̄1Γi>2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + ki>2

4 k2,1λ̄1Γi>2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

+ ki>2
4 k2,2λ̄1Γi>2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ2λ3 + ki>2

4 k2,i>2λ̄1Γi>2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓi>2λ3]

= s̃t̃

256[−k0
4k

0
2λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + k0

4k
1
2λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

− k1
4k

0
2λ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + k1

4k
1
2λ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

− k2
4k

0
2λ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + k2

4k
1
2λ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3]

= s̃t̃

256[ s̃4 λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

+ s̃

4 cos θλ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

+ s̃

4 sin θλ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + s̃

4 sin θλ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3]

= s̃2t̃

1024[λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 − λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

− cos θλ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + cos θλ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

− sin θλ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + sin θλ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3]. (C.24)
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El siguiente término,

T2,7 = s̃t̃

256 λ̄1ΓMΓN(k3 · Γ)λ2λ̄4(k1 · Γ)ΓNΓMλ3

= s̃t̃

256k
P ′

1 k3,P λ̄1ΓMΓNΓPλ2λ̄4ΓP ′ΓNΓMλ3

= s̃t̃

256[k0
1k3,0λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + k0

1k3,1λ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3

+ k0
1k3,2λ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + k0

1k3,i>2λ̄1ΓMΓNΓi>2λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3

+ k1
1k3,0λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3 + k1

1k3,1λ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ k1
1k3,2λ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3 + k1

1k3,i>2λ̄1ΓMΓNΓi>2λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ k2
1k3,0λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ2ΓNΓMλ3 + k2

1k3,1λ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ2ΓNΓMλ3

+ k2
1k3,2λ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ2ΓNΓMλ3 + k2

1k3,i>2λ̄1ΓMΓNΓi>2λ2λ̄4Γ2ΓNΓMλ3

+ ki>2
1 k3,0λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γi>2ΓNΓMλ3 + ki>2

1 k3,1λ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γi>2ΓNΓMλ3

+ ki>2
1 k3,2λ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γi>2ΓNΓMλ3 + ki>2

1 k3,i>2λ̄1ΓMΓNΓi>2λ2λ̄4Γi>2ΓNΓMλ3]

= s̃t̃

256[−k0
1k

0
3λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + k0

1k
1
3λ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3

+ k0
1k

2
3λ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 − k1

1k
0
3λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ k1
1k

1
3λ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3 + k1

1k
2
3λ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3]

= s̃t̃

256[ s̃4 λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + s̃

4 cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3

+ s̃

4 sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + s̃

4 λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ s̃

4 cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3 + s̃

4 sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3]

= s̃2t̃

1024[λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3

+ sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3 + sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3]. (C.25)

El siguiente término,

T2,8 = t̃ũ

256 λ̄1ΓNΓM(k1 · Γ)λ2λ̄4ΓNΓM(k4 · Γ)λ3

= t̃ũ

16k1[N λ̄1ΓM ]λ2k
[N
4 λ̄4ΓM ]λ3

= t̃ũ

16k1[N λ̄1ΓM ]λ2k
[N
4 λ̄4ΓM ]λ3

= t̃ũ

16[k1[0λ̄1Γ1]λ2k
[0
4 λ̄4Γ1]λ3 + k1[0λ̄1Γ2]λ2k

[0
4 λ̄4Γ2]λ3 + k1[0λ̄1Γi>2]λ2k

[0
4 λ̄4Γi>2]λ3
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+ k1[1λ̄1Γ0]λ2k
[1
4 λ̄4Γ0]λ3 + k1[1λ̄1Γ2]λ2k

[1
4 λ̄4Γ2]λ3 + k1[1λ̄1Γi>2]λ2k

[1
4 λ̄4Γi>2]λ3

+ k1[2λ̄1Γ0]λ2k
[2
4 λ̄4Γ0]λ3 + k1[2λ̄1Γ1]λ2k

[2
4 λ̄4Γ1]λ3 + k1[2λ̄1Γi>2]λ2k

[2
4 λ̄4Γi>2]λ3

+ k1[i>2λ̄1Γ0]λ2k
[i>2
4 λ̄4Γ0]λ3 + k1[i>2λ̄1Γ1]λ2k

[i>2
4 λ̄4Γ1]λ3 + k1[i>2λ̄1Γ2]λ2k

[i>2
4 λ̄4Γ2]λ3]

= t̃ũ

64[ s̃4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3

− s̃

4 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3

− s̃

4 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3

− s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 + s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3

− s̃

4 cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 + s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3]

= t̃ũ

64[ s̃2 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

2 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

2 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

2 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 − t̃λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

2 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

2 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 − t̃λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3]

= s̃t̃ũ

128[λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3

− λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 + sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 + sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 − 2 t̃
s̃
λ̄1Γi>1λ2λ̄4Γi>1λ3].

(C.26)

El siguiente término,

T2,9 = t̃ũ

256 λ̄1(k2 · Γ)ΓMΓNλ2λ̄4(k3 · Γ)ΓMΓNλ3

= t̃ũ

16k
[N
2 λ̄1ΓM ]λ2k3[N λ̄4ΓM ]λ3

= t̃ũ

16[k[0
2 λ̄1Γ1]λ2k3[0λ̄4Γ1]λ3 + k

[0
2 λ̄1Γ2]λ2k3[0λ̄4Γ2]λ3 + k

[0
2 λ̄1Γi>2]λ2k3[0λ̄4Γi>2]λ3

+ k
[1
2 λ̄1Γ0]λ2k3[1λ̄4Γ0]λ3 + k

[1
2 λ̄1Γ2]λ2k3[1λ̄4Γ2]λ3 + k

[1
2 λ̄1Γi>2]λ2k3[1λ̄4Γi>2]λ3

+ k
[2
2 λ̄1Γ0]λ2k3[2λ̄4Γ0]λ3 + k

[2
2 λ̄1Γ1]λ2k3[2λ̄4Γ1]λ3 + k

[2
2 λ̄1Γi>2]λ2k3[2λ̄4Γi>2]λ3

+ k
[i>2
2 λ̄1Γ0]λ2k3[i>2λ̄4Γ0]λ3 + k

[i>2
2 λ̄1Γ1]λ2k3[i>2λ̄4Γ1]λ3 + k

[i>2
2 λ̄1Γ2]λ2k3[i>2λ̄4Γ2]λ3]
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= t̃ũ

64[ s̃4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3

− s̃

4 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3

− s̃

4 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 + s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3]

= t̃ũ

64[ s̃2 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

2 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

2 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3

− s̃

2 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

2 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

2 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

2 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

2 cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 + s̃

2 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3

− s̃

2 cos θλ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3]

= s̃t̃ũ

128[λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 − cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3

− sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 − 2 t̃
s̃
λ̄1Γi>1λ2λ̄4Γi>1λ3 + sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3]. (C.27)

El siguiente término,

T2,10 = t̃ũ

32 λ̄1(k4 · Γ)ΓM(k3 · Γ)λ2λ̄4ΓMλ3

= t̃ũ

32[λ̄1(k4 · Γ)Γ0(k3 · Γ)λ2λ̄4Γ0λ3 + λ̄1(k4 · Γ)Γi(k3 · Γ)λ2λ̄4Γiλ3]

= t̃ũ

32[k4,Mk3,N λ̄1ΓMΓ0ΓNλ2λ̄4Γ0λ3 + k4,Mk3,N λ̄1ΓMΓiΓNλ2λ̄4Γiλ3]

= t̃ũ

32[k0
4k

0
3λ̄1Γ0Γ0Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − k0

4k
1
3λ̄1Γ0Γ0Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 − k0

4k
2
3λ̄1Γ0Γ0Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

− k1
4k

0
3λ̄1Γ1Γ0Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + k1

4k
1
3λ̄1Γ1Γ0Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + k1

4k
2
3λ̄1Γ1Γ0Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

− k2
4k

0
3λ̄1Γ2Γ0Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + k2

4k
1
3λ̄1Γ2Γ0Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + k2

4k
2
3λ̄1Γ2Γ0Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

+ k0
4k

0
3λ̄1Γ0ΓiΓ0λ2λ̄4Γiλ3 − k0

4k
1
3λ̄1Γ0ΓiΓ1λ2λ̄4Γiλ3 − k0

4k
2
3λ̄1Γ0ΓiΓ2λ2λ̄4Γiλ3

− k1
4k

0
3λ̄1Γ1ΓiΓ0λ2λ̄4Γiλ3 + k1

4k
1
3λ̄1Γ1ΓiΓ1λ2λ̄4Γiλ3 + k1

4k
2
3λ̄1Γ1ΓiΓ2λ2λ̄4Γiλ3

− k2
4k

0
3λ̄1Γ2ΓiΓ0λ2λ̄4Γiλ3 + k2

4k
1
3λ̄1Γ2ΓiΓ1λ2λ̄4Γiλ3 + k2

4k
2
3λ̄1Γ2ΓiΓ2λ2λ̄4Γiλ3]
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= t̃ũ

32[k0
4k

0
3λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − k0

4k
1
3λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 − k0

4k
2
3λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

− k1
4k

0
3λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + k1

4k
1
3λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + k1

4k
2
3λ̄1Γ1Γ0Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

− k2
4k

0
3λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 + k2

4k
1
3λ̄1Γ2Γ0Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + k2

4k
2
3λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3

− k0
4k

0
3λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − k0

4k
0
3λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − k0

4k
0
3λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

− k0
4k

1
3λ̄1Γ0Γi>2Γ1λ2λ̄4Γi>2λ3 − k0

4k
1
3λ̄1Γ0Γ1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − k0

4k
1
3λ̄1Γ0Γ2Γ1λ2λ̄4Γ2λ3

− k0
4k

2
3λ̄1Γ0Γi>2Γ2λ2λ̄4Γi>2λ3 − k0

4k
2
3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3

− k0
4k

2
3λ̄1Γ0Γ2Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − k1

4k
0
3λ̄1Γ1Γi>2Γ0λ2λ̄4Γi>2λ3

− k1
4k

0
3λ̄1Γ1Γ1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 − k1

4k
0
3λ̄1Γ1Γ2Γ0λ2λ̄4Γ2λ3 + k1

4k
1
3λ̄1Γ1Γi>2Γ1λ2λ̄4Γi>2λ3

+ k1
4k

1
3λ̄1Γ1Γ1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + k1

4k
1
3λ̄1Γ1Γ2Γ1λ2λ̄4Γ2λ3 + k1

4k
2
3λ̄1Γ1Γi>2Γ2λ2λ̄4Γi>2λ3

+ k1
4k

2
3λ̄1Γ1Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + k1

4k
2
3λ̄1Γ1Γ2Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − k2

4k
0
3λ̄1Γ2Γi>2Γ0λ2λ̄4Γi>2λ3

− k2
4k

0
3λ̄1Γ2Γ1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 − k2

4k
0
3λ̄1Γ2Γ2Γ0λ2λ̄4Γ2λ3 + k2

4k
1
3λ̄1Γ2Γi>2Γ1λ2λ̄4Γi>2λ3

+ k2
4k

1
3λ̄1Γ2Γ1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + k2

4k
1
3λ̄1Γ2Γ2Γ1λ2λ̄4Γ2λ3 + k2

4k
2
3λ̄1Γ2Γi>2Γ2λ2λ̄4Γi>2λ3

+ k2
4k

2
3λ̄1Γ2Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + k2

4k
2
3λ̄1Γ2Γ2Γ2λ2λ̄4Γ2λ3]

= t̃ũ

32[ s̃4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

− s̃

4 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

4 cos2 θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ1Γ0Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

− s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ2Γ0Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

4 sin2 θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3

− s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃

4 cos θλ̄1Γ0Γi>2Γ1λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ0Γ2Γ1λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃

4 sin θλ̄1Γ0Γi>2Γ2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

4 sin θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3

− s̃

4 sin θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ1Γi>2Γ0λ2λ̄4Γi>2λ3

+ s̃

4 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ1Γ2Γ0λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

4 cos2 θλ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3

+ s̃

4 cos2 θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 cos2 θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ1Γi>2Γ2λ2λ̄4Γi>2λ3

+ s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

4 sin θλ̄1Γ2Γi>2Γ0λ2λ̄4Γi>2λ3

− s̃

4 sin θλ̄1Γ2Γ1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 sin θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ2Γi>2Γ1λ2λ̄4Γi>2λ3

− s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

4 sin2 θλ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3

− s̃

4 sin2 θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 sin2 θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3]
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= s̃t̃ũ

64 [−λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − cos θλ̄1Γ0Γ1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − sin θλ̄1Γ0Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3

− cos θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − cos2 θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 + sin θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3

− sin2 θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + sin θ cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ2λ3]. (C.28)

El siguiente término,

T2,11 = t̃ũ

32 λ̄1ΓMλ2λ̄4(k1 · Γ)ΓM(k2 · Γ)λ3

= t̃ũ

32k1,Nk2,P [λ̄1Γ0λ2λ̄4ΓNΓ0ΓPλ3 + λ̄1Γiλ2λ̄4ΓNΓiΓPλ3]

= t̃ũ

32[k0
1k

0
2λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0Γ0Γ0λ3 − k0

1k
1
2λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0Γ0Γ1λ3 − k1

1k
0
2λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1Γ0Γ0λ3

+ k1
1k

1
2λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1Γ0Γ1λ3 + k0

1k
0
2λ̄1Γiλ2λ̄4Γ0ΓiΓ0λ3 − k0

1k
1
2λ̄1Γiλ2λ̄4Γ0ΓiΓ1λ3

− k1
1k

0
2λ̄1Γiλ2λ̄4Γ1ΓiΓ0λ3 + k1

1k
1
2λ̄1Γiλ2λ̄4Γ1ΓiΓ1λ3]

= t̃ũ

32[k0
1k

0
2λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0Γ0Γ0λ3 − k0

1k
1
2λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0Γ0Γ1λ3 − k1

1k
0
2λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1Γ0Γ0λ3

+ k1
1k

1
2λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1Γ0Γ1λ3 + k0

1k
0
2λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γi>2Γ0λ3 + k0

1k
0
2λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0Γ1Γ0λ3

+ k0
1k

0
2λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ2Γ0λ3 − k0

1k
1
2λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γi>2Γ1λ3 − k0

1k
1
2λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0Γ1Γ1λ3

− k0
1k

1
2λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ2Γ1λ3 − k1

1k
0
2λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ1Γi>2Γ0λ3 − k1

1k
0
2λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1Γ1Γ0λ3

− k1
1k

0
2λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1Γ2Γ0λ3 + k1

1k
1
2λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ1Γi>2Γ1λ3 + k1

1k
1
2λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1Γ1Γ1λ3

+ k1
1k

1
2λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1Γ2Γ1λ3]

= t̃ũ

32[k0
1k

0
2λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − k0

1k
1
2λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 − k1

1k
0
2λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3

+ k1
1k

1
2λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − k0

1k
0
2λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − k0

1k
0
2λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3

− k0
1k

0
2λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − k0

1k
1
2λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γi>2Γ1λ3 + k0

1k
1
2λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3

+ k0
1k

1
2λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ1Γ2λ3 − k1

1k
0
2λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ1Γi>2Γ0λ3 + k1

1k
0
2λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3

− k1
1k

0
2λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ1Γ2λ3 + k1

1k
1
2λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − k1

1k
1
2λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3

+ k1
1k

1
2λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3]

= t̃ũ

32[ s̃4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3

− s̃

4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3

− s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 + s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γi>2Γ1λ3 − s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3

− s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ1Γ2λ3 − s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ1Γi>2Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3

− s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ1Γ2λ3 − s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3

− s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3]
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= − s̃t̃ũ

64 [λ̄1Γi>1λ2λ̄4Γi>1λ3 + λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γ1Γi>2λ3 + λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ1Γ2λ3]

= − s̃t̃ũ

64 [λ̄1Γi>1λ2λ̄4Γi>1λ3 − λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γ1Γi>2λ3 − λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ1Γ2λ3].

(C.29)

El siguiente término,

T2,12 = t̃2

256 λ̄1(k2 · Γ)ΓMΓNλ2λ̄4ΓNΓM(k4 · Γ)λ3

= t̃2

16k
[M
2 λ̄1ΓN ]λ2k4[M λ̄4ΓN ]λ3

= t̃2

16[k[0
2 λ̄1Γ1]λ2k4[0λ̄4Γ1]λ3 + k

[0
2 λ̄1Γ2]λ2k4[0λ̄4Γ2]λ3 + k

[1
2 λ̄1Γ0]λ2k4[1λ̄4Γ0]λ3

+ k
[1
2 λ̄1Γ2]λ2k4[1λ̄4Γ2]λ3 + k

[2
2 λ̄1Γ0]λ2k4[2λ̄4Γ0]λ3 + k

[2
2 λ̄1Γ1]λ2k4[2λ̄4Γ1]λ3

+ k
[0
2 λ̄1Γi>2]λ2k4[0λ̄4Γi>2]λ3 + k

[1
2 λ̄1Γi>2]λ2k4[1λ̄4Γi>2]λ3 + k

[2
2 λ̄1Γi>2]λ2k4[2λ̄4Γi>2]λ3]

+ k
[i>2
2 λ̄1Γ0]λ2k4[i>2λ̄4Γ0]λ3 + k

[i>2
2 λ̄1Γ1]λ2k4[i>2λ̄4Γ1]λ3 + k

[i>2
2 λ̄1Γ2]λ2k4[i>2λ̄4Γ2]λ3]

= t̃2

64[ s̃4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 + s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3

+ s̃

16 cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

16 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3

+ s̃

4 cos θλ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3]

= s̃t̃2

128[λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 + sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

+ cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 − 2 ũ
s̃
λ̄1Γi>1λ2λ̄4Γi>1λ3]. (C.30)
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El siguiente término,

T2,13 = t̃2

256 λ̄1ΓMΓN(k1 · Γ)λ2λ̄4(k3 · Γ)ΓNΓMλ3

= t̃2

16k
[N
1 λ̄1ΓM ]λ2k3[N λ̄4ΓM ]λ3

= t̃2

16[k[0
1 λ̄1Γ1]λ2k3[0λ̄4Γ1]λ3 + k

[0
1 λ̄1Γ2]λ2k3[0λ̄4Γ2]λ3 + k

[0
1 λ̄1Γi>2]λ2k3[0λ̄4Γi>2]λ3

+ k
[1
1 λ̄1Γ0]λ2k3[1λ̄4Γ0]λ3 + k

[1
1 λ̄1Γ2]λ2k3[1λ̄4Γ2]λ3 + k

[1
1 λ̄1Γi>2]λ2k3[1λ̄4Γi>2]λ3

+ k
[2
1 λ̄1Γi>2]λ2k3[2λ̄4Γi>2]λ3 + k

[2
1 λ̄1Γ0]λ2k3[2λ̄4Γ0]λ3 + k

[2
1 λ̄1Γ1]λ2k3[2λ̄4Γ1]λ3

+ k
[i>2
1 λ̄1Γ0]λ2k3[i>2λ̄4Γ0]λ3 + k

[i>2
1 λ̄1Γ1]λ2k3[i>2λ̄4Γ1]λ3 + k

[i>2
1 λ̄1Γ2]λ2k3[i>2λ̄4Γ2]λ3]

= t̃2

64[ s̃4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3

− s̃

4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

− s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

− s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3]

= t̃2

64[ s̃2 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

2 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

2 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3

+ s̃

2 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − ũλ̄1Γi>1λ2λ̄4Γi>1λ3 − s̃

2 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

− s̃

2 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3]

= s̃t̃2

128[λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 − λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3

+ cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − 2 ũ
s̃
λ̄1Γi>1λ2λ̄4Γi>1λ3 − sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

− sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3].
(C.31)
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El siguiente término,

T2,14 = t̃2

32 λ̄1(k3 · Γ)ΓM(k4 · Γ)λ2λ̄4ΓMλ3

= t̃2

32k3,Pk4,N λ̄1ΓPΓMΓNλ2λ̄4ΓMλ3

= t̃2

32[k3,Pk4,N λ̄1ΓPΓ0ΓNλ2λ̄4Γ0λ3 + k3,Pk4,N λ̄1ΓPΓiΓNλ2λ̄4Γiλ3]

= t̃2

32[k0
3k

0
4λ̄1Γ0Γ0Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − k0

3k
1
4λ̄1Γ0Γ0Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 − k0

3k
2
4λ̄1Γ0Γ0Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

− k1
3k

0
4λ̄1Γ1Γ0Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + k1

3k
1
4λ̄1Γ1Γ0Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + k1

3k
2
4λ̄1Γ1Γ0Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

− k2
3k

0
4λ̄1Γ2Γ0Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + k2

3k
1
4λ̄1Γ2Γ0Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + k2

3k
2
4λ̄1Γ2Γ0Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

+ k0
3k

0
4λ̄1Γ0ΓiΓ0λ2λ̄4Γiλ3 − k0

3k
1
4λ̄1Γ0ΓiΓ1λ2λ̄4Γiλ3 − k0

3k
2
4λ̄1Γ0ΓiΓ2λ2λ̄4Γiλ3

− k1
3k

0
4λ̄1Γ1ΓiΓ0λ2λ̄4Γiλ3 + k1

3k
1
4λ̄1Γ1ΓiΓ1λ2λ̄4Γiλ3 + k1

3k
2
4λ̄1Γ1ΓiΓ2λ2λ̄4Γiλ3

− k2
3k

0
4λ̄1Γ2ΓiΓ0λ2λ̄4Γiλ3 + k2

3k
1
4λ̄1Γ2ΓiΓ1λ2λ̄4Γiλ3 + k2

3k
2
4λ̄1Γ2ΓiΓ2λ2λ̄4Γiλ3]

= t̃2

32[k0
3k

0
4λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − k0

3k
1
4λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 − k0

3k
2
4λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

− k1
3k

0
4λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + k1

3k
1
4λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − k1

3k
2
4λ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

− k2
3k

0
4λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 + k2

3k
1
4λ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 + k2

3k
2
4λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3

− k0
3k

0
4λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − k0

3k
0
4λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − k0

3k
0
4λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

− k0
3k

1
4λ̄1Γ0Γi>2Γ1λ2λ̄4Γi>2λ3 − k0

3k
1
4λ̄1Γ0Γ1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − k0

3k
1
4λ̄1Γ0Γ2Γ1λ2λ̄4Γ2λ3

− k0
3k

2
4λ̄1Γ0Γi>2Γ2λ2λ̄4Γi>2λ3 − k0

3k
2
4λ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 − k0

3k
2
4λ̄1Γ0Γ2Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

− k1
3k

0
4λ̄1Γ1Γi>2Γ0λ2λ̄4Γi>2λ3 − k1

3k
0
4λ̄1Γ1Γ1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 − k1

3k
0
4λ̄1Γ1Γ2Γ0λ2λ̄4Γ2λ3

+ k1
3k

1
4λ̄1Γ1Γi>2Γ1λ2λ̄4Γi>2λ3 + k1

3k
1
4λ̄1Γ1Γ1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + k1

3k
1
4λ̄1Γ1Γ2Γ1λ2λ̄4Γ2λ3

+ k1
3k

2
4λ̄1Γ1Γi>2Γ2λ2λ̄4Γi>2λ3 + k1

3k
2
4λ̄1Γ1Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + k1

3k
2
4λ̄1Γ1Γ2Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

− k2
3k

0
4λ̄1Γ2Γi>2Γ0λ2λ̄4Γi>2λ3 − k2

3k
0
4λ̄1Γ2Γ1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 − k2

3k
0
4λ̄1Γ2Γ2Γ0λ2λ̄4Γ2λ3

+ k2
3k

1
4λ̄1Γ2Γi>2Γ1λ2λ̄4Γi>2λ3 + k2

3k
1
4λ̄1Γ2Γ1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + k2

3k
1
4λ̄1Γ2Γ2Γ1λ2λ̄4Γ2λ3

+ k2
3k

2
4λ̄1Γ2Γi>2Γ2λ2λ̄4Γi>2λ3 + k2

3k
2
4λ̄1Γ2Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + k2

3k
2
4λ̄1Γ2Γ2Γ2λ2λ̄4Γ2λ3]

= t̃2

32[k0
3k

0
4λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − k0

3k
1
4λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 − k0

3k
2
4λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

− k1
3k

0
4λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + k1

3k
1
4λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − k1

3k
2
4λ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

− k2
3k

0
4λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 + k2

3k
1
4λ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 + k2

3k
2
4λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3

− k0
3k

0
4λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − k0

3k
0
4λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − k0

3k
0
4λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ k0
3k

1
4λ̄1Γ0Γ1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + k0

3k
1
4λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 + k0

3k
1
4λ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ k0
3k

2
4λ̄1Γ0Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − k0

3k
2
4λ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + k0

3k
2
4λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ2λ3

− k1
3k

0
4λ̄1Γ0Γ1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + k1

3k
0
4λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 − k1

3k
0
4λ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ k1
3k

1
4λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − k1

3k
1
4λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + k1

3k
1
4λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3
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− k1
3k

2
4λ̄1Γ1Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − k1

3k
2
4λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 − k1

3k
2
4λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ2λ3

− k2
3k

0
4λ̄1Γ0Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + k2

3k
0
4λ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + k2

3k
0
4λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ2λ3

+ k2
3k

1
4λ̄1Γ1Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − k2

3k
1
4λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 − k2

3k
1
4λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ2λ3

+ k2
3k

2
4λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + k2

3k
2
4λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − k2

3k
2
4λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3]

= t̃2

32[ s̃4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

4 cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

4 cos2 θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

4 sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

4 sin2 θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3

− s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃

4 cos θλ̄1Γ0Γ1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃

4 sin θλ̄1Γ0Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

4 sin θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 sin θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃

4 cos θλ̄1Γ0Γ1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

4 cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 cos θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

− s̃

4 cos2 θλ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

4 cos2 θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 cos2 θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ1Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃

4 sin θλ̄1Γ0Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

4 sin θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 sin θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ2λ3

− s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ1Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 sin θ cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ2λ3

− s̃

4 sin2 θλ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

4 sin2 θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 sin2 θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3]

= t̃2

32[− s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

2 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3

+ s̃

2 cos θλ̄1Γ0Γ1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

2 cos θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃

2 sin θλ̄1Γ0Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

2 sin θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3

+ s̃

4 cos2 θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 cos2 θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃

2 sin θ cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

2 sin θ cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ2λ3

− s̃

4 sin2 θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 sin2 θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3]

= t̃2

32[− s̃

2 sin2 θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

2 cos2 θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − s̃

2 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3

+ s̃

2 cos θλ̄1Γ0Γ1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

2 cos θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3
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+ s̃

2 sin θλ̄1Γ0Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

2 sin θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

2 sin θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ2λ3

+ s̃

2 sin θ cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

2 sin θ cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ2λ3]

= s̃t̃2

64 [− sin2 θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − cos2 θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3

+ cos θλ̄1Γ0Γ1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + cos θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 + sin θλ̄1Γ0Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3

− sin θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + sin θ cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + sin θ cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ2λ3].
(C.32)

Llegamos al último término de la forma T2,i,

T2,15 = t̃2

32 λ̄1ΓMλ2λ̄4(k2 · Γ)ΓM(k1 · Γ)λ3

= t̃2

32k2,Nk1,P λ̄1ΓMλ2λ̄4ΓNΓMΓPλ3

= t̃2

32[k2,Nk1,P λ̄1Γ0λ2λ̄4ΓNΓ0ΓPλ3 + k2,Nk1,P λ̄1Γiλ2λ̄4ΓNΓiΓPλ3]

= t̃2

32[k2,0k1,0λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0Γ0Γ0λ3 + k2,0k1,1λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0Γ0Γ1λ3

+ k2,1k1,0λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1Γ0Γ0λ3 + k2,1k1,1λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1Γ0Γ1λ3 + k2,0k1,0λ̄1Γiλ2λ̄4Γ0ΓiΓ0λ3

+ k2,0k1,1λ̄1Γiλ2λ̄4Γ0ΓiΓ1λ3 + k2,1k1,0λ̄1Γiλ2λ̄4Γ1ΓiΓ0λ3 + k2,1k1,1λ̄1Γiλ2λ̄4Γ1ΓiΓ1λ3]

= t̃2

32[k0
2k

0
1λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0Γ0Γ0λ3 − k0

2k
1
1λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0Γ0Γ1λ3 − k1

2k
0
1λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1Γ0Γ0λ3

+ k1
2k

1
1λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1Γ0Γ1λ3 + k0

2k
0
1λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γi>2Γ0λ3 + k0

2k
0
1λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0Γ1Γ0λ3

+ k0
2k

0
1λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ2Γ0λ3 − k0

2k
1
1λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γi>2Γ1λ3 − k0

2k
1
1λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0Γ1Γ1λ3

− k0
2k

1
1λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ2Γ1λ3 − k1

2k
0
1λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ1Γi>2Γ0λ3

− k1
2k

0
1λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1Γ1Γ0λ3 − k1

2k
0
1λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1Γ2Γ0λ3

+ k1
2k

1
1λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ1Γi>2Γ1λ3 + k1

2k
1
1λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1Γ1Γ1λ3

+ k1
2k

1
1λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1Γ2Γ1λ3]

= t̃2

32[ s̃4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 + s̃

4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3

− s̃

4 λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3

− s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 + s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γ1Γi>2λ3 + s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3

+ s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ1Γ2λ3 + s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γ1Γi>2λ3
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− s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ1Γ2λ3

− s̃

4 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + s̃

4 λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − s̃

4 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3]

= t̃2

32[− s̃

2 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − s̃

2 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 + s̃

2 λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γ1Γi>2λ3

+ s̃

2 λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ1Γ2λ3]

= − s̃t̃2

64 [λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 + λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γ1Γi>2λ3

+ λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ1Γ2λ3]. (C.33)
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Apéndice D

Los términos de K4−Dilatinos
c

En este apéndice pasamos en limpio los resultados del apéndice C para mayor cla-
ridad. Mostramos explícitamente los términos de la forma T1,i y T2,i, considerando la
cinemática (5.32), para i ≥ 4. Comenzando,

T1,4 = − s̃2

32[ ũ2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − ũ

2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 − ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − t̃

2 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

− t̃

2 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 + ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

+ t̃

2 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 + t̃

2 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ1Γi>2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ2Γi>2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ1Γ2Γi>2λ4] , (D.1)

T1,5 = − s̃2

32[ ũ2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

− ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − t̃

2 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 − t̃

2 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ ũ

2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + t̃

2 λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ2λ4 + t̃

2 λ̄2Γ0Γ1Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

− s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ1Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4]

(D.2)
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T1,6 = − s̃3

128[λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + cos θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 − sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4

− 2 ũ
s̃
λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4] , (D.3)

T1,7 = − s̃3

128[λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 + λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

+ cos θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 + sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4 − sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4

− 2 ũ
s̃
λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4] , (D.4)

T1,8 = − s̃ũ

32 [ ũ2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ0λ4 − ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − t̃

2 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

− t̃

2 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + ũ

2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 − t̃

2 λ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

− t̃

2 λ̄2Γ0Γ1Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ0Γ1Γ2λ3λ̄1Γ1λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ1Γ2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4] , (D.5)

T1,9 = − s̃ũ

32 [ ũ2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − ũ

2 λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 − ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − t̃

2 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ2λ4

− t̃

2 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γi>2λ4 − t̃

2 λ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ1Γi>2λ4 + ũ

2 λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4

− t̃

2 λ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ0Γ2Γi>2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0Γ1Γ2λ4 − s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ0λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γi>2λ3λ̄1Γ1Γ2Γi>2λ4 + s̃

4 sin θλ̄2Γ1λ3λ̄1Γ2λ4

+ s̃

4 sin θλ̄2Γ2λ3λ̄1Γ1λ4] , (D.6)

T1,10 = − s̃2ũ

128[−λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

− λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − 2λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4] , (D.7)
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T1,11 = − s̃2ũ

128[−λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ1λ4 − λ̄2Γ1λ3λ̄1Γ0λ4 − λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ1λ4

− λ̄2Γ0λ3λ̄1Γ0λ4 − 2λ̄2Γi>1λ3λ̄1Γi>1λ4] , (D.8)

T1,12 = − s̃2t̃

1024[λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 − λ̄2Γ0ΓMΓNλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

+ cos θλ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4 − cos θλ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4

− sin θλ̄2ΓMΓNΓ2λ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 + sin θλ̄2ΓMΓNΓ2λ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4] ,(D.9)

T1,13 = − s̃2t̃

1024[λ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4 − cos θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4

− sin θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ2λ4 − λ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4

+ cos θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4 + sin θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1ΓMΓNΓ2λ4] ,(D.10)

T1,14 = − s̃2t̃

1024[−λ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 − cos2θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

+ cos θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4 + sin θλ̄2Γ0ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4

+ cos θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 − sin θ cos θλ̄2Γ1ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4

+ sin θλ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ0ΓNΓMλ4 − sin θ cos θλ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ1ΓNΓMλ4

− sin2 θλ̄2Γ2ΓNΓMλ3λ̄1Γ2ΓNΓMλ4] , (D.11)

T1,15 = − s̃2t̃

1024[−λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4 − λ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4

+ λ̄2ΓMΓNΓ0λ3λ̄1ΓMΓNΓ1λ4 + λ̄2ΓMΓNΓ1λ3λ̄1ΓMΓNΓ0λ4] . (D.12)

También los siguientes términos:

T2,4 = s̃2t̃

1024[λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 − λ̄1Γ0ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ cos θλ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 − cos θλ̄1Γ1ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ sin θλ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 − sin θλ̄1Γ2ΓNΓMλ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3],
(D.13)

T2,5 = s̃2t̃

1024[λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 − cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3

− sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4ΓMΓNΓ0λ3 + λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3

− cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3 − sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4ΓMΓNΓ1λ3],
(D.14)
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T2,6 = s̃2t̃

1024[λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3

+ sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3 + sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3],
(D.15)

T2,7 = s̃2t̃

1024[λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3

+ sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ0ΓNΓMλ3 + λ̄1ΓMΓNΓ0λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3

+ cos θλ̄1ΓMΓNΓ1λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3 + sin θλ̄1ΓMΓNΓ2λ2λ̄4Γ1ΓNΓMλ3],
(D.16)

T2,8 = s̃t̃ũ

128[λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 + cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3

− λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 + sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 + sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3

− 2 t̃
s̃
λ̄1Γi>1λ2λ̄4Γi>1λ3] , (D.17)

T2,9 = s̃t̃ũ

128[λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3

− cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 − 2 t̃
s̃
λ̄1Γi>1λ2λ̄4Γi>1λ3

+ sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3] , (D.18)

T2,10 = s̃t̃ũ

64 [−λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − cos θλ̄1Γ0Γ1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3

− sin θλ̄1Γ0Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − cos θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

− cos2 θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 + sin θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3

− sin2 θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + sin θ cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ2λ3] , (D.19)

T2,11 = − s̃t̃ũ

64 [λ̄1Γi>1λ2λ̄4Γi>1λ3 − λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γ1Γi>2λ3

− λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ1Γ2λ3] (D.20)

T2,12 = s̃t̃2

128[λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 + cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 + λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 + sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3

+ cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3 − sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 − 2 ũ
s̃
λ̄1Γi>1λ2λ̄4Γi>1λ3] , (D.21)
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T2,13 = s̃t̃2

128[λ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ0λ3 − λ̄1Γ0λ2λ̄4Γ1λ3 + cos θλ̄1Γ0λ2λ̄4Γ0λ3

− 2 ũ
s̃
λ̄1Γi>1λ2λ̄4Γi>1λ3 − sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0λ3 − sin θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3] , (D.22)

T2,14 = s̃t̃2

64 [−sin2θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ1λ3 − cos2θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 − λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3

+ cos θλ̄1Γ0Γ1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + cos θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3

+ sin θλ̄1Γ0Γ2Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 − sin θλ̄1Γ0Γ1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3

+ sin θ cos θλ̄1Γ2λ2λ̄4Γ1λ3 + sin θ cos θλ̄1Γ1λ2λ̄4Γ2λ3] , (D.23)

T2,15 = − s̃t̃2

64 [λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γi>2λ3 + λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ2λ3 + λ̄1Γi>2λ2λ̄4Γ0Γ1Γi>2λ3

+ λ̄1Γ2λ2λ̄4Γ0Γ1Γ2λ3] . (D.24)
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Apéndice E

Los términos de
K2 dilatones−2 dilatinos

c

En este apéndice mostramos los resultados de cada uno de los 30 términos presentes
en la suma de los dos productos tensoriales de (5.56). Cada uno de estos términos tiene
su pareja s̃-ũ dual, la cual será aclarada en cada caso. Comenzando, tenemos:

T1,1 = − 1
4 · 16(s̃ũζ1 · ζ4ζ3 · ζ2) ⊗ ũ

2 · 8 ū1Γ · ζ2Γ · (k3 + k4)Γ · ζ3u4

= −Φ2Φ3s̃ũ
2

8192

6s̃λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k2) + 6t̃λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k4) + 8s̃λ̄1(k̄2 · Γ)λ4

+ 6t̃λ̄1(k̄2 · Γ)λ4 + 2t̃λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)λ4 − 2t̃(k̄2 · k1)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

+ 16(k̄2 · k1)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 6s̃(k̄2 · k3)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 − 4(k̄2 · k3)(k̄3 · k1)λ̄1(k3 · Γ)λ4

− 4(k̄2 · k4)(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 8s̃(k̄3 · k̄2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 4t̃(k̄3 · k̄2)λ̄1(k3 · Γ)λ4

− 8s̃λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 − 2t̃λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 + 16(k̄3 · k4)λ̄1(k3 · Γ)λ4 + 64λ̄1(k3 · Γ)λ4

 .
(E.1)

Notar que se puede obtener T1,2 intercambiando la partícula 2 por la 3 y viceversa
sobre T1,1 . Los términos de la forma T2,j son:

T2,1 = − 1
4 · 16(s̃t̃ζ1 · ζ3ζ4 · ζ2) ⊗ ũ

2 · 8 ū1Γ · ζ2Γ · (k3 + k4)Γ · ζ3u4

= −Φ2Φ3s̃t̃ũ

8192

− 10s̃λ̄1(k̄2 · Γ)λ4 − 2t̃λ̄1(k̄2 · Γ)λ4 − 2ũλ̄1(k̄2 · Γ)λ4

− t̃λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)λ4 − 2λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 − 2t̃(k̄2 · k1)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

+ 4(k̄2 · k1)(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 8(k̄2 · k1)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 2s̃(k̄2 · k3)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4
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− 2(k̄2 · k3)λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + 4(k̄2 · k3)(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4

− 2s̃(k̄3 · k̄2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 4t̃(k̄3 · k̄2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 + 6s̃λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 − 2t̃λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

+ 4(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 12(k̄3 · k4)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 48λ̄1(k3 · Γ)λ4

 , (E.2)

T2,2 = − 1
4 · 16(s̃t̃ζ1 · ζ3ζ4 · ζ2) ⊗ s̃

2 · 8 ū1Γ · ζ3Γ · (k2 + k4)Γ · ζ2u4

= −Φ2Φ3s̃
2t̃

8192

10ũλ̄1(k̄2 · Γ)λ4 + 10λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 − 4ũ(k̄2 · k3)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

+ 20(k̄2 · k3)λ̄1(k2 · Γ)λ4 + 4(k̄2 · k4)λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 + 20(k̄2 · k4)λ̄1(k2 · Γ)λ4

− 2ũλ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + 4λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 + 84λ̄1(k2 · Γ)λ4

 .
(E.3)

Notar que se puede obtener T3,1 y T3,2 intercambiando la partícula 2 por la 3 y
viceversa sobre T2,2 y T2,1 respectivamente.

Los términos de la forma T4,j son:

T4,1 = s̃

2 · 16(ζ1 · k4ζ3 · k2ζ4 · ζ2) ⊗ ũ

2 · 8 ū1Γ · ζ2Γ · (k3 + k4)Γ · ζ3u4

= Φ2Φ3s̃ũ

4096

− s̃t̃λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k2) + t̃2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k4) + t̃ũλ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k4)

+ s̃ũλ̄1(k̄2 · Γ)λ4 − ũλ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4(k̄3 · k2) + t̃ũ(k̄2 · k1)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

− 2t̃(k̄2 · k1)(k̄3 · k4)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 2ũ(k̄2 · k3)(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4

+ s̃t̃(k̄2 · k4)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 − 4t̃(k̄2 · k4)(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 2s̃(k̄2 · k4)λ̄1(k3 · Γ)λ4

+ s̃t̃(k̄3 · k̄2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 + t̃ũ(k̄3 · k̄2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − s̃t̃λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 + t̃ũλ̄1(k̄3 · Γ)λ4

− 2ũ(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 4t̃(k̄3 · k4)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 6t̃λ̄1(k3 · Γ)λ4

 , (E.4)

T4,2 = s̃

2 · 16(ζ1 · k4ζ3 · k2ζ4 · ζ2) ⊗ s̃

2 · 8 ū1Γ · ζ3Γ · (k2 + k4)Γ · ζ2u4

= Φ2Φ3s̃
2

4096

4t̃ũλ̄1(k̄3 · Γ)λ4 + 2t̃(k̄3 · k2)λ̄1(k2 · Γ)λ4 + 8t̃(k̄3 · k4)λ̄1(k2 · Γ)λ4

− 10t̃λ̄1(k2 · Γ)λ4

. (E.5)

Notar que se puede obtener T14,1 y T14,2 intercambiando la partícula 2 por la 3 y
viceversa sobre T4,2 y T4,1 respectivamente.
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Los términos de la forma T5,j son:

T5,1 = s̃

2 · 16(ζ2 · k3ζ4 · k1ζ1 · ζ3) ⊗ ũ

2 · 8 ū1Γ · ζ2Γ · (k3 + k4)Γ · ζ3u4

= Φ2Φ3s̃ũ

4096

− s̃t̃λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k1) + t̃2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k4) + t̃2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4

− t̃λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4(k̄3 · k4) − 3t̃λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

+ s̃t̃(k̄2 · k1)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 + s̃t̃(k̄2 · k3)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 + ũ(k̄2 · k3)λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

− 2t̃(k̄2 · k3)(k̄3 · k1)λ̄1(k3 · Γ)λ4 + 2t̃(k̄2 · k3)(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4

+ 2t̃(k̄2 · k3)(k̄3 · k4)λ̄1(k3 · Γ)λ4 + 2t̃(k̄2 · k3)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − t̃2(k̄3 · k̄2)λ̄1(k3 · Γ)λ4

+ s̃t̃λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 − s̃λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 − 6t̃λ̄1(k3 · Γ)λ4

 , (E.6)

T5,2 = s̃

2 · 16(ζ2 · k3ζ4 · k1ζ1 · ζ3) ⊗ s̃

2 · 8 ū1Γ · ζ3Γ · (k2 + k4)Γ · ζ2u4,

= Φ2Φ3s̃
2

4096

5t̃λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4(k̄2 · k4) + 4t̃λ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

+ 2t̃(k̄2 · k3)λ̄1(k2 · Γ)λ4 − 10t̃λ̄1(k2 · Γ)λ4

 . (E.7)

Notar que se puede obtener T15,1 y T15,2 intercambiando la partícula 2 por la 3 y
viceversa sobre T5,2 y T5,1 respectivamente. Los términos de la forma T6,j son:

T6,1 = s̃

2 · 16(ζ1 · k3ζ4 · k2ζ3 · ζ2) ⊗ ũ

2 · 8 ū1Γ · ζ2Γ · (k3 + k4)Γ · ζ3u4

= Φ2Φ3s̃ũ

4096

− s̃t̃λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k2) − t̃2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k4) − s̃ũλ̄1(k̄2 · Γ)λ4

+ t̃ũλ̄1(k̄2 · Γ)λ4 + t̃ũ

2 λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + s̃λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4(k̄3 · k2)

+ t̃λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4(k̄3 · k4) + s̃λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

+ 2s̃t̃(k̄2 · k3)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 − s̃(k̄2 · k3)λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

+ t̃(k̄2 · k3)λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 − 2t̃(k̄2 · k3)(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4

+ 2ũ(k̄2 · k3)(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 + 2t̃(k̄2 · k3)(k̄3 · k4)λ̄1(k3 · Γ)λ4 + 2t̃(k̄2 · k3)λ̄1(k3 · Γ)λ4

− t̃ũ(k̄3 · k̄2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 + s̃t̃λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 − s̃λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + 2t̃λ̄1(k3 · Γ)λ4

+ 6ũλ̄1(k3 · Γ)λ4

 , (E.8)
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T6,2 = s̃

2 · 16(ζ1 · k3ζ4 · k2ζ3 · ζ2) ⊗ s̃

2 · 8 ū1Γ · ζ3Γ · (k2 + k4)Γ · ζ2u4

= Φ2Φ3s̃
2

4096

− t̃ũλ̄1(k̄2 · Γ)λ4 + ũλ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 + t̃ũ(k̄2 · k3)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

+ 2ũ(k̄2 · k3)λ̄1(k2 · Γ)λ4 − t̃(k̄2 · k4)λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 − 2t̃(k̄2 · k4)λ̄1(k2 · Γ)λ4

+ t̃ũ

2 λ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 − t̃λ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 − ũλ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

− 2t̃λ̄1(k2 · Γ)λ4 − 6ũλ̄1(k2 · Γ)λ4

 . (E.9)

Notar que se puede obtener T12,1 y T12,2 intercambiando la partícula 2 por la 3 y
viceversa sobre T6,2 y T6,1 respectivamente. Los términos de la forma T7,j son:

T7,1 = s̃

2 · 16(ζ2 · k4ζ3 · k1ζ1 · ζ4) ⊗ ũ

2 · 8 ū1Γ · ζ2Γ · (k3 + k4)Γ · ζ3u4

= Φ2Φ3s̃ũ

4096

− 3s̃ũλ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k1) − 3ũ2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k4) − 3ũ2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4

− ũ2λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + 3ũλ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + ũ2(k̄2 · k1)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

+ s̃ũ(k̄2 · k4)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 − 2ũ(k̄2 · k4)λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

− 6s̃(k̄2 · k4)(k̄3 · k1)λ̄1(k3 · Γ)λ4 + 4ũ(k̄2 · k4)(k̄3 · k1)λ̄1(k3 · Γ)λ4

− 6ũ(k̄2 · k4)(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 6ũ(k̄2 · k4)(k̄3 · k4)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 6ũ(k̄2 · k4)λ̄1(k3 · Γ)λ4

+ ũ2(k̄3 · k̄2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 + ũ2λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 − 3ũλ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4

− 6ũ(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − t̃λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 6ũλ̄1(k3 · Γ)λ4

 , (E.10)

T7,2 = s̃

2 · 16(ζ2 · k4ζ3 · k1ζ1 · ζ4) ⊗ s̃

2 · 8 ū1Γ · ζ3Γ · (k2 + k4)Γ · ζ2u4

= Φ2Φ3s̃
2

4096

2ũ2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k1) + ũ2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4 − 2ũλ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4(k̄3 · k1)

+ ũλ̄1(k̄2 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4 − 6ũ(k̄2 · k3)(k̄3 · k1)λ̄1(k2 · Γ)λ4 − 6ũ2(k̄2 · k4)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

+ 2s̃(k̄2 · k4)(k̄3 · k1)λ̄1(k2 · Γ)λ4 − 12ũ(k̄2 · k4)(k̄3 · k1)λ̄1(k2 · Γ)λ4

+ 2ũ(k̄2 · k4)(k̄3 · k4)λ̄1(k2 · Γ)λ4 − 2t̃(k̄2 · k4)λ̄1(k2 · Γ)λ4 + ũ2(k̄3 · k̄2)λ̄1(k2 · Γ)λ4

− 3ũ2λ̄1(k̄3 · Γ)λ4 − ũ2λ̄1(k̄3 · Γ)(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)λ4 − ũλ̄1(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

− 2t̃(k̄3 · k1)λ̄1(k2 · Γ)λ4 − 6ũ(k̄3 · k1)λ̄1(k2 · Γ)λ4 − 2ũ(k̄3 · k2)λ̄1(k2 · Γ)λ4

+ 2s̃λ̄1(k2 · Γ)λ4

 . (E.11)

Notar que se puede obtener T13,1 y T13,2 intercambiando la partícula 2 por la 3 y
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viceversa sobre T7,2 y T7,1 respectivamente. Los términos de la forma T8,j son:

T8,1 = t̃

2 · 16(ζ2 · k1ζ4 · k3ζ3 · ζ1) ⊗ ũ

2 · 8 ū1Γ · ζ2Γ · (k3 + k4)Γ · ζ3u4

= Φ2Φ3t̃ũ

4096

− 2s̃2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4 + s̃2

2 λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k3 · Γ)λ4 − s̃t̃(k̄2 · k1)λ̄1(k̄3 · Γ)λ4

+ s̃(k̄2 · k1)λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + 2s̃(k̄2 · k1)(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4

− 2t̃(k̄2 · k1)(k̄3 · k4)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 8s̃(k̄2 · k1)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 2t̃(k̄2 · k1)λ̄1(k3 · Γ)λ4

+ s̃(k̄2 · k3)λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 + 2s̃(k̄2 · k3)(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4

− ũλ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 − 2ũ(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4

 , (E.12)

T8,2 = t̃

2 · 16(ζ2 · k1ζ4 · k3ζ3 · ζ1) ⊗ s̃

2 · 8 ū1Γ · ζ3Γ · (k2 + k4)Γ · ζ2u4

= Φ2Φ3s̃t̃

4096

8t̃(k̄2 · k1)λ̄1(k2 · Γ)λ4 + 8s̃(k̄2 · k3)λ̄1(k2 · Γ)λ4 − 8ũλ̄1(k2 · Γ)λ4

 . (E.13)

Notar que se puede obtener T11,1 y T11,2 intercambiando la partícula 2 por la 3 y
viceversa sobre T8,2 y T8,1 respectivamente. Los términos de la forma T9,j son:

T9,1 = t̃

2 · 16(ζ3 · k4ζ1 · k2ζ2 · ζ4) ⊗ ũ

2 · 8 ū1Γ · ζ2Γ · (k3 + k4)Γ · ζ3u4

= Φ2Φ3t̃ũ

4096

− s̃2λ̄1(k̄2 · Γ)λ4(k̄3 · k2) − s̃2

2 λ̄1(k̄2 · Γ)(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)λ4

− s̃λ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4(k̄3 · k2) + ũλ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4(k̄3 · k4)
+ ũλ̄1(k̄2 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 − 3s̃λ̄1(k̄3 · Γ)(k2 · Γ)(k3 · Γ)λ4 − 8s̃(k̄3 · k2)λ̄1(k3 · Γ)λ4

− 16s̃(k̄3 · k4)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 2t̃(k̄3 · k4)λ̄1(k3 · Γ)λ4 − 6s̃λ̄1(k3 · Γ)λ4

+ 2ũλ̄1(k3 · Γ)λ4

 , (E.14)

T9,2 = t̃

2 · 16(ζ3 · k4ζ1 · k2ζ2 · ζ4) ⊗ s̃

2 · 8 ū1Γ · ζ3Γ · (k2 + k4)Γ · ζ2u4

= Φ2Φ3s̃t̃

4096

8s̃(k̄3 · k2)λ̄1(k2 · Γ)λ4 + 8t̃(k̄3 · k4)λ̄1(k2 · Γ)λ4 − 8ũλ̄1(k2 · Γ)λ4

 . (E.15)

Notar que se puede obtener T10,1 y T10,2 intercambiando la partícula 2 por la 3 y
viceversa sobre T9,2 y T9,1 respectivamente.
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Apéndice F

Armónicos esféricos sobre la S5

La intención de este apéndice es ver en mayor detalle la construcción de los armóni-
cos esféricos escalares sobre la S5, y también construir explícitamente algunos armónicos
escalares que son de mucha utilidad para el cálculo de la amplitud de dispersión de cua-
tro glueballs. Los estados de Kaluza-Klein obtenidos de la compactificación espontánea
de la supergravedad de tipo IIB sobre el AdS5 × S5 fueron derivados en un artículo
pionero en [94]. También notar la gran utilidad de [16], el cual da una relación explícita
entre los operadores de la teoría N = 4 SYM y los estados de Kaluza-Klein obtenidos
en [94].

Consideremos la representación irreducible de SU(4) con los números de Dynkin
[0, k, 0], con k ≥ 0. Hay una relación entre el segundo número de Dynkin k y la dimensión
de escala ∆ del operador de traza única de N = 4 SYM dada por ∆ = k + 4. La
dimensión de la representación [0, k, 0] se obtiene asociando un diagrama de Young con
k columnas de dos cajas cada una. La dimensión de esta representación irreducible está
dada por el cociente de dos tableaux de Young, lo cual deja [95, 96]

descalar(5, k) =
CA

5 + k
5

B
−
A

5 + k − 2
5

BD
(F.1)

Los armónicos esféricos sobre la S5 están etiquetados por (l1, l2, l3, l4, l5), donde los
li ≥ 0 son enteros. Ellos satisfacen l5 ≥ l4 ≥ l3 ≥ l2 ≥ l1 ≥ 0 y l5 ≡ k.

Los armónicos esféricos escalares sobre Sn−1 han sido obtenidos en [97]

Y
(s)

(ln−1,...,l1)(θ1, . . . , θn−1) = (−1)l1 1√
2π

eil1θ1
n−1Ù
j=2

jP̄
lj−1
lj

(θj) (F.2)

donde θj’s son los n − 1 ángulos sobre Sn−1. En esta construcción se han usado las
funciones de Legendre definidas como

jP̄
l
L(θ) =

öõõô2L+ j − 1
2

(L+ l + j − 2)!
(L− l)! (sin θ)

2−j
2 P

−(l+ j−2
2 )

(L+ j−2
2 ) (cos θ) (F.3)
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en términos de los polinomios de Legendre P−(l+ j−2
2 )

(L+ j−2
2 ) (cos θ). Los armónicos esféricos

escalares satisfacen

□Sn−1Y
(s)

(ln−1,...,l1)(θ1, . . . , θn−1) = −lln−1 (lln−1 + n− 2) Y (s)
(ln−1,...,l1)(θ1, . . . , θn−1) (F.4)

Nuestro interés se encuentra en la teoría N = 4 SYM con grupo de gauge SU(Nc),
la cual es dual a la teoría de supercuerdas de tipo IIB sobre el AdS5 × S5, por lo que
n− 1 = 5.

Consideremos algunos ejemplos. Para la representación irreducible [0, 0, 0] de SU(4),
donde k = 0, la dimensión es uno, donde el armónico esférico está dado en la ecuación
(6.28). Tomando k = 1, la representación es [0, 1, 0] de dimensión 6, la cual puede ser
vista como el cociente entre los siguientes tableaux de Young:

4
3

and 2
1

(F.5)

Obtuvimos los 6 armónicos esféricos escalares, los cuales tienen la forma:

Y
(s)

(1,0,0,0,0) =
√

6
π3/2 cos θ5, (F.6)

Y
(s)

(1,1,0,0,0) =
√

6
π3/2 cos θ4 sin θ5, (F.7)

Y
(s)

(1,1,1,0,0) = 2
√

6
π3/2

cos θ3 sin θ4 sin2
1
θ5
2

2
(1 + cos θ5)

sin θ5
, (F.8)

Y
(s)

(1,1,1,1,0) = 2
√

6
π3/2

cos θ2 sin θ3 sin θ4 sin2
1
θ5
2

2
(1 + cos θ5)

sin θ5
, (F.9)

Y
(s)

(1,1,1,1,1) = 2
√

3
π3/2 e−iθ1

sin θ2 sin θ3 sin θ4 sin2
1
θ5
2

2
(1 + cos θ5)

sin θ5
, (F.10)

Y
(s)

(1,1,1,1,−1) = 2
√

3
π3/2 eiθ1

sin θ2 sin θ3 sin θ4 sin2
1
θ5
2

2
(1 + cos θ5)

sin θ5
. (F.11)

donde hemos corroborado su ortonormalidad y también hemos calculado las integrales
de los cuatro armónicos esféricos escalares sobre la S5.

Para k = 2, la representación es [0, 2, 0], teniendo 20 armónicos esféricos escalares
ortogonales sobre la S5, dimensión que puede ser calculada del cociente entre los valores
de los siguientes tableaux de Young:

4 5
3 4

and 3 2
2 1

(F.12)

Los correspondientes 20 armónicos esféricos escalares pueden ser obtenidos de la
ecuación (F.2). La construcción de los armónicos esféricos espinoriales sobre la S5 se
puede ver en [34, 35, 97, 98].
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