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摘要: 鉴于临界点对称性方法在描述原子核形状相变中的成功应用，在强耦合方案下对原有描述偶偶核球形

到长椭形状相变的临界点对称性模型X(n)(n= 3,4,5)进行扩展，据此建立描述轴对称奇A核系统的SX(n)

临界点对称性。通过对X(n)模型与SX(n)模型的转动谱结构进行对比分析，揭示了SX(n)临界点模型的动

力学结构受模型维数n的影响较小且更接近刚性转子的模型特征，这些模型特征进一步通过检验过渡区核

素150,151,152,153Sm以及172,173,174,175Os中的相关转动带结构得到了初步证实。
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1 引言

从量子相变的观点来认识中重质量区核结构演化规

律 (原子核形状相变)是近二十年来核结构领域广泛关

注的热点问题。原子核形状相变的典型例子就是中子

数N = 90附近稀土区偶偶核素 (例如152Sm等)。从集

体模型 (几何模型)的角度来看，这类原子核系统的低

激发集体结构既不是典型的近球形系统的简谐振动模

式也不是标准的长椭球转动模式，而是介于两者之间的

过渡模式或者说是形状相变模式。原子核形状相变理论

的一个标志性的突破就是临界点对称性概念的提出，为

传统最难描述的处于形状相变模式的原子核集体结构

提供了鉴别标准，进而成为描述原子核形状相变的标准

模型方法之一。此外，临界点对称性能够对相变核系统

提供不依赖参数的理论预言，这些预言一定程度上也成

为了相关实验研究的热点课题。临界点对称性的概念

最初是由 Iachello
[1–2]
基于集体模型框架提出来的，其

中最受关注的两个临界点模型就是E(5)和X(5)临界点

对称性。这两个模型不仅在实验上得到广泛检验
[3–4]
，

在理论上也得到了积极扩展。例如从高维向低维扩展

得到E(2)
[5–6]
，E(3)

[7]
，Z(4)

[8]
，X(3)

[9]
，X(4)

[10]
以

及T (4)
[11]
临界点模型。另外，临界点对称性的概念也

从描述偶偶核形状相变扩展到描述奇A核形状相变。典

型的例子有，应用于描述球形到轴对称不稳定形状相变

的E(5/4)
[12]
和E(5/12)

[13]
临界点超对称性，以及应用

于描述球形到长椭形状相变的X(5/2j+1)
[14]
临界点对

称性。

本文的研究目的就是利用强耦合方案将原有描述偶

偶核系统球形到长椭形状相变的X(n)(n= 3,4,5)临界

点对称性扩展到奇A核系统，藉此建立描述与该类型相

变偶偶核素相邻的轴对称奇A核的临界点对称性模型，

从相变角度认识过渡区中奇A核系统建立在一定单粒子

态位形上的转振结构。本文具体安排如下，第 2章：推

导强耦合临界点对称性的哈密顿量以及能量本征值方程

的解析解；第 3章：对比分析新建立奇A核临界点对称

性与原X(n)临界点对称性的典型谱结构；第 4章：利

用已有实验数据初步检验新建立临界点对称性的模型效

度；第 5章：总结全文。

2 强耦合临界点对称性及其近似解析解

奇A核临界点对称性的哈密顿量在强耦合极限下可

以表示为
[15]

H =HCPS+Hsp ， (1)

其中：HCPS代表用来描述奇A核系统偶偶核心集体

运动的临界点对称性哈密顿量；Hsp代表偶偶核心

外未配对奇核子的单粒子哈密顿量。对于轴对称情

形(γ = 0◦)，奇A核系统的偶偶核心部分采用X(n)临

界点对称性 (n = 3,4,5)来描述，其哈密顿量的具体形

式为
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HX(n) =− ~2

2B

[
1

βn−1

∂
∂β

βn−1 ∂
∂β

− 1

3(β~)2
L̂2

]
+V (β)，

(2)

其中，

V (β)=

 0 , β6βW ，

∞ , β >βW 。
(3)

为了方便描述，我们在本文中对于X(5)临界点对称

性
[2]
只考虑β 振动激发和转动激发，而对于 γ 振动

激发部分由于激发能较高在本文中不予考虑；而对

于X(3)
[9]
和X(4)

[10]
临界点对称性，由于 γ自由度已经

冻结在 γ = 0◦，所以我们可以把 3种不同维临界点对称

性的集体哈密顿量的微分形式统一表达为式 (2) (有

关X(n) 临界点对称性更为具体地描述可以参考文

献[2, 9–10])。对于单粒子激发，我们采用形变壳模型哈

密顿量来描述
[16]
，其具体形式为

Hsp =
∑
i

Ei
Ωi

f†
iΩi

fiΩi
。 (4)

其中：f†
iΩi

(fiΩi
)是第 i条Nilsson轨道上价核子的产

生 (湮灭)算符，而Ei
Ωi
代表对应的单粒子能级。利用

角动量公式

L̂2 =(Ĵ−ĵ)2 = Ĵ2+ĵ2−2(Ĵz ĵz)−Ĵ+ĵ−−Ĵ−ĵ+ ， (5)

(其中ĵ± =∓(ĵx± iĵy))，可以将总哈密顿量重新分解为

H =H ′
X(n)+Hsp+H ′ 。 (6)

其中

H ′
X(n) =− ~2

2B

[
1

βn−1

∂
∂β

βn−1 ∂
∂β

− 1

3(β~)2
Ĵ2

]
+V (β)，

(7)

H ′ =
ĵ2

6B⟨β2⟩ −
2(Ĵz ĵz)+ Ĵ+ĵ−+ Ĵ−ĵ+

6B⟨β2⟩ 。 (8)

在式(8)中，β2已经由其在基态下的平均值⟨β2⟩来近似
取代。在具体计算中，H ′经常作为小量而忽略

[17]
。在

这样的近似下，本征方程HΨ =EΨ可以分成两部分:

H ′
X(n)φ(β,θk)=Eβφ(β,θk) (9)

及

Hsp|ϕΩi
⟩=Ei

Ωi
|ϕΩi

⟩。 (10)

其中，集体波函数的形式为

φ(β,θk)=

√
2J+1

8π2
ξ(β)DJ

M,K(θk) ， (11)

而单粒子波函数满足

ĵz|ϕΩi
⟩=Ωi~|ϕΩi

⟩ ， (12)

总的波函数则可以表示为

Ψ(β,θk;Ωi)=

√
2J+1

8π2
ξ(β)DJ

M,K(θk)|ϕΩi
⟩ ， (13)

而总能量为E=Eβ+Ei
Ωi
。另外，由于轴对称量子系统

绕对称轴的集体转动是不可观测的
[17]
，所以系统总角

动量在内禀对称轴上的投影与单粒子角动量的三分量相

等，即K =Ωi。容易看出，H ′
X(n)描述的是集体激发，

而Hsp描述的是单粒子激发。奇A核的集体转动带通常

是建立在明确的单粒子激发位形上的，而带内结构由集

体运动决定。基于这样的考虑，式(4)中的单粒子激发

能Ei
Ωi
就可以简单地通过拟合集体带的带头能量实验值

来决定。利用变量代换εβ=2BEβ/~2和u=2BV/~2, 可
以将本征值方程

H ′
X(n)φ(β,θk)=Eβφ(β,θk) (14)

进行分离变量得到

Ĵ2DJ
M,K(θk)= J(J+1)~2DJ

M,K(θk) (15)

和[
− 1

βn−1

∂
∂β

βn−1 ∂
∂β

+
1

3β2
J(J+1)+u(β)

]
ξ(β)=

εβξ(β)。 (16)

代入F (β) = β(n−2)/2ξ(β)以及 z = β√εβ，可以将方

程(16)在无限深势阱内部的情形进一步表示为贝塞尔方

程

F ′′+
F ′

z
+

[
1− v2

z2

]
F =0。 (17)

其中，贝塞尔方程的阶次为

v=

√
J(J+1)

3
+

(n−2)2

4
。 (18)

利用无限深势阱边界条件 ξ(βW ) = 0, 可得到本征

值 εβ;s,J = (ks,J)
2，其中 ks,J =

xs,J

βW
，而xs,J 代表贝

塞尔函数 Jv(ks,Jβ)的第 s个零点值。相关本征函数可

以进一步表示为

ξs,J(β)= cs,Jβ
−(n−2)/2Jv(ks,Jβ) , (19)

其中归一化常数cs,J 可以由归一化条件∫ βW

0

ξ2s,J(β)β
n−1dβ=1 (20)

来决定。经过对称化，总波函数最后可以表示为
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Ψ(β,θk;η)=

√
2J+1

16π2
ξ(β)

[
DJ

M,K(θk)
∣∣ϕK

⟩
+

(−)J+KDJ
M,−K(θk)

∣∣ϕK̄

⟩]
， (21)

其中：|ϕK̄⟩是 |ϕK⟩的时间反演态。上述建立奇A核临

界点对称性的过程是通过将原有X(n)临界点对称性在

强耦合极限下耦合上单个费米子来实现的，故相关临界

点对称性可命名为SX(n)。需要指出的是，SX(3)临

界点对称性的哈密顿量已经在我们之前工作中给出
[15]
，

而这里我们把强耦合方案扩展到任意n维情形，来建

立SX(n)临界点对称性。

为了进一步计算电四极跃迁几率，这里采用的四

极跃迁算符由两部分构成，既T (E2) = TB+TF。其中，

TB只作用在系统的偶偶核心部分，而TF作用在单粒子

部分。如果只考虑集体部分的贡献，则只需考虑TB的

贡献即可，其具体定义为

TB = tβ[D2
u,0 cosγ+

1√
2
(D2

u,2+D2
u,−2)sinγ] ， (22)

其中 t代表有效电荷。由于 γ自由度已经冻结在 γ =0◦，

导致只有∆K = 0的跃迁是允许的。经过推导，带内电

四极跃迁几率最后可以解析地表达为

B(E2; KsJ →Ks′J ′)= t2⟨JK20|J ′K⟩2I2sJ; s′J ′ ，

(23)

其中的径向积分部分如下给出：

IsJ;s′J′ =

∫ βW

0

ξs,J(β)ξs′,J′(β)βndβ 。 (24)

3 奇偶临界点对称性比较

为了认识SX(n)临界点对称性的动力学结构，我

们以价核子占据K = 7/2 Nilsson轨道为例，在图 1∼3

中分别给出了SX(3), SX(4)和SX(5)模型的强耦合转

动带及相应β振动带的谱结构。另外，为了与其对应的

图 1 (a) X(3)临界点对称性的基态带(s = 1)和β振动带(s = 2)的能谱结构(对应K = 0)；(b) SX(3)临界点对称性基

于K = 7/2单粒子位形的强耦合转动带(s= 1)及相应的β振动带(s= 2)的能谱结构，其中，所有激发能级已经归一

化到E[(K+2)1] = 1，而所有电四极跃迁几率归一化到B(E2; (K+2)1→K1)= 100

图 2 (a) X(4)临界点对称性的基态带(s = 1)和β振动带(s = 2)的能谱结构(对应K = 0)；(b) SX(4)临界点对称性基

于K = 7/2单粒子位形的强耦合转动带(s= 1)及相应的β振动带(s= 2)的能谱结构，其中，所有激发能级已经归一

化到E[(K+2)1] = 1，而所有电四极跃迁几率归一化到B(E2; (K+2)1→K1)= 100
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图 3 (a) X(5)临界点对称性的基态带(s = 1)和β振动带(s = 2)的能谱结构(对应K = 0)；(b) SX(5)临界点对称性基

于K = 7/2单粒子位形的强耦合转动带(s= 1)及相应的β振动带(s= 2)的能谱结构，其中，所有激发能级已经归一

化到E[(K+2)1] = 1，而所有电四极跃迁几率归一化到B(E2; (K+2)1→K1)= 100

偶偶核临界点对称性进行比较，我们在图中也相应给出

了X(n)(n = 3,4,5)临界点对称性的基态带和β振动带

的激发谱结构。从图 1中可以看到，SX(3)临界点对称

性低激发谱由∆J =1转动带组成，而X(3)临界点对称

性的低激发结构是由∆L = 2转动带组成，所以SX(3)

模型的能级密度要比X(3)模型的能级密度大得多，相

应能谱结构也复杂得多。进一步还可以看到，SX(3)模

型中∆J = 2的带内电四极跃迁几率随角动量增加是单

调递增的，而∆J = 1带内电四极跃迁几率随角动量增

加几乎是单调递减的。同样演化特征也出现在更为简单

的刚性转子模型中，这一点可以从刚性转子模型所对应

的Alaga rules来理解，即刚性轴对称转子带内电四极

跃迁几率比 (只依赖相应CG系数)可以解析地表示为

B(E2; J+∆J → J)

B(E2; J → J−∆J)
=

⟨(J+∆J)K20|JK⟩2

⟨JK20|(J−∆J)K⟩2 。 (25)

利用上式可以发现相邻态之间的跃迁几率比当∆J = 2

时总是大于 1，而当∆J = 1时则小于 1，进而可知轴对

称刚性转子模型的带内电四极跃迁几率随角动量的演化

特征与SX(3)模型的特征是定性一致的。从式(23) 容

易看到两个模型的带内跃迁几率比只差一个径向积分

的贡献，而这部分贡献并不改变跃迁几率比随角动量

变化的单调性。另外可以看到，SX(3)模型的带间电

四极跃迁几率比带内跃迁几率要小大概一个量级。从

图 2和图 3中看到，随着模型维数n增加，X(n)临界

点对称性的能谱特征则越趋向转动结构，这点可以从

典型能级比E(41)/E(21)随n的变化来体现。具体地，

这一能级比在X(3), X(4)和X(5)模型中分别为 2.44,

2.71和 2.90，而刚性轴对称转子的L(L+1)规律给出

该能级比为 3.33。另外，能级比E(02)/E(21)在X(3),

X(4)和X(5)模型中分别为 2.87, 4.16和 5.65，进一步

体现了X(n)临界点对称性的能谱结构受维数n影响

较大。与之相比，SX(n)临界点对称性的能谱结构

随n增加，变化相对较小。例如，相应的典型能级比

E((K + 4)1)/E((K + 2)1)在SX(3), SX(4)和SX(5)

模型中分别为 2.19, 2.21和 2.23，而刚性轴对称转子

的 J(J +1)规则表明该能级比为 2.4。此外，典型能级

比E(K2)/E((K +2)1)在SX(3)SX(4)和SX(5)模型

中分别为 2.72, 2.88和 3.12。总体来说，与X(n)临界

点对称性相比，SX(n)临界点对称性的动力学结构随模

型维数n变化较小，而且其转动特征更接近刚性轴对称

转子，这一特点将在下一节中得到进一步检验。

4 模型检验

为了检验SX(n)临界点对称性的模型效度，我

们选择150,151,152,153Sm
[19–22]

作为实验对应。选择这

些核素的原因是基于150,152Sm 通常被考虑为X(n)

临界点对称性的实验候选者
[4]
，所以其相邻同位

素151,153Sm自然可以作为本文中的SX(n)临界点模

型的实验对应。我们在图 4中列出了相关模型计算的特

定转动带的转动能和带内电四极跃迁几率随角动量变

化的行为。图 4中的实验值为偶 Sm核素基态带的结果

以及奇 Sm核素中建立在Nilsson轨道11/2[505]上的转

动带的结果。从图 4(a)和图 4(c)中可以看到，X(n)临

界点对称性与刚性转子相比相当于一个β软的轴对

称转子。此外，X(n)的计算结果可以合理地再现临

界核150,152Sm基态带性质随角动量的演化行为，进而

肯定了这些临界核素的转振相变特征。而从图 4(b)和

图 4(d)中可以看到，当X(n)临界点对称性耦合上一个

单粒子后， 所得到的 SX(n)临界点模型的动力学性质
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图 4 (在线彩图) (a) 相关模型对150,152Sm基态带的能级描述，其中理论值和实验值已经归一化到E(21) = 1； (b)

相关模型对151,153Sm中建立在11/2[505]Nilsson轨道位形上的强耦合转动带能级的描述，其中所有计算值已

经减去带头能并归一化到E(15/2−) = 1； (c) 与子图(a)中对应的基态带带内四极跃迁几率随角动量变化行

为，其中理论和实验值已经归一化到B(E2; 21→01) = 100，图中“Rotor”代表轴对称刚性转子模型的计算结

果
[18]
；(d) 与子图(b)中对应的强耦合带带内四极跃迁几率随角动量变化行为，其中理论和实验值已经归一化

到B(E2; 15/2−→11/2−) = 100，图中“SRotor”代表强耦合极限下轴对称粒子转子模型的计算结果
[17]
，相关实

验数据取自文献[19–22]

在n不同时差别不大，且与强耦合极限下粒子转子模型

之间的差别也明显小于图 4(a)和图 4(c)中显示的临界

点对称性X(n)与刚性转子模型的差别。简而言之，这

些结果表明与临界偶偶核相邻的强耦合奇A核系统的

性质应该变得更接近刚性转子，或者说这些临界点附

近的强耦合奇A核系统的形状更接近长椭球，这一点

也恰恰反映了相变核系统形状随核子数迅速变化的特

点。进一步从图 4(b)中看到，151,153Sm的强耦合转动

带随角动量的演化行为可以由SX(n)临界点对称性的

结果合理地再现，且略向刚性转子方向偏离，一定程

度上肯定了上面的理论预言：即在临界偶偶核中增加

一个价核子，系统的形变将增加。这一点与相变偶偶

核系统 (例如稀土区N = 90核素)在增加两个中子后基

态形变明显增加的图像是一致的
[23]
，不过奇A核的形

变驱动效应与价核子轨道位形密切相关，所以本文中

提到的有关临界奇A核系统形变增加更多指的是临界

奇A核中强耦合带对应的系统形变与相邻偶偶核的基

态形变相比更接近轴对称刚性转子 (长椭球形变)。由

于172Os可以作为X(3)临界点对称性的实验候选者
[9]
，

所以其相邻核素也可以拿来检验SX(n)临界点对称

性的模型效度和理论预言。为此，我们在图 5中给出

了172,173,174,175Os
[24–27]

的相关实验数据与有关模型计

算。其中，奇Os核素的转动结构是建立在Nilsson轨

道 5/2[512]位形上强耦合转动带。从图 5中可以看到，

奇偶Os核的实验结果可以分别在X(n)和SX(n)临界

点对称性中合理地再现。而且与图 4中的情形类似，

图 5中的结果表明奇Os核基于 5/2[512]强耦合带结构

相比于其相邻偶Os同位素更接近于刚性转子，进一步

肯定了SX(n)临界点对称性的模型特征。需要指出的

是，临界奇A核系统低激发结构中有可能存在着多种形

状共存的现象
[28]
，而上面的讨论的结果只是针对强耦

合转动结构而言。另外，由于缺少151,153Sm, 173,175Os

核以及174Os的电四极跃迁实验数据，图 4(d)和图 5(d)

中有关电四极跃迁几率的理论结果仍有待检验。
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图 5 (在线彩图) (a) 相关模型对172,174Os基态带的能级的描述，其中理论值和实验值已经归一化到E(21) = 1；(b) 相

关模型对173,175Os中建立在5/2[512]Nilsson轨道位形上的强耦合转动带能级的描述，其中所有计算值已经减去带头

能并归一化到E(9/2−) = 1；(c) 与子图(a)中对应的基态带带内四极跃迁几率随角动量变化行为，其中理论和实验

值已经归一化到B(E2; 21→01)= 100，图中“Rotor”代表轴对称刚性转子模型的计算结果
[18]
；(d) 与子图(b)中对

应的强耦合带带内四极跃迁几率随角动量变化行为，其中理论和实验值已经归一化到B(E2; 9/2−→5/2−) = 100，

图中“SRotor”代表强耦合极限下轴对称粒子转子模型的计算结果
[17]
。相关实验数据取自文献[24–27]

5 结论

临界点对称性概念对于认识相变点附近的偶偶核系

统动力学结构及其演化规律起到了非常重要的作用，是

描述原子核形状相变的标准模型方法之一。与偶偶核系

统相比，奇A核的低激发结构通常既包含集体激发又

包含单粒子激发，因而更为复杂。为了认识球形到长椭

球形状相变点附近的奇A核结构，本文在强耦合极限

下，将原有一组描述偶偶核系统球形到长椭形状相变的

X(n)(n = 3,4,5)临界点对称性扩展到奇A核系统，建

立了SX(n)临界点对称性模型。经过推导，我们给出

了SX(n)临界点模型的近似解析解。以K = 7/2为例，

通过与原有X(n)临界点对称性进行比较，本文进一步

分析了SX(n)临界点对称性的典型谱特征。利用该模

型，检验了相关 Sm与Os核素在转动动力学性质上的

奇偶差别，初步证实SX(n)临界点对称性可以合理地

描述临界奇 Sm和奇Os核素中的强耦合结构，并揭示

这些奇A核中的强耦合转动结构与相邻的临界偶偶核结

构相比更加接近刚性转子特征。由于尚缺少有关奇 Sm

核和奇Os核强耦合转动带的电四极跃迁实验数据，所

以对SX(n)临界点对称性的进一步系统检验仍是非常

必要的，这将是我们的后续研究工作。另外需要指出的

是，由于本文旨在讨论奇A核系统的强耦合极限情形，

故在求解SX(n)模型时忽略了式(7)中H ′项来得到一个

近似解析解，更精确的计算显然需要考虑此项的贡献，

进而可以更合理地考虑科里奥利力对SX(n)模型中强

耦合转动带结构的影响。此外，奇A核的转动谱中还存

在很多退耦合带，此时科里奥利力将起到非常重要的作

用而不能忽略
[29]
，如何将X(n)模型进行推广以描述临

界奇A核谱中的退耦合带也将是我们今后的研究方向。
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Strong-coupling Critical Point Symmetries for Axially-symmetric
Odd-A Nuclei
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(School of Physics and Electronic Technology, Liaoning Normal University, Dalian 116029, Liaoning, China )

Abstract: In view of the successful application of the methods based on critical point symmetries (CPSs) in

nuclear shape phase transitions, the new CPSs named SX(n) are established in this work for axially-symmetric

odd-A nuclei through extending the original X(n) CPSs with n=3,4,5, which were used to describe the spherical

to prolate shape phase transitions in even-even nuclei, in the strong-coupling scheme. By comparing the spectral

structures in between the X(n) and the SX(n) CPSs, it is revealed that the dynamical structures of SX(n)

are closer to the rigid rotor and less changed with the model dimension in comparison with X(n). Moreover,

these features of SX(n) are preliminarily verified by checking the rotational structures of 150,151,152,153Sm and
172,173,174,175Os nuclei.
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