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Resumen

En la presente tesis doctoral, estudiaremos algunos aspectos de las teorias de campos de
gauge definidas en espacio no conmutativo. Discutiremos uno de los casos mas sencillos de
no conmutatividad, la asi llamada deformacion 6. Una introduccion somera a las teorias de
campos 0-deformadas, asi como su relacion con la Teoria de Cuerdas y con el Efecto Hall,
se dara en la Parte I de la tesis.

Los temas especificos de investigacion de esta tesis corresponden al estudio algunas pro-
piedades los modelos no conmutativos de Chern-Simons en d = 2 + 1 dimensiones y de
Born-Infeld en d = 3 + 1.

Con respecto al primer modelo, que sera estudiado en la Parte II de la tesis, demos-
traremos que la accion de Chern-Simons se puede obtener como la anomalia de paridad al
integrar fermiones en el plano no conmutativo. Estudiaremos la definicion de la accion de
Chern-Simons no conmutativa en una variedad con borde, su relacién con el modelo quiral no
conmutativo de Wess-Zumino-Witten y con la accion de Chern-Simons usual conmutativa.
Luego utilizaremos esta accion para definir de manera consistente una teoria de gravedad en
espacios 0-deformados de 2+1 dimensiones.

En cuanto al modelo de Born-Infeld no conmutativo, del cual nos ocuparemos en la
Parte 111, estudiaremos la posibilidad de definir una accién de Born-Infeld no conmutativa,
utilizando un orden simétrico en la expansion en potencias del lagrangiano, asi como también
su posible supersimetrizacion.
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Capitulo 1

Introduccion

La no conmutatividad no es algo novedoso en la fisica: el primer ejemplo de un espacio
no conmutativo que fue claramente reconocido como tal es el espacio de fases cuantico. De
hecho algunas consideraciones tempranas sobre su geometria diferencial “cuantificada” fue-
ron desarrolladas, ya en 1926, por P.A.M. Dirac [1],[2]. En estos trabajos, Dirac devel6 la
estructura algebraica del espacio de fases cuantico, postulando su célebre regla de cuanti-
ficacion de una teoria clasica, que consiste en la substitucion del paréntesis de Poisson de
dos observables clasicos por ih veces el conmutador de los operadores cuanticos asociados.
De esta manera, las coordenadas del espacio de fases p y ¢ se transforman en operadores no
conmutantes p y ¢ cuyo conmutador vale ¢h. Esta no conmutatividad implica una relaciéon
de incerteza entre los autovalores de los operadores p y ¢, que vacia de sentido a la nocién
de puntos individuales en el espacio de fases, siendo la idea mas cercana que sobrevive en la
teorfa cuantica la de celda de Bohr de érea h/2. En el limite i — 0 se recupera el espacio de
fases ordinario.

Este algebra particular de operadores fue la que inspir6 la idea mas radical de substituir
las coordenadas z* del espacio-tiempo por operadores no conmutantes z*. Dado que, como
sucede en el caso anterior, la relacién [##, 2] # 0 implica un principio de incerteza, desdibuja
la imagen del espacio-tiempo a cortas distancias. De esta manera, la idea de punto del espacio
tiempo es reemplazada por la de celda de Plank de drea minima ([z#,2"])/2, y el espacio
tiempo carece de puntos a pequena escala. Entonces, se puede pensar que las coordenadas
x* que observamos corresponden a algin tipo de promedio sobre escalas del orden del area
de Plank.

Esta idea fue inicialmente motivada en el interés por controlar las divergencias, que
plagan las teorias cuanticas de campos como la electrodinamica, y que surgen en el calculo
de expresiones que contienen productos de los campos en puntos vecinos. En efecto, con el
objeto de hacer finitas las integrales involucradas, es necesario truncar la integracion en una
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longitud minima A™!, lo que introduce una escala externa en la teorfa, el asi llamado cutoff
ultravioleta. Como fue sugerido por Snyder [3], la no conmutatividad implica necesariamente
una escala por debajo de la cual no existe la nocién de punto, y es posible que al introducirla
en una teoria de campos proporcione un cutoff ultravioleta efectivo, es decir una distancia
minima en el espacio tiempo a la que es sensible la teoria, eliminando asi los infinitos.
Conviene aclarar sin embargo, que una teoria no conmutativa podria en principio tener las
mismas divergencias que la teoria conmutativa o atin peores.

Luego de algunos desarrollos iniciales [4], la idea cay6 en el olvido, principalmente debido
a que el programa de renormalizacién de la teoria cuantica de campos se revelé apropiado
para predecir muy precisamente valores numéricos finitos para las magnitudes observables en
electrodinamica cuéantica, sin recurrir a la no conmutatividad. Ademas, postular una relacién
de incerteza para las coordenadas del espacio tiempo conduce en principio a una teoria no
local, con todas las complicaciones subsecuentes. Una razén suplementaria es que la no
conmutatividad de las coordenadas del espacio tiempo generalmente entra en conflicto con
la invarianza de Lorentz. Aun si fuera posible que la no localidad quedara confinada a escalas
del orden del area de Plank, es dificil imaginar algin mecanismo que haga inobservarble la
ruptura de simetria de Lorentz.

Maés recientemente, una definicién mas formal de no conmutatividad fue desarrollada
por A. Connes desde un punto de vista matemético [5]. Por algin tiempo, las aplicaciones
fisicas de estas ideas se basaron en la interpretacién geométrica del Modelo Standard y sus
multiples campos y constantes de acoplamiento [6]-[8], donde la gravedad fue introducida
de una manera unificada [9]-[14]. La idea central de estos enfoques es una generalizacién del
mecanismo de Kaluza-Klein, donde las dimensiones ocultas se reemplazan por estructuras no
conmutativas. Por ejemplo, en esta interpretacion del Modelo Standard , el campo de Higgs
es un campo de gauge discreto sobre la “variedad no conmutativa” Z,, referido como un
grado de libertad del tipo interno de Kaluza-Klein. Esto provee una prueba automatica del
mecanismo de Higgs, independientemente de los detalles del potencial. Dado que este punto
de vista tiene varias debilidades, por ejemplo la incorporaciéon de las correcciones radiativas
cuanticas, enventualmente fue abandonado. Sin embargo, causé un renovado interés en las
ideas de Snyder acerca de la no conmutatividad del espacio tiempo.

Otra motivacién de las teorias no conmutativas que las mantuvo con cierta vigencia
esta relacionada con la idea de que, en una teoria cuantica que incluya la gravedad, la natu-
raleza del espacio tiempo debe cambiar a distancias comparables con la longitud de Plank.
El impulso y la energia requeridos para realizar una medida a estas escalas, modificaria por
si mismo la geometria del espacio tiempo [15]. Una manera de formular mateméticamente
esto es postular que, a escalas menores que la escala de Plank, el espacio tiempo no es una
variedad diferenciable, sino que tiene la estructura de un espacio tiempo no conmutativo.
Entonces, una teoria cuantica de la gravitaciéon que contenga o prediga coordenadas no con-
mutativas, parece tener buenas chances de estar regulada intrinsecamente. Una motivacién
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relacionada es que cualquier teoria de la gravedad cudntica no serd local en un sentido con-
vencional. La no localidad implica problemas practicos y conceptuales que atin no han sido
entendidos en su totalidad, por lo que las teorias no conmutativas proporcionan un laborato-
rio relativamente simple donde estudiarlos. Esta es la razén fundamental de la gran actividad
reciente en el areas de teoria de campos no conmutativa.

El principal candidato para una teoria cuantica de la gravitacion es la teoria de cuerdas, la
cual no es local en ningun sentido preciso. De hecho hay més de un parametro caracteristico
de esta no localidad, en general controlada por la mayor entre la longitud de Plank y la
longitud [, de las cuerdas fundamentales.

Las teorias de cuerdas han sugerido la posibilidad de un espacio tiempo no conmutativo
ya desde los 80, en los trabajos de E. Witten acerca de las teorias de campos de cuerdas
[16]. Mas recientemente, A. Connes, M. Douglas y A. Schwarz, en [17], M. Douglas y C. Hull
en [18] y N. Seiberg y E. Witten en [19], descubrieron que existen limites de bajas energias
de la teoria de cuerdas y de la denominada teoria M, que llevan directamente a teorias de
gauge no conmutativas y que, siendo mucho mas simples que la teoria de cuerdas original,
preservan algo de su no localidad. Probablemente el ejemplo més famoso de este tipo de
limites es el desarrollado por Seiberg y Witten en [19]. En este modelo, se estudian cuerdas
en presencia de un campo tensorial antisimétrico de Neveu-Schwarz B,,,,, constante, sobre las
cuales se imponen condiciones de contorno de Dirichlet en p direcciones. Estas condiciones
de contorno equivalen a restringir el extremo de la cuerda a moverse sobre un hiperplano p-
dimensional llamado Dp-brana. En este contexto se verifica que la teoria de campos efectiva,
que describe los grados de libertad de baja energia sobre la Dp-brana, es una teoria no
conmutativa p-dimensional, donde el conmutador de las coordenadas esta relacionado con el
campo B,,,.

También las teorias de campos no conmutativas juegan un papel importante en el area
de la materia condensada. Un ejemplo clasico es el de la teoria de electrones en un campo
magnético externo, proyectados sobre el nivel de Landau mas bajo, que puede ser tratado
como una teoria no conmutativa. Es por esto que estas ideas son relevantes para el estudio
del efecto Hall cudntico [20], y de hecho se han demostrado muy ttiles en este marco [21].

La mayor parte de estos trabajos relacionados con materia condensada, estuvieron orien-
tados a electrones no interactuantes, por lo que la introduccién en este contexto de ideas de
la teoria de campos puede contribuir a su progreso. En particular, L. Susskind ha sugerido
que la teoria de Chern-Simons definida sobre un espacio no conmutativo puede ser ttil para
el estudio del efecto Hall [22]. Esta sugerencia se fundamenta en el enfoque lagrangiano del
problema de un fluido cargado en un campo magnético intenso, donde la acciéon natural para
describir la dinamica del fluido es una acciéon de Chern-Simons no conmutativa, pero trunca-
da al primer orden en el desarrollo en serie de potencias del conmutador de las coordenadas.
La introduccion de los 6rdenes restantes se justifica apelando al volumen finito del electron,
que se pretende modelar con la celda de Plank.
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En lo que concierne al aspecto puramente matematico, notemos que el marco tradicional
de la geometria y la topologia es un conjunto de “puntos” con alguna estructura particular
que llamamos espacio. Sin embargo, como se descubrié muy tempranamente, atin objetos tan
fundamentales como las curvas elipticas se estudian mejor no en términos del conjunto de
puntos, sino examinando las funciones continuas que se pueden definir sobre éste. Weierstrass
abrié un nuevo camino en la geometria, al estudiar directamente el conjunto de funciones
complejas que satisfacen un algebra de adicién particular, y derivar el conjunto de puntos a
partir de éstas.

En la geometria no conmutativa, esta idea general de reemplazar conjuntos de puntos por
algebras de funciones se amplia. En muchos casos el conjunto esta completamente determi-
nado por el algebra de funciones, puede entonces abandonarse el conjunto y obtenerse toda
la informacién a partir de las funciones solamente. Por otro lado, en muchos casos el conjunto
de puntos es muy patoldgico, y un examen directo no proporciona informacién ttil. En tales
casos, cuando estudiamos el problema desde el punto de vista algebraico, es comtn encontrar
que el algebra de funciones contiene toda la informacién que necesitamos. Sin embargo, este
algebra es en general no conmutativa. Entonces el proceso consiste en primero descubrir de
que manera las algebras de funciones determinan la estructura de un conjunto de puntos,
y luego determinar cuales son las propiedades relevantes de estas algebras que no depen-
den de la conmutatividad. Hecho esto, estamos en condiciones de estudiar la “geometria no
conmutativa” generada por un dlgebra no conmutativa arbitraria. Fue von Neumann el pri-
mero en intentar describir rigurosamente tales “espacios cuanticos”, llamando a su estudio
“geometria sin puntos”.

Las ideas de la geometria no conmutativa fueron revividas en los 80 por los matematicos
Connes y Woronovics, quienes generalizaron la nocién de una estructura diferencial al caso
no conmutativo, es decir a algebras arbitrarias. Junto con la definicién de una integracion
generalizada, esto llevé a la descripcion algebraica del “espacio tiempo no conmutativo”, y
permitio la definicion de teorias de campos en tales espacios.

En resumen, las teorias no conmutativas constituyen una herramienta de gran utilidad en
fisica tedrica. Aparecen tanto en la fisica de altas energias, para la descripciéon desde un nivel
fundamental del espacio tiempo a pequena escala, como en el drea de materia condensada
como modelos efectivos para la descripcion del efecto Hall. La enorme actividad actual
alrededor de estas teorias estd principalmente ligada a la aparicién de la no conmutatividad
en los limites de bajas energias de la teoria de cuerdas que hemos mencionado anteriormente.
Dado que la teoria de cuerdas es la unica teoria conocida que podria unificar todas las
interacciones fundamentales, es posible que los problemas del control de las divergencias en
la teoria cuantica de campos y de la cuantificacion de la gravedad estén en tltima instancia
intimamente relacionados a través de algin tipo de no conmutatividad.

Esta tesis doctoral se inscribe dentro del contexto que hemos descripto en los parrafos
precedentes. Estudiaremos en ella varias propiedades de dos teorias de campos de gauge
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de gran interés definidas en espacio no conmutativo: la teoria de Chern-Simons y la teoria
de Born-Infeld. Ademas utilizaremos la accion de Chern-Simons para definir una teoria no
conmutativa de la gravitacion en tres dimensiones.

En el caso conmutativo, la teoria de Chern-Simons ha tenido innumerables aplicaciones
que van desde el calculo de invariantes (polinomios de Jones) al estudio de teorias conformes,
del efecto Hall fraccionario, de superconductores a altas temperaturas y de gravitacién [23]-
[36].

La teoria de Chern-Simons ordinaria se puede obtener como la anomalia de paridad
en la accién efectiva para fermiones en 2 4+ 1 dimensiones espacio temporales. En el caso
no conmutativo, la ruptura de la simetria de Lorentz involucrada en el conmutador de las
coordenadas podria generar términos adicionales en la parte que viola paridad de la accién
efectiva. Es por lo tanto de interés verificar si en este caso la teoria efectiva coincide con la
teoria de Chern-Simons no conmutativa. Por otro lado, como se explicard en los capitulos
que siguen, es posible que el limite conmutativo no se pueda intercambiar con el limite de
las regularizaciones introducidas en el célculo de la accién efectiva, en un fenémeno conocido
como mezcla infrarrojo-ultravioleta o IR/UV. De esta manera, modelos fermiénicos en los
cuales el acoplamiento es proporcional a la no conmutatividad [z#, z¥], generarén en la accién
efectiva, efectos observables independientemente de la magnitud de ésta. Estos problemas
son estudiados en el capitulo 6 de esta tesis.

Como hemos dicho antes, la teoria de Chern-Simons no conmutativa se revela de utilidad
en el area de materia condensada para el estudio del efecto Hall. Si bien la propuesta origi-
nal se limita al problema del fluido cargado moviéndose en un plano infinito, dado que las
muestras Hall que se estudian en el laboratorio tienen extension finita, es necesario estudiar
el comportamiento de esta accién cuando esté definida sobre variedades con borde. En par-
ticular es fundamental verificar bajo cudles condiciones la accion asi definida es diferenciable
e invariante de gauge. Ademas es de importancia encontrar qué relacién, si la hay, tiene este
modelo con el correspondiente modelo conmutativo. Esto se investigard en los capitulos 7 y
8.

Mencionaremos también que, en el caso conmutativo existe una relaciéon entre la gravi-
tacién en 2 + 1 dimensiones espacio temporales y la teoria de Chern-Simons [35],[36]. Esto
sugiere la posibilidad de definir una teoria consistente de la gravitaciéon no conmutativa tri-
dimensional, a partir de la teoria de Chern-Simons no conmutativa. En el caso conmutativo
ordinario se conocen soluciones de agujero negro puramente topolégicas a las ecuaciones de
la gravitacién en tres dimensiones [37]. Es de interés verificar si estas soluciones existen en
la teoria asi definida en el espacio no conmutativo. Estos temas se desarrollan en el capitulo
9.

En cuanto a la acciéon de Born-Infeld, ha despertado gran interés recientemente dada su
conexién con teoria de cuerdas [42]-[52]. Su definicién en el caso no conmutativo enfrenta
problemas relacionados con el ordenamiento de los campos, cuando se define este lagrangiano
no lineal a partir de su desarrollo en serie de potencias. Desde el punto de vista de la teoria
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de cuerdas, en el problema similar de la acciéon no abeliana, se ha sugerido un tipo especial
de orden simétrico [44] para resolver esta ambigiiedad. Es entonces un punto primordial
verificar si se puede definir una accién de Born-Infeld no conmutativa que sea invariante de
gauge utilizando alguna prescripcion de ordenamiento para los campos. Esto lo haremos en
el capitulo 10.

Ademas, en el caso conmutativo no abeliano se ha demostrado que la definicién de orden
simétrico es consistente con la supersimetria [53]. Se plantea entonces el problema de si es
posible encontrar una extension supersimétrica para la accién de Born-Infeld no conmutativa
con ese tipo de ordenamiento. Este problema se estudia en el capitulo 11.

Finalmente en la conclusiones resumiremos nuestros principales resultados, senalando sus
alcances y limitaciones.
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Parte 1

Una introduccion a las teorias de
campos no conmutativas
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En esta primera parte de la tesis, daremos una introduccién general a las teorias no
conmutativas en matematica y fisica.

Comenzaremos explicando someramente el marco matematico general en el que se ins-
criben los espacios no conmutativos y daremos algunas ideas generales acerca de las teorias
de campos en estos espacios (capitulo 2).

Completaremos explicando el origen del interés en las teorias de campos no conmutativas
al estudiar el limite de bajas energias de teoria de cuerdas y, en el contexto de materia
condensada, su relevancia en el estudio del efecto Hall (capitulo 3).

Finalmente estudiaremos la formulacion de las teorias de campos de gauge en espacios
no conmutativos y su relacién con las teorias conmutativas a través del mapeo de Seiberg y
Witten (capitulo 4).
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Capitulo 2

Introduccion a las teorias no
conmutativas

En este capitulo presentaremos una introduccion a las teorias no conmutativas. Luego
de describir brevemente el marco matematico en el que se inscribe la geometria no
conmutativa, definiremos uno de los ejemplos mas sencillos de no conmutatividad: la
deformacion 6. Finalmente explicaremos como se formulan las teorias de campos en es-
pacios 0-deformados, y mencionaremos el fenémeno de mezcla infrarrojo-ultravioleta,
caracteristico de estas teorias.

2.1. ;Qué es la geometria no conmutativa?

Uno de los conceptos méas fundamentales de la geometria es la topologia. Sobre un cierto
conjunto de puntos €2, que llamaremos espacio una estructura topoldgica define la forma mas
primitiva del concepto de “proximidad”, esto es, un punto esta “préximo” a otro si ambos
pertenecen al mismo conjunto abierto. Sabemos que la estructura topoldgica de un espacio
se refleja en el conjunto Cy(€2) de funciones complejas continuas que se pueden definir sobre
él. Con la multiplicacién punto a punto, el conjunto Cy(2) adquiere estructura de algebra
conmutativa. Ejemplos sencillos de esto son las funciones definidas sobre el toro o sobre
la esfera. En general, la topologia de un espacio impone fuertes vinculos sobre el tipo de
funciones continuas que se pueden definir globalmente.

Cabe entonces preguntarse cuanto se puede recorrer este camino en el sentido inverso:
supongamos que de alguna manera conocemos la estructura del dlgebra conmutativa Cy(2)
de funciones continuas definidas sobre un conjunto de puntos, ;podemos, con la informacién
presente en ese algebra, reconstruir la estructura topoldgica del espacio €27. La respuesta es
si y es la principal consecuencia del llamado teorema de Gel’fand-Naimark. Dicho en otras
palabras: dada un algebra conmutativa C, es posible definir un conjunto de puntos {2 y una
estructura topoldgica sobre €l, tal que el algebra inicial puede ser identificada con el algebra
de funciones continuas definidas en ese conjunto C = Cy(£2).
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Este resultado abre todo un nuevo panorama, basado en la siguiente pregunta: ;qué otros
aspectos de la geometria de un espacio se pueden deducir a partir de su dlgebra de funciones
continuas?. Se trata del area de la matematica conocida como geometria algebraica, que
se ocupa de describir las propiedades geométricas de un espacio 2 a partir del algebra
conmutativa de funciones continuas definidas sobre él Cy(€2), mediante la identificacion de
los analogos algebraicos de las diferentes estructuras geométricas.

El primer paso en esa direccién es el que hemos mencionado previamente: la identificacion
del espacio topoldgico de partida €2 con el espacio de caracteres, o sea de las representaciones
unidimensionales del dlgebra conmutativa Cy(2) dotado de una estructura topoldgica dada
por la construccion de Gel’fand-Naimark-Siegal. El paso siguiente es la identificacion de haces
vectoriales definidos sobre el espacio topoldgico con moédulos proyectivos de tipo finito con
coeficientes en el algebra, lo que permite formular en términos algebraicos toda la teoria de
formas diferenciales sobre una variedad. El calculo sobre una variedad se reconstruye en el
algebra con la ayuda de la definicién de un triple espectral canénico®.

Sin embargo, se puede dar un paso mas alla en esta direcciéon: una vez descubiertas las
estructuras que, cuando estan definidas sobre un dlgebra conmutativa C tienen un significado
geométrico en el correspondiente espacio asociado (por ejemplo, las nombradas en el parrafo
anterior), podemos estudiarlas per se en el caso de un dlgebra no conmutativa A, para
preguntarnos con un espiritu abierto, que tipo de interpretacion geométrica puedan tener.
Esta es la rama de la matematica conocida como geometria no conmutativa.

La geometria no conmutativa se centra en el estudio de aquéllas propiedades de las
algebras no conmutativas y de las estructuras definidas en base a ellas, que tendrian un
significado geométrico en el caso conmutativo. En ese sentido, la geometria no conmutativa
es una “geometria sin puntos”, ya que no se parte de ningun tipo definido de espacio. Podemos
pensar que estamos estudiando las propiedades de un “espacio no conmutativo” sin tener
que definirlo formalmente.

. Que interés puede tener todo lo anterior para los fisicos?. La primera observacién impor-
tante es que los campos ® son elementos del algebra de funciones continuas Co(M) definidas
sobre una cierta variedad espacio temporal M. Dado que por el teorema de Gel’fand-Naimark
la variedad M se puede recuperar a partir del dlgebra Cy(M), cabe plantearse la posibilidad
de formular una teoria de campos solamente en términos del algebra a la cual estos pertene-
cen, sin hacer ninguna referencia directa al espacio-tiempo. Para hacer tal cosa, necesitamos
conocer los analogos algebraicos de derivadas, integrales y demés conceptos utilizados en
teoria de campos. Como hemos comentado anteriormente, este es un problema que ha sido
ampliamente estudiado por los matematicos.

Pero si somos capaces de abstraer la variedad espacio temporal para definir nuestra teoria
de campos en términos algebraicos, jque nos impide hacerlo usando un algebra general A,

'Una buena introduccién pedagégica al significado y utilidad de todos estos términos técnicos en el drea
de la geometria no conmutativa se puede encontrar en [54]. Otros lecturas interesantes al respecto se pueden
encontrar en [55],[56]. La formulacién original de las ideas modernas de la geometria no conmutativa desde
un punto de vista matemadtico se puede ver en [5]
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incluso no conmutativa?. Nuestros campos seran entonces elementos de A con ciertas reglas
de conmutacion, y en algin sentido estamos estudiando la “teoria de campos en un espacio

no conmutativo”?.

2.2. Deformacién 0 y el producto * de Moyal

Uno de los ejemplos méas simples de geometria no conmutativa es el de las llamadas
deformaciones. Estas consisten esencialmente en tomar el algebra de funciones continuas
Co(M) sobre una cierta variedad M y “deformar” el producto, substituyéndolo por otro que
verifique

(f*xg)(x) = fx)g(x) + 9% {f(@).9(x)}pp +O(67), (2.1)

donde { -, - } pp representa una cierta estructura de Poisson definida sobre la variedad M, y
0 es un parametro que controla la deformacién, tal que 8 — 0 es el limite conmutativo. Im-
poniendo como condicién adicional la asociatividad del producto, se determinan los términos
superiores de la expresién (2.1), a menos de redefiniciones lineales de las funciones [58]. Por
lo tanto el producto estrella arriba definido es tinico para cada estructura de Poisson.

En lo que sigue nos concentraremos en la estructura de Poisson definida de acuerdo
con 0{f,gtpp = 0"0,f0,g, donde O* es una matriz constante antisimétrica. Este tipo de
deformacion se denomina deformacion 6. El correspondiente producto estrella, o de Moyal
se puede escribir a todos los 6rdenes como

A

(Fa)(@) = 8" e fla+ gla+0)| - (22)

Nétese que este producto difiere del producto normal en una derivada total d,B*| .4l
cuya forma explicita se da en el apéndice 13. Definiremos el paréntesis de Moyal como el
conmutador tomado con este producto

fg=Fxg—gxf. (2.3)

El acento circunflejo sobre las funciones indicara que éstas deben ser multiplicadas usando
el producto estrella, es decir que las consideraremos como elementos del algebra deformada
sobre la variedad M, que llamaremos Cy(M), y no como elementos de Co(M).

Si consideramos las “funciones coordenada” z* sobre la variedad, tenemos para su con-
mutador de Moyal

[z, 2] = 0", (2.4)

que es a lo que nos referimos como espacio no conmutativo. Debido a esto, la deformacion
6 nos provee de un tipo sencillo de geometria no conmutativa, en la cual ain tiene algin

2La teoria de campos no conmutativa en su forma mas moderna fue formulada originalmente por A. Con-
nes y puede encontrarse en [5]. Otras introducciones pedagdgicas son [57]-[60]
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sentido hablar de “puntos” y de “coordenadas”. Esto simplifica la tarea de definir operaciones
de derivacién e integracion en este algebra, lo cual, como veremos en la seccion que sigue,
ayudard en la definicién de una acciéon para los campos no conmutativos.

Como una manera alternativa de definir la deformacion, dada una variedad
M de dimension d, considérense d objetos z# que se multiplican con un pro-
ducto asociativo que cumple la regla de conmutacion (2.4). Estos objetos son la
deformacion de las coordenadas x* sobre la variedad M.

. Que sucede con el dlgebra de funciones sobre la variedad cuando reemplaza-
mos las coordenadas z* por los objetos no conmutativos z#7. En la expansiéon en
serie de potencias de una dada funcién de las variables z*, es necesario decidir en
cada término el orden en el cual se acomodaran los objetos z#. Una manera de
hacer esto es definir el asi llamado orden de Weil, en el cual el objeto f =WI(f),
asociado a la funcién f, se define segtin la férmula

A~ d . ~ ~
F=w(f) = / % e F(k) (2.5)

donde f(k) es la transformada de Fourier de la funcién f. Es decir que definimos
el elemento f como la transformada inversa de Fourier de f substituyendo en la
exponencial las variables x* por las correspondientes variables deformadas z*.

Para ver identificar la estructura de algebra de los elementos f multiplicamos
dos de estos objetos “en el mismo punto”

. A% dU e e s
fo = / it e W) =

d d. ) R
N / %é:)d6‘“’“*‘*’%““e—%’%e“”’“vﬂfe)g(k') =
W(HW(g) = W(f*g), (2.6)

donde en la segunda linea hemos usado la formula de Campbell-Haussdorf para
el producto de exponenciales de objetos no conmutantes y en la tercera linea
hemos identificado el integrando con la transformada de Fourier de f * g (ver
apéndice 13). Por lo tanto el dlgebra cuyos elementos son los objetos f definidos
de acuerdo con el orden de Weil es isomorfa al dlgebra Cy(M), lo que nos da otra
manera de introducir el producto de Moyal a través de la deformacion de la regla
de multiplicacién de las coordenadas?

La propiedades mas usadas del producto de Moyal han sido explicadas en el apéndice 13.

3Esta definicién de producto de Moyal es especialmente 1itil al estudiar solitones en las teorfas de campos
f-deformadas.
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2.3. Teorias de campos con producto estrella

En una teoria de campos no conmutativa con producto estrella, los campos d son elemen-
tos del algebra Cy(M) definida anteriormente. Es decir que la manera correcta de multiplicar
los campos serd con el producto estrella de Moyal (2.2). Para construir una accién S°[®] para
ellos, la receta estandard es tomar una accién conmutativa usual S[®| para los correspon-
dientes campos conmutativos ®, y reemplazar todos los productos en esta presentes por
productos de Moyal*.

En cualquier teoria no conmutativa con producto estrella, la parte cuadratica de la accion
es la misma funcional de los campos que en la correspondiente teoria conmutativa. Para ver
esto supongamos que P, y o, representan dos campos cualesquiera de la teorfa (o derivadas
de ellos), entonces

/ By by — / 0y B, By + / e, B[, &y —
M M oM

_ / dlr by, (2.7)
M

donde n, es un vector normal al borde de M y en la ultima igualdad, hemos supuesto que
las condiciones de contorno son tales que el término de superficie B#[Ci)l, <i>2] se anula’®. La
forma explicita del término de superficie se puede ver en el apéndice 13. De la ecuacién
(2.7) se deduce que los propagadores tendran su forma usual, idénticos a los de la teoria
conmutativa.

Sin embargo, las interacciones cambian por la introduccién del producto estrella. Consi-
deremos una interaccién polindmica (que puede contener derivadas)

L

Zgn/ dig &) % Dy k-5 D, . (2.8)

M

n=3

Lo primero que se debe observar en tal interaccion es que la presencia de las infinitas derivadas
involucradas en el producto estrella la convierte en una interacciéon no local. Esta no localidad
se puede analizar en detalle cuando se escribe el producto estrella en su forma integral (ver
apéndice 13).

En espacio de impulsos, la interaccién se escribe como

L

gn & = = ~ _iNtn . gy,
W/Mddpl'"ddp”(S(Zpi)@wpl)%(m)-~-<I>n<pn>e ST (2,9)
=3 7

n

4Mis adelante veremos que esta receta estd justificada desde el punto de vista de teorfa de cuerdas.
SEl el capitulo 7 analizaremos en detalle las condiciones de contorno adecuadas para el caso de la accién
de Chern-Simons.
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donde p; es el impulso que fluye en el vértice a través del i-ésimo P. Aqui se puede ver que
el vértice de interaccién difiere del usual conmutativo en un factor de fase adicional. Esta es
la tinica modificacion de la reglas de Feynman.

El vértice (2.9) no es invariante bajo permutaciones arbitrarias de los p; por lo que se debe
respetar el orden en el cual las lineas emanan de cada vértice en el diagrama de Feynman.
Debido a la conservacién del impulso, se puede verificar que el vértice sélo es invariante bajo
permutaciones ciclicas de los p;.

Llamaremos diagramas planos a aquéllos en los cuales los factores de fase en cada vértice
se factorizan del diagrama como un solo factor comun, que involucra solamente los impulsos
de las lineas externas y se puede extraer fuera de las integrales. Las integrales que resultan
del calculo de estos diagramas son idénticas a las correspondientes al caso conmutativo.

En cambio, los diagramas no planos contienen factores de fase en los integrandos que
dependen de los impulsos de las lineas interiores de los diagramas, y que por lo tanto no se
pueden factorizar fuera de las integrales. Estos son los responsables del fenémeno llamado
mezcla infrarrojo-ultravioleta, ubicuo en las teorias no conmutativas®.

Como ejemplo de un calculo perturbativo en una teoria no conmutativa, tomaremos la
teorfa escalar con interaccion cudrtica (A/4!) qg * QAS * $ * QAS en d = 4 dimensiones espacio-
temporales y describiremos resumidamente el calculo de las correcciones a un loop al propa-

gador [61].
Los diagramas planos contribuirdn con
1 d*k 1 A?
IO () — _/ A SR R T 2.10
e P = 5 | G ) (2.10)

donde A es un cutoff ultravioleta y se ve explicitamente la divergencia cuadratica. Por lo
tanto, la relaciéon de incerteza de las coordenadas espacio temporales no ha regulado com-
pletamente la teorfa, algunas divergencias infrarrojas persisten.

La contribucion de los diagramas no planos serd

1 d*k  etkud" P m 1
W) = —/ x Ky m/p.0".0/p, + —
np 4 1.2 2 P v 2

6 ) (2m)* k24+m \/pﬂeﬂpG””p,,—I—ﬁ A

(2.11)

Puede verse que el factor oscilante en el integrando ha suprimido la divergencia ultravioleta,
de manera que el resultado final es convergente en esta region del espectro. Sin embargo, la

6La razén para esta nomenclatura es la siguiente: es posible definir una expansién diagramética que
automaticamente guarde el orden ciclico de los vértices si cada propagador es representado por una cinta en
lugar de una linea en el correspondiente diagrama de Feynmann, asociando a cada borde de la i-ésima cinta
los impulsos I; y l;41 tales que l;11 — [; = k;. Esto es similar a la formulacion de 't Hooft de las teorias no
abelianas. De esta manera los diagramas se pueden clasificar de acuerdo con su topologia, y adquiere sentido
hablar de diagramas planos o no planos. La serie perturbativa se transforma en una suma sobre topologias,
lo que inmediatamente sugiere una conexién entre las teorias de campos no conmutativas y la teoria de
cuerdas.
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divergencia aparece ahora como una divergencia en la regién infrarroja del impulso externo
p, como se puede ver desarrollando la funciéon K; para valores pequenos del argumento

1 , 1
Hr(llp) (p) ~ p‘ueﬂpepl/py n # + mQ In <m2 (p,ueupep Dy + P)) =
A2, —m?In (&> (2.12)
eff m2 ’ )

donde en la segunda linea hemos definido el cutoff efectivo

1

A2, = .
eff pﬂeﬂpepupy + é

(2.13)

Noétese que en el limite ultravioleta, el diagrama no plano (2.12) es finito: la no conmuta-
tividad ha regulado las divergencias. Sin embargo, el diagrama es divergente en la regién
infrarroja del impulso externo p.

Analicemos esto con mayor profundidad. Tomando el limite ultravioleta A — oo en
la formula para en cutoff efectivo (2.13) vemos que Asz = 1/pu0",0?p,. Por lo tanto, el
limite infrarrojo de p correspondera a A.ry — oo y el diagrama (2.12) sera divergente en
ese limite. Alternativamente, podemos tomar primero el limite infrarrojo en (2.13), entonces
Acsp = Ay el limite A — oo corresponderd a A.py — oo y la férmula (2.12) serd divergente
en el ultravioleta. Entonces podemos decir que las divergencias en la regién infrarroja del
espectro de p provienen de la region ultravioleta de integracion. Este fenémeno se conoce
como mezcla infrarrojo-ultravioleta o IR/UYV.

Recapitulando: para 6*” finito, los diagramas no planos son regulados por la no conmu-
tatividad, siendo finitos en el ultravioleta. Sin embargo, en la regién de pequeno momento
externo, donde las fases que regulan el diagrama devienen inefectivas, reaparecen las di-
vergencias ultravioletas ahora en la forma de divergencias infrarrojas. Se debe hacer notar
que estas divergencias provienen de la regién ultravioleta de integracion, por lo que son una
consecuencia de la dindmica de muy alta energia.

Este efecto aparece para 6*” no nulo pero arbitrariamente pequeno, por lo que la teoria
cuantica no conmutativa debajo de la escala de no conmutatividad no se parece en nada a
la correspondiente teorfa conmutativa (por ejemplo, como se ve en (2.12) el propagador de
la teoria no conmutativa muestra un complicado comportamiento no local). En ese sentido,
podemos decir que el limite 6#¥ — 0 no conmuta con el limite del cutoff.
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Capitulo 3

La motivacion de las teorias no
conmutativas en teoria de cuerdas y
en materia condensada

En este capitulo describiremos algunas de las motivaciones de la teorias no conmu-
tativas con producto de Moyal en la fisica. En particular recorreremos la celebrada
deduccion de Seiberg y Witten de la no conmutatividad de las teorias de campos que
describen la dinamica de d-branas a bajas energias en un campo de Neveu-Schwarz
constante. Luego estudiaremos la la manera en la cual aparece un producto de Moyal
en materia condensada, cuando se hace la proyeccion en el nivel de Landau mas bajo.

3.1. Cuerdas abiertas en un campo de Neveu-Schwarz
constante

En esta seccién analizaremos el espacio no conmutativo que emerge cuando se estudian
cuerdas abiertas en un campo constante de Neveu-Schwarz, siguiendo el andlisis original
de [19]'. Para esto, consideraremos la accién de la cuerda bosénica propagindose en un
fondo de campos gag, Bap, derivaremos las condiciones de contorno adecuadas para ese
problema y construiremos el propagador en una hoja de mundo con la topologia del disco
(que corresponde a un célculo a nivel drbol en teoria de cuerdas). Utilizando este propagador,
analizaremos la dependencia de las amplitudes de dispersion con respecto al campo de Neveu-
Schartz Byg.

1Un enfoque similar usando técnicas de cuantificacién canénica se ha dado en [62]
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Ecuaciones de movimiento y condiciones de contorno

La accion para la cuerda bosoénica viene dada por
1

4dad

S = / d*0 (gap(X)0uX"0°XP — 21id/ Bap(X)e™P0, X405 X ") (3.1)
w

donde W es la hoja de mundo, descripta con coordenadas o, con a = 0,1. En el primer
término, los indices a estdn contraidos con la métrica euclidea de la hoja de mundo 7,5 =
diag(1,1)?, mientras que en el segundo término, €*? es el tensor antisimétrico de Levi-Civita
bidimensional €”' = —€!® = 1. Aqui X*, con A =0,---,9, son las coordenadas de la cuerda
en el espacio-tiempo de 10 dimensiones, que se comportan como campos escalares desde el
punto de vista de la hoja de mundo, gap es la métrica del espacio tiempo y Byp es el campo
de Neveu-Schwarz antisimétrico.

Para una configuracion con Bag v gap constantes, integrando por partes en el segundo
término se obtiene

. .
S = / Po gapd X 0°XP — L / dt nae*’Bap X105 X5, (3.2)
471'05/ W 2 oW

aqui la variable de integracion ¢ es una coordenada a lo largo del borde W de la hoja de
mundo y n, un vector normal a ese borde. Para la variacién de esta accion se tiene

1
6S = / d*0 gap0a X106 XP —i / dt nae*’ Bapd X410, XP =
2ma! W oW

1
=— / d’0 gap0,0" X6 X" — / dtno (gap0* X" + 2micd/ e’ BopdsX ™) 6X 7 |,
2w’ \ Jw oW
(3.3)

Por lo tanto, para poder extraer la derivada variacional de la accién §S/dX4 = gap0,0° X,
del primer término en (3.3), debemos anular el segundo término mediante las condiciones de
contorno

No (940" X" 4 27id/ ¢’ Bapds X1, = 0 AB=0,---,p=purv, (34)
0X4,, = 0 A=p+1,---9=u, (3.5)

Las condiciones de contorno (3.5) corresponden a condiciones de tipo Dirichlet para las
direcciones p + 1,---,9 (es decir a una Dp-brana colocada en las direcciones 0, - -, p). En
cambio, las condiciones (3.4) corresponden a condiciones mixtas, que interpolan entre tipo

Dirichlet y tipo Neumann para las direcciones restantes 0, -- -, p (que se que se extienden a
lo largo del volumen de mundo de la Dp-brana)® 4,

2Si tomédramos en cambio signatura lorentziana 7,5 = diag(1, —1), omitirfamos el “i” delante del B,,.

3En adelante llamaremos i, v a las direcciones a lo largo de la Dp-brana 0, - - - , p, mientras que u, v serdn
las direcciones transversales p+ 1,---,9.

4Estas condiciones de contorno no son compatibles con con X* real (Si bien con una hoja de mundo
lorentziana, las condiciones de contorno correspondientes serian reales). Atdn asi, la teoria de cuerdas abiertas
se puede estudiar con ellas, hallando el propagador y utilizdndolo en el calculo de las funciones de correlacion.
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Las condiciones de contorno de Dirichlet en (3.5) se pueden reescribir n,6*795 X% = 0 en
las direcciones u = p+1,---,9. Reemplazando en la forma (3.2) de la accién, vemos que las
componentes u,v = p+1,---,9 del campo Byp se desacoplan de los campos X4, por lo que
podemos poner B,, = 0. En lo que sigue supondremos no nulas solamente las componentes
B, de este campo, con p,v =0,---,p.

Nos concentraremos aqui en la aproximacién a orden arbol de la teoria de cuerdas, por lo
tanto, la topologia de la hoja de mundo WV en la cual trabajaremos sera la del disco. Cualquier
variedad con esta topologia se puede mapear conformemente al semiplano superior, entonces
condiciones de contorno (3.4) quedan escritas como

(90, X" + 2mia’ B, 0, X")|, _, 0,
2, X" _, = 0,

donde o, = o, 7 son las coordenadas que parametrizan el semiplano, con o > 0.

Propagador

En este punto estamos en condiciones de calcular el propagador para esta teoria, el cual
debera cumplir con las siguientes ecuaciones

D0 AM (04,0)) = —27dg"0(00 — 0l,), (3.8)
(0-AM + 2mia’ BX,O,A™)| _ = 0, (3.9)
0.A™| = 0. (3.10)

Como se puede verificar por substitucién directa, la solucién de la ecuacién (3.8) con condi-
ciones de contorno (3.9) es

= _ =2
A (0qy0ly) = —a (gw log % G log |G — Ra’P) "
; o
_|_i¢9ﬁ“’ Arctan (T n T/) + D",
™ o o
uv uv ‘_‘_ _)l‘
A (0'0“0'(;) = —O/g log‘a_,_—Ro_,_/| . (311)

donde R = diag(—1,1) y hemos definido G* y 0" de acuerdo a las partes simétrica y
antisimétrica respectivamente del tensor (g + 27a’B)™!, es decir

1 pv B ij N 1 0;“/
g+2ra/B| 2ol

uv
o — —<2m')2( L _p 1 )

g+2ra/B g —2na'B

1 1 m
GW = g
g+2ra/B”7 g —2ra/B ’
G,uu = Yuw — (QWa,)QBypgprm/ . (312)
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Las constantes de integracion D*” en (3.11) pueden depender de B, pero son independientes
de o,7; no juegan ninguin rol esencial y se pueden fijar con libertad en cualquier valor
conveniente. Los primeros dos términos son manifiestamente univaluados. El tercer término
no es univaluado, por lo que lo restringimos a tomar valores en el intervalo [—m, .

La forma que toma el propagador cuando se lo evalia en el borde de la hoja de mundo,
es decir en 0 = ¢’ = 0, la cual serd necesaria para nuestros calculos mas adelante, es

A7, ) lo=gm0 = —a/G"log(r —7')* + %9’“’6(7 -7,
AU’U(T, 7'/) ’U:J/:O e O , (313)

donde hemos hecho D* = 0. Senalaremos aqui que G, tiene una simple interpretacién
intuitiva como la métrica efectiva que ven las cuerdas abiertas.

Como lo sugiere la notacién, el coeficiente 6*” en el propagador estara relacio-
nado con el conmutador de las p 4+ 1 coordenadas X* de la cuerda en un espacio
no conmutativo. Esta interpretacién se obtiene al calcular este conmutador de
operadores en la teoria conforme, usando el comportamiento a cortas distancias
del orden temporal, esto es

[(XHM(7), X"(T)] = HImT (X*(1)X"(T—¢€) — XM(T) X" (T +¢€)) =

e—0

= lmT <:X“(T)X”(T—e): —  XM(1) X" (T +¢€):

e—0

— A (1,1 —€) + AM (1, T + e)> -

= o (3.14)
hemos aprovechado aqui que el orden normal : - :; definido de acuerdo con
XN 0a)XP(03): = XN 0a)XP(0,) + A (04, 07), (3.15)

es una funcién analitica en o, — o/, lo cual nos permitié escribir la dltima linea
en (3.14). De esta manera vemos que el conmutador de las coordenadas que se
extienden a lo largo del volumen de mundo de la Dp-brana es no nulo, por lo
cual podemos inferir que ésta se convertird en un espacio no conmutativo.

En lo que sigue, verificaremos que la accién efectiva de campos que reproduce
las amplitudes de dispersiéon de teoria de cuerdas se corresponde con la accion de
una teoria f-deformada.

Orden normal y producto de operadores

Para calcular amplitudes de dispersién en teoria de cuerdas es necesario conocer la forma
de un producto arbitrario de ciertos operadores, que estan asociados a los estados dispersados,
conocidos como operadores de vértice.
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Tales operadores de vértice, para un estado con impulso p, tendran la forma general
Vo (04) =: P(0aX*(00), 005X (04), - - -) e X (o) - (3.16)

donde P es un polinomio en las derivadas de los campos X*(0,), que dependerd del estado
de la cuerda representado con el operador de vértice. Aqui la definiciéon del orden normal se
ha extendido para una funcional arbitraria de X“(o,) de acuerdo con

J J
0XA(0q) 0XB(d!)

F[X]: :e:x:p{%/d2 d*c’' A*B(o,,0) }f[X] , (3.17)

lo que implica para un producto de funcionales

OF dg
dXA(0,) 6XB ()
Como ejemplo de la féormula anterior, considérese el producto de dos operadores de vértice

exponenciales (asociados al estado de taquién) con impulsos p y ¢, evaluados en el borde de
la hoja de mundo

FIX]::G[X]: = exp{/d2ad20/AAB(aa,J/a) } FIX]G[X]: . (3.18)

LX) LX) . AP paas . i X (1) e X () L _
= (r-— )2a/p1LGHDPV6_%17#9””77”5(7_7/) - o X(T) ig X (7).
— e aPu0" pee(r—T) 1 ip X(7): 2 gig X (7): , (3.19)
donde : - : es el orden normal calculado segin la férmula (3.17), pero usando el propagador
g p propag
AR (7,7 |g=gr—0 = —a/G* log(T — 7')?, (3.20)

en lugar de (3.11). Este coincide con el propagador “usual” correspondiente al caso By, =0,
con la unica diferencia de que la métrica G, aparece en lugar de la métrica g, .

Por lo tanto, este producto de operadores de vértice se reduce al producto de operadores
de vértice del caso By, = 0, salvo por la substitucién de la métrica g,,, por la nueva métrica de
cuerdas abiertas G, y por la aparicién del importante factor de fase exp(i/2p,6"*p,). Como
veremos mas adelante, este factor de fase, que es caracteristico del producto de Moyal escrito
en el espacio de impulsos, serd el responsable de que la teoria efectiva sea no conmutativa.

En cuanto al producto de operadores de vértice mas generales (asociados a estados exci-
tados de la cuerda), se debe observar que como el segundo término en el propagador contiene
e(t —71'), para T > 7' no contribuird a las contracciones de derivadas de X*(7), por lo tanto,
se puede ver que un producto arbitrario de operadores de vértice sera

k
[1: POXA(r), 02 XA(r),..) e X .
=1

k
— 72 Ly Putple(ri=T)) H an(aXA(Ti), 62XA(7'1~), o) e X(m): (3.21)

=1
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Nuevamente, el producto de operadores de vértice coincide con el usual salvo por el factor
de fase dependiente de los impulsos y por la substitucién de la métrica g,, por la métrica
G- La conservacion del impulso asegura que el factor de fase sélo depende del orden ciclico
de los 7; en el borde del disco.

Amplitudes de dispersion

Ahora, armados con el propagador en la hoja de mundo y con la forma de un producto
arbitrario de operadores de vértice, estamos en condiciones de calcular amplitudes de dis-
persién a orden arbol en la teoria de cuerdas, de manera de descubrir que tipo de teoria
de campos es la adecuada para describir la fisica a bajas energias en esta Dp-brana no
conmutativa.

Para calcular una amplitud de dispersién en teoria de cuerdas, se toma el valor medio
de vacio del producto de los operadores de vértice V;j (7:) que representan a los estados
involucrados, evaluados sobre el borde de la hoja de mundo, y se integra sobre los 7;. Si
incluimos factores de Chan-Patton en los extremos de la cuerda, debemos también tomar la
traza del producto de las matrices M; que representan estos factores.

Por lo tanto, cuando insertemos el producto (3.21) en un valor medio para calcular una
amplitud de dispersion entre estados con un conjunto de particulas con impulsos p; vy estados
de Chan-Patton M;, obtendremos como resultado

Siﬂf /W, /Hdﬂ <H i(aXA(Ti>7a2XA(TZ’),~- ) ipt- X (1) >Tr<HM>

i=1

] k
S PIEST L / [1d < P(OXA (1), PXA(T), .. e X () >Tr<HM>
=1

— e 1 i piew‘”isiaf(Guu; o =0) . (3.22)

k

=1

Es decir que el efecto de un campo B, no nulo en las amplitudes de dispersion consiste en
cambiar la métrica g,, por la métrica de cuerdas abiertas G, e introducir en los vértices el
factor de fase exp(—i/237,.p,0"p}), que caracteriza a una teorfa no conmutativa. Por lo
tanto, se ve que la accién efectiva construida para reproducir estas amplitudes de dispersién,
contendra productos estrella en sus vértices.

Para construir la teorfa efectiva procedemos como sigue: si ®¢; son campos asociados a
los estados i de la cuerda con factores de Chan-Patton ab, entonces en el caso B, = 0 la
accion efectiva consiste en una suma de términos de la forma

Tr / dx Oy O, - O, (3.23)

donde la traza se toma sobre los indices de Chan-Patton de los campos. En el caso By, no
nulo, y de acuerdo con lo que hemos dicho mas arriba, la accién efectiva consistird en exac-
tamente los mismos términos, pero con los productos normales reemplazados por productos
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estrella
Tr / A ®; % Dy k- x Dy (3.24)

Esto es consistente con la receta dada en 2.3 para construir una teoria de campos no con-
mutativa: tomar una acciéon de campos normal y cambiar productos normales por productos
de Moyal, es decir introducir en los vértices el factor de fase que aparece en (3.22).

Limite de teoria de campos

Si bien con el razonamiento anterior hemos logrado dar una descripciéon simple de la
dependencia de la accién efectiva en el campo B,,, la forma del desarrollo de la accién
efectiva en potencias de o/ es al menos tan complicada como en el caso B, = 0.

Por lo tanto, para tener una accion de teoria de campos que sea 1util para describir la
fisica de bajas energias de la teorfa de cuerdas, debemos tomar el limite o/ — 0 desacoplando
los efectos de altas energias relacionados con el comportamiento de las cuerdas. Como hemos
visto que las cuerdas abiertas son sensibles a los pardmetros G, y 0*”, al tomar este limite
debemos mantener constantes estos pardmetros en lugar de los usuales g, y B, .

Para tomar ese limite en la ecuacién (3.12), vemos que para mantener 0*¥ constante es
necesario que g, tienda a cero como o? y B, se mantenga constante, entonces

1\"
o — [ =
(5)
1 1 1\"™
Gwv o o— (=
(27’ )? (BgB) ’
G = —(27d')’B,,9"" B, . (3.25)

Por lo tanto, es claro que la teoria de campos efectiva, construida para reproducir estas
amplitudes de dispersion en un calculo a orden arbol, es similar a la correspondiente al caso
B,, = 0, salvo que debera contener productos Moyal en sus vértices, con el pardmetro 6"
dado por (3.25), de manera de asegurar la aparicién del factor de fase en (3.22).

Campos de gauge

Cuando ponemos de fondo un campo de gauge, la accién de cuerdas (3.1) se modifica
con la adicion del término

Syauge = / dt nge® A (X) Dp X (3.26)
ow

Como se puede ver integrando por partes, este término es equivalente a sumar al campo Bag
la contribuciéon Fap[A]. Alternativamente, podriamos absorber el campo Byp en el campo
de gauge mediante un término (1/2) BapX?. Esta ambigiiedad se fija mediante la condicién
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Fap[A] — 0 cuando X — oo, por lo que cualquier constante en Fyp[A] se considera parte
de Bag. Nuevamente las condiciones de contorno de Dirichlet desacoplan las componentes
A, del campo de gauge, por lo que podemos fijarlas a cero sin pérdida de generalidad.

La adicién de un término de interaccion de la forma (3.26) convierte nuestro modelo en
un modelo sigma no lineal. Por lo tanto, las interacciones daran origen a la apariciéon de
infinitos en los calculos, los cuales deberan ser regularizados adecuadamente.

La accién (3.1) con el término (3.26) es invariante bajo la transformacién

A, =0\, (3.27)

bajo la cual (3.26) transforma como una derivada total

55 unge = / dt DA (X) 9 XF — / dtONX) = 0. (3.29)
ow ow

Por lo tanto, cldsicamente la teoria es invariante respecto de las transformaciones (3.27).

Sin embargo, en la integral funcional evaluada con esta accién, es necesario regularizar
los infinitos originados por el producto de operadores en el mismo punto. En un valor medio
arbitrario, desarrollando la variacién de la exponencial de la acciéon a primer orden en el
campo de gauge A, y en A, obtenemos

5(--) = </d¢ L AL(X(7))0, XM (7) /dT' L ONX (7)) : > , (3.29)

donde hemos mapeado conformemente la hoja de mundo al semiplano superior.

Para regularizar este producto de operadores utilizaremos el método de separacion de
puntos o point splitting, excluyendo de la region de integracién en la segunda integral un
pequeno intervalo de ancho € en torno al punto en donde esta evaluado el operador en la
primera integral. Al final del célculo tomaremos el limite ¢ — 0. Entonces

5y = Hm</dT ;AM(X(T))E)TXH(T):/R dr’ :aT,A(X(T’)):...>:

e—0 —[t—e..t+€]

- </ dr  A,(X (7)) . X"(r) :: (AX(r — €)) = (X (7 + ) : "'>7<3~30>

usamos el limite de bajas energias o/ — 0 del propagador (3.13) para reescibir la tltima
linea como

()]s = </dT D 0; XH(T) (Au(X (7)) * M X (T—¢€)) — Au(X (7)) * M(X(7+¢€))) : >:

</d7 L0, X (r) [Au(X (7)), M(X (7)) + > . (3.31)
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Por lo tanto la accién adecuadamente regularizada por el método de separacion de puntos
no serd invariante frente a las transformaciones (3.27).

Para encontrar las transformaciones que dejan invariante la accion regularizada, es ne-
cesario modificar la regla de transformacién (3.27) de modo de cancelar la contribucién
anémala (3.30). De esta manera, tenemos que la accién regularizada serd invariante bajo la
nueva ley de transformacion

SA, = O\ + [A, N (3.32)

Como veremos mas adelante, esta ley de transformacién se corresponde con una teoria de
gauge f-deformada. Por lo tanto, la simetria de gauge en la brana sera una simetria de gauge
no conmutativa.

Si bien hemos desarrollado esta demostracion en un desarrollo a primer orden en el campo
de gauge A, la demostracién se puede extender a orden arbitrario. El caso no abeliano se
demuestra de manera analoga.

Se debe notar que la deduccién de (3.32) depende fuertemente del tipo de regularizacién
utilizado. Si hubiéramos utilizado para regularizar las integrales un método invariante de
gauge, como por ejemplo el de Pauli-Villars, nos encotrariamos con que la correcta simetria de
gauge es (3.28) en lugar de (3.32). Esto cobrard importancia més adelante, cuando definamos
el mapeo de Seiberg y Witten, que relaciona una teoria de gauge no conmutativa con una
teoria conmutativa.

En resumen, hemos visto que cuando se estudian cuerdas abiertas en un campo de Neveu-
Schwarz B,,, constante, con sus extremos fijos a una DP-brana, las coordenadas que des-
criben el volumen de mundo de la Dp-brana verifican el dlgebra de un espacio tiempo no
conmutativo #-deformado. Vimos que existe un limite de baja energia de la teoria de cuer-
das, en el cual los grados de libertad efectivos estan descriptos por una teoria de campos no
conmutativa con producto de Moyal. Ademas, si incluimos un campo de gauge, verificamos
que la simetria de gauge de la teoria de campos efectiva se corresponde con la de una teoria
de gauge no conmutativa.

3.2. El efecto Hall

Particula en un campo magnético intenso

Supongamos una particula de carga e minimamente acoplada a un campo electromagné-
tico externo. La parte de interaccién de la accién vendra dada por

St = / a2 (2) Ay () =

— e/d‘*x/dTa(mﬂ—Xﬂ(r))dXd—im Au(z) =
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= e / dt (Xi(t)A,.(X(t)) +A0(X(t))> : (3.33)

donde X* son las coordenadas de la particula en el espacio tiempo, y en la tultima linea
hemos fijado la invarianza de reparametrizaciones poniendo X° = 7 = t. Especializando
para un campo magnético constante en la direccién 3, tenemos A;(z) = —(B/2)e;; 27 (con
i=1,2)y As(x) = Ao(z) = 0, entonces

B
St = 62 / dte;; XX7 (3.34)

La accion completa para la particula contendrd también un término cinético, que en el limite
no relativista serd cuadratico en las velocidades X y proporcional a la masa m de la particula.
Esta claro que en el limite de campo magnético fuerte eB >> m podemos despreciar esta
parte cinética frente al término (3.34). De esta manera obtenemos un sistema de primer
orden en derivadas temporales, cuya accién estd dada por (3.34).

Al derivar esta accion para obtener los impulsos candnicos, vemos que aparecen los vincu-
los de segunda clase

eB

— ;X7 =0. (3.35)

pi + 5

Para cuantificar canénicamente esta teoria, debemos obtener los corchetes de Dirac entre las
variables candnicas de acuerdo con estos vinculos. Tales corchetes nos dan para las coorde-

nadas
1

(X' X pp = =€, (3.36)
lo que tiene una estructura que nos recuerda a un espacio no conmutativo.
La primera cuantificacién de la teoria requiere reemplazar las coordenadas X° de la
particula por operadores Xi cuyas reglas de conmutacién vendran dadas por ¢h veces el
paréntesis de Dirac, es decir

n oA ho -
(X7, X9) = —é—Bew = ifi (3.37)

donde % = — ¢l Por lo tanto, la primera cuantificacién de una particula sometida a un
campo magnético externo fuerte proporciona naturalmente una realizacion de un espacio no
conmutativo #-deformado.

Para definir los operadores f que representan en la teoria cuantica a los observables
clasicos f, es necesario dar un prescripcion de ordenamiento de las variables X' X? en
f (X ) Si esta prescripcién se hace de acuerdo con el orden de Weil definido en (2.5), entonces
el producto de operadores f g sera el operador correspondiente al producto Moyal de las
funciones f * g. Vemos entonces que el algebra de observables del sistema de una particula
cargada en un campo electromagnético fuerte es un dlgebra Co(M).
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Limite continuo: fluido cargado en un campo magnético intenso

Estudiaremos aqui el limite continuo de las expresiones anteriores, y su relacién con la
teoria de Chern-Simons no conmutativa, siguiendo el andlisis original de [22]. Si escribimos
el equivalente de la accién (3.34) para un sistema de n particulas, en el limite eB >> m
obtenemos

1 » .y
Sint = 5 / dt l;‘eB e Xi X7 . (3.38)

Particionando el plano en n sectores A;S y multiplicando y dividiendo en la acciéon anterior
por A;S se tiene

1 "“. eB .
Sinte = = [ dt — A Se; X)X, 3.39
=5 ) Y R A xS (3.39)
en el limite continuo n — 0o, A;S — 0, esto se transforma en la siguiente accion de campos
ed 2 i g

donde @ es el flujo magnético, que hemos supuesto constante, y hemos reemplazado el indice
de particula [ por un par de variables continuas (y',?). Los campos X(f,y) se pueden
entender como las coordenadas al tiempo ¢ de la particula que se hallaba en 3 en el instante
inicial. Por lo tanto la condicién inicial serd X*(0,y) = y'.

El lagrangiano (3.40) es invariante frente a difeomorfismos en las variables y’ que pre-
servan el area, es decir que tienen jacobiano unidad. Bajo tales difeomorfismos X" (¢,1') =
X'(t,y), lo que implica infinitesimalmente

y' o=y
X" = X' —09;X'f1. (3.41)
Nétese que la condicién de jacobiano unidad det(d;y”) = 1 se traduce en 9;f* = 0 cuya

solucién es f' = €79, ), con A una funcién arbitraria de y. Con esto la ley de transformacién
se convierte en

Y= Y+ PO,

X' = X' —dR9; XN . (3.42)
La corriente de Noether asociada a esta simetria es

¥ = et OXOXIN, (3.43)

j' = 0, (3.44)

donde hemos hecho caso omiso de una derivada total que no contribuye a la carga. Por lo
tanto, la ley de conservacién de esta corriente implica

aﬂj” = anO = 80 (Eiijl 8kX26lXJ) A= 0, (345)
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por lo vemos que el generador se conserva €;;e" 9, X9, X7 = cte. Es convencional fijar el
valor de esta constante a 1 en ausencia de vortices, por lo que nos quedamos con el vinculo

GijEkl 8kX181XJ =1. (346)

Si imponemos este vinculo agregando un multiplicador de lagrange Ay, la accién nos
queda escrita como

) o ) )
§ = S [ didy (e XX+ A (e XX 1)) =
[} N )
- % dtd®y (el-j X (XJ et akAoalXJ) - A0> . (3.47)

Si en la expresion anterior hacemos el cambio de variables
Xi=y +€7A;, (3.48)
nos queda, después de un poco de algebra

ed g
S = 7 /dtde 62] (AQ(@ZA] + EklakAialAj) — AlaoA]> 5 (349)
donde hemos despreciado las derivadas totales.
Nétese que es segundo término en el coeficiente de Ay se puede escribir como el desarrollo
a primer orden de un conmutador de Moyal con pardametro 0¥ = —e* /e B. Entonces nuestra
accion difiere de

P y
8% = 67 /dtd??ﬁ” (Ao(9:A; + [Ai, Aj]) — Aido4;) | (3.50)

en un término de orden (6*)? ~ 1/(eB)2. Por lo tanto, cuando el campo magnético es lo
suficientemente intenso, podemos despreciar esa diferencia y utilizar (3.50) como la accién
para el campo A;, Ag. Haciendo esto hemos llegado a una teoria no conmutativa que, como
veremos mas adelante, se puede identificar con la teoria de Chern-Simons no conmutativa
para el campo A, = (Ao, 4;).

Al adoptar (3.50) como la accién adecuada para describir el fluido de electrones, estamos
aceptando una teoria en la cual las coordenadas del espacio tiempo no conmutan, con lo que
tenemos una relacién de incerteza del tipo Ay; Ay, > 0/2, 1o que implica un drea minima en
el plano (y', y?) accesible a las observaciones. Podemos interpretar esto diciendo que hemos
recuperado de alguna manera el volumen finito ocupado por el electrén.
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Capitulo 4

Las teorias de gauge no conmutativas
y el mapeo de Seiberg-Witten

Este capitulo estara dedicado a las teorias de gauge es espacio no conmutativo. Pri-
mero estudiaremos de que manera se definen los campos de materia en diferentes
representaciones del grupo de gauge. Luego definiremos la conexion y la curvatura no
conmutativas. Finalmente describiremos la conexion existente entre teorias de gauge
conmutativas y no conmutativas, a través del mapeo de Seiberg y Witten

4.1. Campos de materia

Podemos ahora preguntarnos como se construira una teoria de gauge no conmutativa.
Sea G el grupo de gauge, cuya algebra de Lie es generada por los generadores J,, con
constantes de estructura f9%.. En una teoria de gauge convencional, los campos de materia
son vectores = [®,] de algun espacio de representacién del grupo de gauge, con entradas
®, que son funciones continuas sobre la variedad M, es decir ®, € Co(M). Similarmente
las transformaciones de gauge son matrices g = [gap], que estdn en alguna representaciéon
del grupo de gauge, y cuyas entradas perteneces al algebra de funciones continuas sobre la
variedad, es decir g, € Co(M). Formulamos la teoria de manera que sea invariante frente a
P — go.

Siguiendo los lineamentos generales descriptos en los capitulos anteriores, debemos reem-
plazar los campos conmutativos ®, € Co(M) por campos no conmutativos ®, € Cy(M). Sin
embargo, tal reemplazo implica un cambio en las reglas de transformaciéon frente a cambios
de gauge, ya que para poder ser multiplicadas por los campos o, (que sélo admiten producto
estrella), las entradas g,, de las matrices de transformacién de gauge deberdn pertenecer a
Co(M). O sea que la regla correcta sera

A

d — §Gxb, (4.1)
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y debemos formular nuestra teoria de manera que sea invariante bajo esta regla de transfor-
macion.

En este punto se debe observar una propiedad importante de las teorias de gauge no
conmutativas. En una teoria de gauge usual conmutativa, tanto la representacion transpuesta
o antifundamental, en la cual representamos el campo ® por un vector fila y transformamos de
acuerdo con ® — ® ¢!, como la representacién adjunta, en la cual pensamos a ® como una
matriz en el dlgebra de Lie del grupo y transformamos segiin ® — g ® ¢!, son equivalentes
a una representacion natural, donde ® — ¢g® con una adecuada elecciéon de g y . En
cambio, en el presente caso, debido a la no conmutatividad del producto estrella, ninguna
de esas representaciones es equivalente a alguna forma de (4.1). Entonces, las posibles reglas
de transformacion para los campos de materia seran

g * o representacion fundamental “f”
O(x) — O x gt representacion ant1fundamental “a” (4.2)
g*®* g~ representacién adjunta “adj”.

La inversa §~! de una transformacién de gauge estd definida con relacién al producto de
Moyal, esto es g~! * g = 1. Obsérvese que, atin en el caso con grupo de gauge U(1), tiene
sentido diferenciar las tres posibilidades arriba mencionadas para la regla de transformacion.

Si escribimos g = 1+ )\ donde ) es una matriz del algebra de Lie del grupo con entradas
en Cy(M), obtenemos la forma infinitesimal de estas transformaciones

)\ * @ 14 77,
0b(x) = ¢ dx\ “a” (4.3)

Y

Ak d— P s\ “adj” .

Por aplicacién sucesiva de transformaciones infinitesimales construimos una transformacion

finita
g(x) = <1+5\>*<1+5\)*---*<1+5\>:
= 1+A+ )\*/\+ =, (4.4)
g = et (4.5)

4.2. Conexién, curvatura y derivadas covariantes

Nétese que, dado que el producto estrella satisface la regla de Leibnitz, las derivadas
de los campos se transformaran bajo cambio de gauge de manera diferente a los campos
mismos, de acuerdo con

(9,@*(@%—@*@@ “7,
u® — < 0,0 * g_l + O 8M§]_i ) “a”
0GPk g +g*x0,P*x g+ % P, “adj”,
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(4.6)

es decir que si pretendemos formular una teoria invariante bajo transformaciones de gauge
locales!, debemos definir un campo de gauge y una derivada covariante. Obsérvese que debido
a que en (4.6) estan involucrados productos estrella, el campo de gauge no conmutativo flu
debe multiplicarse usando ese producto, tanto en la derivada covariante cuanto en su regla
de transformacién de gauge.

Si definimos para A# la regla de transformacién

~

Ay — Gx A« g 4§05, (4.7)

deducimos que las correctas derivadas covariantes adecuadas a cada representacién deben
ser . o
0,0+ Ax® 7,
ﬁufi) = 0u<i> — P« /Al“ “a”, (4.8)
8,® + [A,, @] “adj”,

las cuales transformarin de acuerdo con

gD
Dy — { D,bxg! “q, (4.9)
g * DM(I) * g—l “adj”.

Una observacién importante: tomemos la representacion adjunta en el caso U(1). Si bien
este modelo se desacopla en el limite conmutativo *¥ — 0, para 6" finito la interaccién es
no trivial como se puede ver en (4.8). Méas atin, cuando se consideran los efectos cudnticos,
la presencia de §*” arbitrariamente pequeno pero no nulo genera efectos observables cuali-
tativamente diferentes a los del caso estrictamente conmutativo. Esto sucede debido a que,
cuando #* es no nulo, cualquier regularizacién invariante de gauge hace uso de la derivada
covariante (4.8). Otra manera de decir esto es que el limite conmutativo no es un limite suave
y no conmuta con los limites tomados al regular las integrales en la teoria de campos. Este
fenémeno estd cercanamente relacionado con la mezcla infrarrojo-ultravioleta 6 IR/UV, de
la que hemos hablado anteriormente, que es caracteristica de las teorias no conmutativas y
ha sido ampliamente estudiada en la literatura®. La forma de la regla de transformacién de
A# bajo el cambio infinitesimal (4.3) es

5A, = D\, (4.10)

1La palabra “local” debe interpretarse aqui en el sentido débil de “matrices de transformacién que de-
penden de las coordenadas”. Las leyes de transformacién de gauge (4.2) involucran infinitas derivadas de los
campos y de las matrices de transformacién, por que son claramente no locales, dependiendo de los valores
que toman estas funciones en todo el espacio.

2En el capitulo (6) veremos un ejemplo claro de este fenémeno, en el caso de la induccién de un término
de Chern-Simons por fluctuacién de fermiones no conmutativos en la representacién adjunta.
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donde 13“ corresponde a la representacion adjunta. Escrito en componentes
1a \a 1 Ab ¢ 1 Ab \c
OAT = O\ + §[tb,tc]{Au, A} + §{tb’tc}[‘4u’ . (4.11)

En esta formula se ve explicitamente una restriccion importante para las teorias de gauge no
conmutativas: si el campo de gauge flu debe ser interpretado como una conexion en el algebra
de Lie del grupo de gauge G, es necesario que el anticonmutador en el iltimo término sea
expresable como combinacién lineal de los generadores. Es decir que los grupos admisibles
como grupos de gauge de teorias no conmutativas deben ser tales que su algebra de Lie cierre
por anticonmutacién (ademdas de por conmutacién, como es usual).

Esto nos prohibe, por ejemplo, los grupos SO(N), SU(N), SL(N,R), SL(N,C), etc, los
cuales deben ser substituidos por grupos cuya algebra de Lie cierre por anticonmutacién
(como por ejemplo U(N), GL(N,C)), etc)?.

Con la ayuda de las derivadas covariantes antes definidas, encontramos una expresion
para la curvatura F w en la teorfa de gauge no conmutativa

~ ~ ~

FHV:[D/.MDV]:apAV_ayA#_FA#*A#_AV*A’“. (412)

Noétese que debido a que los dos ultimos términos en (4.12) involucran productos de Moyal,
no se cancelan aun en el caso U(1), por lo que la electrodindmica no conmutativa es una
teoria no lineal.

De la definicién (4.12) se deduce la correspondiente ley de transformacién

A

Fu — g F*g™! (4.13)

o sea que la curvatura transforma en la representacion adjunta.

4.3. Accién invariante de gauge

La receta general que hemos descrito en el capitulo 2.3 para construir la acciéon de una
teoria no conmutativa consiste en tomar la acciéon de alguna teoria de campos conmutativa
y reemplazar en ella los campos ® por los correspondientes campos no conmutativos P y los
productos usuales por productos de Moyal. Apliquemos esta receta para los campos de una
teoria de gauge

3Sin embargo, es posible sortear este inconveniente si se renuncia a la interpretacién del campo de gauge
como una conexion, o si se imponen vinculos adicionales sobre el campo. De esta manera se han construido
ejemplos de teorfas de gauge con grupos especiales o simplécticos [63], [64], [65].
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Representaciones fundamental y antifundamental

Para un campo escalar ¢ en la representacién fundamental (antifundamental), tomamos
la accién de la teoria conmutativa y le aplicamos la regla anterior para obtener

S0 = % / dlx ((f)%)u Dyup — m? ¢t qs) , (4.14)

donde D,@ es la derivada covariante en la representaciéon fundamental (antifundamental).
Para referencia futura, nétese que obtenemos el mismo resultado si aplicamos nuestra regla
de reemplazo a la derivada covariante escrita en su forma matricial D, ¢ = 0,¢ + A,¢ o en
términos de componentes (D,¢)* = 0,¢" + f4.AL¢°.

De manera similar, para un campo espinorial en la representacién fundamental (antifun-
damental) se tiene

Sezé/d%z]}*(iﬁ—m)@. (4.15)

Tanto en el caso fermiénico como en el bosonico el lagrangiano para los campos en
la representacién fundamental (antifundamental) es invariante de gauge, y por lo tanto lo
mismo sucede con la accién.

Representacion adjunta

En el caso de que los campos de materia estan en la representacién adjunta (4.2), la
accion invariante de gauge serd, para un campo escalar

1 A N ~ N
S0 = §Tr / diz ((D%)T* D¢ —mPplx gb) , (4.16)
mientras que para un campo espinorial
o _ 1 do (0o (i T 7
S=§Tr/dx<1/z*(zﬁ—m>w>, (4.17)

donde en ambos casos la derivada covariante es la correspondiente a la representacién adjunta
segun se define en (4.8).

Debemos hacer aqui una observacién importante: las expresiones (4.16) y (4.17) se obtie-
nen a partir de la correspondiente teoria conmutativa aplicando la receta de la que hablamos
anteriormente (esto es, reemplazando los campos conmutativos por los no conmutativos y
los productos usuales conmutativos por productos estrella) a las formas matriciales de las
derivadas covariantes D, ¢ = 0,0+ [A,, ¢]. Otro hubiera sido el resultado de aplicar nuestra
receta a la forma en componentes de la derivada covariante (D,¢)* = 0,¢% + f “bCAZ¢C. Esta
observacion cobra importancia al construir la accién para el campo de gauge.
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Se debe hacer notar que, tanto el lagrangiano en (4.16) como aquél en (4.17), para
los campos de materia en la representacion adjunta, no son invariantes de gauge sino que
transforman segin

L=Tr(-)—=Te(g7 % - xg), (4.18)

el producto de Moyal en la expresién resultante nos impide usar la propiedad ciclica de
la traza para probar la invarianza de gauge del lagrangiano. Sin embargo, si se imponen
condiciones de contorno adecuadas, el producto estrella cumple la propiedad ciclica bajo
el signo integral, por lo tanto la acciéon construida con este lagrangiano sera invariante de
gauge.

Accion para el campo de gauge

Cuando nos disponemos a aplicar nuestra receta para escribir la accién invariante de
gauge para los campos de gauge A,, tomamos una accién conmutativa usual, la escribimos
en su forma matricial y recién después reemplazamos los campos por los correspondientes
campos no conmutativos /Alu y los productos usuales por productos de Moyal. Nuestra receta
para construir acciones no conmutativas no se puede aplicar a la accién escrita en términos
de componentes AZ

Por ejemplo, para la accion de Yang-Mills no conmutativa obtenemos

1 R R
S = 1 / dPx Tr(F,, = ™). (4.19)

Obsérvese que el lagrangiano no es invariante de gauge, pero la accion si lo es dadas las
adecuadas condiciones de contorno. Esto es similar a lo que observamos para los campos de
materia en el caso de la representaciéon adjunta. Otra observacién importante es que esta
accién contiene autointeraccién para el campo de gauge atn en el caso U(1), por lo cual el
desarrollo perturbativo de la electrodindmica no conmutativa contendréa diagramas con loops
de fotones.

En la Parte II de la tesis definiremos la accion de Chern-Simons no conmutativa siguiendo
los lineamientos aqui descriptos. En la Parte III haremos lo propio en relacién a la accién
no conmutativa de Born-Infeld.

4.4. El mapeo de Seiberg y Witten

Hemos visto en la seccién 3, que al regularizar la integral funcional de teoria de cuerdas
usando el método de point splitting se obtiene una teoria de gauge no conmutativa cuyos
campos hemos llamado fl#, mientras que en cambio, si regularizaramos usando el método
de Pauli-Villars, obtenemos una teoria de gauge usual conmutativa con campos de gauge
A,. Por lo tanto, dado que se trata de una diferencia de regularizacién, debe existir una
redefinicién de los campos /Al# [A,], que mapee la simetria de gauge ordinaria conmutativa en
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la correspondiente simetria no conmutativa. Tal transformacién fue encontrada por Seiberg
y Witten, en la forma de un cambio de variables orden a orden en 0*” [19].

Dado que debemos respetar las simetrias presentes a cada lado de la transformacién, esto
significa que para un cambio infinitesimal de gauge con parametro A en la teoria conmutativa,
debe existir un \ en la teorfa no conmutativa tal que

~ ~

Au [Au + 5>\Au] = A, [Au} + 05 AL [Au] . (4.20)

Es importante resaltar que esto no significa que exista un cambio de parametros del tipo
A= 5\[)\], ya que si asi fuera tendriamos un isomorfismo entre los grupos de gauge de ambas
teorfas. Basta con recordar que en el caso U(1) la teoria no conmutativa es “no abeliana” (a
diferencia de la conmutativa), para ver que tal isomorfismo es imposible. Entonces, lo mas
cercano que podemos escribir es una transformacién de la forma \ = ;\[/\, Al

Postularemos que, en un desarrollo del campo flu [A,] en potencias de 6", los coeficientes
son expresiones locales en términos del campo A,, y sus derivadas. Entonces, como se puede
verificar por substitucién directa, una solucién de la condicién (4.20) a primer orden en 9"
sera,

~

1
AH[A] = AH + ZQW{Am aaAu + Fau} +0 ((QW>2) )

~

AL A] = A — iem{apA,Ag} Lo (4.21)

(obsérvese que, dado que esta es una expresiéon a primer orden en 6#¥, los productos involu-
crados son productos matriciales usuales).

Sin embargo, en este punto debemos notar que en realidad nuestra deduccion de la
ecuacién (4.20) y de su solucion (4.21) es independiente del valor de 6#¥. En otras palabras,
nuestros razonamientos siguen siendo validos si el campo de gauge A, se refiere a una teoria
no conmutativa con parametro 6 # 0 y el campo flu a una teoria no conmutativa con
parametro 6*” + 60" =£ 0. En ese caso, la solucién se puede escribir como

A 1
5A,[A] = 7 807( Ay, 0y Ay + Fry}

~

1
SAIN A] = = 60" {9\ A} (4.22)

La aplicacién de este cambio de variables en la accion efectiva para el campo de gauge
transforma la accién no conmutativa S[A,] en un accién conmutativa S[A], que no necesaria-
mente es aquella de la cual se obtuvo S? [Au] al reemplazar productos estrella por productos
normales. Por ejemplo la aplicacion a la accién de Yang-Mills no conmutativa (4.19) del
mapeo de Seiberg y Witten no la transforma en la acciéon de Yang-Mills conmutativa, sino
en una accién conmutativa complicada y no polinéomica. Estudiaremos més adelante el caso
de la accién de Chern-Simons en 2 + 1 dimensiones.
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Para referencia futura, senalaremos aqui que la regla de transformacién para el tensor de
curvatura F),, que se deduce de (4.22) es

1
00,6 (—2{Fp, Fuo} + {A,, 0o F + Do Fl }) . (4.23)

5F,, = ,
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Parte 11

Teoria de Chern-Simons en espacio no
conmutativo

o1






En esta segunda parte de la tesis, analizaremos algunos aspectos de la teoria de Chern-
Simons en espacio no conmutativo.

Antes que nada, resumiremos las propiedades de la accion de Chern-Simons conmutativa
que nos proponemos estudiar en el caso no conmutativo (capitulo 5).

Comenzaremos el estudio del caso no conmutativo, investigando la manera en la cual la
accion de Chern-Simons no conmutativa se induce al integrar fermiones en 2+1 dimensiones
no conmutativas acoplados a un campo de Gauge, como la parte que viola paridad de la
accion efectiva (capitulo 6).

A continuacion estudiaremos los problemas que surgen al definir la accion de Chern-
Simons no conmutativa en una regién del espacio con borde y la relacion entre esta accion y
el modelo quiral no conmutativo de Wess-Zumino-Witten en el borde de esa region (capitulo
7).

Como un ultimo punto, estudiaremos el comportamiento de la accion de Chern-Simons
bajo la transformacion de Seiberg y Witten, la que mapea teorias de gauge no conmutativas
en conmutativas, y de la cual hablamos en el capitulo precedente (capitulo 8).

Finalmente, utilizando el conocimiento adquirido en relacién con este modelo, dare-
mos una definicion consistente de una teoria de gravedad 6-deformada en 2+1 dimensiones
(capitulo 9).

Toda esta seccion forma parte de las contribuciones originales de esta tesis, y fue des-
arrollada en colaboracion con F.A. Schaposnik y G.A. Silva (de la Universidad Nacional de
La Plata) y M. Banados y O. Chandia (de la Universidad Catdlica de Chile).
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Capitulo 5

Introduccion a la teoria de
Chern-Simons

En este capitulo repasaremos algunas propiedades conocidas de la accion de Chern-
Simons en el espacio conmutativo, con el objeto de estudiarlas mas adelante en el
caso no conmutativo. En particular, nos referiremos a la induccion de un término de
Chern-Simons por integracion de fermiones masivos en 241 dimensiones, la relacion
de la accion de Chern-Simons definida en una variedad con borde con la accion quiral
de Wess-Zumino-Witten, y la formulacién de la gravedad tridimensional como una
teoria de Chern-Simons. En la tltima seccion, definiremos la accion de Chern-Simons
en espacio no conmutativo.

5.1. La accion de Chern-Simons en espacio conmutati-
VO

Definicion

Cuando definimos una teoria de gauge en tres dimensiones espacio temporales, existe
otra estructura que puede suplementar o reemplazar al término de Maxwell o Yang-Mills
en la accion para los campos de gauge. Esta es el término de Chern-Simons [23], el cual se
define como

SeslA,] = %Tr /M & e (A,LayAp + %AHAVAP) , (5.1)
donde  es una constante de acoplamiento o nivel, que es adimensional (cuando los campos
se toman con las dimensiones adecuadas) y que es una medida de la intensidad con la cual el
término de Chern-Simons determina la dindmica de la teoria. Remarcablemente, éste término
no depende de la eleccion de la métrica sobre la variedad espacio temporal M, es decir que
se trata de un término topoldgico, que no dara contribuciones al tensor energia impulso del
sistema.
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Este término contribuye a la variacion de la accién con

0Scs = % Tr /M >z e"PE,0A, + % Tr /a/vt d*x n,e?A,0A,, (5.2)

Para garantizar la diferenciabilidad de la accién, debemos anular el término de superficie
en (5.2). Para esto es suficiente imponer la condicién de contorno Aglagam = 0 (o cualquiera
de las componentes espaciales). De esta manera obtenemos una contribucién adicional en las
ecuaciones de movimiento de valor (x/47)e"?PF,,.

Bajo una transformacién de gauge, que debe ser elegida de manera de respetar las con-
diciones de contorno de las que hablamos en el parrafo anterior, la accién de Chern-Simons
no es invariante, sino que cambia de acuerdo con

0Scs = _ Tr/ d*rn,eé"?0,99 A, — . Tr/ dxe90,9 90,9 90,97 .
47 OM 127 M
(5.3)

Mientras que el primer término en (5.3) contiene A, y se anula debido a las condiciones de
contorno Aglagpm = 0, el segundo término es un término de superficie, que es proporcional
al “nimero de enrollamiento” o winding number W (g), esto es al nimero de veces que se
“enrolla” la transformacién gauge en la variedad.

Por lo tanto, tenemos que bajo una transformacion de gauge, la accién cambia segin
6Scs = —2mxW (g). Como en la teoria cudntica e**¢s debe ser invariante de gauge, vemos
que necesariamente el coeficiente x debe estar cuantizado k € Z.

La anomalia de paridad

Una de las maneras en la que aparece la accién de Chern-Simons en la fisica, es como
acciéon efectiva por correcciones radiativas que resultan de la integracion de fermiones aco-
plados a un campo de gauge en 2 4+ 1 dimensiones, como la parte que viola paridad de la
accién efectiva invariante de gauge para el campo A, [24].

Definamos la accion efectiva I'[A,,] de acuerdo con

el TAwm] /DQ/JDQE ez‘S[z/;,A#;m]’ (5.4)

donde S[¢, A,;; m] es la accién para fermiones de masa m minimamente acoplados al campo
A, en alguna representacién del grupo de gauge.

Al intentar calcular explicitamente por medio de la teoria de perturbaciones los primeros
ordenes de la accion efectiva, nos encontramos con diagramas divergentes, en particular los
diagramas de polarizacion de vacio y del tridngulo. Un método invariante de gauge de regular
estas divergencias es el de Pauli-Villars, que consiste en agregar a la teoria nuevos campos
espinoriales bosénicos de masa M, que al final de los calculos se hace tender a infinito. Pero
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en d = 3 dimensiones, la introduccién de una masa, en este caso la del campo regulador,
entrana una violacién de la simetria de paridad, y es por esto que el calculo de los diagramas
regularizados de esta manera lleva a un término de Chern-Simons.

Como resultado, la parte de la accién efectiva invariante de gauge que viola paridad tiene
la forma de una accién de Chern-Simons

1 M

Fimpar [A/u m = 0] = 5@

ScslA - (5.5)
Si bien el factor 1/2 delante de la accién efectiva harfa pensar que no se respeta la invarianza
de gauge frente a transformaciones de gauge grandes, esto es, con winding number W(g)
diferente de cero, la variacion del término de Chern-Simons bajo estas transformaciones se
cancela con la variacién de la parte de la accién efectiva que preserva paridad.

En el caso de los fermiones masivos, la violacion de paridad esta explicita desde el inicio
a través del término de masa. Pero ademas, podemos calcular la parte que viola paridad de
la accion efectiva invariante de gauge por efectos radiativos, la cual, a baja energia y orden
e3 en teoria de perturbaciones, tiene la forma!
1 ( m N M
2 \|m| ~ [M]

2
inpar Ay ] = ) Seslid + ol 250, (56)
Notese que en este caso masivo, el resultado es aproximado, ya que recibe correcciones de la
region de altas energias (la forma explicita de estas correcciones, que para el caso abeliano
ha sido estudiada en [28],[29], no corresponde a un término de Chern-Simons), ademds de
correcciones de orden e* en teorfa de perturbaciones. Por otro lado la parte de Chern-Simons
es invariante de gauge ain bajo transformaciones grandes, independientemente de la parte
que preserva paridad.

Otros métodos invariantes de gauge para la regularizacion de las integrales dan idéntica
respuesta. Un sumario de estos resultados se puede encontrar en [27]. Si en lugar de utilizar
un método invariante de gauge para regular las divergencias, hubiéramos utilizado un método
que preserve la simetria de paridad de la accién original, habriamos encontrado que la accién
efectiva resultante viola la simetria de gauge.

En cuanto a las correcciones perturbativas, para el caso abeliano [30] como para el no
abeliano [31],[32] se ha probado que el coeficiente del término de Chern-Simons no se renor-
maliza a todo orden en teoria de perturbaciones.

La accion de Chern-Simons en variedades con borde

Dado que la accion de Chern-Simons tiene un caracter topoldgico, es de interés estudiar
los efectos que tiene sobre esta teoria la topologia de la variedad sobre la cual estan definidos
los campos de gauge [33]-[34].

1Si bien tanto en la definicién de la accién de Chern-Simons como en la accién fermiénica no hemos incuido
explicitamente la constante de acoplamiento e, ésta puede introducirse mediante el reescaleo A, — €A,
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Considérese la accion

Scs[Ao, Az] = fTI‘/ dsl‘ Eij (A()FZU - Az 80Aj) s (57)
M

™

la cual difiere de la accién de Chern-Simons usual por un término de superficie. Si M no
tiene borde, tal término de superficie es irrelevante, caso contrario el termino se anula cuando
las condiciones de contorno son las mencionadas anteriormente.

Usando la forma (5.7) para la accién, la funcién de particién para la teoria de Chern-
Simons toma la forma

7 = / DADAye st AoAil —

— /DAZDAOG%TYJM A3z €V (AoFy—A; B0 Aj ) ’ (58)

entonces vemos que el campo Ay actia como un multiplicador de Lagrange forzando la
condiciéon de conexién plana para las componentes espaciales del campo de gauge. Integrando
sobre Ag nos queda

7 = / DAS(7 Fyj)e i I P Aidod; (5.9)

Para seguir adelante con este calculo, debemos resolver la condiciéon de conexién plana
para las componentes espaciales del campo de gauge A;. La solucién de esta ecuacion depende
fuertemente de la topologia de la variedad M, y el resultado final contendra un cierto niimero
de grados de libertad, en la forma de variables o funciones arbitrarias, que constituyen lo
que se suele llamar el espacio de modulos del problema.

Por ejemplo, si elegimos como nuestra variedad espacio temporal M = ¥ x R donde ¥ es
una variedad bidimensional con la topologia del disco, la solucion de la condicién de conexién
plana es simplemente A; = gd;g~!, con g : M — G. Entonces el espacio de médulos en este
caso consiste en las funciones sobre la variedad que toman valores en el grupo de gauge.
Reinsertando en (5.9) tenemos

7 — /DgeiSszw[g] ’ (5.10)
donde Sowzw|g] es la accién quiral de Wess-Zumino-Witten

K _ N K . _ _ a
Sowzwlg] = ——Tr/ *x 90097 90,97 — —Tr/ dx e 90,9 90,9 90,97,
(5.11)

donde ¢ es una coordenada tangencial que parametriza el borde de M.
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La relacion con la gravitacion en 2+1 dimensiones

La teoria de gravitacién de Einstein en espacio tiempo tridimensional [37]-[41] no posee
grados de libertad que se propaguen. Esto es andlogo a lo que sucede con la teoria de Chern-
Simons, por lo que ya desde el principio se podria suponer alguna relaciéon entre las dos.

La forma explicita de esta relacién, que fue aclarada por primera vez en [35] para el caso
de la supergravedad y estudiada en profundidad en [36], se puede expresar de la siguiente
manera: formulando la teoria de la gravitacién en el formalismo de triadas, existe un cambio
de variables que la mapea en una teoria gauge con acciéon de Chern-Simons. El grupo de
gauge adecuado depende de la signatura del espacio tiempo y del signo de la constante
cosmoldgica.

En el formalismo de triadas, las variables dinamicas de la gravitacion son la triada o
dreibein €, y la conexion de Ricci o conexion de spin w“b“, las cuales se relacionan con la
meétrica y la conexién afin de acuerdo con g, = nabeaﬂeby yI*, = nbcea“w“bpecy + e l0,e,,
donde 7,, = diag(1,—1,—1) es la métrica plana de Minkowski y hemos definido el dreibein
inverso e de modo que ea“ebu = 0,. Estas relaciones permiten interpretar la triada e,
como la matriz de transformacién que en cada punto lleva del sistema de coordenadas z* al
sistema localmente minkowskiano.

En términos de estas nuevas variables, la accién de Einstein-Hilbert tridimensional se
escribe como

2e
Spule”,, w™,] = /d% V9 (RHV[F]QW B l_2> -

€
= /d3x Eape€™? (R“bwecp + @eauebyecp) , (5.12)

¢+ pab ab ab a cb a
aqui RV, = 0,w®”, — d,w®, +w, w®, —w’,,
como €/1* con € = 0, +1.

Para relacionar la accion de Einstein con la teoria de Chern-Simons, definimos un campo

de gauge A, segin

we ,» Y hemos escrito la constante cosmoldgica

Ay =e" Py +w", Ty (5.13)

donde hemos definido w?, = —(1/ 2)e“bcwbcu y donde J, v P, son generadores de algin
grupo de gauge a determinar. La accién de Chern-Simons (5.1) para esta conexién de gauge
es idéntica a la forma (5.12) de la accién de Einstein-Hilbert, cuando se imponen sobre los
generadores J, v P, las reglas de conmutacion

[Tar To) = €T P Po) = =€’ e (Tas Po) = €0 P (5.14)
y la normalizacion
Tr (P Py) = Tr (JuTp) =0, Tr (JaPs) = Nap - (5.15)
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Por lo tanto, la teoria de la gravitacién en 2 4+ 1 dimensiones es equivalente a una teoria de
gauge con accion de Chern-Simons y con grupo de gauge generado por las matrices P, y J,.

De acuerdo con lo que habiamos adelantado, se puede ver que las reglas de conmutacion
(5.14) dependen del signo de la constante cosmoldgica, y por lo tanto lo mismo sucede con
el grupo de gauge de la teoria de Chern-Simons adecuada para la gravitacion.

En el caso de constante cosmoldgica nula € = 0, las reglas de conmutacién corresponden
a las del grupo 150(2,1), es decir que la teoria de gravedad es equivalente a una teoria de
Chern-Simons cuyo grupo de gauge es el grupo de Poincaré en 2 + 1 dimensiones.

En el caso de constante cosmolégica negativa ¢ = —1, podemos hacer un cambio de
base {P,, J.} — {J+,J7}, con Jf = (1/2)(J, £ P,). Entonces el algebra de lie del grupo
es generada con combinaciones lineales con coeficientes reales de seis matrices J=. Estas
matrices cumplen las reglas de conmutacién

[th_ﬂ Jlj_] = eabc‘]j’ [‘]a_7 ‘]b_] = 6abc‘]_

c

0] =0, (5.16)

que corresponden a dos copias del édlgebra de SO(2,1). Por lo tanto el grupo de gauge
adecuado para este caso es localmente isomorfo a SO(2,1) x SO(2, 1), y la accién se desacopla
en dos términos de Chern-Simons independientes para las dos conexiones SO(2,1).

En el caso restante de constante cosmoldgica positiva € = 1, ndtese que los generadores
se pueden representar como J, = J,, P, = (i/l)J,, donde las matrices J, cumplen reglas
de conmutacién andlogas a las de J,. Por lo tanto podemos decir que el algebra de Lie es
generada con coeficientes reales por el conjunto {J,, (i/l)J,}, o equivalentemente, con coefi-
cientes complejos por el conjunto {J,}. Los generadores J, se pueden representar utilizando
las matrices de Pauli J; = i0y, Jo = —i09,J3 = 103, de donde se deduce que el grupo en
cuestion es SL(2,C).

Para analizar el caso euclideo, necesitamos definir la rotacion de Wick en este contexto.
Dado que la triada en espacio tiempo normal se interpreta como la matriz de transformacién
que lleva al sistema localmente minkowskiano, la definicién adecuada para el espacio euclideo
es como la matriz de transformacion que lleva al sistema localmente euclideo. La relacién
minkowskiana g, = e“#ebl,nab se transforma en la correspondiente relaciéon euclidea g,, =

“,€",0qy si hacemos la substitucion e®, — ie’,. En cuanto a la conexién de spin, notemos

—e€

o

que la relacién minkowskiana I, = nbcea“w“bpecy + et0,e”,, se transforma en la relacién
¢ woo__ Woab e “w a : 4 : 1 ol 2 g2

euclidea I'Y, ) = —dpce f'w™ e, +etd,e?,, st ademds cambiamos w'), — —iw’, ,w*, — —iw?,.

Definiremos entonces de esta manera la operacion de pasar al espacio euclideo. Notese que,
a diferencia de la rotacién de Wick utilizada en teoria de campos, esta definicion no afecta
de ninguna forma a la coordenada z°.

La rotacion de Wick arriba definida genera un factor i que multiplica a la acciéon de
Einstein para los campos euclideos e, y Wae por lo tanto, la accién equivalente para los
campos de gauge serd la accion de Chern-Simons, multiplicada por este factor.

Aplicando esta rotacién en la conexién (5.13), vemos que podemos absorber los coeficien-
tes ¢ en los generadores, haciendo Py — 1Py, J1 — —iJ1, Jo — —iJ2. De esta manera las
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relaciones de conmutacién se transforman en
€
[jaa u7b] - _Gath7c y [Paa Pb] - l_Qeabcu7c 5 [ij Pb] - _Eabcpc 3 (517)

Con estos generadores podemos deducir los grupos adecuados al caso euclideo para cada
signo de la constante cosmoldgica. Haciendo consideraciones andlogas a las del caso min-
kowskiano vemos que: para el caso de constante cosmolégica nula el grupo serd 1S0(3),
para constante cosmoldgica positiva, hacemos el cambio de base J= = (1/2)(J, & IP,), con
lo cual lo nuevos generadores J' y J, cumplen separadamente reglas de conmutacién de
SO(3), por lo tanto el grupo adecuado serda SO(3) x SO(3), para el caso con constante
cosmoldgica negativa, el grupo serd SL(2,C), generado por {J,, (i/1)P.}.

5.2. La accion de Chern-Simons no conmutativa
Definicion

Definiremos la accién de Chern-Simons en espacio no conmutativo en la forma que hemos
explicado en la seccién (4.3) simplemente subtituyendo en la accién de Chern-Simons usual
(5.1) (escrita en forma matricial) los campos A, por sus andlogos no conmutativos AM y los
productos normales por productos estrella. Con esto obtenemos

u N 2 . N A
SgS[A#] = %TI‘ /M Pz P (AH * auAp + gAu x A, * Ap> , (518)

férmula que define la accion de Chern-Simons no conmutativa®. Esta accién ha sido estudiada
en [66]-[78].

Obsérvese que, como estudiaremos en detalle mas adelante, tanto la diferenciabilidad
cuanto la invarianza de gauge de esta accion dependen de poder realizar rotaciones ciclicas
de los productos estrella involucrados. Tales rotaciones se pueden realizar supuestas las
adecuadas condiciones de contorno.

Ademas, la presencia de la matriz " en el producto estrella, rompe la invarianza general
de coordenadas de la accién y por lo tanto la accién de Chern-Simons no conmutativa no
es una accion topoldgica, depende de la métrica y del sistema de coordenadas privilegiado
donde se define el producto estrella.

Supongamos que el producto estrella estd definido en el sistema (2%, !, z?). Es siempre
posible encontrar una transformacién de Lorentz que lleve a un nuevo sistema de coordenadas
(2%, 2V 2*"), donde la direccién 2% es conmutativa, es decir que [z, 2] = [z¥, 2] = 0.
Este sistema de coordenadas nos serd 1til més adelante, al estudiar el comportamiento de la
teoria de Chern-Simons no conmutativa en variedades con borde.

0

2A lo largo de todo esta tesis hemos evitado usar la notacién de formas diferenciales A = A,dx*, ya que
puede inducir a confusién en el caso no conmutativo, especialmente al usar el teorema de Stokes
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Relacion con el efecto Hall

Supongamos la variedad espacio temporal es R? v que los campos de gauge se anulan
lo suficientemente rapido en el infinito, de manera de poder realizar sin riesgo rotaciones
ciclicas en los productos estrella. En tal caso podemos reescribir (5.18) segin

K /oA o o o
S%o[Ag, A} = T / B3z € (AO*Ej —Ai*aoAj> , (5.19)
47 M
El comportamiento que hemos supuesto para los campos en el infinito nos permite omitir
los productos estrella bajo el signo integral, ya que el término de borde se anula. Entonces
nos queda
K .. PUEN ~ ~
SgS[A()aAi] = —TI'/ dSI €’ (AOEJ' - AlaoAj) y (520)
47 M
lo que coincide con la accién a la que hemos mencionado al describir el efecto Hall en el
limite continuo. Por lo tanto la accion efectiva para el estudio del efecto Hall desde un punto
de vista fluidodindmico es la accién de Chern-Simons no conmutativa [22].
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Capitulo 6

Término de Chern-Simons inducido
por integracion de fermiones

En este capitulo describiremos como se induce un término de Chern-Simons en espacio
no conmutativo por fluctuaciones de campos fermionicos masivos, exactamente como
sucede en el caso usual conmutativo. Nos concentraremos solamente en la parte que
viola paridad de la accion efectiva, descartando los términos que la preservan. Los
resultados aqui descriptos forman parte de las contribuciones originales de esta tesis.

6.1. Fermiones acoplados a un campo de gauge en es-
pacio no conmutativo

Llamaremos ﬂ(m) a nuestros campos fermidnicos de spin 1/2 definidos en 2+1 dimensiones
no conmutativas. Como hemos visto en el capitulo 4, cuando el espacio es no conmutativo,
existen tres representaciones posibles del la accion del grupo de gauge sobre los campos de
materia, aun en el caso U(1), a saber las representaciones fundamental, antifundamental y
adjunta, cuya accién se muestra en las ecuaciones (4.2).

De acuerdo a la representacién elegida, utilizaremos como accién S? [1[1, AM; m] para los
campos fermionicos de masa m acoplados a un campo de gauge Au en espacio no conmutativo,
la accién definida en las ecuaciones (4.15) y (4.17) de la seccion 4.3.

La accién efectiva estd definida de acuerdo con

¢TAm — 714, m) = / DYDY &S 1A (6.1)

que es el andlogo no conmutativo de la expresion (5.4).

De acuerdo a las consideraciones generales de la seccién 2.3, en el desarrollo perturbativo
de la accién efectiva, la tinica modificacion de las reglas de Feynman es el factor de fase
dependiente de 6*” en cada vértice.
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Figura 6.1: Diagramas de polarizacién de vacio y triangulo,para fermiones en la representacion
fundamental, que contribuyen a II" (p;m) y a TH?(p, ¢; m) respectivamente.

6.2. Representaciones fundamental y antifundamental

Los calculos de la accién efectiva para fermiones en la representacion fundamental y
en la antifundamental conducen al mismo resultado. Describiremos primero el caso de la
representacion fundamental. Como en el célculo original [24], nos concentraremos aqui en
las contribuciones a I‘(fl;m) no invariantes de paridad provenientes de los diagramas de
polarizacién de vacio y tridngulo!, que se ven en la Fig. 6.1, dando origen a los términos

iCimpar[A;m] = Tr / (;lTp;g, (%AuQ?) I (p;m) A, (—p) +
o (;lTj D90 (p, g m) Ay () Ay (0) Ay (—p — q>) (62

Aqui los tensores 11" (p;m) y T'*P(p, q;m) se calculan usando las reglas de Feynmann des-
criptas en el capitulo 2.3, lo que conduce a

e pm) = [ e ) B (63)

(27)3 k2 —m?2 " (k+p)?—m?
wope N ipeig [ Ak JErm) , F—d+m) , (F+p+m)
D) = it [ (e e G )

(6.4)

Como se puede ver, estos diagramas no contienen parte no plana, de donde vemos que,
cuando los fermiones se encuentran en la representacion fundamental, no habrd contribucion
no plana a la parte impar de la accion efectiva (esto coincide con lo que se observa en [66]
para fermiones sin masa). Por lo tanto, tanto en el término cuadrético como en el ciibico,
no hay factores de fase que contengan a las variables de integracion, por los que podemos
asegurar que en el caso de la representacion fundamental no se presentard el fenomeno
de mezcla infrarrojo-ultravioleta. La inica modificacién debida a la no conmutatividad es el
factor de fase dependiente de 6#” en I'**?(p, q; m), asociado a las patas externas en el término
cubico, el cual no es otra cosa que el producto estrella escrito en el espacio de impulsos. Esto

!La presencia de correcciones provenientes de otros diagramas serd analizada en la seccién 6.4.
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nos permite anticipar que el resultado para I'j,par [121, m] serd andlogo al caso conmutativo,
excepto que el producto estrella reemplazard al producto ordinario.

La regularizacién de las integrales divergentes (6.3) y (6.4) se puede realizar median-
te el método de Pauli-Villars, introduciendo en la accién original (4.15) nuevos campos
espinoriales masivos y con estadistica bosonica. La masa M de estos campos requladores
se hard tender a infinito al final de los calculos. Estos campos dan origen a diagramas
adicionales, idénticos a los anteriores, excepto que la masa del regulador M aparece en lugar
de la masa fisica m. Por lo tanto, en la férmula (6.2) para Dimper(A;m), en lugar de los
tensores (6.3) y (6.4) aparecen los tensores regularizados

I (p;m) ™ = lim (I (p;m) + 11" (p; M)) (6.5)
M2, gm)™ = lim (T (p, g;m) + T (p, ¢; M)) . (6.6)

Ahora bien, estamos interesados solamente en la parte impar de la accion efectiva. En la
expresion (6.2), el campo de gauge Au transforma como vector frente a transformaciones de
paridad, 121“ — —A” y sus indices de Lorentz estan contraidos con los indices de los tensores
(6.5) y (6.6). Por lo tanto la parte impar de la accién efectiva provendré de la parte pseudo-
tensorial de (6.5) y (6.6). Para aislar esta parte, en primer lugar expandiremos los productos
del numerador en cada uno de los integrandos en (6.3) y (6.4) (v en las integrales analogas
correspondientes al campo regulador) y efectuaremos las trazas sobre las matrices de Dirac
~v#. Mantendremos solo los términos con un nimero impar de matrices de Dirac, ya que son
éstos los que se comportan como pseudotensores. Entonces

3k 1
" (p; impar = 21 Her ) 6.7
(25 ) |irmp vme pﬂ/ 27)3 (k2 — m?)((k + p)2 — m?) (6.7)
i 3k
0 (p, ;1) limpar = 2im ¢~ 370 / @ " (6.8)

. <e“p”(k:2 — 1)+ 2("7 K" po+ € kP Go) + € (qap” +Pag”) + (e 1?8 — i P )Qapﬁ)
(k2 = m2)((k — q)* = m?)((k + p)* — m?) ’

y expresiones anédlogas para la parte proveniente del campo regulador (los segundos términos
de (6.5) y (6.6)). A continuacién, haremos en ambas integrales (6.7) y (6.8) el cambio de
variables k, — |m|s, (en las integrales similares correspondientes al campo regulador, el
cambio serd k, — |M|s,), y desarrollaremos el integrando a primer orden en p/|m| y q/|m|
(y respectivamente en p/|M| y q/|M|). Este desarrollo corresponde a tomar limite de baja
energia de la accién efectiva, es decir pg < |m| (en el caso del campo regulador py < |M|
no conlleva ninguna aproximacion, ya que por definicion M es mayor que cualquier valor
finito). Con esto llegamos a la expresién simplificada

. Smo d®s 1
im0 imr - = ZZWEW p”/(27r)3 (=172
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. 3
F”Vp(p,q;m)!impar — Qiﬂgupl/e*%pwmqa /(d 5 ! —

m| 21)% (s* — 1)?
1 i
= Z% E E,pruef§p)\9>‘5q5 , (610)

donde en la segunda linea de cada ecuacién hemos efectuado la integral en la variable s,,.
A estas expresiones se deben sumar los resultados provenientes de los diagramas del campo
regulador? obteniéndose como resultado final

m M 1
I (psm) s e = | — + =7 | — i 6.11
f (p7 m>|7,mpa7" (|m| + |M|) 47_‘_6 pra ( )
m M 1 i Y
THvP : reg — g = ) v apa0%as 6.12
70 ) e = (|m\ * \M|) mo o (6.12)

Reemplazando estas expresiones en (6.2), obtenemos para la parte impar de la accion efectiva,
la accion de Chern-Simons escrita en espacio de impulsos, con lo que arribamos a nuestro
principal resultado de esta seccién: el orden dominante en 0/m de la parte que viola paridad
de la accion efectiva invariante de gauge esta, para la representacion fundamental, dado por
la accion de Chern-Simons

A L(fm M 9 (A 27,2\ _
/o Am] = 5(W+M) Sl o(A) +0(8?/m?) =

= £5%(A) + 0(d%/m?). (6.13)

Como es evidente, el signo relativo de las contribuciones fermidnicas con respecto a las
de los campos reguladores, depende de la eleccion del signo de la masa de estos ultimos
(por supuesto, la parte divergente de estos diagramas se cancela independientemente de esta
eleccién). En la primera linea de (6.13) hemos elegido estos signos de manera que los dos
términos se sumen para dar el resultado de Chern-Simons en la segunda linea (dado que
se trata de fermiones masivos, si hubiéramos elegido signos diferentes de ninguna manera
significa que la accion resultante conserva paridad, la violacién de paridad reapareceria en
potencias mayores de p,/|m| [28],[29]?).

Como se podia esperar, la accion efectiva es invariante de gauge atin bajo transformacio-
nes de gauge grandes. Esto se debe a que hemos tomado en cuenta ambas fuentes de violacién
de paridad: aquella originada en el término de masa de los fermiones, que no es invariante

2Si bien las integrales involucradas en la parte impar de la accién efectiva son convergentes, lo que
podria hacer pensar pensar al lector distraido que la regularizacién no es necesaria, el diagrama completo es
divergente, y una renormalizacion consistente de la teoria exige la regulacion de todo el diagrama.

3Ver la seccién 6.4
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Figura 6.2: Diagramas que contribuyen a II"”(p; m) para fermiones en la representacion adjunta.
El vértice punteado coincide con el acoplamiento de Au con fermiones en la representaciéon fun-
damental, mientras que el vértice con una cruz coincide con el correspondiente a fermiones en la
anti-fundamental.

de paridad, y la relacionada con la prescripcion de regularizacion, la cual requiere la intro-
duccion de una masa M. En el caso de fermiones no masivos, la contribucién proveniente de
la masa fisica no estaria presente?.

Se debe resaltar aqui que en el presente calculo, el limite del regulador conmuta con
el limite conmutativo. En efecto, si tomamos 6*” — 0 antes de M — oo, el resultado
corresponde al de la integracién de fermiones en espacio conmutativo, es decir, a la accién
de Chern-Simons conmutativa, la cual obviamente coincide con lo que se obtiene si se toma
el limite conmutativo en el resultado ya regulado (6.13).

Como se ha dicho antes, el cdlculo de la parte no invariante de paridad de la accién
efectiva para fermiones en la representacion antifundamental conduce al mismo resultado.
Hay un cambio de signo en la constante de acoplamiento en cada vértice, que es compensado
por el diferente ordenamiento de los campos en la derivada covariante.

6.3. Representacion Adjunta

En el caso de la representaciéon adjunta, los diagramas que contribuyen a II**(p;m) se
muestran en la figura 6.2. Como se puede ver, los diagramas 6.2a y 6.2b coinciden con los que
se obtienen en la representacion fundamental y anti-fundamental respectivamente, por lo que
no tendran parte no plana y contribuiran a la parte impar de la accion efectiva, cada uno,
con el resultado calculado previamente (6.13). En cuanto al diagrama 6.2¢c, la contribucion
resultante serd no plana, como se ve en la expresion

B3k -
II2Y (p;m) = —/—e’“(w’“tr (7“ foptm v £t m > : (6.14)

(2m)3 (k—p)2—m?" k2—m?

Como en la seccién previa, debemos separar la parte impar (pseudo-tensorial) de la expresién
anterior. Para esto, nuevamente mantendremos los términos que contienen un niimero impar

4La invarianza de gauge de la accién efectiva bajo transformaciones grandes en este caso serd discutida
en la seccién 6.4
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de matrices de Dirac, es decir
d3k: 644pA9A6k5
(2m)% (k2 = m?)((k — p)> = m?)’

como antes, a esto se debe sumar una expresiéon analoga proveniente del campo regulador.
Al efectuar ahora el cambio de variables k, = |m|s, (y el correspondiente k, = |M|s, para
el campo de Pauli-Villars), la expresion anterior se transforma en

I (p;m) [impar = —2im e p, / (6.15)

9A686

43 —i|m|px
Hgl/(p;m”impar = —226‘“11’)@.]7%;/( i (616)

ml 2m)* (s = (s — ) — 1)

Noétese que luego del cambio de variables, en (6.16) aparecen dos variables adimensionales que
contienen el impulso externo p,, a saber p,/|m| y |m|p,0"". Expandiendo primero (6.16) a
primer orden en p,/|m|, es decir considerando energias mucho menores que la masa p, < |m/,
obtenemos

d3 —i|m|pa6%qs d3 —i| M |px6*9gs
I (pym) |59 = —2ie"Pp, S / 1. - / 1. ,
e im| J (27)* (¢* —1)° i | M| 2P (¢* —1)?

(6.17)

aqui, la contribucién del regulador ha sido explicitamente escrita. Si la energia es lo suficien-
temente pequena py < 1/(|mf|), podemos expandir también el primer término de (6.17) en
potencias de la segunda variable adimensional |m|p,0*”. En cuanto al segundo término, se
debe hacer notar que, dado que al final de los célculos debemos tomar el limite del regulador
M — 00, no es posible hacer la misma expansién. Por lo tanto tenemos el resultado

m d3q 1 d3q e~ IMIpA0*°qs
HMV . 1‘”eg = -9 Hnvp J—— - - 1, =
c (p) m)|zmpa7“ ve b <|m| /(27T)3 (q2 - 1)2 Mlinoo |M| / 3 (] B 1)

m 1
= i e 6.18
|m|47r Pp ( )

en la segunda linea se ha calculado explicitamente la integral del primer término. La integral
del segundo término se anula debido al factor oscilatorio en el integrando. Entonces no hay
contribucion del regulador en el diagrama no plano 6.2c.

Por lo tanto la parte pseudotensorial de I[I*”(p; m) en la representacién adjunta estd dada
por

IIZ;]( )’grerLg])ar IIgl/ (pa m) |:§fpa7“ II/;V (p? m) ‘:fngpar ZIIICW <p7 m) ’:’I’engpa’f'
1 M 6.19)
— € oDy . :
o M ppp|M\
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Figura 6.3: Diagramas que no hemos considerado en nuestros calculos. Los diagramas con loops

superiores del tipo a son excluidos en el caso conmutativo por el teorema de Coleman y Hill, y
no deberian contribuir atin en el caso no conmutativo si la accion efectiva debe ser invariante
bajo transformaciones de gauge largas. Diagramas del tipo b contribuiran a la accién efectiva con
potencias superiores de flu.

Nétese que las contribuciones en la representacion adjunta a IT*(p, m)|;,7 . provenientes de

los campos fisicos se cancelan y la unica contribucion no nula proviene en su totalidad de
los campos regquladores.

Esto da cuenta de la parte cuadratica de la accion efectiva. En cuanto al término cubico,
puede computarse explicitamente o ajustarse de manera de tener un resultado invariante de
gauge. En cualquier caso, el resultado para la parte que viola paridad de la accion efectiva
para fermiones en la representacion adjunta estd dado, al orden dominante en 0, por la
accion de Chern-Simons

Fad

impar

[A;m] = £Scs(A) + 0(0°) . (6.20)

Como antes, el resultado es invariante de gauge aun bajo transformaciones grandes.

Se debe resaltar que (6.20) da una accion efectiva no trivial ain en el limite 0" — 0,
en el cual, para el caso abeliano, los fermiones en la adjunta se desacoplan del campo de
gauge. Como se ha observado en otros casos [79]-[84], esto se debe al hecho de que este
limite no conmuta con el limite del regulador M — oo, y tiene su origen en la mezcla
infrarrojo-ultravioleta IR /UV, caracteristica de los modelos no conmutativos.

6.4. Alcances y limitaciones del calculo

Llegados a este punto, se hace necesario plantearse cual es la generalidad de los calculos
realizados en las secciones precedentes y de que manera se podrian mejorar. Sobresalen los
siguientes puntos

= Mas loops: hemos realizado un calculo a un loop, lo que inmediatamente plantea la
posibilidad de generalizarlo considerando la contribucion de graficos con dos o mas
loops, como en la Fig 6.3a. Notese que estos graficos contienen propagadores del cam-
po de gauge Am lo que implica que al incluirlos estamos integrando también sobre
fluctuaciones de este campo, y no solamente de los fermiones, como hemos hecho hasta
ahora.
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A este respecto, para el caso abeliano conmutativo, existe un teorema general debido
a Coleman y Hill [30], que establece que el coeficiente del término Chern-Simons en la
parte impar de la accion efectiva no recibe correcciones provenientes de loops superiores
en teoria de perturbaciones, es decir, que no se renormaliza, (este teorema incluye la
posibilidad de campos escalares y fermiones masivos en la accion).

Para el caso no abeliano, existe abundante evidencia de que el teorema también se cum-
ple. En particular, dado que en ese caso el coeficiente del termino de Chern-Simons
debe estar cuantizado, la invarianza de gauge de la teoria efectiva frente a transfor-
maciones grandes exige que este coeficiente no se renormalice. Sin embargo, la versién
no abeliana del teorema de Coleman-Hill fue demostrada sélo recientemente usando el
método de holomorficidad de Seiberg [31], y por métodos mas directos en [32]. Estos
resultados han sido extendidos en parte al presente caso no conmutativo en [77].

Potencias superiores de Au: nos hemos limitado a las contribuciones a la parte
impar de la accion efectiva que provienen de los diagramas de un loop con dos y tres
patas externas. Es natural preguntarse acerca de los diagramas de un loop, pero con
mas patas externas, el tipo de la figura 6.3b. Estos graficos corresponden a términos
en Limpar (121, m) con potencias del campo de gauge mayores que tres, y por lo tanto no
afectan a la parte de Chern-Simons ya calculada.

En el caso no masivo, la violacién de paridad proviene de la masa M del campo
regulador. Por lo tanto, los graficos con mas patas externas, que son convergentes

y no reciben correcciones provenientes del regulador, seran pares y no afectaran a
Fimpar(A; m)

En el caso masivo, los graficos con mas patas externas, si bien continian siendo conver-
gentes y por lo tanto no reciben contribuciones que contengan la masa del regulador,
contienen potencias de la masa fisica m. Por lo tanto no esta en principio vedado que
contribuyan a la violacién de paridad. (En el punto siguiente se discute una posible
forma de la accién efectiva que contiene contribuciones de estos graficos)

Ordenes superiores en p/|m|: finalmente, nuestro calculo fue hecho solo al pri-
mer orden en la variable adimensional p/|m|. El siguiente orden en esta expansion
corresponde en el caso usual conmutativo abeliano a la extension de Chern-Simons en
derivadas mas altas estudiada en [28],[29]. En el caso no conmutativo se obtiene una
férmula analoga, donde los productos ordinarios han sido reemplazados por productos
estrella.

4 1 3 - ~
S/HCS = W /d ]}'EMVPF[L * a,F;) (621)
aqui F W= eu”pﬁuflp. Como se puede ver, esta férmula no es invariante de gauge.

La forma de una extensién en derivadas mas altas que sea invariante de gauge, de-
bera necesariamente estar formulada en términos de la derivada covariante, y ademas
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deberd contener la curvatura completa, es decir F), = ¢,?(9,A,+ A, x A,). Una forma
razonable no conmutativa de la extensién de Chern-Simons en derivadas mas altas es

1 o
Sl s = ol / Bz ePF, * D, F, (6.22)

Notese que debido a la presencia de los términos cuadraticos en AM y en FM, la accion
(6.22) contiene potencias superiores de A, por lo tanto provendra de graficos con mas
patas externas, del tipo discutidos en el punto anterior.

Seria una continuacion interesante de este trabajo, verificar que la forma invariante
de gauge (6.22) se obtiene al calcular explicitamente las contribuciones de los graficos
adecuados.

= El caso no masivo: Mencionemos aqui que la parte impar de la accién efectiva para
fermiones no masivos en 2 + 1 dimensiones ha sido calculada en [66], donde también
ha sido analizada su relacion con el modelo de Wess-Zumino-Witten.

6.5. Conclusiones

Resumiremos aqui los principales resultados de éste capitulo

= Hemos calculado la accion efectiva para fermiones en espacio no conmutativo, en las di-
ferentes representaciones, mostrando que cuando se toman en cuenta las contribuciones
del regulador se obtiene un resultado invariante de gauge, ain bajo transformaciones
de gauge grandes. En todos los casos la forma de la accion efectiva impar invariante
de gauge es una accién de Chern-Simons no conmutativa.

= Para las representaciones fundamental y anti-fundamental, el calculo es completamente
analogo al caso conmutativo, ya que las Unicas contribuciones provienen de diagramas
planos, en los cuales el factor de fase sale fuera de las integrales.

= Para la representacién adjunta, en la cual intervienen diagramas no planos, el resul-
tado invariante de gauge no trivial (6.20) es completamente originado por los campos
reguladores, lo que implica que el limite conmutativo #** — 0 no conmuta con el limite
de la regularizacién M — oo. Este es el fenomeno de mezcla infrarrojo-ultravioleta por
lo que nuestro calculo es el andlogo tridimensional del célculo efectuado en [79].
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Capitulo 7

La accion de Chern-Simons no
conmutativa en variedades con borde

7.

Aqui estudiaremos algunos aspectos de la accion de Chern-Simons en variedades com-
pactas. En particular, describiremos las condiciones de contorno necesarias para hacer
que la accion de Chern-Simons definida en una variedad con borde sea diferenciable
e invariante de gauge. Ademas estudiaremos las transformaciones de simetria de la
accion que preservan estas condiciones de contorno. Finalmente estableceremos la
conexion entre la accion de Chern-Simons no conmutativa y la accion quiral de Wess-
Zumino-Witten. Lo que aqui se expone constituye otro de los resultados originales de
la tesis

1. El efecto del borde y la derivada de la accion

Cuando se considera la teoria de Chern-Simons no conmutativa en una variedad con

borde, emergen complicaciones debido a la presencia del producto de Moyal. En esta seccion
seguiremos los pasos delineados en [39] para tratar la accién de Chern-Simons en una variedad
con borde, adecuadamente adaptados al presente caso no conmutativo. Tales pasos son:

1.

En primer lugar estableceremos las condiciones de contorno sobre el campo de gauge
A, de manera de asegurar la diferenciabilidad de la accién.

En segundo lugar, estableceremos las simetrias del problema, encontrando las trans-
formaciones § : M — G que preserven esas condiciones de contorno.

El dltimo paso en este procedimiento, consiste en definir el grupo de transformaciones
de gauge como aquéllas § que son generadas por el vinculo!. Dado que el desarrollo de

IEstas seran las simetrias a ser “gaugeadas”, es decir eliminadas del espectro de la teorfa mediante una

proyeccion adecuada. El resto de las simetrias seran simetrias observables del problema.
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este ultimo paso requiere de la formulacién hamiltoniana de la teoria, que casi siempre
es problematica en el caso no conmutativo, no desarrollaremos esta parte.

Condiciones de contorno

Veamos primero cuales son las condiciones de contorno adecuadas para que la accién sea
diferenciable, es decir que exista una derivada variacional. Al variar la accién para encontrar
las ecuaciones de movimiento, es necesario manipular los productos estrella para obtener una
expresion cerrada para la derivada variacional. Estas manipulaciones dan origen a términos
de borde, que pondrian en duda en principio la diferenciabilidad de la acciéon. Explicitamente

0SL[A] = v /M dPx P (521“ x0,A, + A, x9,04,

™

+§ (6121“*A,,*Ap+flu*5211,*21p+21u*/1y*5flp>> =

= %Tr /M d3x P (6121# * 8,,121,0 — 8,,121M * 6121p + 8,,(Au * &le)

—l—g(5121#*121,,*121,,—1-121”*6121,,*Ap—i-flu*fl,,*dflp)) ) (7.1)

La derivada variacional es el coeficiente de 5/21# en la variacién de la accién. Para identificarla,
es necesario reordenar los productos estrella en la expresion anterior, de manera de dejar
5‘21# a la izquierda, y luego eliminar la estrella que multiplica a 6121“. Como se muestra en el
apéndice 13, este tipo de manipulaciones del producto Moyal genera derivadas totales que
contribuiran a la variacion de la accién bajo la forma de términos de borde.

Siguiendo el apéndice, definiremos las dos derivadas totales que surgen al conmutar un
producto de Moyal 0, B®[f1, fa] = [f1, f2] v al eliminar la estrella 0o B® [f1, f2] = fixfa—fife.
Entonces, como primer paso, reordenaremos los términos en (7.1) de manera de dejar &Zlu a
la derecha, poniendo atencién a los términos de borde que aparecen en el proceso

65%g[A] = % Tr /Md% e (5121# x0,A, —6A,%0,A, +0,(A, x5A,) — 0,B°[0,A,,0A,

~ N A 2 ~ ~ " 2 " ~ ~
+26A, x A, x A, + géaB"‘ [A,, 04, « A,)] + gaaBa[A“ x Ay, (5Ap]) , (7.2)
aqui, la derivada total en la primera linea aparece cuando se rota el término cuadratico en

A, y las dos derivadas totales en la segunda linea aparecen al hacer lo mismo con el término
cubico. La expresion resultante puede reacomodarse para dar

™

052 ¢[A] = 4£Tr /M AP P (521“ x E,, + 0, (53 A,x6A,— B0,A,,0A)]

22 Bald, 64, A+ 2BolA, A,,,(SAP]) ) | (7.3)



En esta ultima expresién, es necesario eliminar la estrella que multiplica a 6A,, de manera
de identificar correctamente la derivada variacional de la accién como el coeficiente corres-
pondiente, con lo que se llega a la forma final

(SSZ’S[A] —_ % Tr/Md?)x El“’p ((5AMFVP —+ aa (Ba[(SAN, pr] + (53 AN* (5121’0 — Ba[ayAuy (Szzlp]
oS
+§Ba[Au, §A, % A, + gB’“[A“* Ay, Mp]) ) =

K vpe A P K o
= ETr /M &z ePSALF,, + ETr /6 y d*rnoB2,, , (7.4)

donde hemos definido

B = 0 (05 Ay 04, 4 B B = B0 04 + 5B, 04, A
2 A N A
+§B“[AM*AV,5A0]) . (7.5)

El procedimiento usual es imponer condiciones de contorno tales que anulen el término
de borde en (7.4). De esta manera, la accién es diferenciable, es decir tiene una derivada
variacional bien definida, y las ecuaciones de movimiento y las condiciones de contorno son

5S¢ A
CS v @
—= ="F,, =0, naB* gy = 0. (7.6)

m

Para hacer esto, necesitamos anular los términos de borde presentes en (7.5). En el caso
usual conmutativo, en la expresion (7.5) subsiste solamente el primer término, que se hace
cero con so6lo imponer la nulidad de una de las componentes tangenciales del campo de gauge
en la frontera. En el caso no conmutativo, surgen complicaciones debidas a la presencia de
los términos que contienen B*[-, -]y B*[-, -].

Una primera posibilidad es que sobre alguno de los bordes del problema, el producto
escalar n,B"[-, -]y nuB“[- , -] sea nulo. Para que esto suceda, dado que B*|-, -] es propor-
cional a 0" es necesario que el tensor 0 no tenga componentes en la direccién normal al
borde n,0" = 0. Como primera observacion, dado que 0" es constante, n, debe ser cons-
tante para poder cumplir esta condicién, lo que implica que el borde es un plano. Ademaés,
esto significa que la direccién normal al borde es la direcién conmutativa 2/° de la que hemos
hablado en la seccién 5.2, por lo tanto las direcciones tangenciales al borde serdn z'' y 2.
Por lo tanto en este caso la frontera es un plano perpendicular a la direccién conmutativa
2’°. En tal caso, la expresién (7.5) se reduce a

naB® = nae"PA,x0A,. (7.7)
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Haciendo una transformacién de Lorentz al sistema de coordenadas (z, z, x5), en el cual
ne = (1,0,0), tenemos

naBo‘ = All * (5142/ — AQ/ * 5A1/ s (78)

donde es facil ver que si ponemos por ejemplo 1211/|3M = 0, automéaticamente todas las
derivadas tangenciales de Ay se anulan en la frontera y, dado que en este caso el producto
estrella no involucra derivadas normales, toda la expresion (7.8) se anula. Por lo tanto hemos
llegado a la conclusion siguiente: Si existen bordes sobre los cuales 0" no tiene componentes
normales, sobre ellos es necesario y suficiente para la diferenciabilidad de la accion, que se
anule solo una componente tangencial del campo de gauge. Esta es la misma condicién de
contorno que en el caso conmutativo.

Sin embargo, en el caso general en el cual 8#” tiene componentes en la direccién perpendi-
cular a la frontera, los términos que contienen B*[-, -]y B*[-, -] no se anulan automética-
mente, y es necesario imponer condiciones de contorno mas fuertes sobre el campo de gauge.
Por ejemplo, centrdndonos en el segundo término en (7.5)

e,u,upéa[(;/i“7 Fup] = 23‘1[(51210, Flg] + 2Ba [(51211, Fgo] - QBa [6A2, FIO] . (79)

Como se puede ver en las férmulas (13.3), algunos de estos términos se anulan cuando se
impone que una de las funciones en el argumento se anule en el borde, junto con sus infinitas
derivadas normales. Si en esta expresién, ponemos por ejemplo /10 y todas sus derivadas
normales iguales a cero, obtenemos

EMVpBa [514”, pr] = —2Ba[51211, 801212] + 2Ba [(51212, (90142] s (710)

donde aun hay contribuciones provenientes de las otras componentes del campo de gauge.
Por lo tanto, debemos exigir la nulidad de una componente més, digamos 1211, y de todas sus
derivadas normales en la frontera [78]. Esto es suficiente para anular los otros términos en
(7.5). Con lo cual concluimos que sobre aquellos bordes en los cuales 0" tenga componentes
normales no nulas, la condicion de contorno a imponer es que dos componentes del campo
de gauge, junto con sus infinitas derivadas normales, sean cero.

Simetrias que preservan las condiciones de contorno:

Habiendo establecido las condiciones de contorno, el siguiente punto es encontrar, dentro
del grupo de simetrias de la accién, el subgrupo de transformaciones que preservan estas
condiciones de contorno. Este subgrupo sera el grupo de simetrias del sistema.

En el primer caso particular que analizamos, es decir cuando 8*” no tiene componentes
transversales, la condicién de contorno adecuada es anular una componente tangencial del
campo de gauge en la frontera, digamos Ay Bajo un cambio de gauge, esta componente se
transformara segin

Il
o

SAy

= (am 4 Ay, A]) ‘W (7.11)
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en esta férmula, el conmutador es nulo porque sélo involucra derivadas tangenciales de A/,
que son naturalmente nulas en la frontera. Por lo tanto, si A no depende de la direccién tan-
gencial x’ ! en la frontera, de manera que el primer término (7.11) sea cero, la transformacién
de gauge deja invariante la condicion de contorno. Entonces si 0" no tiene componentes
normales, las simetrias de la teoria estaran restringidas a las transformaciones g : M — G
tales que §loapg no dependa de x'*.

En el segundo caso que analizamos mas arriba, es decir cuando 6*” tiene componentes
normales a la superficie, la condicién de contorno adecuada sera anular dos componentes del
campo de gauge, digamos Ay y Ay, y todas sus derivadas normales en el borde. Entonces
bajo una transformacion de gauge, estas componentes se transformaran de acuerdo con

6A0’8M — (@A + [4o, A]) ‘W —0, (7.12)

y similar para A,. Para que esta transformacién no afecte las condiciones de contorno,
deberd cumplirse que 64, 0A; y todas sus derivadas normales se anulan en la superficie.
En primer lugar, para anular 54, y 5 A, basta con que A no dependa de zy ni de x; en la
superficie lo que hace cero el primer término en (7.12). En cuanto al segundo término, es cero
debido a la nulidad de todas las derivadas normales de A, y A;. Para preservar la nulidad
de las derivadas normales de § A, y §A; debe cumplirse que

DA,

- (a,@aoA v [Ao,a,gqu])‘ —0, (7.13)
oM oM

y lo mismo para A;. Por lo tanto, es necesario y suficiente que todas las derivadas normales
de A se anulen en la superficie. Entonces en el caso en el que 0" tiene componentes no nulas
en las direcciones normales a la superficie, las transformaciones de simetria serdn aquellas
tales que glopm nmo dependa de o, x1 y que afﬁ’g\w =0.

7.2. La conexién entre la accion de Chern-Simons y la
accion quiral de Wess-Zumino-Witten

Como es bien conocido, la teoria de Chern-Simons conmutativa se puede reducir a una
accion efectiva que tome en cuenta solamente los grados de libertad en el borde de la variedad
sobre la cual estan definidos los campos, siguiendo diferentes caminos [25]-[33]. Aqui discu-
tiremos de qué manera se puede establecer esta conexién en el caso no conmutativo.

Si reescribimos la accién de Chern-Simons no conmutativa, singularizando una compo-
nente del campo de gauge, digamos Ay, llegamos a la siguiente expresion

™

PO o A 2 A A
SgS[Ao, AZ] = i’I‘I'/ d3$ (EU (AO * 8ZAJ + _AO * Al * A])
i Sy 3
A A 2 . A N o A n 2 . A A
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lo que se puede transformar mediante rotacién de productos estrella e integracion por partes
en

S8 [Ag, Aj] = %Tr /M d*x €9 (AO x Fiy — Ay * aOAj> + %Tr /8,/\/1 d*rnaBl,,, (7.15)

donde el término de borde, que surge de las rotaciones y de la integracién por partes, es
similar al que hemos visto en la seccién anterior y viene dado por

o i (gajzxi Ao+ Bol0 A A + 2 (B[Agw Ay o) - B Ay, Ay Aj])) (7.16)
Estos términos se anulan para cualquiera de las dos condiciones de contorno que hemos
explicado en la seccion previa. Si 8#¥ no tiene componentes normales a la superficie, entonces
los términos B®[-, -] son naturalmente nulos y el término restante se anula si Ag|on = 0.
Por otro lado, si *” tiene componentes normales, las condiciones de contorno adecuadas
exigen que dos cualesquiera componentes del campo de gauge se anulen en la frontera junto
con todas sus derivadas normales, lo que hace que toda la expresion anterior se anule.

Si ahora ademads eliminamos la estrella en el primer término de la accién (7.15), el corres-
pondiente término de borde también se anula, dejandonos con la expresién simplificada

S0 [, A = LT / e (Aol — Ax aud) | (7.17)
4m M

Por conveniencia, por el momento mantendremos la estrella en el segundo término, si bien
se podria eliminar en razén de nuestras condiciones de borde.

Usando la accién (7.17), la funcién de particién para la teoria de Chern-Simons no con-
mutativa toma la forma

7z = / DADAgeSesl Ao Al (7.18)

Para cada uno de los puntos de M, A, actiia como un multiplicador de Lagrange, forzando
la anulacion de las componentes espaciales de la conexién

€F;=0. (7.19)
entonces, la funcién de particién (7.18) se puede reescribir como
7 = /Dflié(eijﬁij)exp (—ﬁTr/ AP €7 A; x 80121]-) : (7.20)
dr S
El siguiente paso es resolver la ecuacién (7.19) y substituir el resultado en el exponente

de (7.20). Para esto es necesario definir la topologia de nuestra variedad. En lo que sigue, nos
limitaremos al caso M = > X R donde X tiene la topologia del disco. Entonces la solucién
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de la condicién de conexién plana (7.19) es A; = g*0;g7t, con g : M — G una funcién
arbitraria. Reinsertando en (7.20) se tiene

Z = / Dge'Sawzwlil (7.21)

donde S%WZW [g] es una accién que tiene la forma de un modelo de Wess-Zumino-Witten
quiral no conmutativo

“ K Y/ ~ R e
Sg?wzw[g] = —4—Tf/ Pt (G0 ") * (g% 0;97")
™ OM

—iTr/ B e (5% 0,57 ) (0,57 ) * (50,570,  (7.22)
127T M

aqui £ es un vector unitario tangente al borde de . Nétese que debido a la presencia del
producto estrella, en un borde arbitrario no es posible combinar #; con 9;§ para formar la
derivada tangencial de §. Esto es posible solamente en un borde plano, donde #; es constante,
y en ese caso se tiene

R K “ e R o
Sowzwli] = —4—Tr/ Pz (G 00g ") * (% 0p9")
™ oM

—iTr/ d>x P (§ * aug—l) % (g*0,7 ") * (g * 8p§]_1) , (7.23)
127 M

Noétese que, si 0" tiene componentes normales al borde de la variedad, la accién (7.23)
no es la accion quiral de Wess-Zumino-Witten no conmutativa definido sobre 0% x R, ya que
contiene infinitas derivadas de los campos § en las direcciones que salen de 0% x R. Entonces
sdlo en el caso en el que 0" no tenga componentes normales a la frontera, la expresion (7.23)
corresponde a la accion quiral de Wess-Zumino-Witten no conmutativa en 0% x R.

En el caso general en el que §* tiene componentes normales a la frontera, la condicion
de contorno sobre el campo de gauge impone que dos componentes del campo se anulen en
la superficie. Por lo tanto en el primer término de la férmula (7.22) debemos reemplazar
Ay = §* 017! por cero, y sblo sobrevive Ay = G+ 0g7 1, por lo que la expresién se reduce a

A N I{'/ - . o R o
Sewawld) = — T [ PP (guang )+ (5007
oM

—iTr/ Pre™P(Gx 0,07 ") * (%0, ") * (gx0,07").  (7.24)
127 M

Donde en el término de borde sélo interviene la derivada en la direcién 2%, mostrando ex-
plicitamente la ruptura de la invarianza de Lorentz introducida por la no conmutatividad.
Entonces en el caso general de borde curvo, la accion de Chern-Simons es equivalente a la
accion (7.24), donde sélo permanece una de las derivadas en el término cuadrdtico.
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7.3. Alcances y limitaciones del calculo

Algunas consideraciones acerca de la validez de nuestros calculos

= Existencia del producto estrella: Hemos utilizado en este capitulo la expresion
diferencial del producto de Moyal (2.2). Cuando realizamos el producto entre dos fun-
ciones a cualquier orden finito en 0*”, la serie en derivadas truncada de este producto es
siempre una expresion local, por lo que siempre obtenemos como resultado una funcién
continua bien definida sobre nuestra variedad.

Sin embargo, al sumar los infinitos 6rdenes en el desarrollo del producto, podemos
encontrarnos con que el resultado no es una funcién continua bien definida sobre nues-
tra variedad. Esto se hace evidente cuando escribimos la forma integral del producto
estrella, la cual claramente depende de la variedad elegida.

» Existencia de funciones que cumplan las condiciones de contorno: Otro punto
a tener en cuenta, es la existencia de funciones no triviales que verifiquen las condiciones
de contorno (7.12). Debido a que se trata de condiciones de contorno muy fuertes, no
es en principio evidente que existan tales funciones.

Ambas cuestiones han sido analizadas en profundidad y respondidas afirmativamente en la
referencia [78].

7.4. Conclusiones

Como resumen de las conclusiones podemos decir que

= La accién de Chern-Simons no conmutativa definida en un variedad con borde es
diferenciable e invariante de gauge siempre que se cumpla alguna de las siguientes
condiciones de borde, dependiendo de las direcciones del parametro 0*”

1. Caso especial: si existen bordes sobre los cuales 6 no tiene componentes nor-
males, sobre ellos es necesario y suficiente para la diferenciabilidad de la accién
que se anule una componente tangencial del campo de gauge.

2. Caso general: sobre aquellos bordes en los cuales 6*” tenga componentes nor-
males no nulas, la condicién de contorno a imponer es que dos? componentes del
campo de gauge, junto con sus infinitas derivadas normales, sean cero.

= Las transformaciones de simetria que preservan las condiciones de contorno seran aque-
llas que cumplan las adecuadas condiciones de borde, a saber

2El hecho de que se debe imponer la condiciones de contorno sobre dos componentes del campo de gauge
en lugar de sobre una sola fue sefialado originalmente en [78]
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Caso especial: si 0¥ no tiene componentes longitudinales, las simetrias de la

teorfa seran las funciones § : M — G tales que g|sp no dependa de una direccién
1

tangente z’° en el borde.

Caso general: en el caso en que 0" tenga componentes no nulas en las direcciones
normales a la superficie, las transformaciones de simetria seran aquellas tales que
Jlom no dependa de xg, 1 y que &(Lq)ng = 0 en el borde.

= Para el caso M = ¥ xR donde ¥ tiene la topologia del disco, la accién de Chern-Simons
es equivalente a un modelo de Wess-Zumino-Witten con las siguientes caracteristicas

1.

Caso especial: cuando #*” no tiene componentes normales al borde del disco,
obtenemos una acciéon quiral de Wess-Zumino-Witten, donde los productos se
han transformado en productos estrella. Es decir obtenemos lo que llamariamos
un modelo quiral de Wess-Zumino-Witten no conmutativo.

Caso general: cuando 6" posee componentes no nulas normales al borde del
disco, obtenemos un modelo de Wess-Zumino-Witten no conmutativo un poco més
complicado, como se puede ver en la férmula (7.24). Esto se debe a la necesidad
de imponer condiciones de contorno sobre dos componentes del campo de gauge
en lugar de sobre una sola.
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Capitulo 8

Comportamiento de la accion de
Chern-Simons bajo el mapeo de
Seiberg-Witten

En este capitulo estudiaremos el comportamiento de la accion de Chern-Simons no
conmutativa definida en los capitulos anteriores, respecto del mapeo de Seiberg y Wit-
ten, que relaciona teorias de gauge conmutativas y no conmutativas. Como resultado
importante veremos que su imagen bajo este mapeo es la accion de Chern-Simons
usual conmutativa, en contraste con lo que sucede con otras teorias de gauge

8.1. Algunas motivaciones

En el capitulo precedente, hemos encontrado la relacion entre la accién de Chern-Simons
no conmutativa y la accién no conmutativa de Wess-Zumino-Witten quiral.

La teorfa de Wess-Zumino-Witten no conmutativa ha sido estudiada en [83], donde se
encontré un cambio de variables, similar al mapeo de Seiberg y Witten, que relaciona los
campos ¢ de un modelo de Wess-Zumino-Witten no conmutativo con los campos g de un
dado modelo conmutativo. Segun los razonamientos expuestos en ese trabajo, la dinamica de
este dltimo esta regida por la accion de Wess-Zumino-Witten conmutativa. Por lo tanto, en el
caso espacial de la teoria de Wess-Zumino-Witten, el cambio de variables mapea el modelo
no conmutativo en el correspondiente modelo conmutativo. Esto no es automatico en un
modelo general, por ejemplo, al aplicar el mapeo de Seiberg y Witten (4.22) para los campos
de gauge Au a la accion de Yang-Mills no conmutativa, se obtiene una accién complicada
para los campos conmutativos A,, que tiene la forma de un desarrollo en potencias de 6.
Es decir que el cambio de variables no mapea la accién de Yang-Mills no conmutativa en la
accion de Yang-Mills conmutativa.

El cambio de variables para ¢ definido en [83] se puede aplicar también al modelo quiral de
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Wess-Zumino-Witten no conmutativo, y es razonable suponer que la mencionada conexién se
verificard también para ese modelo, obteniéndose para ¢g una accién quiral de Wess-Zumino-
Witten conmutativa. En ese caso, podemos adelantar una conexién analoga para las teorias
de Chern-Simons. La situacién se puede visualizar en el siguiente esquema

S%WZW[@] A Sgs [A]
1 17 (8.1)

SQWZW [9] «— Scs [A]

La accion de Chern-Simons conmutativa estd relacionada con el modelo de Wess-Zumino-
Witten quiral conmutativo por integraciéon del Ay como hemos mencionado en el capitulo 5.
La misma conexion se verifica para los modelos no conmutativos como demostramos en el
capitulo precedente. Por otro lado, el modelo quiral de Wess-Zumino-Witten no conmutativo
se mapea a través del cambio de variables definido en [83] en el modelo conmutativo. Entonces
podemos inferir que lo mismo sucede para las acciones de Chern-Simons.

Pero para estudiar esta tltima conexién, no es necesario recurrir al mapeo definido en
[83] para los campos ¢ del modelo de Wess-Zumino-Witten. Podemos utilizar directamente
el mapeo de Sieberg y Witten (4.22) para los campos de gauge AH, e investigar si la accion
de Chern-Simons no conmutativa se mapea en la accion de Chern-Simons conmutativa.

Otra evidencia en favor de esta hipdtesis se obtiene al aplicar el mapeo de Seiberg y
Witten a una configuracion clasica de la teoria de Chern-Simons no conmutativa, que cumple
las ecuaciones de movimiento FW = 0. De acuerdo a la regla de transfomacién para FW,
ecuacion 4.23, vemos que la correspondiente teoria conmutativa cumple F),, = 0, con lo que
tenemos el siguiente esquema

A

=0 e Sts[A]

1 17 (8.2

F;u/:O — SCS[A]

Entonces soluciones clasicas de la teoria de Chern-Simons no conmutativa son mapeadas en
soluciones clasicas de la teoria de Chern-Simons conmutativa.

8.2. El mapeo de Seiberg y Witten aplicado a la accién
de Chern-Simons

En lo que sigue aplicaremos el mapeo de Seiberg y Witten a la accién de Chern-Simons
no conmutativa, para comprobar si se verifica la relacion sugerida mas arriba. La teoria de
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Chern-Simons estara definida sobre una variedad arbitraria M y supondremos que se cum-
plen las condiciones de contorno adecuadas para que la accién sea diferenciable e invariante
de gauge.

Notese que quedan descartadas las condiciones de contorno del caso especial que hemos
discutido en el capitulo anterior, donde 6*” no tiene componentes normales al borde, ya que
nos proponemos estudiar el comportamiento de la acciéon de Chern-Simons bajo variaciones
totalmente arbitrarias del pardmetro antisimétrico 0.

Tomaremos como punto de partida la accién de Chern-Simons en la forma (7.17), en la
cual sacamos el producto estrella en el segundo término, lo que no genera términos de borde
debido a las condiciones de contorno, es decir que tenemos que

7

Como esta expresion no contiene productos estrella, depende del pardmetro de no conmu-
tatividad 0" solamente a través de la dependencia de A, dada por el mapeo de Seiberg y
Witten. Entonces, si derivamos con respecto a 6,,, obtenemos

0S%s(A) & 5 . B
06, ir /Md“ 6, (AoFs — A004;) =

R B 2 N C TN 1

), e (aeu,, it dogy ~ 25, 04 | (8.4)

donde para reescribir el tltimo término hemos integrado por partes, descartando un término
de superficie que se anula con las condiciones de contorno que hemos elegido. En la expresién
precedente, las derivadas de los campos con respecto a 0" se obtienen de las férmulas (4.22)

o = Hanoae .
2555 - i (=2{ B Boo } + { Ay, DoFns + 0, B} ) (8.5)

Reemplazando (8.5) en la expresion (8.4) obtenemos una expresion para la variacién de la
accién bajo un cambio arbitrario de 6#”.

Mediante un calculo directo, que no vale la pena detallar aqui, en el cual se deben
mantener solamente los términos antisimétricos con respecto a los indices pu,v e 4,5, obtenemos
como resultado final

9S%s(A A
95cs(4) _ 0 = S8 o(A) = Ses(A), (8.6)
00,
donde Sgg(A) es la accién de Chern-Simons ordinaria conmutativa como se definicién en
el capitulo 5. Los pasos intermedios de este calculo contienen integraciones por partes, las
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cuales generan términos de superficie, que se anulan debido a las condiciones de contorno.
Es interesante notar que en el caso U(1) el mapeo de Seiberg-Witten cancela los términos
cubicos presentes en S'CS(A).

En suma, hemos visto que la transformacién de (8.5) mapea la acciéon de Chern-Simons
no conmutativa en su contraparte conmutativa

8.3. Alcances y limitaciones del calculo

Detallaremos a continuacion los alcances de nuestro calculo, las posibles derivaciones y
algunas de sus limitaciones

= Si bien entre las motivaciones originales de nuestro calculo se encontraba la relacién de
la accién de Chern-Simons con el modelo quiral de Wess-Zumino-Witten y la conexion
entre las acciones conmutativa y no conmutativa de éste tltimo, nuestra demostracion
es completamente independiente de estas consideraciones, ya que involucra solamente
a la accién de Chern-Simons y al cambio de variables (4.22) de Seiberg y Witten.

= Otra de las motivaciones fue la correspondencia de las soluciones clasicas de las teorias
de Chern-Simons conmutativa y no conmutativa. Sin embargo, debemos senalar que
nuestra demostracion en ningiin punto supone que los campos cumplen las ecuaciones
de movimiento.

= FEl resultado obtenido es en realidad mas general: la accién de Chern-Simons no con-
mutativa con un valor dado para el parametro de no conmutatividad 6*” se mapea por
el mapeo de Seiberg y Witten en la accién no conmutativa con un valor diferente de
este parametro.

= Estos resultados pueden ser ttiles al interpretar el esquema 8.1 en la otra direccion,
como un argumento a favor de la hip6tesis de que el mapeo definido en [83] relaciona
también los modelos quirales de Wess-Zumino-Witten conmutativo y no conmutativo.

» Otra posible derivaciéon de este resultado se infiere a partir del esquema 8.2: seria
interesante estudiar el efecto del mapeo de Seiberg y Witten sobre otras teorias de gauge
no conmutativas cuya ecuaciéon clésica de movimiento sea FW = 0, como por ejemplo
los modelos BF', asi como también sobre otros modelos topoldgicos mas generales.

= Este calculo tiene aplicacion solamente a la teoria de Chern-Simons cldsica. Un analisis
cuantico requeriria del estudio del cambio bajo el mapeo de Seiberg y Witten de la
medida de integracién DA, con el gauge adecuadamente fijado. Debido a que este
mapeo es no lineal, es dificil definir consistentemente el correspondiente jacobiano.
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8.4. Conclusiones

Resumimos a continuacién las conclusiones de este capitulo

= La principal conclusién de este capitulo es que la accién de Chern-Simons no conmuta-
tiva se mapea por la transformacién de Seiberg y Witten en la accion de Chern-Simons
conmutativa. Esta es una propiedad no trivial de este modelo, que no se verifica en
otras teorias como por ejemplo la de Maxwell o la de Yang-Mills.

= Esta conclusion se puede extender al resultado mas general de que la accién de Chern-
Simons no conmutativa no depende del valor del parametro 6*, cuando se consideran
a los campos de gauge Au como funciones de este pardmetro dadas por el mapeo de
Seiberg y Witten.
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Capitulo 9

Gravedad no conmutativa en tres
dimensiones

Formulamos una teoria de gravedad en tres dimensiones no conmutativas mediante
el uso de la conexién entre gravedad tridimensional y teoria de Chern-Simons. En el
sector euclideo, consideramos, con constante cosmologica negativa, estudiaremos el
efecto particular de la topologia T? x R y mostramos que el agujero negro tridimen-
sional (BTZ) resuelve las ecuaciones de movimiento no conmutativas.

9.1. Teoria de Chern-Simons no conmutativa

Como hemos explicado con cierto detalle en el capitulo 5, en el caso usual conmutativo,
la gravitacion en espacio euclideo con constante cosmoldgica negativa, es completamente
equivalente a una teoria de gauge, con grupo de gauge SL(2,C), y cuya dindmica estd regida
por la accién de Chern-Simons.

En el caso no conmutativo, definiremos nuestra teoria de gravedad en d = 3 dimensiones
euclideas y con constante cosmologica negativa, como la correspondiente teoria de gauge no
conmutativa [126]. Sin embargo, como hemos mencionado en la seccién 4.2, el algebra de
SL(2,C) no es cerrada cuando los conmutadores se calculan usando el producto de Moyal,
por lo que es necesario ampliarla y considerar el grupo GL(2,C). El dlgebra de Lie de
GL(2,C) esta generada con coeficientes complejos por la base {J,,il}, donde J, son los
generadores que hemos definido en el capitulo 5. Una representacion de estos generadores
esta dada por J; = ioy, Jo = 109, J3 = t03 donde o, son las matrices de Pauli.

El campo de gauge flu € GL(2,C) se puede expandir en esta base de la siguiente manera
A, = AT+ AT =A, +4A,, (9.1)

u =

donde hemos llamado A, = A J, ala parte SL(2,C) de la conexién y A, a la parte U(1).
Dado que /Al# es una conexién compleja, debemos definir un segundo campo independiente
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A, = AaJ, 4+ A,il = A, +iA,, (9.2)
La accién adecuada no conmutativa para estos campos de gauge se define como
SslAus Al = i (SslA] - SEslAu) | (9.3)

donde el factor ¢ proviene de la rotacion de Wick necesaria para llevar la teoria de gravitacién
a espacio euclideo. Es decir que tenemos dos teorfas de gauge desacopladas, con accion de
Chern-Simons no conmutativa, para los campos de gauge complejos /Al“ y A,

Para asegurar la diferenciabilidad de la accién, debemos imponer alguna de las dos con-
diciones de contorno estudiadas en el capitulo 7. En cualquiera de esos casos, las ecuaciones
de movimiento son

~

FW[AP] = F/W[AP] =0. (9.4)
Las mismas condiciones de contorno nos garantizan que la accion es invariante frente a

transformaciones de gauge no conmutativas. Si en las ecuaciones (9.4) separamos el campo
U(1), A,, del resto de las componentes, obtenemos

Fyu[A)

Fou[A,]

A A 1 abc c T A A A A
8,A, —d,A, — 5€ befAb A, = i[A,, A) +i[A,, A, (9.5)
8,A, — A, +i[A, A)]=iTr[A,, A,)], (9.6)

y ecuaciones analogas para A El miembro derecho de estas ecuaciones se anula para ** = 0,
mostrando que A y A se desacoplan en el limite conmutativo. Es importante notar que FW
no son las componentes en J, del tensor de curvatura F L de la teorfa de gauge GL(2, C), sino

las que corresponderian a una teorfa SL(2, C), escrita en componentes. Anélogamente, ]E’W no
es la componente en la identidad de la curvatura G L(2, C), sino la curvatura correspondiente
a una teorfa U(1) no conmutativa. Para referencia futura, mencionaremos aqui que existen
soluciones “planas en SL(2C)”, es decir con FW = 0 siempre que,

~

A A+ A, A]=0. (9.7)

En el limite * — 0, la teorfa de gauge que hemos definido es equivalente a nivel clasico
a la gravitacién en d = 3 dimensiones, mas dos campos. de gauge U(1) libres y con accién

de Chern Simons. En efecto, los campos abelianos Au y A se desacoplan completamente de

A,y A en ese limite, como se puede ver en (9.5-9.6), y pueden elegirse nulos. Si bien los
campos se acoplan no trivialmente en el caso 0" finito, existen, como veremos, soluciones

con A A =0.

90



9.2. Gravedad tridimensional no conmutativa

Representacion en términos de triada y conexion de Ricci

En la seccién anterior hemos definido una teoria de gauge no conmutativa, en cuyo limite
0" = 0 recuperamos la forma de Chern-Simons de la gravitacién en tres dimensiones, junto
con dos campos de gauge U(1) con accién de Chern-Simons.

Estamos entonces en condiciones de preguntarnos si nuestra teoria puede ser formulada

en términos de variables triada €, y conexion de spin wabu “no conmutativas”. Si aceptamos
que la relacion entre estas variables y las componentes SL(2,C) de los campos de gauge Al

y A¢ es la misma que en el caso conmutativo, obtenemos una generalizaciéon no conmutativa
natural, es decir

l

éa# = Z(AZ — /_lz) , (9.8)
~a 1 Aa 1 1 abc,  bc
W, = §(Au+Aﬁ):_§e bwb#. (9.9)

~ ~Qa
Sumando y restando las ecuaciones de Chern-Simons para A}, y A, se prueba directamente
que €, y w, satisfacen la “ecuaciones de estructura de Cartan no conmutativas”

~

A, — Ay e ]+ e, A, — &,,]) (9.10)

a i A A ~a ~a A X
Ruu = D) <[AM+AM’wu] +[w Av+Au]+

. o~ =.

~ ES 1~ ES ~

", = ! ([AH — Ay %))+ [0, A, — A+ 1 [A, + Ay, )]+ [, A, +.ny]) (9.11)

mientras que, para el campo U(1) obtenemos

T . a a 1 a a i a a a a
IF/u/ = —2Z<[’UJ M’wV]+l_2[€ uveu]_‘_Z([e ,uawu]_l—[w ;ueu]))? (912)
= . a a 1 a a i a a a a
F;w = —2@([?1) w W y] + l_g[e w € y] - Z([e w W z/] + [w w € V])) : (913)

~

En estas ecuaciones, la curvatura de gauge U(1), F,, esta definida como en (9.6), y los
tensores de curvatura y de torsion tienen la forma

a ~Q ~Q 1 aoc -~ ~C 1 aoc [ 5 ~C

R, = 0, — 00", — 3¢ fw®,, 0} + 5 efe’, e} (9.14)
a ~Q ~Q 1 abe A~ ~AC A~ ~C

T%, = 0u¢", —0,e", — 3¢ b ({ebu,w b+ {wbw e,}) (9.15)

Se observa inmediatamente que, siempre que esté presente el campo U(1), el espacio
no conmutativo tiene torsiéon no nula. Por otro lado, los campos gravitatorios actiian como
fuente para el campo U(1), por lo que podemos decir que estan cargados frente a ese campo.

91



Si se desea simplificar ain mds estas ecuaciones, podemos definir el drewein ¢, = é°,J, —

(1/2)(A, —A w) ¥ la conexién de spin w, = 0, J, + (i/2)(A, + A ), ambos Valuados en
el algebra de GL(2,C) (ndtese la cuarta componente en la identidad, ausente en el caso
conmutativo). Entonces las ecuaciones toman la forma

1
Ouily = B+ [ ) = e8] = 0, (9.16)

0uéy — 0,6, + [Wy, 6] — [é4, W] = 0, (9.17)

que, superficialmente, coinciden con las condiciones usuales de torsion y curvatura para la
conexion de spin y el triada valuados en el algebra. Sin embargo, no debe olvidarse que en
estas ecuaciones estan involucrados los campos U(1) que, si bien ocultos por la notacion, se
acoplan a las variables gravitatorias de manera no trivial como puede verse en (9.5-9.6)

Como un procedimiento alternativo, podemos invertir las relaciones (9.9-9.8)
para obtener los campos de gauge y reemplazar en la accién (9.3), con lo que
obtenemos como accién para las nuevas variables

SO0, 6% Ay Ay) = Sy, €%, +iSosA,) —iSEs[Au]+ STulAu Ay, wau(’ éau]),
9.18

donde SZg es la acciéon de Chern-Simons no conmutativa U(1) para los campos
A,y A, S%,; esla “accién de Einstein-Hilbert no conmutativa”

~Q ~Q 2 a ~Q 1 aoc sa Ja AC
S e L] = 7/d3$€;wn (R k€0 + 32 beg B % e xé p) ,(9.19)
y S mt s el término de interaccion que viene dado por
S?nt = /dgx (Auju‘i‘&uju) ) (9.20)
donde hemos definido las corrientes j, y j, de acuerdo con
. . a 1 a a _a
Jp = —Aieu, | ww, - 1_26 e, + l([ w4 [w, et ]) ), (9.21)
= - a 1 Z a a a a
Ju = i€, (w0, — l_2€ €% Z([e LW ]+ [wh, e ]) | (9.22)
En términos de las variables valuadas en el algebra, w, y €,, que hemos

definido anteriormente, el conjunto completo de ecuaciones (9.16-9.17) se puede
derivar de la “accién no conmutativa de Einstein-Hilbert”,

2 2,
SO, 1) = —jTr/de €pvp (Ruu * €, — 726 * €, * ep> , (9.23)
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donde R,, = 0,w, — 0,0, + [W,,w,]. La variacién con respecto al la triada
é, origina (9.16), mientras que la variacién con respecto a la conexién de spin
w,, origina (9.17). La diferenciabilidad de esta accién queda asegurada dadas las
condiciones de contorno discutidas anteriormente.

Se debe insistir en que, mas alla de la similitud entre (9.23) y la accién de

Einstein-Hilbert usual, en la primera los campos abelianos A A, estan aco-
’ 1 p

plados a ¢, y @, de manera no trivial, siendo los acoplamientos proporcionales

a potencias positivas de 0",

Si, a manera de anzitz, elegimos anular los campos abelianos, las ecs. (9.16-9.17) (o sus
equivalentes (9.10-9.11)) se transforman en,

~a ~Na 1 aoc ~ ~C 1 aoc [ » SC
g, — 0, — 3¢ b {wbu,w L= o€ b {ebu, e, =0 (9.24)

1
0ue’, — 0,e", — ieabc ({ebu, we,} + {wbu, ecy}) = 0 (9.25)

Teniendo en cuenta a los tensores de torsién y curvatura introducidos en las ecuaciones
(9.10-9.11), la primera ecuacién se puede entender como una condicién de curvatura no
conmutativa contante, escrita en términos de conexiones y la segunda ecuacion es la andloga
a una condicion de torsién nula. Esta ecuacién no implica, por supuesto, que la conexién
afin sea simétrica.

El mismo anzdtz aplicado a las ecuaciones (9.12)-(9.13) implica que deben cumplirse las
igualdades

a a 1 a a
[0 ]+ 5le% %] = 0, (9.26)
[ea;u wau] + [wa;u eay] = 0. (927)

Encontraremos mas adelante soluciones explicitas que satisfacen esta condicion. Estas ecua-
ciones se satisfacen idénticamente para 0" = 0.

Representacion en términos de métrica:

La ecuaciones (9.24) y (9.25) tienen la misma forma que las ecuaciones de estructura de
Cartan, pero donde todos los productos han sido reemplazados por productos estrella. Es
entonces natural preguntarse si existe una formulaciéon en términos de métrica para estas
ecuaciones, es decir, si podemos encontrar las correspondientes ecuaciones de Einstein.

Supondremos que los vinculos (9.26-9.27) se satisfacen e intentaremos escribir (9.24-9.25)
en términos de la métrica y de la conexion afin. (Véase [85]-[90] para otras soluciones de este
problema en cuatro dimensiones.)
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Definiremos la métrica y la conexién afin como

~ ~a ~b
Guw = —Oapé L RE L, (9.28)
Y _ abcy p ~b ~C Al N

IH, = el xu’, xe\ + e x9,e%. (9.29)

En otras palabras, g, y I'”,, representan, como es usual, la métrica y la conexion en una
base coordenada. Dado €%, y w®,, las férmulas escritas arriba determinan completamente

a
I

las ecuaciones diferenciales satisfechas por g, y I'", .

Guw y I, Si €%, y w®, satisfacen las ecuaciones de Chern-Simons, nos gustaria encontrar

La definicién de la conexién afin se puede motivar en la invarianza de gauge de la accion.

Bajo transformaciones de gauge ¢ la conexiéon de spin transforma como u?“bu — w"ﬂ; =
(G711 ™, % Py + [971]% % 0,95 Si ' = I, es la conexién en un base coordenada,

relacionada con la base tangente a través de la matriz g%, = €%, la nueva conexién deviene
(9.29).
La curvatura en una base de coordenadas es

R, o =01, — 01", + 1V T, —TF «1°, | (9.30)
y se relaciona con R?,, por medio de la formula
__ _abc » b ~C
R, =€ el « R, e, (9.31)

Esto se sigue de reemplazar directamente (9.29) en (9.30), y expresa el hecho de que la
curvatura es un tensor. Como R?,, satisface (9.24), encontramos la “ecuacién de Einstein
no conmutativa”,

v

1 ) . .
RHV po _l_g((supgav - 5'uagpl/) + EHV po (932)
donde §,,, se define en (9.28), y
E* —LA“ * (6 w60 — b kel )xé (9.33)
vopo 2[26 a € [p € o] € [o € o] Epy- .

El primer término en (9.32) es la contribucién usual de la constante cosmolégica a las ecua-
ciones de Einstein. Recuérdese, sin embargo, que en esta teoria la métrica es no simétrica. El
segundo término E”l, oo €8 un efecto puramente no conmutativo, dependiendo del conmutador
de Moyal de las triadas, y no se puede expresar solamente en términos de la métrica.
Resumiendo, dados €, y @, que satisfagan las ecuaciones de Chern-Simons, entonces la
métrica (9.28) y la conexién afin (9.29) satisfacen las ecuaciones de Einstein no conmutativas

(9.32). Mostraremos mas abajo una familia de soluciones de estas ecuaciones.
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9.3. Soluciones

Todas las soluciones consideradas aqui viven en la topologia M3 = T2 x R. Las coorde-
nadas locales en T2 son 2,z y p € R. Las componentes del campo de gauge son entonces
Au = (A, A, Ap). Tomaremos 67 = 6% = () mientras que las coordenadas no conmutativas
satisfacen,

[z,z] = 6. (9.34)

Se debe notar que esta eleccién de la componentes de 6 y de la variedad M nos situa en
el caso especial estudiado en el capitulo 7.1, es decir cuando 8*” no tiene componentes en las
direcciones perpendiculares al borde de la variedad. En tal caso y de acuerdo a lo estudiado
en dicho capitulo, basta con anular una de las componentes del potencial vector sobre la
superficie para tener una accion diferenciable e invariante de gauge. Elegiremos entonces la
condicién de contorno Ag’a/\/[ =0y flz]aM =0.

Deberia ser claro que el agujero negro en tres dimensiones [37]-[38] es una solucion de las
ecuaciones completas no conmutativas, simplemente porque este campo tiene dos vectores
de Killing 0, y 05, los cuales efectivamente reducen el producto estrella al producto usual.

Para explorar la estructura no conmutativa, necesitamos buscar soluciones més generales.
Comenzaremos buscando soluciones a las ecuaciones no conmutativas de Chern-Simons.

La solucion quiral

Reescribiremos la ecuacién (9.5) en la forma

Fo.[A] +i[A,, A +i[A, A =0,
FpZ[A] + i[Apv AZ] + i[Ap7 AE] =0,
Ia‘zz[A] + z[AZ, Ag] + 1[AZ, Az] =0 (9.35)
Para resolver estas ecuaciones podemos fijar el gauge a
A,=iJy, A, =0. (9.36)
Las dos primeras ecuaciones de (9.35) se transforman en
A, +[A,A]=0,
apAg + [Ap, Ag] - O, (937)

aqui, dado que A, es constante, el conmutador no contiene productos de Moyal. La solucién
de estas ecuaciones es

~

A, =d A, (z 2)d, A; =d'As(z,2)d, (9.38)
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donde d = €’ y hemos incluido dos matrices arbitrarias A.(z,2) v As(z, Z) que son fun-
ciones de z, Z pero no de p. La condicién de contorno Ag'BM = (0 implica Ag = 0, o sea que
A.=0.

Reescribiendo ahora la ecuacién (9.6), tenemos que

(9.39)

Usando A; = 0 y la condicién de gauge (9.36), las dos primeras ecuaciones en (9.39) se
escriben

dh, = 9,A; =0, (9.40)

Se ve entonces que A, y A; deben ser independientes de p. Dada la condicién de contorno
Az|op = 0, esto implica que A; = 0 en todas partes. La ecuacion que resta en (9.39) es

d:A, =0, (9.41)

y entonces A, = A,(z) es una funcién analitica arbitraria de z. Con esta solucién para el
campo U(1), la dltima ecuacién en (9.35) se simplifica, transforméndose en

d:A, =0, (9.42)

osea A, = A,(2).

Entonces, la solucién general a las ecuaciones (9.5-9.6) con condiciones de contorno
Ag\aM = Ag\aM = 0, la cual estd cercanamente relacionada con el agujero negro en tres
dimensiones, es la siguiente solucién quiral,

A, =d A (x)d, A,

A, =

d'9,d, A, =A.(2),
. =0, (9.43)

1J3

=l
=l

.=
donde A (z)+iA.(z) es una funcién arbitraria de z valuada en el dlgebra de Lie de GL(2,C).
Esta configuracion resuelve tanto las ecuaciones conmutativas cuanto las no conmutativas.
Se puede también comprobar que se trata de un punto fijo bajo el mapeo de Seiberg y Witten
[19]. Un anélisis similar para el segundo campo complejo Au lleva a una solucion analoga a

(9.43) pero con A, (z) — As(2), A.(2) — As(2) yd — d L.
Una transformacion de gauge (con elemento del grupo d) lleva la solucién a la forma mas
simple

(
A,=A,=A;=A,=0. (9.44)



Una propiedad importante de (9.44) es la simetria de Kac-Moody bajo transformaciones
de gauge holomorfas. Para ver esto, especialicemos al caso A, =0 y notemos que la configu-
racién (9.44) es invariante de forma bajo transformaciones de gauge que sélo dependen de
z. Hagamos A = A(z). Actuando con la transformacién no conmutativa (4.10) se encuentra
que,

GA, = ON+A xA—AxA, =0 +A)\—)A., (9.45)
6A; = 0, (9.46)
5A, 0, (9.47)

El producto estrella ha sido eliminado porque la solucién sélo depende de z. Esta simetria
del espacio de soluciones (9.44) es generada por un algebra de Kac-Moody y juega un rol
importante en la comprensién de la entropia del agujero negro en tres dimensiones.

La métrica

En esta seccién construiremos la métrica correspondiente a la solucién quiral de la seccion
anterior. Utilizaremos la ecuacién (9.28) donde la trfada é?, estard construida de acuerdo a
(9.8).

Utilizando la solucién quiral (9.43) en la definicién de la triada (9.8), nos queda

I - |-
20, = —d LA 29, = ——dA(3)dt
ésd, Qid A(2)d, ésJ, Qid (2)d™,

ed, = ;. (9.48)

p

Definimos las componentes de las matrices SL(2,C), A, y A; de acuerdo con

~ 1 [ A3 AT = i [ A3 At
Azzi(A— _A3>7 AZ:§<A— _A3) (949)

Entonces la parte simétrica de la métrica, asociada a la longitud de arco ds* = g, datdz",
es
2 272 I? 32 +A- 2 P (2 A+ A 752
ds* = 12dp —Z(A +ATA >dz —Z<A3 v ATA )dz

2
+ % (245, A%} 4 {A~, A% }e > 4 (A%, A7}%) dzdz

+ i’ A3dzdp — il>A3dzdp . (9.50)
En este punto, estamos interesados en determinar las condiciones que deben ser impuestas
a los campos de gauge para obtener una métrica que sea asintoticamente anti de Sitter.

Con este fin, seguiremos el método de la ref. [40] extendido al caso no conmutativo. Las
componentes no diagonales que contienen p deben ser nulas. Esto se puede asegurar tomando

97



A3 = A% =0, lo que extiende al caso no conmutativo la primera condicién de reduccién de
Polyakov. La métrica resultante es

12 ? . 2, -
ds* = [PPdp* — ZA+A_d22 — ZA+A_d§2 + 5 ({AT, A7 }e > + {AT, A" }e*) dzdz,
(9.51)
la cual tiene como forma asintética (p — o)
2 -

ds® = I*dp* + g{A+, A" }e*dzdz . (9.52)

Entonces, para tener una forma AdS es necesario imponer
{AT A7} =8. (9.53)

Derivando respecto de z y z obtenemos las siguientes relaciones (recuérdese que A es holo-
morfa y A~ es antiholomorfa)

{0.,AT, A"} =0, {AT,0;A7}=0. (9.54)

En el caso usual conmutativo, estas relaciones implican A", A~ constantes. Para comprobar
esto en el caso no conmutativo, obsérvese que, siguiendo [83], se puede escribir

f)x9(2) = e f(2)3(2),
92 f(z) = e 2Pf(2)4(2), (9.55)
lo cual implica
L) = g (e (i) =
2 2
= cosh (gaa) f(2)9(z). (9.56)

Usando esto, la ecuacién (9.54) se puede reescribir como
0= 4o 0= 4a 7
cosh 568 (0,ATA7) =0, cosh 588 (AT0;A7) =0. (9.57)
Llamando {#y} a un conjunto completo de autofunciones del laplaciano 99 con autova-

lores {A}, se puede escribir cosh((6/2)09) = Y-, cosh((6/2)A)[1hx) (1a]. Esto asegura que
cosh (9 /2 80) no tiene modos cero, y entonces de (9.57) se puede deducir

0.ATA” =0, AT9,A” =0, (9.58)
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esto implica que AT, A~ deben ser constantes. Hemos encontrado entonces la segunda con-
dicién de reduccién, que escribiremos como AT =2, A~ = 2.

Concluimos que para tener una métrica asintéticamente AdS en el caso no conmutativo,
es necesario imponer sélo las condiciones usuales de reducciéon de Polyakov, discutidas en
[40]. En este caso, la solucién quiral (9.43) toma la forma

i (0 e’ A A v (0 IT(z)e*
AZ_Z(%T(Z)@"’ 0 ), A, =—-A,=1iJ;, Az—z(ep 5 ,
A, =A(z) A =A(3)
Ar=A.=A.=A,=A.=A,=0. (9.59)
Con esto, la parte simétrica de la métrica, como se definié en (9.50), deviene
l [ - 1, -
ds? = [*dp* — §sz2 — 5Talz2 +3 ({T,T}e " + 81%¢*) dzdz . (9.60)

Vemos que la unica componente de la parte simétrica de la métrica afectada por la no
conmutatividad es ¢, = (1/8){T, T} exp(—2p). Usando (9.55) para reescribir el anticonmu-
tador, esta componente se puede reescribir como

0 _
92 = cosh(500)g.z (9.61)

siendo g,,, la métrica construida en [39] para el caso conmutativo. El operador cosh((6/2)90)
actia como la identidad cuando se aplica a las otras componentes de la métrica, dado que
todas las derivadas se anulan,

0,5 7
g% = cosh(500)g.-, g2 = cosh(;00)gz: (9.62)

Entonces, la relacion entre la solucién usual conmutativa y la parte simétrica de la solucién
no conmutativa se puede escribir en la forma compacta

gy, = cosh (g&?) v (9.63)

La métrica completa g, = gjy + g;‘,,, donde Q;‘V es la parte antisimétrica, satisface las
ecuaciones de Einstein no conmutativas (9.32). Nétese que g;‘u es de hecho no nula. Esta
contribucion no nula proviene de

e =owp (500) gue. dee = exp (~500) g (9.64)

lo cual implica

§.x = sinh (206) gez - (9.65)
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Recuérdese que la derivacién de (9.32) a partir de las ecuaciones de Einstein ordinarias

esta codificada en la combinacién £}, la cual depende del conmutador [e, ¢’]. En el pre-
sente caso, la tinica contribucién no nula a este conmutador es la componente (p = z,0 = z),

que es proporcional a [T, T] = 2sinh (£90) T'(2)T(Z).

9.4. Alcances y limitaciones de nuestra teoria

Como los éxitos y puntos abiertos de este capitulo, mencionaremos

» La formulacion en términos de métrica de nuestra teoria de la gravitacién no con-
mutativa, conduce a ecuaciones de Einstein que contienen un término adicional que
involucra al tensor E¥, , , cuya definicion contiene las triadas €*,. Para que las ecua-
ciones de Einstein queden escritas en forma completamente independiente de estas
variables, seria de interés encontrar algin tipo de interpretacién geométrica para este

tensor.

» Existen en la literatura varias formulaciones de la gravitaciéon no conmutativa [9]-[14],
[85]-[90]. Es importante investigar la relacién que estas teorfas puedan tener con la
definicion aqui propuesta.

» En otras formulaciones de la gravitaciéon no conmutativa [87]-[90], el determinante
la métrica que aparece en el elemento invariante de volumen en la acciéon de Einstein,
presenta problemas de ordenamiento en su desarrollo en serie de potencias. Con nuestra
definicién de la gravitacién no conmutativa, hemos sorteado estos problemas al utilizar
la accion de Chern-Simons para definir la dindmica.

= En este capitulo nos hemos centrado en el caso de la gravitacién euclidea y con cons-
tante cosmoldgica negativa. La extension a otros valores de la constante cosmologica
o a la signatura minkowskiana parece directa. En cada caso, sera necesario ampliar el
grupo de gauge que su algebra de Lie cierre por anticonmutacion

= Se puede objetar que la inclusién de los campos U(1) asociados al generador adicional
resulta antinatural. Es ese caso, serfa necesario adaptar los resultados de [63]-[65] a la
teoria de Chern-Simons, para poder formular una teoria de la gravitacién no conmu-
tativa sin generadores adicionales

9.5. Conclusiones

Resumiremos aqui nuestras conclusiones

= Hemos formulado una teoria de Chern-Simons no conmutativa, con grupo de gauge
GL(2,R). El limite conmutativo de esta teoria coincide, a nivel clasico, con la forma de
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Chern-Simons de la gravitacion en d = 3 dimensiones euclideas, sumada a un campo
de gauge complejo U(1), desacoplado y con accién de Chern-Simons.

Para 6" finito, si bien el acoplamiento entre el campo U(1) y la parte SL(2,R) es no
trivial, hemos propuesto considerar esta teoria como la forma de Chern-Simons de una
teoria de gravitaciéon no conmutativa en d = 3 dimensiones euclideas.

Hemos sido capaces de reformular dicha teoria de Chern-Simons en términos de un drei-
bein y conexiéon de spin no conmutativos, cuyas ecuaciones de movimiento generalizan
las ecuaciones de Einstein en este formalismo.

Verificamos que es posible definir una accién de Einstein escrita en términos de los cam-
pos no conmutativos, de la cual se derivan las correctas ecuaciones de movimiento, sin
necesidad de definir algiin ordenamiento para el determinante del dreibein, sorteando
de esta manera las dificultades que se han discutido en la literatura [87]-[90].

Encontramos soluciones a nuestras ecuaciones que se corresponden en el limite con-
mutativo a las soluciones conocidas de la teoria de gravitacion en 3 dimensiones, por
ejemplo la solucién afin y la solucion de agujero negro BTZ.

Ademas, hemos encontrado un operador que mapea las soluciones de nuestra teoria no
conmutativa el las correspondientes soluciones de la teoria conmutativa.
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Parte 111

Teoria de Born-Infeld en espacio no
conmutativo
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En esta ultima parte de la tesis, estudiaremos algunos aspectos de la teoria de Born-Infeld
en espacio no conmutativo.

Primeramente, resumiremos las caracteristicas principales de la accion de Born-Infeld
conmutativa. Repasaremos su definicion para grupo de gauge abeliano y no abeliano, los
problemas de ordenamiento que aparecen en este iltimo caso, y su relacion con la super-
simetria. Luego definiremos una accién de Born-Infeld invariante de gauge en espacio no
conmutativo, utilizando para esto una generalizacion de la prescripcion de ordenamiento
simétrico que se ha propuesto para el caso no abeliano (capitulo 10).

Hecho esto, estudiaremos la extension supersimétrica del modelo de Born-Infeld no con-
mutativo, utilizando para esto una adaptacion adecuada de la técnica de supercampos. Con
esta accion supersimétrica, estudiaremos la estructura de las ecuaciones de Bogomol'nyi de
esta teorfa (capitulo 11).

Las contribuciones originales de esta seccion de la tesis, fueron desarrolladas en colabo-
racion con F.A. Schaposnik y R.L. Pakman (de la Universidad Nacional de La Plata).
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Capitulo 10

Introduccion a la teoria de
Born-Infeld

En esta seccion recorreremos algunas propiedades de la accion de Born-Infeld en
espacio conmutativo. Comenzaremos dando su definicion en el caso abeliano asi como
su conexion con la forma determinantal Dirac. Luego analizaremos la definicion de la
accion de Born-Infeld en el caso de una teoria de gauge no abeliana, deteniéndonos
un poco en la forma simétrica propuesta por Tseytlin, escribiéndola de una forma
ligeramente diferente de la usual. En la tultima seccion de este capitulo propondremos
una definicion de la accion de Born-Infeld en espacio no conmutativo.

10.1. La accion de Born-Infeld conmutativa

Introduccion

En 1934 Max Born [91] luego acompanado por Leopold Infeld [92]-[94], desarrollé una
teoria general de la electrodindmica no lineal, como alternativa a la teoria de Maxwell. Su
principal motivacién fue construir una teoria con soluciones clasicas representando particulas
eléctricamente cargadas, como los electrones, con autoenergia finita.

Si bien la teorfa inicialmente causé interés en fisicos como Schrodinger [95], Einstein y
Rosen, etc, entré en un periodo de hibernacion por aproximadamente 40 anos, asomando en
la superficie de vez en cuando. Hace aproximadamente diez anos reaparecié en conexién con
la teoria de cuerdas y modelos sigma [44]-[52].

Mas recientemente ha habido una explosion de articulos donde la acciéon de Born-Infeld
juega algun rol en diferentes contextos, en particular, sera importantes para lo que sigue los
citados en [97]-[101].
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La accion de Born-Infeld para el caso abeliano

La accion de Born-Infeld puede escribirse en dos formas equivalentes. En el espacio de
Minkowsky en 3+1 dimensiones se tiene

1 1 ~
Spr = —52/d4x (\/1 + 2—62FwFW - 1664 (FWF/W)Q - 1) ) (10'1>

o bien

Spr = /d4a: <\/m — /- det(Bg,, - FW)> . (10.2)

debido a su similitud con la accién de Dirac para el modelo extensible del electron [96], esta
ultima forma en determinantes se suele llamar forma de Dirac de la accién de Born-Infeld

Las dimensiones de 8y F),, son [3] = [F,,] = m®. La identidad entre ambas formas de
Spr se puede probar facilmente calculando el determinante que aparece bajo la raiz cuadrada
en la forma (10.2)

5 _F()l _F02 _F03
FO]. _6 _F12 _Fl3

_ — 10.3
Foo —Fio —B P (10.3)

F03 _F13 F23 _6
= B(6° — FioFosFis — FisFiaFoy + BFf + BF5 4+ BFh) + ... =

_ B 108 — (%FWF“”)ﬁQ L (0)8+ %(Fwﬁ,w)?

Se puede verificar que la teoria no lineal coincide con la teoria de Maxwel para valores
pequeiios de E'y B. En otras palabras, en el limite 8 — 0o, tenemos que Spr — Sirazweir’-

Como teoria cuantica de campos, el modelo de Born-Infeld no es renormalizable: cuando
se expande la raiz cuadrada, aparecen potencias crecientes de 1/3% ~ 1/m?. Por supuesto, se
puede considerar el lagrangiano de Born-Infeld como el lagrangiano efectivo a baja energia
resultante de la integracion de modos masivos en algin lagrangiano renormalizable. En el
régimen de baja energia, donde se usa el lagrangiano de Born-Infeld, hay un cutoff natural,
A = /B, el cual puede ser usado para tener resultados perturbativos finitos.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange en la teoria de Born-Infeld son

1 v 1 af 1 [V
oy (E(F*‘ ~ (F*PFog) F* )) =0, (10.4)
R= \/1 bR e (F,, Fr)2, (10.5)
262" " 1664 "

1Se puede ver que este requerimieto, unido a la simetria de dualidad, impone varios vinculos sobre la
forma de cualquier lagrangiano no lineal. [97]
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Si se agrega como fuente en estas ecuaciones una carga eléctrica puntual en el origen, y se
considera el caso puramente eléctrico F% = E*, F'/ = (), se tiene como solucién

E=—— 7 (10.6)

con 12 = e/(4v/273). Vemos entonces que el campo eléctrico no diverge en el origen, sino que
toma un valor maximo, £(0) = /2. Esa es la razén por la cual Born llamé a 3 el “campo
absoluto”. Las soluciones de las ecuaciones de Born-Infeld cuando son incorporadas fuentes
fueron llamadas Blones por Gibbons [52].

La energia total de esta solucion se puede hallar a partir del tensor de energia impulso
derivado de la accién (10.1). Después de un poco de calculo se encuentra una respuesta finita
Usor = 1,236€% /471, lo que se podia esperar siendo E(0) finito.

Teorias de Born-Infeld no abelianas

En la literatura [44]-[48], han sido discutidas varias posibilidades para extender la accién
de Born-Infeld abeliana al caso de una simetria de gauge no abeliana. Basicamente, estas
difieren en la forma en que la operacion de traza sobre el algebra estd definida.

Se puede construir una extension natural de la propuesta de Yang y Mills a una accion
de Born-Infeld, tomando la traza fuera de la raiz cuadrada, es decir

I 1 _
2 4 v v —
Spr=—p Tr/d x <\/1 + 5w " = 1ga (P Fw)” = 1) =

1 v 1 VI 1 1 v 1 VT 2
:Tr/d4l' <_Z MVFM +32/62(Fu FNV)2+§ (%_F}LVF”u _F/B?,(F,u FMI/)Q) + ...> R
(10.7)

donde en la segunda linea hemos desarrollado la raiz cuadrada en serie de potencias para
luego tomar la traza sobre los productos de matrices resultantes.

Sin embargo, en el contexto de teoria de cuerdas, una operacion de “traza simétrica” como
la propuesta por Tseytlin [44] parece ser la apropiada. Una forma de definir esta accién es

1 1 -
2 4 v v —
SB[:—ﬁ TrS/d.I(\/l‘{’QﬁQFMV;FN _1654(FM7FMV)2_1)_

1 v 1 v T 1 1 v 1 v T 2
:TrS\/d4$<_ZFMV7FM +32_/62(Fu 7F,ul/)2+§ (%ijaFu _W(Fu ,FMV)Z) +>

(10.8)

Aqui la operacion S, que actia linealmente en el desarrollo en serie de potencias de la segunda
linea, se define sobre un producto arbitrario de componentes de la curvatura de la siguiente
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manera

1
S (Fuvins Funias -+ o Funoy) = =i > Furive Froyvey -+ Frao oy (10.9)
{o}
donde la suma se toma sobre todas las permutaciones de los factores presentes en el miembro
derecho.

Es decir que para definir el lagrangiano de Born-Infeld no abeliano, en cada término de
la serie de potencias, sumamos sobre los productos ordenados de todas las maneras posibles
(“simetrizando” la expresion mediante la operacién S) y luego tomamos la traza de la serie
resultante. El resultado se puede resumar sélo para algunas configuraciones particulares del
campo F),, [98].

Si escribimos £, 1%, podemos reescribir la traza de la expresion anterior de la siguiente
manera

al a2 a9 1 QAoq 400 Ao
TrS (Fuyons Fugvas - - Fuyuw) = Fi1, F, ...FNVNMZTr(t 1for | floN) =

y - UNVUN 1V17 p2v2 14
{o}
= FY, Fe,  F2, STe(t™, %, ... ). (10.10)

Entonces la operacion compuesta TrS se reduce a la prescripcion de ordenamiento simétrico
para los generadores en el desarrollo en serie de potencias de la raiz cuadrada, o traza
simétrica, STr, la cual afecta al producto de N generadores de la siguiente manera

1
STR(t, 1%, 1) = - D Tr(ttrttor o), (10.11)
o}

con la cual la accién (10.14) se puede reescribir

1 1 ~
2 4 v v
Spr = —p STr/d z (\/1+2—ﬁ2FumF“ - 1664(FM ’FW)Q_1> ’ (10'12)

Noétese que la prescripcién (10.11) se debe aplicar exclusivamente sobre los generado-
res presentes en la curvatura F t* y no sobre aquéllos presentes en la conexién Ajt®. Si
hiciéramos lo tltimo, al simetrizar desaparecerian aquellos términos en F),, que contienen
conmutadores de A,,.

Sélo cuando se utiliza esta simetrizaciéon puede relacionarse el lagrangiano con una ex-
presion en términos de un determinante, ya que desaparecen la ambigiiedades relacionadas
con el orden del producto de los elementos del determinante

1 1 -
Spr = —p3 STr/d4;1: (\/1 g Fon P9 = G (P, B~ 1) = (10.13)
— STr/d4x (\/—ﬁ det g, — \/— det(B8g,, — FW)) ,
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que hace contacto con la definicion de Dirac para el caso abeliano y es mucho mas cercana
a las acciones efectivas de branas en las que g,, es una métrica inducida

Esta definicién para la acciéon de Born-Infeld es la tnica que lleva a una accién que es
linealizada por ecuaciones de Bogomol'nyi y a ecuaciones de movimiento que coinciden con
las que surgen de imponer la nulidad de la funcién [ para los campos subyacentes en la
teoria de supercuerdas abiertas.

Se debe mencionar que atin hay algunos problemas no resueltos concernientes al uso de la
traza simétrica en teorias de Born-Infeld no abelianas. En particular, algunas discrepancias
entre los resultados provenientes de una teoria de Born-Infeld simetrizada y el espectro
esperado en las teorfas de branas como se senala en [48].

Supersimetria

Ya en los 80, interesantes propiedades de la teoria de Born-Infeld en conexion con super-
simetria fueron descubiertas por diferentes autores:

Deser y Puzalowski [99] estudiaron el conjunto infinito de acciones no masivas de spin
1 formadas con los dos invariantes algebraicos F),, F* y F ‘“’FW. La teoria de Born-Infeld
fue una de las teorias supersimetrizables mas sencillas seleccionadas. Estos autores también
mostraron que el lagrangiano efectivo de Euler-Heisenberg, que surge de la integracién de
escalares masivos y fermiones en una teoria supersimétrica coincide sélo hasta el orden sexto
en potencias del campo vectorial. A érdenes mas altos no hay més pardametros para acomodar
de manera de hacer coincidir los dos modelos.

Mas recientemente, la supersimetrizacién de la accién de Born-Infeld ha sido estudiada
en [100]-[101]. La teorfa no abeliana supersimétrica ha sido estudiada en [53], donde se
ha demostrado que la eleccion del orden simétrico de los generadores, en la expansion en
potencias de la raiz cuadrada, es consistente con la supersimetria.

10.2. La accion de Born-Infeld no conmutativa

Llegados a este punto, podemos plantearnos cémo definir la accion de Born-Infeld en
espacio no conmutativo.

En el espacio ordinario conmutativo, cuando son necesarias potencias mas altas de com-
binaciones de F},, y F, uw Para generar lagrangianos del tipo del de Born-Infeld, aparece un
problema de ordenamiento relacionado con los generadores t*, como hemos visto en la seccién
previa. En el presente caso no conmutativo y no abeliano, nos enfrentamos a un segundo
problema de orden relacionado con el producto estrella. Como veremos, ambos problemas se
entrelazan y deben ser resueltos ambos a la vez?.

2Si el interés en la teorfa de Born-Infeld viene de la dindmica de D-branas, en la cual es relevante cuando
se pueden despreciar los términos que contienen derivadas de la curvatura, el problema de ordenamiento
puede en principio ser ignorado [19]. No obstante, la equivalencia entre la teorfa de gauge no conmutativa y
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Si pretendemos aplicar la receta que hemos desarrollado en capitulos anteriores, que nos
dice como definir la accion de una teoria no conmutativa a partir de su analoga conmutativa,
debemos primero escribir la accién conmutativa en términos de matrices del algebra de Lie
Ay, evitando cualquier forma en componentes Aj. Por lo tanto, aplicaremos nuestra receta
de reemplazar campos conmutativos por sus analogos no conmutativos y productos normales
por productos estrella en la forma (10.8) de la accién de Born-Infeld no abeliana, donde la
operacién S se definird segun (10.9).

Por lo tanto, la accién de Born-Infeld no conmutativa quedara definida de acuerdo con
[127]

* 1 - A 1 R =
S%I:—ﬁzTI'S /d4I (*\/1+2—62FHV*F“V_ 16&4(F“V*F,u1/>2_]-> -

A

1. - 1 - = 1/1 - 1 - = 2
- TrS*/d4x <_ZF””*FW+32—BQ(FW*FW)2+§ (%F#V*FW—W(FW*FW)Z) 4. .>7
(10.14)

donde v significa que la raiz cuadrada es definida usando el producto de Moyal en cada
orden de la expansion en serie de potencias, y la operacién S* se ha definido de acuerdo con

* 7 7 7 1 - - -
S (B * B % P ) = 37D Fuavsin, * Py %+ Py o (1015)
)

Noétese que, si bien la operacion compuesta tr S* coincide con la traza simétrica Str en
el limite conmutativo 6,,, — 0, cuando 6, es no nulo la ecuacién (10.10) deja de ser vélida
debido a la no conmutatividad del producto estrella entre las componentes de la curvatura
en el algebra de Lie F ot

El orden simétrico definido en (10.15) asegura que los productos de campos reales como
el lado derecho de (10.14), son numeros reales, lo cual no estd garantizado para un pro-
ducto estrella general no ordenado. §* también resuelve las ambigliedades que surgen en la
definicién del lagrangiano DBI como un determinante y se puede probar que

1, - ~ 1 . %
St = TrS*/d4:E (1 — \/1+§(FW*FW)—E(FW*FWV) =

— TrS*/d4:p (1 — \/det(gw+ﬁw)) : (10.16)

donde la tltima linea estd univocamente definida a través de la prescripcion S*. Entonces, si
se obtiene, partir de la construccion supersimétrica, una accién bosénica que toma la forma

ordinaria a través de un cambio de variables, impone ciertas condiciones en las correcciones en derivadas a la
accién DBI, como se ha analizado en la referencia [102]-[105]. Otras aspectos de la accién DBI no conmutativa
se han discutido en la literatura [106])-[110].
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del lado izquierdo de (10.16), se puede escribir también sin ambigiiedades como la forma
usual de determinante.

Es fécil ver que (10.15) cambia covariantemente bajo transformaciones de gauge ¢ cuando
Fruy — G % F %3,

A ~ A

Tr S*( [g_l * Fliyu * g * [§_1 * Fliou, 7] [g_l * Fyoy * ) =

A A

1 A
~—1 A Al ~ A1 ~
= Tr N E G xFuy v, g% % Fy o, xgx...oxg  xFy . %G| =

{0}
1 L A A )
= Tr NI Zg k Fpp vy * Flgyvp, % ook Fyy %G| =
_ Tr(g*l*5*(@1,,1,1%“2”2,...,FHNVN) *g) . (10.17)

Por lo tanto el lagrangiano definido con la prescripcién S* serd covariante bajo transforma-
ciones de gauge no conmutativas, lo que nos asegura que, con las condiciones de contorno
adecuadas, la accién de Born-Infeld no conmutativa definida en (10.14) serd invariante de
gauge.

Notese que en lugar de tomar la traza normal Tr en los generadores del algebra de Lie,
se podria intentar usar la traza simétrica STr, simetrizando el producto de generadores t%,
sin afectar los coeficientes F! i (que podemos elegir simetrizar o no). Entonces, se puede ver
que se obtiene una expresion diferente (la cual también se reduce a la prescripcién de traza
simétrica en el limite conmutativo). Sin embargo, esta receta para ordenar el producto se
debe descartar ya que carece de la propiedad de covarianza de gauge.
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Capitulo 11

Teoria de Born-Infeld supersimétrica
en espacio no conmutativo

Presentamos una version supersimétrica de la teoria de Born-Infeld en espacio-tiempo
no conmutativo, para grupo de gauge abeliano y no abeliano. Mostramos, usando el
formalismo de supercampos, que la definicién del orden simétrico con respecto al pro-
ducto estrella del que hablamos en el capitulo anterior lleva naturalmente a una accion
de Born-Infeld supersimetrizable en ambos casos, el U(1) y el U(N). Analizamos las
ecuaciones de Bogomol'nyi en este contexto y discutimos las propiedades de la teoria
resultante.

11.1. Supercampos en espacio no conmutativo

Los supercampos se definen como las serie de potencias formales generadas por los objetos
(z,6,0) donde las z* son variables conmutantes, que se transforman en la representacién vec-
torial frente al grupo de Lorentz y 6, 6, son variables anticonmutantes o de Grassman, que
se transforman en la representacién espinorial. Estos supercampos forman naturalmente un
algebra asociativa, que se puede identificar con el algebra de funciones sobre el superespacio
de coordenadas (z,0,0).

Como se discute en [111], cuando se construyen deformaciones del algebra de super-
campos, existen dos parametros libres que caracterizan la deformacién, un parametro 6
relacionado con el conmutador de las coordenadas vectoriales z# en la forma (2.4), y un
nuevo pardmetro asociado al anticonmutador de las coordenadas de Grassman 6%, 0.

Nuestro interés en los supercampos se relaciona con la construccién de acciones super-
simétricas para teorias de campos no conmutativas, para lo cual es suficiente considerar
las deformaciones que afectan solamente al conmutador de las coordenadas x* de acuerdo
a (2.4), sin modificar la regla de anticonmutacién de las coordenadas de Grassman 6%, 0,
[112],[113].

115



Por lo tanto, definiremos el producto estrella entre supercampos Ui, Us de acuerdo a

Uy % Us)(2,0,0) = e2%w9%9 [ (2 4 £,0,0)Us(z + ¢, 0,0 (11.1)

) |<:£:0 ’

Notese que las derivadas en el producto estrella involucran solo coordenadas de espacio
tiempo, sin afectar a las coordenadas de Grassman del superespacio, que siguen siendo an-
ticonmutantes cuando el conmutador se calcula con este nuevo producto.

Por lo tanto, la expansién de los supercampos en serie de potencias de 2, 8, es idéntica al
caso conmutativo. Por ejemplo, un campo vectorial real V = VT en el gauge de Wess-Zumino
se escribe como

) « Ye s o BRVE -2 B 1a__‘
V(x,0,0) = —0 aiﬁ.eﬁAﬂ +1i0°0,0,X7 — i0,0°6° N, + 50 0.0;0°D (11.2)

donde D es el campo auxiliar
Es conveniente definir las variables quirales y* y yen la forma

yt = ot + 2'90‘0’;5,@5, Yt = r — i@“a’;ﬁ-éﬁ, (11.3)

de manera que se puedan definir las derivadas D, and D, como

Da= 2L yoi(era) L Di=—2 9ipen

= 114
00« @ Py’ 0% ( )

o W :
Con la ayuda de estas variables quirales, un campo quiral izquierdo DgyA = 0 se escribe
Ay, 0) = A+ V20%x, + 0°0,G (11.5)

donde A y GG son campos escalares complejos y x es un espinor de Weil
Escribiremos las transformaciones de gauge generalizadas actuando sobre supercampos
en la forma
2N =14 2N —2A %A+, (11.6)

donde A = A(y,f) es un supercampo quiral izquierdo y Af(y',8) su hermitico conjugado
derecho D,AT = 0. Bajo tal transformacién el supercampo V se transforma segiin
v, 6;2““ s 2V w2 (11.7)

A partir de V' se construye el supercampo quiral de curvatura,
1- -
W (y,0) = —ngDo‘e;QV x D2V (11.8)

En contraste con (11.7), bajo una transformaciéon de gauge W, se transforma covariante-
mente,
W — e 20w W 5 2 (11.9)
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En cuanto al conjugado hermitico, W,, se transforma como

Wiy — e7 200 4 W 2" (11.10)

Escrito en componentes, W, se lee
W (y,0) = —i\* + 6°D — % (0%5"0)" F, + 660 (PX)" . (11.11)

Ahora estamos en condiciones de escribir acciones supersimétricas para el campo de
gauge en espacio no conmutativo. Por ejemplo la accion supersimétrica N = 1 de Yang-Mills
no conmutativa se puede escribir en términos del supercampo quiral W, y su conjugado
hermitico W, de acuerdo con

1 .
Sty = @Tr/d‘*x (/ oW *Wa+/d29Wd *W“) : (11.12)

ya que las tltimas componentes en W x« W y W « W contienen la combinacién D * D —

S (B 5 PP By 5 PP,

11.2. La acciéon de Born-Infeld supersimétrica no con-
mutativa

Siguiendo un enfoque similar a [53], presentaremos aqui la versiéon supersimétrica de la
teoria de Born-Infeld en espacio no conmutativo, para los casos con grupo de gauge abeliano
y no abeliano. Usando el formalismo de supercampos, adaptado al caso no conmutativo de
la manera que hemos descripto en la secciéon anterior, veremos que la definicién del orden
S* con respecto a la multiplicacién de Moyal lleva naturalmente a una acciéon de Born-Infeld
tanto en el caso U(1) como en el caso U(N).

Con el objeto de construir una accién de Born-Infeld en espacio no conmutativo, se deben
incluir invariantes que no pueden ser expresados en términos de los invariantes cuadraticos
bésicos F),, x F* y F,, * Fm _En efecto, si se busca un lagrangiano de Born-Infeld expresable
como un determinante, apareceran invariantes de Lorentz que no pueden ser escritos en
términos de los cuadraticos que citamos arriba. Este es de hecho el caso de los términos
cuarticos que necesariamente apareceran cuando se computa el determinante de Born-Infeld
en cuatro dimensiones: si bien en el caso conmutativo abeliano estos términos se pueden
escribir como algtin funcional de F),, F* y F, WF men el caso no conmutativo el producto
de Moyal evita tal acomodacion. Mas aun, potencias impares, que estan ausentes en el caso
usual conmutativo, pueden ahora aparecer.

Empezaremos entonces la biusqueda de un candidato para la extension supersimétrica del
modelo de Born-Infeld en espacio no conmutativo. Sabemos que potencias mas altas de W'y
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W deben incluirse de manera tal de respetar la invarianza de Lorentz. En el caso del espacio
conmutativo, esto se logra combinando W?2W? con potencias adecuadas de D*W? y D?W?
[99]-[100]. En el presente caso, hay dos fuentes de complicaciones. Primero en vista de las leyes
de transformacién (11.7) y (11.9)-(11.10), factores exp, (2V') se deben incluir adecuadamente
en términos cuarticos en los supercampos, de manera de asegurar la invarianza de gauge.
Segundo, uno tiene que incluir tantos invariantes independientes de los supercampos como sea
necesario para reproducir aquéllos invariantes de Lorentz cuarticos que no puedan escribirse
en términos de F),, x "y F),, * jals

Considérese entonces los supercampos invariantes de gauge que pueden originar términos
cuarticos. Hay dos candidatos naturales

Q = /d29d2§ W s Wo 5 2 5 Wy Wo eV
Qy = /d29d2§ W s e 2V « WP x 2V kW, xes?V WB x eV (11.13)
La parte bosonica de () esta dada por

D*2:|

Nz

1 : )
Qilyos = D™ = ) {F" % F, D} — % [FW*F
1 ) - )

7 (P B2 4 (B B )2) 5 [F™ 5 By FP 5 By, (1114)

donde A*? = A x A. Si extraemos la parte dependiente sélo en F),, toma la forma

1 N ; N
Q1lvos, £, = 1 ((F‘” x F,, )2 + (FM % FW)*2> + i [F‘“’ ¥ F, FP % F,,g] . (11.15)

Anélogamente se obtiene para (s,

1 1=~ - -
Qg\bos,FW = ZFW*FM*FMV*Fpa+ZFW*FM*FW*FW+%[FW>FpU*FuV*Fp0]
(11.16)

Se puede ver ahora que una combinacién muy econémica de (Q; y ()2 genera los términos
cuarticos que se esperan en la expansion de una acciéon DBI con raiz cuadrada, siempre
que esta sea definida usando un orden simétrico de los factores F),,. Efectivamente, bajo
las condiciones de contorno adecuadas, que permitan rotar productos estrella bajo el signo
integral, tenemos que

4% orden

)

1 1 1 - \*2
ETr/d4x(2Q1 + Q2)lyos, g, = TrS™[d'a <1—>,<\/1+5 T (FW*FW) )
(11.17)
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donde en el lado derecho hemos utilizado la operacion de orden simétrico &*, definida como
en el capitulo anterior

El analisis de arriba concierne a los términos puramente bosénicos. Es entonces natural
extenderlo considerando la combinacion de supercampos f d*z(2Q1 + Q-), que nuevamente
se puede acomodar en la forma de un orden simétrico, el cual ahora se debe definir de manera
de tener en cuenta la presencia de objetos de Grassman anticonmutantes.

%Tr/ d*z(2Q1 + @Qs) = TrS*/d% (W“ s« W, % [e;w * WB * efv} * [e;w « WO % erD :
(11.18)

donde ahora hemos definido el orden simétrico de supercampos de manera similar al caso
puramente bosonico

1
S Uy Uy ... xUy) = — > " sgnmo Un(ty # Un(z) - - Unry (11.19)
()

Aqui U; representa a W o [exp, (—2V)W exp, (2V)] (cualquiera de ambos) y sgn 7o sélo toma
en cuenta el signo de la permutacion de objetos Grassman impares.

Nétese que en la ecuacién (11.18), exp, (2V) y exp,(—2V) adyacentes dentro del simbolo
S*, no se pueden cancelar antes de desarrollar el orden simétrico, ya que este desarrollo
incluye términos en los cuales estos factores no son adyacentes. Es decir, las expresiones
dentro de los paréntesis en (11.18) se deben tomar como elementos individuales al hacer las
permutaciones.

Ahora, con el objeto de obtener las potencias mas altas de F,, x F'* y F},, % M necesarias
para construir la accién de Born-Infeld, se ha demostrado [99] que en el caso conmutativo se
deben incluir potencias de ciertos supercampos, que llamaremos X e Y, y que en el presente
caso no conmutativo se deben definir como

1 I .
X = o ({DaDRas R} — 2DyRax DPRS 4 {22 « DPDsR" w2V W |

-2 [e;w * DPR™ % ezv] * [e*_w * DR * 63‘/}) )

y — _;;2 ({ DD Ra B} —2D; R0 5 DPR* — {7« DIDR" w2V W, }
+2 [e;w s« DPR® x efv} * [e;w * Dy Ry x eiv]) : (11.20)
donde hemos definido
Ry=eV s Wyxe?, RY=eV s« W>xe 2V, (11.21)

En particular, se tiene en el sector bosénico

1 1
X‘0:§:0:—§D*D+1FuV*F

e

(11.22)
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1 N
Ylp—po = F™ % Fpu . (11.23)

O sea que las componentes mas bajas de X e Y incluyen los invariantes F),, x F* y F,, x F*.
Por lo tanto, esto no lleva a considerar la siguiente accién supersimétrica como un can-
didato para reproducir la dindmica de Born-Infeld en su sector bosénico

Sépr = Sbyu+)Y  ComTrS” / d%d“@(W“ 5 W, * RB*Rﬁ s XM % Y*m> + h.c.(11.24)

La operacién S* fue definida en la ecuacién (11.19) para supercampos U, esto implica, para
los factores X e Y, que se deben ordenar los paréntesis que entran en su construccién sin
cambio de signo, ya que son Grassman pares.

La expresién (11.24) es de hecho bastante general. Es la extension supersimétrica de una
accion bosonica invariante de gauge que depende de la intensidad de campo F),, a través de
las cantidades F),, x F'* y F),, * Fm_en ciertas combinaciones restringidas por supersimetria.
Los coeficientes C,,, son arbitrarios y se pueden elegir de manera de obtener la acciéon de
Born-Infeld en su forma usual. De hecho, si se pone

1 m ~(n+2—3j
Coo = 3 Crzmam = (1)) ( : j) Gnt1—j,  Cpoamp1 =0,  (11.25)

j=0 J
donde
1 (—1)" (20— 1)!
i = for n>1 11.26
=75 1 n mtrDn—11 "= (11.26)

entonces, la parte puramente bosénica de la accién (11.24) se transforma, después de usar
la relacién (10.16),

sgBI|bOS = Trg*/d4x (1 — \/— det(g,, + FW)) = S%I, (11.27)

Como en el caso de espacio ordinario, existen otras elecciones posibles de los coeficientes
Chn que llevan a una teoria de gauge supersimétrica, consistente con dindmica no polindmica
para el campo de gauge. Déjesenos notar que las potencias impares de la intensidad de campo
F,,, han sido excluidas de nuestro tratamiento, ya que no es posible construir un funcional
de los supercampos W, W, DW y DW que contenga F? en su componente mas alta en 6.

11.3. Supersimetria N = 2 y ecuaciones de Bogomol’nyi

Un aspecto importante en el estudio de las acciones supersimétricas, concierne a las
ecuaciones de Bogomol'niy-Prassad-Sommerfeld del sector bosénico. A este respecto, para
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teorias de born-Infeld conmutativas, han sido estudiadas las condiciones bajo las cuales las
ecuaciones resultantes coinciden con las de la teoria de Yang-Mills, y ha sido aclarada su
relacién con la supersimetria N = 2 [45]-[47], [101]. En el caso no conmutativo, se han
encontrado ya soluciones a diferentes ecuaciones autoduales [116]-[124], pero falta el andlisis
de la conexion entre estas ecuaciones y la supersimetria. Es entonces natural investigar esta
cuestion en el marco supersimétrico aqui presentado, extendiendo nuestro tratamiento de
supersimetria N =1 a N = 2.

Para llevar a cabo la extension al caso N = 2, se debe anadir al supermultiplete vectorial
V ya introducido, un supermuliplete escalar quiral ®(y,0) = ¢ + v/20%, + 00, F, donde
¢ = ¢1 + i¢o es un campo escalar complejo, ¥ un segundo fermién de Majorana, y F' un
campo auxiliar complejo. Un multiplete vectorial completo N = 2 se puede acomodar en
términos de todos estos campos en la forma (A, x, ¢, D, F'), donde ahora x es un fermién
de Dirac construido a partir de A y ¢, x = (A, 7).

El lagrangiano de Born-Infeld N = 2 se construye siguiendo los mismos pasos descriptos
para el caso N = 1. Se usa como bloque para la construccion el supercampo quiral N = 2,
U, el cual juega un rol anadlogo al del supercampo de curvatura W en el caso N = 1.

U= (I)(gl 91) + i\/§92aWa(gv 91) + 9362aG(g7 61) ) (1128)

aqui §* = y* +i0,0"05 y G es un escalar quiral, el cual se puede expresar en términos de ®
y V (véase por ejemplo [115])
Es facil ver que

v - ‘RIT% 1 1
‘112‘¢:,\:¢:o = —4016; (FW * FHY 0 F),, « F'" — §D x D — Z{FT,F}+> (11.29)

y por lo tanto la parte bosoénica del lagrangiano N = 2 dependerd de F),, Dy F' a través
de la combinacion arriba definida. Entonces, las ecuaciones de movimiento para D y F' son
satisfechas para D = F' = 0.

Con el objeto de buscar configuraciones de instantén, se debe pasar a espacio euclideo e
igualar a cero la ley de transformacion de supersimetria para el gaugino. Cuando suponemos
0% = 0, la rotacién de Wick se puede llevar a cabo sin ninguna complicacién adicional
relacionada con la definicién del producto estrella. Ahora, en la ley de transformacién del
gaugino, igualaremos a cero todos los campos fermiénicos y el campo escalar se deben poner
a cero mientras que los campos auxiliares D y F' se deben eliminar usando sus ecuaciones
de movimiento, las cuales, como hemos visto, llevan a D = F' = 0.

La ley de transformacién de supersimetria del gaugino toma la forma

ox = —1i (%[7“77'/]}7;111 — D) E+iV2 P (v +ide) x — V2FIysx!, (11.30)

donde (&1, —&) = € son los dos pardmetros de transformacién de la supersimetria N = 2.
Poniendo ¢ = D = F' = 0, la ley de transformacion del gaugino se reduce a

§x = —iT*F,¢ (11.31)
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por lo tanto, cuando se imponen las condiciones de Bogomol'niy-Prassad-Sommerfeld en la
forma 6y = 0, se obtiene la ecuacién de autodualidad, la cual en espacio euclideo toma la
forma

F,, =+F,, . (11.32)

Cada una de las soluciones rompen la mitad de las supersimetrias. Como se esperaba, la
ecuacion del instanton coincide formalmente con la que surge en espacio tiempo ordinario.
Por supuesto, se debe recordar que F},, en la ecuacién (11.32) como se defini6 en (4.12) incluye
un conmutador de Moyal. Esto significa que atin en el caso U(1) podria haber soluciones de
instantén, las cuales de hecho se han encontrado en [116].

11.4. Alcances y limitaciones

= Para entender mas profundamente las cotas y ecuaciones BPS, deberiamos construir
el algebra de supersimetria N = 2.

= Seria interesante clarificar la relacion de nuestra prescripcion de ordenamiento simétrico
con otras propuesta para la accion de Born-Infeld no conmutativa mencionadas en la
literatura [102]-[105].

= Deberiamos estudiar el comportamiento de la accion de Born-Infeld no conmutativa
que hemos definido bajo el mapeo de Seiberg y Witten, asi como su relaciéon con la
teoria de cuerdas.

11.5. Conclusiones

Como sumario de nuestras conclusiones podemos decir lo siguiente

= El problema de definir un acciéon escalar a partir de objetos valuados en el algebra
de Lie, se reduce simplemente a tomar la traza de la expresion simetrizada con S*.
Como hemos demostrado, esta prescripcion lleva a una accién de Born-Infeld que es
invariante de gauge, en contraste con lo que pasaria si usaramos la traza simétrica
después de simetrizar sobre los coeficientes. Aun asi, en el limite ¢, — 0, debido al
efecto de simetrizacion de §*, nuestro resultado coincide con el obtenido para la accién
de Born-Infeld no abeliana conmutativa usando la traza simétrica

= Hemos construido la extensién supersimétrica de la accién de Born-Infeld no con-
mutativa. En nuestra construccién, hemos visto que las funcionales naturales de los
supercampos a partir de las cuales se construyen las extensiones supersimétricas de
teorias de gauge, se combinan en la forma adecuada de raiz cuadrada de la accién de
Born-Infeld, de manera tal que el orden simétrico S* es senalado.
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» Hemos avanzado en la construccién de una acciéon de Born-Infeld supersimétrca N = 2
no conmutativa, verificando que las condiciones de Bogomol'niy-Prassad-Sommerfeld
que de ella se obtienen, coinciden con las de la teoria de Yang-Mills no conmutativa.
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Capitulo 12

Conclusiones

En esta tesis doctoral hemos estudiado dos teorias de gauge definidas en espacio no
conmutativo: la teoria de Chern-Simons y la de Born-Infeld. Tanto por su simplicidad cuanto
por sus posibles aplicaciones en modelos fisicos de interés, hemos seleccionado un tipo especial
de espacio no conmutativo conocido como #-deformado.

En lo que concierne a la accion de Chern-Simons #-deformada, inducidos por los celebra-
dos resultados obtenidos en espacio conmutativo [24], hemos investigado la posibilidad de
que el término de Chern-Simons se genere por fluctuaciones de fermiones masivos en 2 + 1
dimensiones espacio temporales, en las diferentes representaciones del grupo de gauge. Pu-
dimos mostrar que cuando se toman en cuenta las contribuciones del regulador se obtiene
un resultado invariante de gauge, aun bajo transformaciones “grandes”. En todos los casos,
la forma de la parte que viola paridad de la accién efectiva invariante de gauge, es la de una
accion de Chern-Simons no conmutativa.

Para las representaciones fundamental y anti-fundamental, el calculo es completamente
analogo al caso conmutativo, ya que las tnicas contribuciones a la accion efectiva provie-
nen de diagramas planos, en los que el factor de fase sale fuera de las integrales. Para la
representacion adjunta, en la cual intervienen diagramas no planos, el resultado invariante
de gauge no trivial (6.20) es originado solamente por los campos reguladores, lo que implica
que el limite conmutativo 6, — 0 no conmuta con el limite de la regularizaciéon M — oo.
Este fenémeno se conoce como mezcla infrarrojo-ultravioleta y es el andlogo tridimensional
del resultado obtenido por A. Matusis, L. Susskind y N. Toumbas en [79], para el caso de la
anomalia quiral en d = 3 + 1.

Luego, en vista de posibles aplicaciones al efecto Hall propuestas en [22], hemos considera-
do la posibilidad de definir la acciéon de Chern-Simons en un espacio con borde, determinando
las condiciones de contorno adecuadas para que sea diferenciable e invariante de gauge. A
este respecto encontramos dos casos relevantes: un caso especial en el cual existen bordes
sobre los cuales 6*” no tiene componentes normales, de modo que sobre ellos es necesario y
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suficiente para la diferenciabilidad de la accién que se anule una componente tangencial del
campo de gauge; y un caso general, en el cual sobre aquellos bordes en los cuales 0* tenga
componentes normales no nulas, la condicién de contorno a imponer es que dos componentes
del campo de gauge, junto con sus infinitas derivadas normales, sean cero.

A continuacién hemos encontrado las transformaciones de simetria que preservan las
condiciones de contorno, las cuales verifican las condiciones adecuadas en el borde, a saber:
para el caso especial antes citado, las simetrias de la teoria serdan las funciones valuadas en
el grupo de gauge, tales que sobre el borde no dependan de una direcciéon tangente; para el
caso general, las funciones no deben depender de dos direcciones en el borde, y todas sus
derivadas normales deben anularse.

Hemos investigado también la relacion entre la acciéon de Chern-Simons y la accién quiral
de Wess-Zumino-Witten definida en el borde de la variedad, un aspecto importante, que en
el caso conmutativo es muy util para el andlisis de modelos invariantes conformes de interés
en mecanica estadistica. Concluimos que cuando la variedad tiene la topologia del disco por
la recta real, la accion de Chern-Simons es equivalente a un modelo de Wess-Zumino-Witten
con las siguientes caracteristicas: para el caso especial, obtenemos una accién quiral de Wess-
Zumino-Witten, con los productos ordinarios transformados en productos estrella. Es decir
obtenemos lo que llamariamos un modelo quiral de Wess-Zumino-Witten no conmutativo;
para el caso general, obtenemos un modelo de Wess-Zumino-Witten no conmutativo un
poco mas complicado, debido a la necesidad de imponer condiciones de contorno sobre dos
componentes del campo de gauge en lugar de sobre una sola.

Motivados por la relacion entre la accion de Chern-Simons y el modelo quiral de Wess-
Zumino-Witten, y la equivalencia entre los modelos de Wess-Zumino-Witten conmutativo
y no conmutativo, investigamos el comportamiento de la accién de Chern-Simons bajo el
mapeo de Seiberg y Witten, que relaciona teorias no conmutativas con diferentes valores
del pardametro de no conmutatividad 6*”. Demostramos que, a diferencia de otros casos, el
modelo de Chern-Simons se mapea en un modelo andlogo, independientemente del valor de
este parametro.

A continuaciéon hemos formulado una teoria de Chern-Simons no conmutativa, con grupo
de gauge GL(2,R), con la idea de dar una definicién de la gravitacién no conmutativa. Es
sabido que en el caso conmutativo, la gravedad en d = 3 dimensiones euclideas es equivalente
a una teorfa de Chern-Simons con grupo de gauge SL(2, C). El limite conmutativo de nuestra
teoria coincide, a nivel clasico, con dicha forma de Chern-Simons de la gravitacién, unida
a un campo de gauge U(1) complejo, desacoplado y con accién de Chern-Simons. Para 0*
finito, el acoplamiento entre el campo U(1) y la parte SL(2,R) es no trivial.

Hemos sido capaces de reformular dicha teoria de Chern-Simons en términos de un drei-
bein y conexién de spin no conmutativos, cuyas ecuaciones de movimiento generalizan las
ecuaciones de estructura de Cartan. Verificamos que es posible definir una acciéon de Einstein
no conmutativa, escrita en términos de los campos no conmutativos, de la cual se derivan
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las correctas ecuaciones de movimiento, sin necesidad de definir algiin ordenamiento para
el determinante del dreibein, sorteando de esta manera las dificultades que se han discutido
en la literatura [87]-[90]. Ademads, hemos formulado estas ecuaciones ne términos de métrica
y conexion afin, encontrando los que hemos definido como las ecuaciones de Einstein no
conmutativas.

Encontramos soluciones a nuestras ecuaciones que corresponden, en el limite conmutativo,
a las soluciones conocidas de la teoria de gravitacién en d = 3 dimensiones, en particular la
solucion afin y la solucién de agujero negro BTZ. Ademads, hemos encontrado un operador
que mapea las soluciones de nuestra teoria no conmutativa en las correspondientes soluciones
de la teoria conmutativa.

En cuanto a la teoria de Born-Infeld, dada su utilidad en el contexto de la teoria de cuerdas
para la descripcién de la dinamica de baja energia de las D-branas, nos propusimos definir
la correspondiente version no conmutativa, para los casos con grupo de gauge abeliano y no
abeliano. En nuestra construccion, hemos encontrado que el orden simétrico de los factores
13 w en el desarrollo en serie de potencias de la accién, provee una definicién adecuada para
la accién de Born-Infeld invariante de gauge.

Esta construccién se puede hacer independientemente del grupo de gauge. Remarcable-
mente, en el caso U(N), el problema de definir una accién escalar a partir de objetos valuados
en el algebra de Lie, se reduce simplemente a tomar la traza de la expresién simetrizada.
Como demostramos, esta prescripcién lleva a una accién de Born-Infeld que es invariante de
gauge en contraste con lo que pasaria si usaramos la traza simétrica. Adn asi, en el limite
conmutativo, debido al efecto de la simetrizacion, nuestro resultado coincide con el obtenido
para la accién de Born-Infeld no abeliana conmutativa, cuando se usa la traza simétrica [44].

La extension supersimétrica de la accién de Born-Infeld que construimos, se basa en el
formalismo de supercampos, adecuadamente extendido al presente caso no conmutativo. La
accion resultante conduce a un sector bosénico con dindmica gobernada por la accién de
Born-Infeld no conmutativa, a todos los érdenes en 64,

Finalmente, hemos hecho algunas consideraciones sobre la extensién supersimétrica N =
2 y las ecuaciones de Bogomol'nyi de la accion de Born-Infeld no conmutativa. Como se
esperaba, la ecuacién de autodualidad coincide formalmente con la que surge en espacio
tiempo ordinario. es de interés recordar que, dado que el tensor de curvatura no conmutativo
incluye un conmutador de Moyal, pueden existir soluciones de instantén ain en el caso U(1),
las que de hecho han sido encontradas en [116].

En resumen, hemos estudiado la accién de Chern-Simons en espacio no conmutativo,
demostrando que se puede obtener como la accion efectiva para fermiones masivos en d =
2 + 1 dimensiones, y hallando las condiciones en las cuales esta accion esta bien definida en
variedades con borde, ademas de estudiar su relaciéon con el modelo quiral de Wess-Zumino-
Witten y con la accién de Chern-Simons usual conmutativa. También la hemos aplicado a
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la construcciéon de una teoria de gravitaciéon tridimensional no conmutativa, encontrando
soluciones de las ecuaciones clasicas de movimiento, entre las que se encuentra el agujero
negro tridimensional BTZ.

Ademas, hemos definido una accién de Born-Infeld no conmutativa, en la cual un ordena-
miento simétrico de los factores que contienen la curvatura de gauge, asegura la invarianza
de la accién. Construimos ademas una extension supersimétrica, verificando que la supersi-
metria es consistente con el ordenamiento simétrico y la hemos utilizado para investigar las
ecuaciones de Bogomol'nyi del sector bosénico.

Como hemos hecho al terminar cada capitulo, senalaremos aqui los problemas abiertos
por nuestro trabajo, que pueden ser objeto de una futura investigacién 6.4.

» Generalizando nuestros calculos sobre la accién de Chern-Simons inducida, se podria
considerar la contribucién de graficos con dos o mas loops, y verificar si existe una
versién no conmutativa del teorema de no renormalizacién de Coleman y Hill [30].
Tal demostracién deberia seguir las lineas de las versiones no abelianas [31], [32], de
manera similar a lo desarrollado en [77].

» Esnatural preguntarse acerca de los diagramas de un loop, pero con més patas externas,
que no contribuyen al término de Chern-Simons ya calculada. En el caso masivo, estos
graficos, si bien continian siendo convergentes y por lo tanto no reciben contribuciones
que contengan la masa del regulador, contienen potencias de la masa fisica m. Por lo
tanto no estd en principio vedado que contribuyan a la violacién de paridad.

» El siguiente orden en la expansion en potencias de p/|m/|, corresponde en el caso usual
conmutativo abeliano a la extension de Chern-Simons en derivadas mas altas, estudiada
en [28],[29]. En el caso no conmutativo la férmula analoga no es invariante de gauge. La
forma de una extension en derivadas mas altas, invariante de gauge, contiene términos
cuadraticos en fl“ y en FH, por lo que provendra necesariamente de graficos con méas
patas externas. Seria interesante verificar si la forma invariante de gauge de la extension
de Chern-Simons en derivadas mas altas, se obtiene al calcular explicitamente las
contribuciones de los graficos adecuados.

= En nuestro trabajo sobre la accién de Chern-Simons en variedades con borde utilizamos
la expresion diferencial del producto de Moyal. Es importante verificar si los resultados
relativos a a las condiciones de borde se sostienen cuando se utiliza la forma integral
de este producto, que depende fuertemente de la variedad elegida.

= Serfa interesante estudiar el efecto del mapeo de Seiberg y Witten sobre otras teorias

de gauge no conmutativas cuya ecuacion cldsica de movimiento sea £}, = 0, como por
ejemplo los modelos BF'.
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Queda por realizar un analisis cuantico de este mapeo, lo que requeriria el del compor-
tamiento de la medida de integracion bajo este cambio de variables.

Es importante estudiar la relacion de nuestro modelo de gravitaciéon no conmutativa
con otras propuestas como las que se han discutido en [9]-[14] y en [87]-[90]

Seria interesante encontrar una interpretacién geométrica del término adicional en las
ecuaciones de Einstein no conmutativas.

En lo relacionado con la acciéon de Born-Infeld, es interesante clarificar la relacion de
nuestra prescripcion de ordenamiento simétrico con otras propuestas para la accién de
Born-Infeld no conmutativa mencionadas en la literatura [102]-[105].

Queda abierta la posibilidad de estudiar el comportamiento de la accion de Born-Infeld
no conmutativa que hemos definido bajo el mapeo de Seiberg y Witten, asi como su
relacion con la teoria de cuerdas.
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Parte 1V

Apéndices
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Capitulo 13

Algunas propiedades del producto
estrella

1. Conjugacion compleja: El complejo conjugado del producto estrella de dos funciones f
y g es igual al producto de las funciones conjugadas, tomado en orden inverso

N A N AN *
(fxg)" = <§:;j<§) 91&‘“9’”"@n~-&mf@%~-a%g> =

1 A\
_ ! (‘%) 010 OB Do [T O, ... s

!

_ Z 1 (_§> (_1)n9ﬁ1a1 .. fProm aﬁl L 8ﬁng* 8a1 .. .&an*

— g (13.1)

2. Relacion con el producto normal: el producto estrella de dos funciones f y g se puede
escribir como el producto puntual usual de ambas funciones mas una derivada total

1 /i\"
f*g = Z_<E) ealﬁlganﬁnaalaanfaﬁlaﬂng:

L /i\",, N
— fg-}-zm(i) gl g 9, O, fOp, ... 05,9 =

+ ealb’laal Z ] (%) go2b2 . .. ganbn Oay -+ OnpfOs, ...08,9=
=1

= f9+0.B"[f. 9] (13.2)
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donde

=1 [/i\"
B"[f, g] = o5 Z o (5) 0P ... 9o 9 O f Opy - - D5, g (13.3)
n=1

Conmutador de Moyal: el conmutador de dos funciones f y ¢ es una derivada total,
como se deduce facilmente de la formula anterior

[f, g]— = 0.B"[f, 9] (13.4)
donde
B"[f,g] = B"[f,q] — B"[g, f] =
1 /i\"
= leﬁ<§> 0202 ... 9 O, fOp, ... 05,9 —
n=1 """
.1 /i\"
_ B1 _ _ QZBZ___ o Bn, _
6" ;n! (2) 0 0" Dy -+ Do g Dy - - O, f =
=1 /i\"
= eﬂﬁlzﬁ<§> 025 0% Oy . O f Oy - Dpg —
n=1 '
=1 i\"
—0my (= (5) 0°2% . 0P 9y, . 05,9 05,00y . . . On, f =
n=1 "
[ele} 1 . n
= eﬂﬁlzme) 0°2% .. 0o Do f O, ... D50 —
n=1 :
=1 i\"
—gH Z H(—l)" <§> 0202 .. 0P 9y s, GOy - - Ouy f =
n=1 ’
=1 i\"
= 281 J— —(—1\" _ a262_,,anﬁn —
0 ;n!u ( 1))(2)9 0" Oy . . . Oy f O, - - 05,9
= oy E(%) 2% - 0P Dy O f D, ... 05,9 (13.5)
n impar

Permutacion ciclica: la permutaciéon ciclica de un producto estrella genera derivadas
totales

fxgxh="hxfxg+0,B&.lf. 9, N (13.6)
donde

Bt lf.9.h] = BY[fxg,h] = B"[f,g*h]+ B"[g,h* f] (13.7)
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Capitulo 14

Notacion

= Conjuntos

» Subindices:

espacio topologico,

funciones continuas definidas sobre (2,

algebra conmutativa arbitraria,

algebra no conmutativa arbitraria,

variedad arbitraria

algebra de funciones #-deformada sobre la variedad M

A, B€|0,..,9] dimensiones del espacio tiempo,
v, pyo,€ €10,..,d <9 dimensiones del espacio tiempo

d =2 en la Parte Il y d = 3 en la Parte III
i,7,k € [1,d] dimensiones espaciales del espacio tiempo
a, 3,y €[0,1] dimensiones de la hoja de mundo
a,b,c indices de gauge

= Operaciones

producto estrella,

parentesis de Poisson,

conmutador de Moyal,

parentesis de Dirac,

valor de expectacion de vacio

toma la parte no invariante de paridad de la expresion,
representa la traza sobre los indices del grupo de gauge
representa traza sobre indices espinoriales
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