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Abstract:   The  pasta  phases  are  expected  to  appear  in  hot  supernova  matter  and  cold  neutron  stars.  In  supernova
matter, the pasta phases with a series of geometric shapes are studied using the compressible liquid-drop (CLD) mod-
el,  where nuclear matter separates into a dense liquid phase of nucleons and a dilute gas phase of nucleons and   
particles. The equilibrium conditions for two coexisting phases are derived by minimization of the total free energy
including the surface and Coulomb contributions. Compared to the results considering only spherical nuclei, the in-
clusion of pasta phases can delay the transition to uniform matter and enlarge the region of nonuniform matter in the
phase diagram. It  is  found that  the density ranges of  various pasta  shapes depend on both the temperature and the
proton fraction. The thermodynamic quantities obtained with the pasta phases using the CLD model are consistent
with those in the realistic equation of state table for astrophysical simulations using the Thomas-Fermi approxima-
tion. The hadron-quark pasta phases occurring in the interior of massive neutron stars are studied using the energy
minimization (EM) method, which is analogous to the CLD method for nuclear pasta. It was found that the hadron-
quark pasta phases could be significantly affected by the model parameters used.
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0    Introduction
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Supernova  explosions  are  spectacular  astronomical
events, which may lead to the formation of neutron stars or
black holes[1]. The equation of state (EOS) of dense matter
is an essential ingredient for understanding the dynamics of
supernova  explosions[2−4].  The  supernova  EOSs,  which
cover the wide range of temperature    , proton fraction    ,
and  baryon  number  density       (see,  e.g.,  Table  1  of
Ref. [3]), exhibit a rich and complex phase diagram. At low
temperatures  and  subsaturation  densities,  the  matter  is
nonuniform  where  heavy  nuclei  are  formed  to  lower  the
free energy of the system. When the density is beyond ~1/2
nuclear saturation density, heavy nuclei tend to dissolve in-
to  a  uniform  nucleon  liquid.  Some  nonspherical  nuclei,
known  as  nuclear  pasta  phases,  are  expected  to  appear  as
the density approaches the phase transition to uniform mat-
ter[5−8].  At  densities  much  higher  than  nuclear  saturation
density,  non-nucleonic  degrees  of  freedom  like  hyperons
and  quarks  may  occur  and  soften  the  EOS  of  dense

matter[4]. The hadron-quark pasta phase, consisting of vari-
ous  geometries  of  mixed  hadronic  and  quark  matter,  may
occur during the deconfinement phase transition[9−11].

β

The  appearance  of  pasta  phase  in  dense  matter  is
mainly caused by the competition between the surface and
Coulomb  energies.  In  nonuniform  matter  at  subsaturation
densities, the stable nuclear shape may change from droplet
to rod, slab, tube, and bubble with increasing baryon dens-
ity,  which  is  also  dependent  on  the  nuclear  model  used[8].
Nuclear  pasta  phases  are  expected  to  occur  both  in  core-
collapse supernova  matter  with  fixed  proton  fraction  at   fi-
nite  temperature  and  in  the  inner  crust  of  neutron  stars
where neutron-rich matter is in      equilibrium at zero tem-
perature. Similar geometric structures, known as the hadron-
quark pasta  phases,  may be formed in the core of  massive
neutron stars[12−13]. Generally, the Wigner-Seitz approxim-
ation with typical  geometric  shapes of  pasta phases is  em-
ployed to  simplify  the  calculations.  For  more  realistic   de-
scription, there are some studies that have not explicitly as-
sumed  any  geometric  shape  and  performed  fully  three-di-
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mensional  calculations  for  nuclear  pasta  based  on  the
Thomas-Fermi  approximation[7,  14−15],  Hartree-Fock  ap-
proach[5, 16], and molecular dynamics method[6]. It is note-
worthy  that  nuclear  symmetry  energy  and  its  slope  could
significantly affect the pasta phase structure and crust-core
transition of neutron stars[8].

This paper is arranged as follows. In Sect. 1, the pasta
phases in hot  supernova matter  are studied using the com-
pressible  liquid-drop  (CLD) method within  the  framework
of  the  relativistic  mean-field  (RMF)  approach.  The  phase
diagram of  nuclear  pasta  and its  influence on the EOS are
discussed.  In  Sect.  2,  we  explore  the  hadron-quark  pasta
phases appearing in the core of massive neutron stars using
the energy minimization (EM) method, which is analogous
to  the  CLD  method  used  for  describing  nuclear  pasta
phases. Finally, the conclusions are presented in Sect. 3. 

1    Pasta phases in supernova matter

σ ω

ρ

We study  the  nuclear  pasta  phases  in  supernova  mat-
ter with fixed proton fraction at finite temperature based on
the  CLD  method,  where  the  RMF  model  with  extended
TM1 parametrization (TM1e) is used for the nuclear inter-
action[17−18].  In  the  RMF  approach,  nucleons  interact  via
the  exchange  of  various  mesons  including  the  isoscalar-
scalar meson     , isoscalar-vector meson     , and isovector-
vector meson     .  The nucleonic Lagrangian density can be
found in Ref. [18].
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We employ the CLD method to describe nuclear pasta
phases,  where  the  Wigner-Seitz  approximation  is  adopted
for  simplifying  the  calculation  of  the  free  energy[19].  The
nuclear  matter  inside  the  Wigner-Seitz  cell  is  assumed  to
separate into a dense liquid (   ) phase and a dilute gas (   )
phase  by  a  sharp  interface,  while  the  background  electron
gas is approximated to be uniform. The electron density is
determined  by  the  charge  neutrality  condition.  At  given
temperature     ,  average  baryon  density     ,  and  proton
fraction     ,  the  equilibrium  state  can  be  determined  by
minimizing  the  total  free  energy  density  of  the  system
among all configurations considered[2, 19]. The free energy
density of the pasta phases is written as  
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where       is  the  volume  fraction  of  the  liquid  phase.  The
proton  and  neutron  densities  in  the  liquid  (gas)  phase  are
denoted by    (   ) and    (   ), respectively. The free en-
ergy contributed from nucleons in phase    (   ) can be
calculated within the RMF model[3, 20]. Note that contribu-
tions  from  electrons  are  not  included  in Eq.  (1),  since  the
background electron gas with a fixed density plays no role
in the minimization procedure. Generally, the contributions
from leptons  and  photons  are  treated  separately  when  one
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α
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constructs  the  EOS  table  for  astrophysical  simulations[3].
At finite temperature, the     particle is included as a repres-
entative  light  cluster  in  the  dilute  gas  phase,  whereas  it  is
absent  in  the  dense  liquid  phase.  This  is  because  the   
particle tends to dissolve close to nuclear saturation density
due  to  the  finite  volume  effect[2−3].  For  simplicity,  the   
particles  are  treated as  noninteracting Boltzmann particles.
In principle, other light clusters, such as deuterons, tritons,
and helions may appear in supernova matter in addition to

   particles.  The  appearance  of  these  light  clusters  would
modify  the  neutrino reaction rates,  thereby influencing the
supernova mechanism[4].
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L = 40

L = 110.8

At  given  temperature     ,  average  baryon  density     ,
and  proton  fraction     , we  derive  the  equilibrium   condi-
tions between the liquid and gas phases by minimization of
the  total  free  energy  including  the  surface  and  Coulomb
contributions. The equilibrium equations are solved togeth-
er with the coupled equations of the RMF model in the li-
quid and gas phases for all pasta shapes, and then the ther-
modynamically  stable  state  is  the  one  that  has  the  lowest
free energy density. For the nuclear interaction, we use the
TM1e  model  with  a  small  symmetry  energy  slope

  MeV, which could be compatible with both experi-
mental  nuclear  data  and  recent  astrophysical  observations.
To  examine  the  influence  of  the  density  dependence  of
symmetry energy, the results of the TM1e model are com-
pared to those of the original TM1 model with a large sym-
metry  energy  slope      MeV.  It  is  noteworthy  that
the  TM1e  and  TM1  models  have  the  same  properties  of
symmetric nuclear  matter  but  different  density   dependen-
cies  of  symmetry  energy,  so  that  the  comparison  between
the two models  reflects  the  influence  of  the  symmetry  en-
ergy and its slope.

nb T
Yp = 0.1 0.3 0.5

Yp

We  first  show  in  Fig.  1  the phase  diagram  of   super-
nova matter including nuclear pasta in the     -    plane for

 ,     ,  and       obtained  in  the  TM1e  model  (left
panels)  compared to that  in the TM1 model (right panels).
The  results  with  only  droplet  configuration  are  plotted  by
the  dashed  lines,  so  that  the  influence  of  nuclear  pasta  on
the phase diagram can be examined. It is found that the in-
clusion  of  pasta  phases  delays  the  transition  to  uniform
matter.  This is because the configuration space is enlarged
by  considering  nonspherical  nuclei  in  addition  to  the
droplet.  It  is  shown  that  the  density  range  of  nonuniform
matter  depends  on  both  T  and     .  At  low  temperatures,
various  pasta  shapes  appear  one  by  one  with  increasing
density, and the transition between different shapes is only
weakly  dependent  on T.  As T  increases,  the  density  range
of  nonuniform matter  shrinks,  and some pasta  phases  may
disappear before the transition to uniform matter. By com-
paring the results of the TM1e model (left panels) to those
of the TM1 model (right panels), one can see the influence
of  the  symmetry  energy  slope  on  the  phase  diagram.  It  is
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found  that  there  is  almost  no  difference  in  the  case  of
   and  the  difference  for       is  still  small.

However,  a  significant  difference  between  the  TM1e  and
TM1  models  is  observed  in  the  case  of     .  This  is
because the two models have the same isoscalar properties
but  different  symmetry  energy  behavior.  It  is  well  known
that the symmetry energy plays an important role in neutron-
rich matter,  but it  has no impact on the properties of sym-
metric nuclear matter. A similar effect of the symmetry en-
ergy  slope  on  the  phase  diagram  was  also  reported  in  the
literature,  where  the  parametrized  Thomas-Fermi  approx-
imation was used and only spherical nuclei were taken into
account[18,  21]. The  correlation  between  the  symmetry   en-
ergy  slope       and  the  boundary  of  the  liquid-gas  coexist-
ence  region  can  be  understood  from  the  behavior  of  the
pressure in asymmetric nuclear matter. It is well known that
the pressure  of  pure  neutron  matter  is  approximately   pro-
portional  to     .  The  TM1e  model  with  a  small  symmetry
energy  slope      MeV yields  relatively  low pressures,
particularly  at  lower       values.  Consequently,  the  upper
boundary of  its  mechanically  unstable  region,   character-
ized by negative compressibility, is located at higher densit-
ies. For further details, see Fig. 8 in Ref. [20].
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Fig. 1    (color online) Phase diagrams in the    -    plane for
 ,  0.3,  and  0.5  obtained  using  the  TM1e  and

TM1 models.  Different  colors  indicate  the  regions  for
different  pasta  shapes.  The  boundary  of  nonuniform
matter with only droplet configuration is shown by the
dashed line for comparison.
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In Fig. 2, the free energy per baryon,    , is plotted as a
function  of  the  baryon  density       for       at   

F
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and 10 MeV. The results with the inclusion of nuclear pasta
(solid  lines)  are  slightly  smaller  than  those  with  droplet
only (dashed lines) due to the enlargement of the configura-
tion space by considering nonspherical  nuclei.  Meanwhile,
the  results  from  the  realistic  Shen  EOS4[18],  which  were
constructed using a parametrized Thomas-Fermi approxim-
ation with the TM1e model, are shown by dots for compar-
ison. It  is found that the values of       taken from the Shen
EOS4 are very close to the results using the CLD method.
This confirms that the two methods are consistent with each
other  for  calculating  the  free  energies.  In Fig.  3, the  pres-
sure     is shown as a function of the baryon density     for

   at       and  10  MeV.  Compared  to  the  results
with  droplet  only  (dashed  lines),  small  discontinuities  are
observed in the pressures with the inclusion of pasta phases
(solid lines) due to the change of pasta shapes. The discon-
tinuities exhibit the character of the first-order transition. It
is  found  that  the  pressures  taken  from the  Shen  EOS4 are
consistent with the results obtained using the CLD method.
Note that  the pressures depicted in Fig.  3 contain only the
contributions  of  baryons,  while  the  pressures  from leptons
and  photons  are  treated  separately,  according  to  tradition
for constructing the EOS table.  In the case of      MeV
and     , the pressure decreases with increasing dens-
ity and can even reach negative values. This is because the
pressure of electrons is significantly higher than that of ba-
ryons  in  this  case,  and the  total  pressure  becomes positive
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Fig. 2      (color online) Free energy per baryon      as a func-
tion of the baryon density     for     at     and
10 MeV using the TM1e model. The results with nucle-
ar pasta (solid lines) are compared to those with droplet
only (dashed lines). The dots represent the values from
the Shen  EOS4,  which  were  obtained  by  a  parameter-
ized Thomas-Fermi approximation[18].
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when the  contributions  from  electrons  are  taken  into   ac-
count.
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Fig. 3    (color online) Same as Fig. 2, but for pressure P. 

2    Hadron-quark pasta phases in neutron
stars

In the core of massive neutron stars, exotic phases like
deconfined quarks  may  be  present.  During  the   deconfine-
ment phase transition, some geometric structures, known as
hadron-quark  pasta  phases,  may  be  formed[9−13,  22].  This
structured mixed phase is analogous to nuclear pasta occur-
ring at  subsaturation densities.  Several  methods have been
developed  to  study  the  properties  of  hadron-quark  pasta
phases.  In  the  coexisting phases  (CP)  method[12], the  had-
ronic  and  quark  phases  are  assumed  to  satisfy  the  Gibbs
conditions  for  phase  equilibrium,  while  the  surface  and
Coulomb energies are taken into account perturbatively. A
more realistic  description  of  the  pasta  phase  has  been   de-
veloped in a series of works[9−10], where the Thomas-Fermi
approximation was used to describe the density profiles of
hadrons  and quarks  in  the  Wigner-Seitz cell.  In  our  previ-
ous  works[12−13],  we  proposed  an  energy  minimization
(EM)  method  for  improving  the  treatment  of  surface  and
Coulomb energies, which play a key role in determining the
structure  of  the  pasta  phases.  By incorporating  the  surface
and  Coulomb  contributions  in  the  EM procedure,  one  can
derive the equilibrium conditions between the two coexist-
ing phases. The basic idea of the EM method for the hadron-
quark pasta phase is very similar to that of the CLD meth-
od  for  nuclear  pasta.  In  the  EM method,  the  Wigner-Seitz
approximation  is  adopted  for  simplifying  the  calculations,
where the whole space is divided into equivalent cells with

a  geometric  symmetry.  The coexisting hadronic  and quark
phases in a charge-neutral cell are assumed to be separated
by  a  sharp  interface,  while  the  particle  densities  in  each
phase are taken to be uniform. The surface tension at the in-
terface  plays  a  crucial  role  in  determining  the  structure  of
the mixed phase, which is generally treated as a free para-
meter.

In the EM method, the total energy density of the had-
ron-quark mixed phase is written as  

εMP = χεQP+ (1−χ)εHP+εsurf +εCoul, (2)

χ = VQP/(VQP+VHP)

εHP

εQP

GV

GV

where      denotes  the  volume fraction of
the quark phase. The energy density of the hadronic matter,

 , is  calculated  in  the  RMF  model.  Meanwhile,  the   en-
ergy density of the quark matter,     , can be obtained us-
ing  the  MIT bag  model  or  the  Nambu-Jona-Lasinio  (NJL)
model  with  the  inclusion  of  repulsive  vector  interactions.
The  vector  coupling       is  treated  as  a  free  parameter,
since  there  is  still  no  constraint  on       at  finite  density.
Further  details  on  the  vector  interactions  can  be  found  in
Wu et al.[12] for the NJL model, and in Ju et al.[13] for the
modified MIT bag model.

σ

σ

σ

σ

σ

σ

During  the  hadron-quark  phase  transition,  several
pasta  configurations  may  appear  in  the  order  of  droplet,
rod, slab, tube, and bubble with increasing density. The res-
ults are  influenced by both methods used and model  para-
meters.  In  Fig.  4,  we  show  the  density  ranges  of  various
pasta  shapes  as  a  function  of  the  surface  tension     .  The
results obtained  from  the  EM  and  CP  methods  are   dis-
played in the upper and lower panels, respectively. One can
see that the onsets of all pasta shapes in the CP method are
independent of     .  This is because the equilibrium state in
the CP method is determined by the Gibbs conditions. The
surface tension     does not influence the Gibbs phase equi-
librium equations, which require that pressures and chemic-
al  potentials  should  be  equal  between  the  two  phases.
However,  the  dependence on the  surface tension       in  the
EM method is much more complicated, since the finite-size
effects  have  been  included  in  the  equilibrium  conditions.
Therefore, the transition density obtained in the EM meth-
od is clearly dependent on      as shown in the upper panels
of  Fig.  4.  As       increases,  the  density  range  of  hadron-
quark mixed phase significantly shrinks and the number of
pasta configurations is reduced. By comparing the left  and
right panels,  one  can  see  that  the  repulsive  vector   interac-
tions  in  the  NJL  model  can  significantly  push  the  mixed
phase  toward  higher  densities  with  a  wider  range.  This  is
attributed  to  the  fact  that  the  inclusion  of  repulsive  vector
interactions  causes  a  corresponding  increase  in  the  energy
and pressure  of  quark  matter.  Similar  effects  of  the  vector
coupling on  the  mixed  phase  are  also  observed  in  the   fol-
lowing figures using a modified MIT bag model for quark
matter.
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Fig. 4    (color online) Density ranges of various pasta shapes as a function of the surface tension     . The results obtained using the
EM and CP methods are displayed in the upper and lower panels, respectively. The results with a repulsive vector interaction
(   ) in right panel are compared to those without vector interaction (   ) in left panel.
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To  analyze  the  influence  of  the  vector  coupling   
on the deconfinement phase transition, it  is convenient to
use the  Maxwell  construction  in  which  the  phase   trans-
ition appears at the crossing of the hadronic EOS with the
quark  EOS  in  the  pressure  and  chemical  potential  plane.
This  is  due  to  that  two coexisting  phases  in  the  Maxwell
construction  must  have  the  same  pressure  and  baryon
chemical potential. In Fig. 5, we plot the pressure      as a
function  of  the  neutron  chemical  potential     . The   had-
ronic  matter  is  calculated  using  the  RMF model  with  the
BigApple parametrization,  while  the  quark  matter  is   de-

B1/4 = 180 GV

GV

GV

P
nb

B1/4

GV

scribed by  a  modified  MIT bag  model  with  the  bag  con-
stant      MeV and  different  vector  coupling     .
One  can  see  that  a  larger       in the  bag  model   corres-
ponds  to  a  higher  transition  pressure,  which  implies  that
the deconfinement phase transition is delayed accordingly.
Therefore,  the  formation  of  hadron-quark  pasta  phases
may be delayed with increasing vector coupling     in the
bag model.  In Fig. 6,  we show the pressure      as a func-
tion  of  the  baryon  density       for  hadronic,  mixed,  and
quark  phases.  The  calculations  of  the  hadron-quark  pasta
are performed in the EM method, where the hadronic mat-
ter is described by the BigApple model and the quark mat-
ter by the bag model with     = 180 MeV. For comparis-
on, the results of the Gibbs and Maxwell constructions are
displayed by red solid and green dotted lines, respectively.
It is shown that the results of pasta phases lie between the
Gibbs and Maxwell constructions. As the vector coupling

  increases from left to right panels, one can see that the
hadron-quark mixed phases appear at higher densities and
pressures.

GV

GV

In  Fig.  7,  we  display  the  predicted  mass-radius  rela-
tions  of  neutron  stars,  together  with  several  constraints
from  astrophysical  observations.  Compared  to  the  results
using pure hadronic EOS (solid lines), the inclusion of had-
ron-quark pasta phases leads to an obvious reduction of the
maximum neutron-star mass Mmax.  The hadron-quark pasta
phases are taken into account by using the EM method. The
results  of  massive  neutron  stars  are  strongly  dependent  on
the  vector  coupling       in  the  bag  model.  It  is  found that
both the onset of hadron-quark pasta phases (filled circles)
and  the  values  of  Mmax  (filled squares)  increase  with   in-
creasing    . 
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Fig. 5    (color online) Pressure      as a function of the neut-
ron chemical potential     . The hadronic matter is cal-
culated by the RMF model with the BigApple paramet-
rization.  The  quark  matter  is  described  by  a  modified
MIT bag model with the bag constant     = 180 MeV
and different vector coupling    . The filled circles in-
dicate  the  crossing  points  of  the  hadronic  and  quark
curves  corresponding  to  the  phase  transition  in  the
Maxwell construction.
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3    Conclusions

The  pasta  phases  may  occur  in  hot  supernova  matter
and cold neutron stars. We studied nuclear pasta phases ap-
pearing  in  supernova  matter  at  subsaturation  densities  by
using the CLD method, where nuclear matter separates in-
to a dense liquid phase and a dilute gas phase. Meanwhile,
the  equilibrium conditions  for  two  coexisting  phases  were
derived by minimization of  the  total  free  energy including
the  surface  and  Coulomb  contributions.  It  was  found  that
the inclusion of pasta phases can delay the transition to uni-
form matter and enlarge the region of nonuniform matter in
the  phase  diagram.  The  thermodynamic  quantities  such  as
the free energy and pressure obtained with the pasta phases
in the CLD model are consistent with those in the realistic
EOS  table  by  the  Thomas-Fermi  approximation.  It  was

shown that the nuclear symmetry energy and its density de-
pendence  play  a  crucial  role  in  determining  the  properties
of pasta phases in neutron-rich matter.

GV

The hadron-quark pasta phases occurring in the interi-
or  of  massive  neutron  stars  were  studied  using  the  EM
method,  where  the  surface  and  Coulomb contributions  are
included  in  the  energy  minimization  procedure,  which  is
analogous  to  the  CLD method  for  nuclear  pasta  phases  at
subsaturation densities. The hadronic matter is described in
the  RMF  model,  while  the  quark  matter  can  be  described
using the MIT bag model or the NJL model with the inclu-
sion  of  repulsive  vector  interactions.  It  was  found that  the
hadron-quark  pasta  phases  could  be  significantly  affected
by the model parameters used. A larger vector coupling  
predicts that the hadron-quark pasta phases appear at high-
er  densities,  and  as  a  result,  the  reduction  of Mmax  due  to
quarks is smaller.
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Fig. 6    (color online) Pressure     as a function of the baryon density     for hadronic, mixed, and quark phases. The hadronic mat-
ter is calculated by the RMF model with the BigApple parametrization. The quark matter is described by a modified MIT bag
model with the bag constant      MeV for several vector coupling     .  The results of pasta phases obtained using the
EM method are compared to those of the Gibbs construction (GC) and Maxwell construction (MC).
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Fig. 7    (color online) Mass-radius relations of neutron stars
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hadronic EOS are compared to those including the had-
ron-quark mixed phase described in the EM method for
different  vector  coupling     .  The  red  horizontal  line
with  arrows  at  both  ends  represents  the  constraint  on

   inferred  from  GW170817[23].  The  green  and
purple shaded areas  correspond to  simultaneous meas-
urements of the mass and radius from NICER for PSR
J0030+0451[24] and PSR J0740+6620[25], respectively.
The mass constraint from GW190814[26] is depicted by
the pink horizontal bar.
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致密物质中的pasta物相

申 虹 1, 胡金牛 1, 纪 凡 2,†, 武旭浩 3,†, 琚 敏 4,†

(1. 南开大学物理科学学院，天津  300071；
2. 粒子输运与富集技术全国重点实验室，天津  300180；

3. 燕山大学理学院，河北 秦皇岛  066004；
4. 中国石油大学 (华东)理学院，山东 青岛  266580)

摘要:  Pasta物相有可能出现在热的超新星物质和冷中子星中。在超新星物质中，具有一系列几何形状的 pasta物相

可以采用可压缩液滴 (CLD)模型研究，其中核物质被划分为核子的致密液相和核子的稀薄气相。通过最小化包括

表面能和库仑能贡献的总自由能，可以推导出两相共存的平衡条件。与仅考虑球形核的结果相比，包括 pasta物相

可以延迟向均匀物质的相变并扩大相图中的非均匀物质区域。研究发现，各种 pasta形状的密度范围依赖于温度和

质子分支比。采用CLD模型描述 pasta物相所得到的热力学量与采用Thomas-Fermi近似得到的用于天体物理数值模

拟的现实状态方程表中的热力学量基本一致。另一方面，采用能量最小化 (EM)方法研究了可能发生在大质量中子

星内部的强子-夸克 pasta物相，该方法类似于CLD方法用于研究核的 pasta物相。研究发现，采用的模型参数对于

强子-夸克pasta物相有显著影响。

关键词:   pasta物相；超新星物质；中子星
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