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BRST Charge in Einstein Gravity with a Scalar Field
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Because gravity is described by a diffemorphism invariant gauge theory, the Becchi-Route-Stora-
Tyutin (BRST) formalism is employed to quantize gravity. In the classical theory of gravity, the
BRST formalism is useful for finding the relations between the correlations of the perturbations.
In this work, we use the BRST approach to investigate the structure of the dynamical equations
of a flat Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW) background spacetime in Einsein gravity
with a scalar field. Given the gauge conditions for the lapse function, we construct the extended
Lagrangian and the extended Hamiltonian by introducing Faddeev-Popov ghost fields. Then, we
calculate the BRST charge and obtain the BRST transformation rules for the conjugate variables.
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단일스칼라장과결합된아인슈타인중력에서 BRST 전하

고석태∗

제주대학교 과학교육학부, 제주 63243, 대한민국

(2016년 9월 8일 받음, 2016년 10월 12일 수정본 받음, 2016년 10월 24일 게재 확정)

중력은 미분동형사상 (diffeomorphism)을 갖는 게이지 이론으로 다룰 수가 있는데 이러한 이론을 양자
화하기 위해서는 Becchi-Route-Stora-Tyutin (BRST) 방법이 많이 이용된다. 고전 중력에서도 섭동의
상관함수들 사이의 관계식을 찾는 데에도 BRST 방법은 유용하게 사용된다. 본 연구에서는 스칼라장이
아인슈타인 중력과 결합된 편평한 프리드만-르메트르-로버트슨-워커 (FLRW) 시공간 우주에서 BRST
방법을 이용하여 우주의 진화 방정식의 구조를 분석하였다. 랩스 함수를 게이지 변수로 두고 각각 스케일

인자의 미분 형태와 스칼라장의 함수를 게이지 조건으로 선택하고 각 게이지 조건으로부터 파데프-포포프
고스트장 (Faddeev-Popov ghost field)을 도입하여 확장된 라그랑쥐안과 해밀토니안을 구성하였다.
그리고 확장된 해밀토니안을 이용하여 BRST 변환 관계식 및 BRST 전하를 계산하였다.
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I. 서론

Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP)
[1]과 Planck 위성 [2]에 의한 우주배경복사 (Cosmic Mi-
crowave Background Radiation, CMB) 관측 및 Sloan
Digital Sky Surveys (SDSS) [3] 등에 의한 거대구조 관
측 등으로 우주론 연구에서 정밀 관측 데이터를 얻게 됨으

로써 그에 대응하는 우주의 진화를 설명하는 모델의 구축

및 초기 우주를 이해하기 위한 양자 중력에 대한 연구가

중요해지고 있다. 우주배경복사 및 거대구조를 이해하기

위해서는 중력 섭동 [4–6]이 필요하며 이에 관한 연구는
아인슈타인장방정식의섭동적전개를통한선형및비선형

섭동연구부터최근적분경로법 [7–9]을이용한상관관계의
연구 등이 이루어지고 있다.

중력섭동의연구는양-밀즈이론의논아벨리안게이지이
론과비슷한기하적인구조를가지고있으며구속식이있는

해밀토니안계로다룰수있다. 구속식이있는해밀토니안계

는 파데프-포포프 고스트 장 (Faddeev-Popov ghost field)
으로 도입하여 확장된 위상공간에서 양자화나 상관관계를

연구하는 Becchi-Route-Stora-Tyutin (BRST)방법론 [10,
11]이 많이 이용되고 있다. 본 연구에서는 BRST 방법론을
이용하여 프리드만-르메트르-로버트슨-워커 (Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker, FLRW) 배경시공간에서우
주론 진화 방정식의 구조를 분석할 것이며, 스칼라장과 결

합된 아인슈타인 중력이론이 BRST 변환에 대해서 불변이
고 이러한 대칭에 대응하는 BRST 전하를 계산한다. 특히
게이지 조건으로서 랩스 함수 (lapse function)가 스케일
인자의 미분 형태로 주어지는 경우 (게이지 조건 I)와 스
칼라장의 함수로 주어지는 경우 (게이지 조건 II) 각각에
대해서 확장된 해밀토니안계를 구성하고 BRST 전하를
계산하려고 한다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. II절에서는 스칼라장이
아인슈타인 중력과 결합하는 경우, 편평한 FLRW 시공간

에서 기본 구속량과 이차 구속량을 찾고 해밀톤 방정식을

이용하여 1차미분형태의운동방정식을구한다. III절에서
는 시간 변환에 대한 게이지 변환을 다루고, 주어진 게이지

조건에 대해서 고스트장을 도입하여 파데프-포포프 고스
트 액션을 구성하여 확장된 형태의 라그랑쥐안을 구한다.

IV 절에서는 BRST 변환과 변환에 대해서 불변인 BRST
전하를 계산한다. 마지막으로 V 절에서 본 연구의 결론과
요약을 한다.

II. 모델

포텐셜 V (ϕ)를 갖는 단일 스칼라 장이 아인슈타인 중력
과 결합한 다음과 같은 액션을 고려한다.

S =

∫
d4x

√
−g

[
1

2κ2
R− 1

2
gµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)

]
. (1)

여기서 κ2 = 8πG = 1/M2
p을 나타낸다. 편평한 프리드만-

르메트르-로버트슨-워커 (FLRW) 시공간 배경에서

ds2 = −N2(t)dt2 + a2(t)δijdx
idxj , (2)

액션 (1)은

S =

∫
dtd3x

[
− 3

κ2

aȧ2

N
+

a3

2N
ϕ̇2
0 −Na3V (ϕ)

]
, (3)

으로쓸수있다. 메트릭변수N에대한시간에대한미분이
없으므로 공액 운동량 (conjugate momentum) πN = 0은
기본구속량 (primary constraint)이다. a와 ϕ에대한공액
운동량은

πa = − 6

κ2

aȧ

N
, (4)

πϕ =
a3

N
ϕ̇, (5)

이 되고 해밀토니안은 르장드르 변환에 의해서

H =

∫
d3xNH =

∫
d3x[πaȧ+ πϕϕ̇−

√
−gL], (6)

이고, 여기서

H = − κ2

12a
(πa)2 +

1

2a3
(πϕ)2 + a3V, (7)

으로 쓰여진다. 기본 구속량 πN에 대한 운동 방정식은

π̇N = {πN ,H} ≈ 0, (8)

이 되므로, H = 0는 이차 구속량 (secondary constraint)
이된다. 따라서메트릭변수 N은라그랑지곱수로생각할
수있다. 여기서중괄호는포와송괄호를나타낸다. 이러한
구속량은게이지변환의생성자역할을하기도한다. 해밀턴
방정식을 이용하여 1차 미분형태의 운동 방정식을 구할 수
있다.

ȧ = N{a,H} = −κ2N

6a
πa,

π̇a = N{πa,H} = −N

(
κ2

12a2
(πa)2 − 3

2a4
(πϕ)2 + 3a2V

)
,

ϕ̇ = N{a,H} =
N

a3
πϕ,

π̇ϕ = N{πϕ,H} = Na3V ′. (9)

여기서 V ′ ≡ dV /dϕ를 나타낸다.
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III. 게이지변환과확장된액션

t → t+ξ(t)의시간변환에대해서, 메트릭과스칼라장은

δξgµν = ξρ∇ρgµν + gµρ∇νξ
ρ + gρν∇µξ

ρ, (10)

δξϕ = ξµ∂µϕ, (11)

과 같이 변환을 한다. (2)로 주어진 시공간 메트릭에서
ξi = 0으로 둘 수 있다. 아인슈타인의 일반상대성 이

론에서는 ∇ρgµν = 0 이므로, (2)로 부터 Γ0
00 = Ṅ/N ,

Γ0
0i = 0,Γk

j0 = (ȧ/a)δkj 임을 이용하면,

δξN = Nξ̇ + Ṅξ,

δξa = ȧξ,

δξϕ = ξϕ̇, (12)

의 게이지 변환 관계식을 얻을 수 있다. 액션 (3)은 게이지
변환 (12)에대해서불변임을알수있다. 해밀톤방정식 (9)
을 완전히 풀기 위해서는 라그랑쥐 곱수 N에 대한 게이지

조건이 주어져야 한다.

우선 N이 a의 함수로 다음과 같이 주어지는 경우를 고

려할 수 있다 [12–14].

F = Ṅ − d

dt
f(a) = 0, 게이지 조건 I. (13)

또 다른 게이지 조건으로서 N이 ϕ의 함수로 주어지는 경

우를 고려한다.

F = Ṅ − g(ϕ) = 0, 게이지 조건 II. (14)

참고문헌 [15]에서는 Ṅ−f(a) = 0인게이지조건을다루고

있지만 (14)가 유사한 형태를 띄고 있기 때문에 여기서는
(13)과 (14) 만을 고려한다.
구속식이 있는 해밀토니안계에서는 적분경로법을 이용

하여 양자화를 하거나 운동방정식을 얻기 위해서 구속식

(constraint)을어떻게적절하게다루느냐하는것은게이지
이론에서 중요한 핵심 중의 하나이다. 구속식을 풀어서

원래의 액션에 대입함으로써 위상공간을 줄이는 방법을

사용할 수도 있고 [16,17], 반대로 페르미온인 고스트장을
도입하여 확장된 위상공간에서 활용할 수도 있다. 이 논문

에서는 후자의 방법을 사용한다.

우선 게이지 조건 (13)과 (14)에 대한 라그랑쥐안은 다
음과 같이 쓸 수 있다.

Lgf = λF . (15)

여기서 λ는 라그랑쥐 곱수이다. 이에 대한 고스트장 c와
안티고스트장 c̄에대한액션은다음과같이쓸수가있는데

Lfp = c̄Mc, (16)

(13)으로 부터

δF = Nξ̈+2Ṅ ξ̇+ N̈ξ− (äξ+ ȧξ̇)f ′(a)− ȧ2ξf ′′(a), (17)

으로 주어지므로, 게이지 조건 (13)에 대한M1은 다음과
같이 나타낼 수 있다.

M1 =
δF
δξ

= N
d2

dt2
+ 2Ṅ

d

dt
+ N̈ − äf ′(a)− ȧf ′(a)

d

dt

−ȧ2f ′′(a). (18)

여기서 f ′(a) = df(a)/da를 나타낸다. 유사하게 게이지
조건 (14)에 대한M2은 다음과 같이 쓸 수 있다.

M2 = N
d2

dt2
+ 2Ṅ

d

dt
+ N̈ − ġ. (19)

최종적으로 게이지 조건 (13)에 대한 확장된 전체 라그랑
쥐안은 다음과 같이 쓸 수 있다.

L1 = L0 + Lgf + Lfp (20)

= − 3

κ2

aȧ2

N
+

a3

2N
ϕ̇2 −Na3V + λ

(
Ṅ − ḟ

)
− ˙̄cNċ− ˙̄c

(
Ṅ − ḟ

)
c. (21)

(21)의 최종 표현식을 얻기 위하여 여러번 부분적분을 시
행했으며 이 과정에서 나타나는 전체 미분항은 적절한 경
계조건을 이용하여 생략하였다. 게이지 조건 (14)에 대한
확장된 라그랑쥐안은 다음과 같이 쓸 수 있다.

L2 = − 3

κ2

aȧ2

N
+

a3

2N
ϕ̇2 −Na3V + λ

(
Ṅ − g(ϕ)

)
− ˙̄cNċ− ˙̄cṄc− c̄ġc. (22)

BRST 변환은 (12)에서 게이지 변환 변수 ξ를 고스트
장인 c로 대체하고 BRST 대칭의 멱영의 (nilpotent) 성질
(s2 = 0)을 이용하면

sN = Nċ+ Ṅc,

sa = ȧc,

sϕ = ϕ̇c,

sc = ċc,

sc̄ = −λ,

sλ = 0, (23)

과 같은 변환 관계식을 얻을 수 있다. 여기서 s는 BRST
변환을 뜻한다. BRST 변환에 대해서 확장된 라그랑쥐안
(21)과 (22)은 전체미분항을 무시하게 되면 불변임을 확인
할 수 있다.
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IV. 해밀토니안과 BRST 전하

확장된 라그랑쥐안 (21)으로 부터 N, a, ϕ 그리고 c와 c̄

에 대한 공액 운동량을 계산할 수 있다.

πN =λ− ˙̄cc, πa = − 6

κ2

aȧ

N
− f ′(a)(λ− ˙̄cc), (24)

πϕ =
a3

N
ϕ̇, P = −Nċ− Ṅc, P̄ = − ˙̄cN. (25)

여기서 P 와 P̄는각각 c̄와 c에대한공액운동량을나타낸

다. 르장드르 변환을 통해서 해밀토니안을 계산할 수 있고,

게이지 조건 (13)에 대한 해밀토니안은

NH1 = πaȧ+ πϕϕ̇+ πN Ṅ + P̄ ċ+ ˙̄cP − L1

=− κ2N

12a

(
πa + f ′(a)πN

)2
+

N

2a3
(πϕ)2 +Na3V − 1

N
P̄P, (26)

으로 쓸 수 있다. 해밀토니안 (26)을 이용하여 1차 미분
형태의 해밀톤 방정식을 구하면

ȧ = −κ2N

6a
(πa + f ′(a)πN ), (27)

π̇a = −κ2N

12a2
(πa + f ′(a)πN )2

+
κ2N

6a
f ′′(a)πN

(
πa + f ′(a)πN

)
+
3N

2a4
(πϕ)2 − 3Na2V, (28)

ϕ̇ =
N

a3
πϕ, (29)

π̇ϕ = Na3V (ϕ)′, (30)

Ṅ = −κ2N

6a
(πa + f ′(a)πN )f ′(a), (31)

π̇N = −H1, (32)

ċ = − 1

N
P, (33)

˙̄P = 0, (34)

˙̄c = − 1

N
P̄, (35)

Ṗ = 0, (36)

가 된다.

반면에 게이지 조건 (14)에 대한 공액 운동량과 해밀토
니안은 각각

πN = λ− ˙̄cc, πa = − 6

κ2

aȧ

N
, πϕ =

a3

N
ϕ̇− g′(ϕ)c̄c,

(37)
P = −Nċ− Ṅc, P̄ = − ˙̄cN, (38)

과

NH2 = −κ2N

12a
(πa)2 +

N

2a3
(
πϕ + g′(ϕ)c̄c

)2
+Na3V + λg(ϕ)− 1

N
P̄P (39)

으로쓸 수 있다. 해밀토니안 (39)에 의한해밀톤방정식은

ȧ = −κ2N

6a
πa, (40)

π̇a = −κ2N

12a2
(πa)2 +

3N

2a4
(πϕ + g′(ϕ)c̄c)2 − 3Na4V,

(41)

ϕ̇ =
N

a3
(πϕ + g′(ϕ)c̄c), (42)

π̇ϕ = −N

a3
g′′(ϕ)c̄c(πϕ + g′(ϕ)c̄c)−Na3V ′(ϕ)− λg′(ϕ),

(43)

Ṅ = 0, (44)

π̇N = −H2, (45)

ċ = − 1

N
P, (46)

˙̄P = −N

a3
g′(ϕ)c̄πϕ, (47)

˙̄c = − 1

N
P̄, (48)

Ṗ = −N

a3
g′(ϕ)cπϕ, (49)

과 같이 쓸 수 있다. 해밀턴 방정식 (32), (33) 그리고 (36)
을 이용하면 또는 (45), 46) 와 (49) 등을 이용하면

Ω = Hc− πNP (50)

가시간에대해서불변, 즉보존되는양임을확인할수있다.

여기서 H = NH1 또는 H = NH2 이고, Ḣ = {H,H} = 0

임을이용하였다. 또한 공액 변수들 사이의 포와송 대수는

{c̄,P} = 1, (51)

을 만족한다. Ω는 뇌터정리에 의해서 보존되는 BRST 전
하이며, {Ω,Ω} = 0을만족하는멱영의 (nilpotent) 성질을
갖는다. 게다가 BRST 전하 Ω는 BRST 변환의 생성자
역할을 한다.

sa = {a,Ω} = ȧc, (52)

sϕ = {ϕ,Ω} = ϕ̇c, (53)

sc = {c,Ω} = ċc, (54)

sc̄ = {c̄,Ω} = −λ, (55)

sλ = 0. (56)
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그러나, 게이지 조건 I (13)을 이용하는 경우 Ω를 이용
하여 N의 BRST 변환을 계산해 보면,

sN = {N,Ω} = Ṅc− P = 2Ṅc+Nċ (57)

과 같이 변환하며, III 절에서 얻은 BRST 변환식 (23)의
N의 변환식과 일치하지 않음을 알 수 있다. 운동방정식에
영향을 끼치지 않는 추가적인 전체적분 항을 고려 [12]함으
로써 이와 같은 불일치를 해결하려는 시도도 있다. 반면에,
게이지 조건 II (14)의 경우는

sN = −{N, πN}P = Ṅc+Nċ (58)

에서 Ṅ = {N,H} = 0 이므로 (23)과 같은 형태의 변환식
을 얻을 수 있음을 확인할 수 있다.

V. 결론및논의

본 연구에서는 편평한 FLRW 시공간에서 스칼라장이
아인슈타인 중력과 결합되어 있는 모형의 경우 BRST 방
법을 이용하여 우주의 진화 방정식의 구조를 분석하였다.
랩스 함수 N을 게이지 변수로 두고 각각 스케일 인자의
미분형태 (게이지 조건 I)와 스칼라장의 함수 (게이지 조
건 II)를 게이지 조건으로 선택하고 그에 대응하는 확장된
라그랑쥐안과 해밀토니안을 구성하였다. 확장된 액션은
(23)식으로 주어지는 BRST 변환에 대해서 전체적분을 무
시하면 불변이므로 뇌터정리에 따라서 대응되는 보존 전하
즉 BRST 전하가 존재한다. 각각의 경우 해밀톤 방정식을
구하고이로부터 BRST 변환의생성자역할을하는 BRST
전하를 계산하였다.

BRST 전하는멱영의 (nilpotent) 성질로인해서 Ω2 = 0

혹은 {Ω,Ω} = 0을 만족할 뿐만 아니라 BRST 변환의 생
성자 역할을 한다. 게이지 조건 I의 경우, Ω를 이용하여
얻은랩스함수N의 BRST변환식은식 (23)에서주어지는
BRST 변환식과 일치하지 않음을 확인할 수 있다. 반면에
게이지조건 II에서는식 (58)에서보듯이일치한다. 게이지
조건 I의경우, 두 변환식의불일치를해결하기위하여뇌터
정리로부터 BRST 전하를 계산할 때 운동방정식에 영향을
주지않는전체적분항을추가로고려하게되면두변환식의
불일치를 해결할 수도 있다 [12].
하지만 게이지 조건을 달리하는 경우, 추가적인 전체 적

분항은 또 다른 불일치를 야기할 수도 있다. 그래서 이러
한 불일치 문제를 좀 더 근본적인 부분에서 찾아볼 필요가
있다. BRST 전하는 또한 물리적인 양자상태에 작용하게
되면 0의 값을 주는 사실로부터 섭동의 초기 양자상태를
연구하는데 도움이 될 것으로 보고 있다. BRST 방법을
선형섭동에적용함으로써선형섭동의경우 BRST 전하는
물론 초기 양자상태의 연구는 매우 흥미롭게 보이며 추후
이에 관한 연구를 진행할 계획이다.
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