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概 要

量子重力理論の構築は理論物理学における重要な課題であり、現在のところその最も有
力な候補は超弦理論である。超弦理論は摂動的な定式化が成されているものの、摂動論を
超えた非摂動的側面が未だ明らかではない。ゲージ/重力対応は、超弦理論の非摂動的側
面をゲージ理論の解析から明らかにする試みの 1つである。
本博士論文では、ゲージ/重力対応を通じて超弦理論との関係が期待されているChern-

Simons (CS)行列模型のラージN 極限を詳細に調べた結果を記載する。行列模型のラー
ジN 極限の振る舞いは、行列固有値に関する鞍点方程式によって特徴付けられる。本研
究では、これまで解が唯一であると考えられてきたCS行列模型の鞍点方程式の解が新た
に無限個存在することを示す。そしてこれら無数の解の解析的な構成法を提案し、その物
理的な役割について議論する。特にCS行列模型の 1つであるABJM行列模型に現れるこ
の解が、D2ブレーンインスタントンと呼ばれる超弦理論の非摂動効果と関係することを
定量的に示す。またこの証拠に基づいて、本研究で発見したCS行列模型の様々な解が超
弦理論の非摂動的側面を捉えている可能性を議論する。
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第1章 序論

1.1 背景

量子重力理論の構築に向けて
1自然界に存在する様々な物質を構成する基本要素は何だろうか。そのようなものが存

在するとして、それはどのような理論に基づくだろうか。これらは、古代ギリシャ文明の
頃から人類が持つ素朴かつ根源的な問いである。
素粒子物理学は、これらの疑問に科学的に挑む学問である。現在のところ、実験と理論

の両面から確認されている範囲では、その解答は標準模型と一般相対性理論に集約されて
いる。

標準模型は、自然界の物質を構成するクオーク (quark)、レプトン (lepton)と呼ばれる
点状の基本粒子と、ヒッグス (Higgs)粒子、そしてこれらに働く幾つかの力によって構成
された理論である。粒子間に働く力は、単純な引力や斥力だけではなく、粒子を生成させ
たり崩壊させたりといった働きも含まれることから、一般に “相互作用”と呼ばれる。
自然界にはこれまで知られている限り、以下の 4種類の相互作用が存在している。

1. 電磁相互作用：　電子等を原子核に結びつける力。

2. 弱い相互作用：　β崩壊やニュートリノ反応を起こさせる弱い力。

3. 強い相互作用：　原子核やクオークを結びつける非常に強い力。

4. 重力相互作用：　エネルギーを持つ全ての物質間に働く弱い力。

この中で 1.電磁相互作用、2.弱い相互作用、3.強い相互作用の 3種類は標準模型の中に
含まれており、量子場の理論 (quantum field theory, QFT)と呼ばれる体系によって、目
に見えないくらいミクロな領域の物理まできちんと記述されることが知られている。量子
場の理論では、物質間に働く相互作用もまた、ゲージ (gauge)粒子と呼ばれる基本粒子の
交換によって記述される。
以上のような幾つかの基本粒子で記述された標準模型は、世界各地で行われている高エ

ネルギー加速器実験の結果をことごとく再現し、これまでに非常に多くの成功を収めて
いる。

1研究背景についての参考文献は、超弦理論に関する教科書 [1, 2, 93]及びゲージ/重力対応に関する文献
[94, 95]である。
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ところで、ここまでで登場しなかった第 4の相互作用に相当する重力相互作用はどのよ
うな理論で記述されるだろうか。重力は、電磁相互作用と同様に私達が生活する中で身近
に感じる力であり、その研究の歴史もまた古い。現在、重力相互作用を記述する体系は、
Einsteinによって提唱された一般相対性理論である。一般相対性理論もまた、標準模型と
同様に多くの実験結果と矛盾の無い結果を再現する確立した理論である。
ところが一般相対性理論には、1つの重大な欠点がある。それは、一般相対性理論には

量子論の効果が入っていないという点である。量子論に基づくと、物質の動力学は、一定
のミクロな領域で確率論に基づいた量子揺らぎの効果が無視出来ないことが分かってい
る。重力理論にも、量子効果が効いてくる以下のエネルギースケールが知られている。

Planckスケール：Epl := Mplc
2 = 1.2× 1019GeV. (1.1)

ここで cは光速、MplはNewton定数GN から読み取られる Planck質量Mpl :=
√

ℏc/GN

である。このエネルギースケールの存在は、以下で記述した Planck長以下のミクロな領
域の物理を調べようとすると、量子効果が含まれていない一般相対性理論では予言出来な
いことを示している。

Planck長：lpl :=
ℏc
Epl

= 1.6× 10−35m. (1.2)

長さ lpl以下のミクロな領域の物理を予言するには、どうしたら良いだろうか。点粒子
を基本要素とした量子場の理論を用いて一般相対性理論のミクロな領域を補完しようと
すると、これらの相性は非常に悪いということが知られており、これまで通りの解析は難
しい。2
自然界に存在する全ての相互作用を統一的に理解する夢に向けて、量子重力理論の構

築は重要である。しかしこの構築は、未だ完全には成されていない現代の未解決課題で
ある。

超弦理論の取り組み
現在のところ、量子重力理論の第一候補は弦理論と呼ばれる体系である。弦理論とは、

理論の基本要素を、点状粒子から長さがO(lpl)ぐらいの 1次元的な “ひも”に拡張した理論
である。この理論は、ひもの励起状態の中に重力相互作用を特徴付ける重力子 (graviton)

が含まれていることから、量子重力の定式化になっているのではないかと考えられている。
また超対称性 (supersymmetry, SUSY)と呼ばれる特殊な対称性を持った “超”弦理論は、

標準模型に現れる全てのゲージ場、物質場とみなすことが可能な励起状態を持っている。
この事実から、超弦理論は量子重力理論の定式化になっているばかりではなく、自然界に

2この困難は、量子場の理論における繰り込み (renormalizaition)の考え方に基づく。4次元時空上の重
力相互作用は、次元解析から irrelevantな相互作用である。従って、低エネルギーでは量子効果は非常に小
さく無視することが出来るが、PlanckスケールEplを超えた領域では強結合になる。強結合領域では、一般
相対性理論を超えた様々な項が理論に入ってくる自由度が生まれてしまい、理論を制御することが難しい。
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開弦 閉弦

背景時空(10次元)

時間発展

IIA型超弦

M

IIB型超弦

I型超弦

ヘテロ型超弦 
(SO(32))

ヘテロ型超弦 
(E8×E8)

図 1.1: (左図:)超弦理論における基本要素。開いたひも (開弦)と閉じたひも (閉弦)が 10

次元の背景時空上に存在する。(右図:)超弦理論の双対性。上記のような IIA型、IIB型、
I型、ヘテロ型 (SO(32))、ヘテロ型 (E8 ×E8)が存在し、これらは双対性で繋がると考え
られている。M理論は IIA型超弦理論の強結合領域を記述するとされている膜の理論で
ある。

存在する全ての相互作用や物質を 1つの枠組みで記述する統一理論としての期待がかけら
れている。

以下では超弦理論について、これまでに知られている側面と理解が十分とは言えない側
面を述べる。超弦理論の基本要素であるひもは、図 1.1左で示したような 10次元の時空
上を漂う 1次元的な物体である。閉じたひもの励起状態は重力相互作用を特徴付けるスピ
ン 2の励起を含み、一方で開いたひもの励起状態はゲージ相互作用を特徴付けるスピン 1

の励起を含む。
これらひもは結合定数 gsを持ち、この相互作用を通じて分裂したり結合したりする。そ

してこの理論は、通常の量子場の理論における摂動論のように、結合定数 gsに関する弱
結合摂動展開によって定式化されている。

これまでに、物理的な無矛盾性等の様々な解析から、摂動的に定義された超弦理論は、図
1.1右に記載した 5種類であることが知られている。またこれらは幾つかの双対性 (duality)

によって、1つの理論の異なる側面に過ぎないと予想されている。
このような 1つの統一的な理論の存在が見えてくると、弦結合定数 gsの摂動的な理解

を超えて、強結合領域も含めた超弦理論の全貌を理解したいと考えるようになる。しか
し、超弦理論の摂動論を超えた非摂動的な側面については、十分な理解が進んでいるとは
言い難い。
通常の量子力学や量子場の理論において、摂動論が理論の真空周りの一側面しか記述し

ないこと等を踏まえると、超弦理論においてもその非摂動的側面の理解が重要であると考
えられる。

弱結合摂動展開 gs ≪ 1を超えた超弦理論の非摂動的側面についての研究は、1995年に
以下の 2つの大きな進展がある。
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1. M理論の提唱 (Witten 1995年) [3]

2. Dブレーンの発見 (Polchinski 1995年) [4]

M理論は、IIA型超弦理論の強結合領域に相当するとされている 11次元時空上の理論
である。3この理論には、超弦理論の基本要素であった “ひも”から更にもう 1次元拡張さ
れたM2ブレーン (M2-brane, membrane)と呼ばれる “膜”が基本要素として登場する。し
かし、膜の理論の量子化が困難であることが相まって、その全容は謎に包まれている。分
かっていることは、幾つかの励起状態の存在と、この理論が古典的には超対称性を持つ 11

次元の重力理論によって記述されるという点のみである。
一方で、Dブレーン (D-brane)とは超弦理論に新たに存在することが明らかになった励

起状態である。この励起状態もまた、M2ブレーン同様に広がりを持った高次元的な物体
であることが分かっている。空間 p次元に広がったDブレーンは、一般にDpブレーンと
呼ばれている。
以上のように、1990年中旬頃からひもの摂動論を超えた領域には様々な次元を持つ物

体が現れることが示されてきた。

ゲージ/重力対応
このような、1次元的なひもに限らない励起状態が存在する超弦理論の非摂動的側面を

理解するにはどうしたら良いだろうか。現在までに幾つかの方向性が示されてきている中
で、本研究ではゲージ/重力対応と呼ばれる双対性を用いた方針に着目する。4

1997年、MaldacenaはDブレーンを用いた議論からゲージ/重力対応 [13]と呼ばれる予
想を提唱した。以下では、不完全な説明であるがこのアイデアを直感的に紹介する。
図 1.2左で描かれたような、N枚のDブレーンが平行に重なった状況でのひもの励起を

考えてみることにしよう。Dブレーン上におけるひもの励起の典型例は、図 1.2右のよう
な筒型の世界面 (world sheet)を描いた過程である。この世界面には、以下の 2種類の解
釈が存在することが知られている。
1つ目は、これを “開弦が 1ループを描いた”と考える解釈である。開弦は、低エネル

ギー極限でゲージ粒子を特徴付ける。従って、この考え方をN 枚のDブレーンの場合に
3図 1.1の描き方について、5種類の超弦理論で五角形を作り、真ん中にM理論を置く描き方も存在す

る。この描き方は、M理論が超弦理論全体を覆う統一理論の正体であると考える立場に基づく。一方、図
1.1はM理論を IIA型理論の強結合領域での描像と位置付け、他の摂動的超弦理論と同様に超弦理論の一
側面と考える立場である。

4超弦理論の非摂動的側面に迫る現代の主な方針は、ゲージ/重力対応の他に以下の 2つが挙げられる。

1. 弦の場の理論の構築

2. 行列模型を用いた定式化

1.の方針は、点粒子の場の理論の拡張から弦の場の理論を構成し、その非摂動的側面までを理解しようと
する素朴な試みである。また 2.の方針は、行列模型 (matrix model)と呼ばれる行列を基本要素とした理論
を用いて弦理論の非摂動的に定式化する試みである。この試みは、非臨界弦理論における研究 [5, 6, 7, 8]
や、超弦理論に対する研究 [9, 10, 11, 12]等が挙げられる。
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N<latexit sha1_base64="xwtvD7++/96HmuzaZW5kU9Pl8bA="></latexit>

枚

DD D

開弦/閉弦 
双対性

図 1.2: (左図:)N 枚のDブレーンが背景時空上に平行に重なった状況。(右図:)開弦/閉弦
双対性。筒状の世界面が 2枚のDブレーンを橋渡ししている過程では、開弦 (左)の励起
と閉弦 (右)の励起の 2種類の解釈が存在する。

拡張すると、この上の低エネルギー有効理論はU(N)ゲージ理論である。例えば、IIB型
超弦理論に現れるD3ブレーンがN 枚重なった状況では、この上の低エネルギー励起は 4

次元のN = 4U(N)Yang-Mills (YM)理論で記述されることが分かっている。
2つ目は、これを “閉弦がDブレーン間で交換された”と考える解釈である。閉弦は、先

に述べた通り低エネルギー極限で重力子を特徴付ける。従ってこの考え方に基づくと、低
エネルギー有効理論は重力理論である。D3ブレーンの場合だと、これはAdS5 × S5上の
重力理論である。AdS時空とは、反ドジッター (anti-de Sitter)時空の略称で、複数枚の
Dブレーンの存在によって平坦時空から大きく曲げられた重力解を指す。

さて、ゲージ/重力対応とは、このような開弦/閉弦の各解釈に基づいて現れた両者の物
理量、例えば以下で示した分配関数等が等価であるという主張である。

Zゲージ理論 =︸︷︷︸
予想

ZAdS 時空上の重力理論. (1.3)

この予想にはきちんとした証明はまだ存在しないが、現在までに幾つかの定量的な状況証
拠が集まっている。
この等価性を信じると、重力理論 (閉弦理論)とゲージ理論の各パラメータは以下のよ

うに対応すると考えられている。

gs ∼ 1/N, ls/lAdS ∼ 1/λ. (1.4)

ここで gsは弦結合定数、lsはPlanck長程のひもの長さ、lAdSはAdS時空におけるAdS半
径と呼ばれるパラメータである。またN はゲージ群の自由度、λはゲージ結合定数 gYM

とN をかけあわせた’tHooft結合定数 λ := g2YMN である。
この対応関係を信じると、N → ∞と取ったラージ N 極限 (large-N limit)かつ強結

合極限 λ → ∞は、ひもが広がりを持つ効果や量子効果が効いてこない閉弦理論の古典
極限に相当する。今の場合、古典極限には超対称性を持った重力理論である超重力理論
(supergravity, SUGRA)が現れる。
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重力理論

ls/lAdS
<latexit sha1_base64="Z1qnfjpHBw1VFmsD8/YQmrHRWE0="></latexit>

gs
<latexit sha1_base64="4OO3Sb+Y72FQcK7CHaHk7OKeaog="></latexit>

古典重力 ⇒ ひもの効果

⇒
重力の量子効果

ゲージ理論

1/�
<latexit sha1_base64="sNt0mNGIBTFavkue/GPUqxpmkJY="></latexit>

1/N
<latexit sha1_base64="De4EjQ9PA8yol7F0Qs/14w3dQqg="></latexit>

N ! 1,
<latexit sha1_base64="a8ywQhWvCAS2o1v4mb1IGfzSkl4="></latexit>

� ! 1
<latexit sha1_base64="kEreydmDNRKV5kZbZjqT1FhPw+0="></latexit>⇢

<latexit sha1_base64="J3wiovcLUJzW3G8P3iUNQrzSZYc="></latexit>

⇒

補正1/N
<latexit sha1_base64="j3P2QG69n/WgYzj/D01WUcvOk5I="></latexit>

⇒ 補正1/�
<latexit sha1_base64="wPskl3+kD/rIPbqVQz+Ise9UxcU="></latexit>

図 1.3: (左図:)重力理論のパラメータ空間。gsは弦結合定数、lsはひもの長さ、lAdSは
AdS半径である。一般にAdS時空上の重力理論は古典極限 gs → 0, ls → 0を超えた解析
が難しい。(右図:)ゲージ理論のパラメータ空間。N はゲージ群の自由度、λは’tHooft結
合定数である。双対性を信じると、N → ∞, λ → ∞が古典重力と対応する極限に相当す
る。ゲージ理論側は、任意領域できちんと定義されており、こちらの解析から原理的には
重力の量子効果やひもの効果が予言出来ると期待される。

一方この極限からの 1/N 補正は、超弦理論に基づく重力の量子補正と考えることが出
来る。ゲージ理論側はこれまでに解析方法が様々に開発されてきた点粒子の場の理論であ
るので、場の理論の解析から超弦理論の一側面が捉えられるという訳である。またこの結
果に関するこれまでの解析との無矛盾性の確認は、古典論であるために解析が容易な超重
力理論の計算結果との比較によって主に行われる。5

以上のように、ゲージ/重力対応を用いると、特定の状況からの低エネルギー励起のみ
を考えてはいるものの、ゲージ理論の解析を通じて超弦理論のこれまで知られていない側
面に迫れる可能性がある。特にゲージ理論側は、有限の (N, λ)で定義された理論である
ので、原理的には、この詳細な解析から直接解析が難しい重力の非摂動効果を解析するこ
とが出来ると期待される。

1.2 本研究の目的と概要
本博士論文では、ゲージ/重力対応から超弦理論やM理論の低エネルギー極限との双

対性が期待されている 3次元超対称Chern-Simons-matter (CSM)理論と呼ばれるゲージ
理論に注目する。このクラスの理論の中には、Aharony, Bergman, Jafferis, Maldacenaに
よって 2008年に提唱されたABJM理論 [14]と呼ばれる複数枚のM2ブレーンの低エネル
ギー極限を記述する理論が存在している。従って、この解析からAdS時空上のM理論や
IIA型超弦理論の非摂動的側面に迫れる可能性がある。

54次元のN = 4U(N)YM理論とAdS時空上の閉弦理論の場合には、可積分性や数値解析を用いて、古
典極限を超えた等価性の確認が示されている。
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またABJM理論を含む 3次元超対称CSM理論は、量子場の理論として直接解析するこ
とが困難であるが、近年進展が著しい局所化 [15, 16, 17]と呼ばれる手法を用いることで、
Chern-Simons (CS)行列模型と呼ばれる比較的単純なN 個の行列固有値のダイナミクス
に還元されることが明らかになっている。特に、ABJM理論を還元して現れる行列模型
はABJM行列模型と呼ばれる。行列模型まで還元されたこれらの理論は、場の理論にお
いて良く知られた解析法である 1/N 展開法 (1/N expansion)[18, 19]を用いて、その非摂
動効果を含めた詳細な解析が可能である。6

本研究の目的は、CS行列模型の詳細な解析から超弦理論の非摂動的側面を明らかにす
ることである。本論文では、CS行列模型のラージN極限での新たな振る舞いを解析した
私達の研究結果 [21, 22]を記載する。ここでNは行列模型の基本変数となる行列のサイズ
である。ラージN 極限とは、その自由度について無限大極限N → ∞を取り、1/N に関
する摂動展開で理論の物理量を評価することに相当する。

以下では、本研究の概要を述べる。一般的に行列模型のラージN極限での振る舞いは、
N個の行列固有値に関する運動方程式の解によって特徴付けられる。これまでのCS行列
模型に関する運動方程式の解析では、その解析解の構成が先行研究 [23, 24, 25, 26]によっ
て成されていたものの、それは系の基底状態に相当する 1種類しか発見されていなかった。
本研究では、この模型の解析解が新たに無限個存在することを示し、この無限個の解の

系統的な構成方法を提案する。新たに構成されたこれらの解は、その解析解が持つ特徴か
らマルチカット解 (multi-cut solution)と呼ばれる。このマルチカット解の発見及び解析
的な構成が、本研究が初めて明らかにした主な成果である。
CS行列模型におけるマルチカット解の存在は、既存の解を基底状態とみなした場合、

これに対する非摂動的な励起状態の存在に相当すると考えられる。従ってここでゲージ/

重力対応を用いると、これらの励起状態は、Dブレーンのダイナミクスや、これまでに知
られていない双対な超重力理論における解の存在等の、超弦理論の非摂動的側面と関係す
ることが示唆される。

本論文の終盤では、この示唆の具体的かつ定量的な証拠を示すために、ABJM行列模
型に現れるマルチカット解の物理的役割に着目する。ABJM行列模型は、先に述べたよ
うに IIA型超弦理論やM理論の低エネルギー極限との対応関係が期待されており、従っ
てこの模型のマルチカット解はこれらの非摂動的側面を捉えている可能性がある。
本研究では、私達が新たに発見したABJM行列模型におけるマルチカット解の一部が、

ある極限でD2ブレーンインスタントンと呼ばれる IIA型超弦理論の非摂動的な励起状態
と定量的に関係することを示す。D2ブレーンインスタントンは、IIA型超弦理論の古典極
限に相当する IIA型超重力理論の解析から存在が知られていた励起状態であり、この一致
をもって私達のマルチカット解と超弦理論の非摂動効果の関係を裏付けることが出来る。

61/N 展開法は、1974年、’tHooftが研究 [18]にて強い相互作用を記述するゲージ理論の解析に用いた
手法である。その後、Brezin, Itzykson, Parisi, Zuberによる研究 [19]にて、この手法の行列模型の解析へ
の適用が整備された。またゲージ理論と行列模型のラージN 極限での対応関係を示した重要な研究として、
江口,川合によるラージN 還元 (large-N reduction)[20]が挙げられる。
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また本論文の最後には、この定量的な証拠から ABJM行列模型に限らない CS行列模
型の様々なマルチカット解が、超弦理論の非摂動的側面と関係する可能性を議論する。

以上が本研究の目的と概要である。

1.3 本論文の構成
本論文の構成は、以下の通りである。大きく分けると、第 2, 3章が本研究における予備

知識を紹介したレビュー部分で、第 4, 5章が論文 [21, 22]で示した新しい結果に基づく。

まず第 2章では、3次元超対称CSM理論を導入する。3次元超対称CSM理論はゲージ/

重力対応を通じて、超弦理論の低エネルギー極限と対応関係にあると期待されているある
クラスのゲージ理論の総称である。特にABJM理論 [14]と呼ばれるCSM理論の 1つは、
幾つかの極限の下で IIA型超弦理論やM理論の低エネルギー有効理論に相当することが
期待されており、先行研究 [26]等からその定量的な証拠も上がっている。
またABJM理論を含むCSM理論は、局所化を通じてCS行列模型と呼ばれる行列模型

に厳密に還元されることが知られている。本章では、本研究で解析を行うこの模型がどの
ように導出されるかを概観する。

局所化によって導出されたCS行列模型は、研究 [19]等により良く整備されたラージN

極限の手法が適用可能な解析しやすい模型である。第 3章では、以下に続く章でCS行列
模型を解析する準備として、最も単純な行列模型である Hermitian行列模型のラージN

極限の解析法 [19]を紹介しよう。本章の内容はやや技術的な側面が強いため、研究結果と
直接関係しない技術的な補足計算は付録Aにまとめた。
また本論文における本筋の内容とは逸れるが、Hermitian行列模型におけるラージN極

限の練習問題を付録Bに記載した。特にB.3では、私達の研究 [27]に沿ってカスプ型ポテ
ンシャルを持つ行列模型の非自明な臨界現象をまとめたので、興味に合わせて参照して頂
きたい。

以上により、CS行列模型を解析する準備が整う。第 4章では、pure U(N)CS行列模型
のラージN 極限に着目する。pure U(N)CS行列模型は、数あるCS行列模型の中で最も
単純な模型に相当し、従ってこの解析を元に ABJM行列模型を含む様々な CS行列模型
への一般化が可能である。本章では、私達の研究 [21, 22]に沿って、pure U(N)CS行列模
型のラージN 極限に、これまでに発見されていなかった無限個の解析解が存在すること
を示す。そしてこれらの解の系統的な構成法を提案する。これらの解は、解の持つ数理的
な構造からマルチカット解と呼ばれる。ラージN 極限での複数個の解の存在は、第 3章
で学ぶ行列模型の一般論に従うと、理論の非摂動効果の存在を示唆している。
本章と関連する付録は、付録D及び付録Eである。付録Dでは、本研究で行ったマル

チカット解の構成における別の導出法を補足する。また付録 Eでは、本章の議論で必要
な pure U(N)CS行列模型の分配関数における厳密計算の導出法を紹介する。
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第 5章では、ABJM行列模型に着目する。ABJM行列模型にも、pure U(N)CS行列模
型と同様にこれまでに発見されていなかったマルチカット解が存在する。本章では、ま
ず pure U(N)CS行列模型の解析の一般化から、ABJM行列模型における無限個のマルチ
カット解の系統的な構成が可能であることを示す。
次にこのマルチカット解の一部が、D2ブレーンインスタントンと呼ばれる IIA型超弦

理論の非摂動的な励起状態と定量的に関係することを示す。なお付録 Cでは、本章の後
半で議論に挙がるラージN インスタントンの基礎的な事項を補足解説した。

最後に第 6章では、各章を振り返った後に本研究の結論と今後の展望、課題を述べる。

以上が本論文の構成である。
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第2章 3次元超対称
Chern-Simons-matter理論

本章では、3次元超対称Chern-Simons-matter (CSM)理論について、本研究 [21, 22]の
背景を知る上で必要な事項に絞って簡潔に紹介する。本章の内容は、文献 [28, 29, 30, 31,

96, 97]に基づく。3次元CSM理論に関する更なる詳細な背景は、これらの文献を参照し
て頂きたい。
まずは節 2.1にて、3次元超対称CSM理論を導入する。次に節 2.2にて、このクラスの

理論の幾つかが、ゲージ/重力対応を通じてAdS時空上の超弦理論やM理論と関係して
いることを紹介する。最後に節 2.3にて、S3上の超対称CSM理論が、近年進展した局所
化の手法により行列模型と呼ばれる比較的単純な理論に還元されることを示す。この際に
現れる行列模型が、本研究で主題となる Chern-Simons (CS)行列模型と呼ばれる理論で
ある。

2.1 N ≥ 2 Chern-Simons-matter理論
この節では、N ≥ 2CSM理論について紹介する。N は理論の超対称変換の数に相当す

る。超対称性を持つとは、理論にボゾン的な自由度とフェルミオン的な自由度を入れ替え
る対称性が存在していることを指す。
簡単のため、まずはN = 2でゲージ群が U(N)、物質場が結合していない場合を紹介

しよう。3次元多様体M3上のN = 2 pure U(N)CS理論の作用及び分配関数は

Sg[A, σ,D, λ, λ†] =
ik

4π

∫
M3

Tr

[
A ∧ dA+

2i

3
A ∧ A ∧ A− λ†λ+ 2Dσ

]
, (k ∈ Z),

Z =

∫
D
(
A, σ,D, λ, λ†) exp [−Sg[A, σ,D, λ, λ†]

]
, (2.1)

と与えられる。ここで A(x) := Aµ(x)dx
µ (µ = 1, 2, 3)は、M3 上のゲージ場 1形式で、

N×N Hermitian行列場である。超対称化によって現れる場 (σ,D, λ, λ†)もまた、U(N)の
随伴表現 (adjoint representation)に属するN ×N Hermitian行列場である。この中でも
λ, λ†は、ゲージ場の超対称パートナーに相当する複素Dirac場に相当する。一方で、σ,D

は超対称変換が閉じるように導入された実スカラー補助場である。
結合定数に相当する kは、CS準位 (Chern-Simons level)と呼ばれる質量次元 0のパラ
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メータであり、理論のゲージ変換

A → A(g) = gAg−1 − ig (dg−1), (g ∈ U(N)) (2.2)

における不変性から、整数性 k ∈ Zが要請される。ゲージ群 U(N)に関するCS準位が k

で与えられる時、簡単に U(N)kと記述するのが慣習である。

CS項のみで記述されたこの理論 (2.1)は、一般的なYang-Mills (YM)項とCS項を持つ
ゲージ理論の低エネルギー極限に相当する。これは、以下の議論に基づく。
簡単のため、3次元多様体M3が平坦時空R3である場合を考えよう。YM項及びCS項

のラグランジアンLは、

LYM =
1

4g2YM

Tr (FµνF
µν) + · · · , (Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + i[Aµ, Aν ]) ,

LCS =
ik

4π
Tr (ϵµνρAµFνρ) + · · · , (2.3)

と書くことが出来る。gYMはゲージ結合定数、kはCS準位である。また · · · 部分は超対
称化に伴って現れる場を持つ項に相当するが、この議論では関係しないため、明らかには
書かないことにする。
一般に低エネルギーの赤外領域では、繰り込みの観点から結合定数の質量次元の高い項

が支配的である。先に述べたように、CS項の係数 kは次元勘定から質量次元 0である。一
方で、YM項の係数 1/g2YMは質量次元−1である。従ってCS項が存在する k ̸= 0の場合で
あれば、YM項は素朴な次元勘定から赤外領域では効かない。1また k自身は、先に述べた
ようにゲージ対称性から整数値に量子化されており、gYMのようにエネルギースケールの
変化に伴って変更を受けない。以上より、理論 (2.1)は 3次元ゲージ理論の低エネルギー
極限、すなわち共形場理論 (conformal field theory, CFT)に相当していることが分かる。

以上が、超対称CSM理論の中で最も単純なN = 2 pure U(N)kCS理論の概要である。
このゲージ群を一般の群Gに拡張し、ゲージ対称性や超対称性から可能な物質場を任意
に結合させた理論が、一般のN ≥ 2 CSM理論である。次節では、幾つかの特別なN ≥ 2

CSM理論がゲージ/重力対応を通じて超弦理論と関係していることを紹介しよう。

2.2 N ≥ 2Chern-Simons-matter理論と超弦理論
前節では、超対称 CSM理論と呼ばれるクラスの 3次元ゲージ理論について紹介した。

この中の幾つかの理論は、ゲージ/重力対応 [13, 32]を通じて、AdS時空上の超弦理論やM

理論の低エネルギー有効理論であることが期待されている。数あるCSM理論の中でも、特

1この議論は、より単純にはYM項と CS項の微分の数を比較するという説明方法がある。YM項は、式
(2.3)を眺めてみれば微分が２つ存在する。一方、CS項は微分が 1つである。座標に関する微分 ∂µは、運
動量表示では運動量 pµそのものである。運動量 pµは、低エネルギー極限で小さな値を取るので、pµの高
次に相当する YM項は赤外領域の物理では効いてこないとみなせる。
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M2

M2

M2M2 時間発展で 
描かれる世界体積

図 2.1: (左図:)N枚のM2ブレーンが背景時空上に平行に重なった状況。(右図:)M2ブレー
ンの時間発展。膜状の物質が時間発展すると、その軌道が描く世界体積は 3次元である。
従って、この世界体積上の低エネルギー有効理論は 3次元の場の理論であると期待出来る。

に超弦理論やM理論との関係がよく知られた例はAharony, Bergman, Jafferis, Maldacena

によって 2008年に提唱された ABJM理論 [14]と呼ばれる理論である。ABJM理論は、
ゲージ群がG = U(N)k ×U(N)−kで、双方のゲージ群に対して基本表現 (bi-fundamental

representation)を取る物質場が 4個結合したN = 6CSM理論である。

以下では、ABJM理論が研究対象として注目されることになった経緯を簡潔に述べる。
この経緯には、Wittenにより 1995年に提唱されたM理論 [3]が深く関係する。
Maldacenaによりゲージ/重力対応 [13, 32]が提唱されて以来、超弦理論の研究者の中

では、M理論の理解にもこの考え方が役立つのではないかという期待があった。M理論
はその構成要素がM2ブレーンと呼ばれる 2次元膜であるため、その量子論的な性質を直
接的に調べることは膜の量子化の困難に伴って難しい。このような膜の上の低エネルギー
有効理論が、ゲージ/重力対応の考え方を通じてゲージ理論で記述出来たら、直接的には
解析が難しいM理論の理解が進むと期待される。
M理論の古典極限に相当する 11次元超重力理論の解析は、Klebanov, Tseytlinによる

1996年の研究 [33]によって成されている。この結果に基づくと、M2ブレーンがN 枚集
まった状況では、理論の自由エネルギー FSUGRA := − logZSUGRAにおけるN 依存性が

FSUGRA ∼ O
(
N3/2

)
, (2.4)

と振る舞うことが知られている。従って双対なゲージ理論が構成されたとすると、このよ
うな非自明なN 依存性を古典極限N → ∞で持つことが絶対条件である。ゲージ理論の
中でよく知られた YM理論は、ラージN 極限で自由エネルギーがO (N2)と振る舞うこ
とが知られており、M理論の低エネルギー有効理論としては不適である。

このような背景を持った理論研究の中で、超弦理論においてこれまで調べられてきた双
対性等の知識を駆使して構築された理論がABJM理論 [14]である。2この理論は、図 2.1左

2ゲージ理論を用いてM理論を調べようという試みは、Schwarzによる 2004年の研究 [34]に始まる。また、
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で示したように、N 枚のM2ブレーンが 11次元時空間中に並行に重なった状況下での低
エネルギー励起を記述すると期待されている超対称共形場理論である。ABJM理論に至
るDブレーンを用いた議論は非常に複雑であるため、本論文では割愛する。構成の詳細
に興味がある場合は、原論文 [14]を参照して頂きたい。

以下では、超弦理論やM理論の詳細を知らずとも直感的に理解が可能な、M理論の低
エネルギー有効理論が 3次元超対称CSM理論になる理由を、文献 [97]に沿って述べるに
留める。
まずM理論の構成要素であるM2ブレーンは 2次元的な膜である。従って、図 2.1右で示

したように時間発展で 3次元的な軌道を描く。この軌道は一般に世界体積 (world volume)

と呼ばれ、M2ブレーンの上の低エネルギー励起は、この世界体積上の理論である。従っ
て、M2ブレーン上の低エネルギー有効理論は 3次元時空上の場の理論となることが期待
される。
またM理論が持つパラメータはプランク長 lplのみであることが知られており、無次元

のパラメータは存在しない。これはM理論を統一理論の候補として捉えた時の魅力の 1

つなのであるが、これを信じると、低エネルギー有効理論であるゲージ理論もまた余計な
無次元パラメータを持たないと考えられる。場の理論において、そのような理論は共形場
理論である。

以上の考察、及びM理論に存在する超対称性が低エネルギーでも保たれていること等
を考慮すると、このような条件を満たすゲージ理論は前節で紹介した 3次元超対称CSM

理論である。なお、本研究では解析を行わないが、重力双対の存在が明らかになってい
るCSM理論は、ABJM理論の他に、ABJM理論を拡張したAharony, Bergman, Jafferis

による ABJ模型 [39]やGaiotto, TomasielloによるGT模型 [40]等が挙げられる。また、
CSM理論の中で最も単純な pure U(N)CS理論 (2.1)の重力双対の存在は明らかではない
が、この理論はWittenによる研究 [41]により、位相的弦理論 (topological string theory)

と呼ばれる特殊な弦理論と対応関係にあること等が分かっている。

ABJM理論におけるM理論極限と IIA型超弦理論極限
以下ではABJM理論 [14]に話題を絞り、これまでの先行研究と本研究の立ち位置を述

べる。この概略図は、図 2.2に記載した。
次節で述べる技術的な理由から、理論が定義されている 3次元多様体M3を球面 S3の

場合に限定する。S3上のABJM理論には、以下の２種類のラージN極限が知られている。

M理論極限 : N → ∞, k :固定,

IIA型超弦理論極限 : N → ∞, λ := N/k :固定. (2.5)

歴史的にはBagger, Lambertによる研究とGustavssonによる研究から構成されたBLG模型 [35, 36, 37, 38]
と呼ばれる理論が、複数枚のM2ブレーン上の低エネルギー有効理論として有望であった。しかし BLG模
型は、ゲージ群が満足すべき条件が強すぎる等の問題から、例外的な幾つかの理論しか構成することが出
来ないことが後に明らかになった。これらの歴史を踏まえて構成された理論が ABJM理論 [14]である。
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ABJM
M理論極限 (N, k)
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図 2.2: 本研究の立ち位置。ABJM理論は、各古典極限において超重力理論と一致するこ
とがDrukker, Marino, Putrovによる研究 [26]により確認されている。これを踏まえると、
その更なる詳細な解析から重力の量子効果を読み取ることが出来ると期待される。本研
究では、特に IIA型超弦理論極限 (N → ∞, λ := N/k : 固定)における非摂動効果に着目
する。

これらは、ゲージ/重力対応を通じてそれぞれAdS時空上のM理論及び超弦理論の低エ
ネルギー極限と双対関係にあることが期待されている。

まずはM理論極限 (N → ∞, k :固定)について述べる。CS準位 kを固定したABJM理
論は、先述の通り図 2.1左で示したN枚のM2ブレーン系の低エネルギー有効理論に相当
する。
特に kを固定したままラージN極限を取った極限は、11次元の超重力解AdS4 × S7/Zk

と物理量が一致することが期待される古典極限である。Drukker, Marino, Putrovによる
研究 [26]では、ABJM理論から導かれる自由エネルギー F := − logZについて、11次元
超重力解の自由エネルギー (2.4)と古典極限で一致することが確かめられている。この結
果は、AdS時空上のM理論におけるゲージ/重力対応の定量的な証拠を与えたと言える。
研究 [26]については、本研究の内容と深く関わりを持つため、第 5章にて詳しく紹介する。
以上の証拠に基づくと、ABJM理論をラージN 極限で更に調べることで、これまで評

価することが難しかったM理論の量子効果を解析することが出来ると考えられる。M理
論の場合、唯一のパラメータは Planck長 lplであるため、1/N 補正は Planck長に対する
補正に相当する。ABJM理論自身は、有限値の (N, k)で非摂動的にきちんと定義された
場の理論である。従って、この解析からこれまでの直接的な解析ではよく分かっていない
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M理論の非摂動的側面に関する理解が進むと意義深い。
実は、近年M理論極限に関する非摂動効果の研究については進展が著しい。特にMarino,

Putrovによる研究 [42]では、フェルミガス法 (Fermi gas approach)と呼ばれる手法が開
発された。この手法を用いると、ABJM理論のN3/2則 (2.4)をより簡単に導出すること
が出来る。更にこの方法を発展させると、1/N 展開の非摂動効果も含めた詳細な解析が
可能であることが最近の進展 [42, 43, 44, 45, 46]により判明している。フェルミガス法を
用いた解析の進展は、レビュー文献 [30, 31]を参照して頂きたい。

次に、IIA型超弦理論極限 (N → ∞, λ := N/k :固定)について述べよう。この極限は、
IIA型超弦理論の低エネルギー極限との対応が期待されている極限である。λ = N/kを有
限に保つこの極限は、YM理論との類推から’tHooft極限 (’tHooft limit)とも呼ばれてお
り、本研究ではこの極限におけるABJM理論の振る舞いに着目する。
IIA型超弦理論極限では、古典極限に相当するラージN 極限かつ強結合極限 λ → ∞を

取ったリーディングにおいて、10次元超重力解AdS4 × CP3と物理量が一致することが
期待される。これもまたDrukker, Marino, Putrovによる研究 [26]において、古典極限で
の自由エネルギーの一致が確認されており、この解析結果もこの模型でゲージ/重力対応
が上手く働いている証拠の 1つとして数えられている。
この双対性に基づくと、リーディングからの 1/N 補正は弦結合定数 gsに対する補正、

すなわち量子効果である。1/λ補正はひもの長さ lsと関係し、基本要素であるひもが広が
りを持っている効果に相当する。

さて、M理論極限における詳細な解析の成功等を踏まえると、IIA型超弦理論極限にお
いても、ABJM理論の更なる解析から超弦理論の非摂動的側面に迫れるのではないかと
考えられる。1つのゲージ理論から、M理論と IIA型超弦理論の両面を、非摂動効果まで
含めて解析する準備が整った模型は、ABJM理論 [14]とその亜種 [39, 40]以外には知られ
ておらず、この視点からもABJM理論は超弦理論の非摂動効果を調べる良い模型である
と考えられる。しかしDrukker, Marino, Putrovによる研究 [26]以来、この極限における
非摂動効果に関する進展はやや乏しい。

本研究では、ABJM理論を含む超対称 CSM理論の’tHooft極限での振る舞いに注目す
る。ABJM理論の場合、この極限を詳細に解析することで IIA型超弦理論の非摂動的側
面の理解が期待される。超弦理論の非摂動効果は、典型的にDブレーンの励起による寄
与である。
先に本論文の結論を述べておくと、私達はABJM理論の自由エネルギーの 1/N 展開の

中に、IIA型超弦理論の非摂動的な物体であるD2ブレーンが非自明な背景時空に巻き付
いた非摂動効果が含まれている可能性を示した。D2ブレーンインスタントンと呼ばれる
この配位は、先行研究 [47]によってABJM理論の励起状態の中に存在することが既に判
明しているが、本研究では、このD2ブレーンインスタントンが “複数個”励起した状態と
予想付く配位を初めて発見した。またこの他にも超弦理論の非摂動的側面と関係する可能
性を持った様々な励起状態の存在を発見した。ABJM理論に関するこれらの解析は、第 5

章に紹介する。
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さて、第 5章で述べる結論に向けて 1つずつ議論を詰めていく。ABJM理論を含む S3

上のN ≥ 2CSM理論は、局所化 (supersymmetric localization)と呼ばれる手法 [15, 16,

17, 48, 49]により、比較的解析のしやすい模型に厳密に還元されることが知られている。
Drukker, Marino, Putrovによる研究 [26, 47]や、本論文で述べる私達の研究 [21, 22]は、
全てこの局所化を用いて還元された模型の解析に基づく。次節では、この局所化のアイデ
アを示し、本研究で詳細に解析した還元された分配関数について紹介しよう。

2.3 S3上のN ≥ 2Chern-Simons-matter理論の局所化
この節では、超対称性を用いた局所化 (supersymmetric localization)[15, 16, 17, 48, 49]

により、S3上のN ≥ 2CSM理論が行列模型に次元還元されることを紹介する。以下に示
すように、S3のようなコンパクト多様体上の超対称場の理論の分配関数は、超対称性を
代表とするグラスマン奇 (Grassmann odd)な対称性を利用して、非常に簡単な分配関数
に還元させることが出来る。

局所化の基本的なアイデアを紹介しよう。あるコンパクト多様体上に定義されたグラス
マン奇な対称性 δを持つ理論S[ϕ]を考える。ϕは理論内に存在する場の集合である。この
ような理論の分配関数は、形式的に

Z =

∫
Dϕ exp [−S[ϕ]], δS[ϕ] = 0, (2.6)

と書くことが出来る。ここで分配関数の積分測度Dϕは、変換 δの下で不変であると仮定
する。物理的には、この対称性に量子異常 (anomaly)が無いことを課すことに相当する。
グラスマン奇な対称性 δを持つこの理論は、

LB := δ2, (2.7)

に対しても不変である。LBは、グラスマン奇な対称性の 2乗であることからグラスマン
偶 (Grassmann even)な対称性で、ゲージ対称性や Lorentz対称性の線形結合によって書
かれる。

次に、以下の変形された分配関数を導入しよう。

Z(t) :=

∫
Dϕ exp [−S[ϕ]− tδV ]. (2.8)

ここで δV は、Q-厳密項 (Q-exact term)と呼ばれる。V 自身は、理論の Lorentz対称性や
ゲージ対称性等の線形結合から書かれるLBに対して不変なグラスマン奇な演算子である
とする。また tは変形パラメータで、t = 0を取ると元の分配関数Zと一致する。
実は物理量Z(t)は、パラメータ tに依らないことが以下の素朴な計算から導かれる。

dZ(t)

dt
= −

∫
Dϕ δV exp [−S[ϕ]− tδV ]

= −
∫

Dϕ δ (V exp [−S[ϕ]− tδV ]) = 0. (2.9)
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ここで 2番目の等式では、作用 Sが δに対して不変であること、及び V が LB = δ2に対
して不変であることを用いた。また最後の等式では、理論がコンパクト多様体上に定義さ
れている場合、表面項が 0になることを用いた。
以上より、Z(t)は tに依らないため、元の分配関数Z(0)と任意の tでのZ(t)は同値で

あることが分かる。そこで、変形された分配関数Z(t)について、t → ∞極限を考えてみ
よう。この極限では、場 ϕに関する経路積分Dϕを、鞍点近似により評価することが出来
る。例えば、Q厳密項 δV のボゾン部分 (δV )Bに最小値が存在し、これが原点に規格化さ
れていたとすると、経路積分の値は t → ∞極限で

(δV )B = 0, (2.10)

に局在する。従ってこの方程式の解の周りで鞍点近似を行えば、Z(t)は積分の実行から
元の分配関数よりも簡約化されると期待出来る。
以上の手順を形式的にまとめたものが、以下の式である。

Z = Z(0) =
dZ(t)
dt

=0

Z(t) =
dZ(t)
dt

=0

lim
t→∞

Z(t). (2.11)

このように、局所化によって簡約化された球面 S3 上の分配関数は、S3 分配関数と呼ば
れる。

さて、先行研究 [16, 17, 48, 49]では、以上の局所化のアイデアを用いて S3上のN ≥
2CSM理論の簡約化が行われた。以下では CSM理論の S3分配関数がどのような形式で
与えられるかについて、N = 2 pure U(N)CS理論とABJM理論の場合で紹介しよう。具
体的に、式 (2.1)等からどのように S3分配関数が導かれるかについての詳細な計算は、原
論文 [16, 17]やレビュー文献 [28, 50]を参照して頂きたい。

超対称CSM理論の中で、最も単純なN = 2 pure U(N)CS理論の S3分配関数は

ZU(N)kCS(N, k) =
1

N !

∫ ∞

−∞

N∏
i=1

dui

2π
e−

k
4πi

∑
i u

2
i

N∏
i<j

[
2 sinh

ui − uj

2

]2
, (2.12)

と与えられる [51, 16, 17]。元の分配関数 (2.1)と比較すると、局所場の理論における経路
積分から、単なるN 自由度の数に関する有限積分に次元還元されている点が大きな違い
である。
ABJM理論への一般化に備えて、式 (2.12)の各部分が、局所化の手順で何を評価した

結果に相当するのかを述べておく。まず ui, (i = 1, · · · , N)は、元の分配関数 (2.1)では
N ×N行列スカラー補助場 σの固有値に相当する。固有値 uiに関してGaussian型で与え
られる指数関数部分は、鞍点近似 t → ∞の下での理論の作用Sg(2.1)の古典解である。古
典解であるにも関わらず、N 個の行列固有値 ui, (i = 1, · · · , N)に関する定数積分が残っ
ているのは、Q-厳密項 δV の最小値を特徴付ける式 (2.10)が、有限個の定数モジュライ
(moduli)を持った解を与えるからである。また sinh型で与えられた部分は、ゲージ場の
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作用について鞍点近似 t → ∞を取った時の古典解からの揺らぎを評価した 1ループ行列
式に相当する。

ABJM理論の場合に移ろう。ABJM理論の S3分配関数は

ZABJM(N, k) =
1

(N !)2

∫ ∞

−∞

N∏
i=1

dµi

2π
e−

k
4πi

µ2
i

N∏
j=1

dνj
2π

e
k

4πi
ν2j

∏N
i<j

[
2 sinh

µi−µj

2

]2∏N
i<j

[
2 sinh

νi−νj
2

]2∏N
i,j=1

[
2 cosh

µi−νj
2

]2 ,

(2.13)

と与えられる [16, 17]。pure U(N)CSの場合と同様、積分変数µi, νj, (i, j = 1, · · · , N)は、
ゲージ群 U(N)k × U(N)−kに関する各スカラー補助場 σの固有値である。指数関数部分
は各ゲージ群の作用の古典解である。sinh項もまた、ゲージ項に関する古典解からの揺ら
ぎの 1ループ行列式である。一方で、式 (2.12)の場合には無い cosh型で与えられた分母
の項は、各ゲージ群について基本表現を取る 4個の物質場の 1ループ行列式に相当する。

以上のように、局所化を用いると S3上のN ≥ 2 CSM理論は比較的単純な有限次元積
分に還元される。これら積分は、次章で紹介する行列模型と呼ばれる系に構造がよく似て
いることからChern-Simons (CS)行列模型と呼ばれる。
本研究では、この CS行列模型の’tHooft極限 (N → ∞, λ := N/k : 固定)に着目する。

式 (2.12)や式 (2.13)を眺めると、有限次元積分まで還元されたことは良いが、まだ未完
遂の積分が残っている。これを、超弦理論の低エネルギー極限と関係するラージN 極限
(2.5)で評価するには、どうしたら良いだろうか。実はこの解析には、研究 [19]によって整
備された行列模型のラージN 極限を評価する手法が上手く応用可能であることが知られ
ている。従って次章では、CS行列模型のラージN 極限を評価する準備として、研究 [19]

とそれに続く進展によって整備された行列模型の解析法を紹介する。
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第3章 行列模型のラージN極限

本章では、CS行列模型のラージN極限を調べる上で基礎となる行列模型の解析手法を
紹介しよう。まず節 3.1では、行列模型の中で最も単純なHermitian行列模型を導入する。
節 3.2では、行列模型のラージN 極限に関する Brezin, Itzykson, Parisi, Zuberらによる
研究 [19]を紹介する。節 3.3では、節 3.2で紹介した一般論に従って、簡単な例題である
Gaussian型ポテンシャルを持つHermitian行列模型のラージN 極限を評価した結果を記
載する。
なお本章における補足的な計算は、付録Aにまとめた。更に付録Bには、幾つかの例

題を解析した結果を記載した。特に節B.3では、私達の研究 [27]に基づいて、カスプ型ポ
テンシャルを持つHermitian行列模型の臨界現象を調べた結果をまとめた。
また本章、及び本章に関連する付録A,付録Bの内容は、文献 [29, 52, 53, 98]に基づく。

3.1 Hermitian行列模型
行列模型 (matrix model)とは、行列を基本変数とする 0次元場の理論の総称である。“0

次元”とは場の局所自由度が存在しないことに相当し、従ってこの理論における経路積分
は通常の数に関する有限次元積分である。また局所自由度が存在しないためにこの理論に
は運動項が存在せず、作用はポテンシャル項のみで構成される。
最も単純なN ×N Hermitian行列M を変数とする 1行列模型の分配関数、及び自由エ

ネルギーは

ZN :=

∫
dM exp [−N TrV (M)], F := − logZN , (3.1)

と与えられる。変数行列に関する積分測度 dM は∫
dM :=

∫ ∞

−∞

N∏
i=1

dMii

N∏
i<j

dReMijdImMij, (3.2)

と定義されている。これは任意の並進Mij → Mij + ϵijに対して不変な測度である。行列
M によって記述される任意の物理量O(M)の真空期待値は、通常の場の理論と同様に

⟨O(M)⟩ := 1

ZN

∫
dM O(M) exp [−N TrV (M)], (3.3)

と与えられる。
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この模型は Hermitian行列模型と呼ばれる。Hermitian行列模型 (3.1)自身も、ラージ
N 極限で非臨界弦理論と呼ばれる弦理論と対応関係にあることが知られている。この対
応関係の詳細については、文献 [98]に記載された内容と参考文献に挙げられた論文を参照
して頂きたい。本論文における本章の内容は、CS行列模型の解析を見越した準備という
位置付けであるため、行列模型のラージN極限における技術的な側面に絞って記載する。

さてN2自由度の積分 (3.1)は、一般的なポテンシャルを持つ場合には解析的に評価す
ることが難しい。ところがラージN 極限では、任意の多項式型ポテンシャル

V (M) =
∑
k≥0

gk
k
Mk, (3.4)

を持つ行列模型の場合で、自由エネルギーを評価する一般論が Brezin, Itzykson, Parisi,

Zuberらによる研究 [19]によって与えられている。ここで gk, (k = 0, 1, · · · )は、結合定数
に相当する任意パラメータである。
以下では、研究 [19]に基づいて積分 (3.1)の評価法を紹介する。後で示すように、これ

はCS行列模型 (式 (2.12)や式 (2.13))の解析にも応用が可能である。まず積分 (3.1)の被
積分関数は、

exp [−NTrV (M)] = exp

[
−N

N∑
i=1

V (zi)

]
,

と書き換えることが出来る。ここで zi, (i = 1, · · · , N)はHermitian行列M の固有値で、
実数の変数である。積分測度 dMは、今のように被積分関数が行列の固有値にのみ依る場
合、適当なゲージ固定を行って固有値積分以外の自由度を先に積分してしまうことで

dM ∝
N∏
i=1

dzi ∆
2 ({zi}) , ∆({zi}) =

N∏
i<j

(zi − zj), (3.5)

と厳密に変形可能である。ここで∆({zi})は、Vandermonde行列式と呼ばれる。また、∝
は物理量の真空期待値 (3.3)を評価する際には関係してこない分配関数の定数倍部分を無
視したという意味である。式 (3.5)の導出については、付録A.1に記載した。
以上より、分配関数 (3.1)はN2自由度の積分から、N 自由度の積分

ZN ∝
∫ ∞

−∞

N∏
i=1

dzi∆
2 ({zi}) exp

[
−N

N∑
i=1

V (zi)

]

=

∫ ∞

−∞

N∏
i=1

dzi exp
[
−N2Seff ({zi})

]
, (3.6)

に厳密に還元されることが分かる。この 2行目で導入した有効作用 Seff ({zi})は

Seff ({zi}) =
1

N

N∑
i=1

V (zi)−
1

N2

N∑
i=1

N∑
j ̸=i

log |zi − zj|, (3.7)
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である。この有効作用を眺めると、第 1項目が各固有値 zi (z = i, · · · , N)に対するポテン
シャル項の役割を果たしていることが分かる。この項を、本論文では “古典”ポテンシャ
ルと呼ぶ。一方で、Vandermonde行列式由来の第 2項目は、異なる固有値間の 2体相互
作用として働くことが分かる。1つの固有値が第 2項目の相互作用部分も含めて実際に感
じることになるポテンシャルを、本論文では “有効”ポテンシャルと呼ぶことにする。

これとよく似た構造を CS行列模型も持っていることに気付く。例えば pure U(N)CS

行列模型 (2.12)を見直してみると、積分変数 ui, (i = 1, · · · , N)が行列固有値の役割を果
たしていることが分かる。pure U(N)CS行列模型に関する有効作用は

S
pureU(N)CS
eff ({ui}) =

1

N

N∑
i=1

u2
i

4πiλ
− 1

N2

N∑
i=1

N∑
j ̸=i

log

(
2 sinh

ui − uj

2

)
, (λ := N/k),

(3.8)

と与えられる。第 1項目は、Gaussian型で与えられる固有値 uiに関する古典ポテンシャ
ル項である。一方で sinh項は、Hermitian行列模型と関数形が異なるものの、固有値間の
2体相互作用項として働いている。このようにHermitian行列模型はCS行列模型と非常
によく似ており、同じ解析手段によって評価出来そうであることが見て取れる。

3.2 ラージN極限
ラージN 極限とは、理論が持つパラメータN についてN → ∞を取って、結合定数 gk

については任意の値のまま自由エネルギー等の物理量を評価する手法である。この手法を
用いる大きな利点の 1つは、通常の場の理論の解析で行う結合定数 gkに関する弱結合摂
動展開では評価が出来ない強結合領域 gk ≫ 1における物理量の評価が可能な点である。
この意味で、1/N 展開法は場の理論の非摂動的手法の 1つに数えられる。

今、積分 (3.6)を見れば分かるように、有効作用はN2によってスケール倍されている。
有効作用 Seff(3.7)自身は、和記号

∑N
i=1を素朴にO(N)であると見積もると、ポテンシャ

ル項と相互作用項共にラージN 極限でO(N0)であることが分かる。従ってN → ∞で
は、積分の評価において鞍点近似が有用である。鞍点方程式は、有効作用 (3.7)に対する
微分から

dSeff ({zi})
dzi

= 0, → V ′(zi) =
2

N

N∑
j ̸=i

1

zi − zj
, (i = 1, · · · , N), (3.9)

と与えられる。この式を見ると、Vandermonde行列式由来の右辺が固有値間の斥力とし
て働いていることが分かる。各固有値に対する古典ポテンシャルV (zi)は共通であるため、
全ての固有値はこのポテンシャルを最小化する鞍点 V ′(zi) = 0に近付く。ところが古典的
な鞍点の近傍では固有値間の斥力が強く働くため、N 本の方程式 (3.9)を同時に解くと、
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　:行列固有値 V (z)
<latexit sha1_base64="+3pJRO4dOr5fUMTr0Ni/yc8oHpo="></latexit>

z
<latexit sha1_base64="OSV3tJ1PHw/6crWlAJYaZ6yyIjc="></latexit>

斥力相互作用

ポテンシャル

z
<latexit sha1_base64="OSV3tJ1PHw/6crWlAJYaZ6yyIjc="></latexit>

⇢(z)
<latexit sha1_base64="h6+Rr1RMYv6vZYVoR4ZvRssU4zU="></latexit>

鞍点
z

<latexit sha1_base64="OSV3tJ1PHw/6crWlAJYaZ6yyIjc="></latexit>

N ! 1
<latexit sha1_base64="rDsJbaaia3Z5ewpW9DTG9mrcFis="></latexit>

ポテンシャル

図 3.1: (左図:)ポテンシャル V (z)中の固有値 zi, (i = 1, · · · , N)の分布。ポテンシャル
V (z)が固有値を全て鞍点 V ′(z) = 0近傍に集積させるが、固有値間に斥力相互作用が働
き、O(1/N)ぐらいの適当な距離を持って配位する。(右図:)固有値密度 ρ(z)の連続関数
化。ラージN 極限では固有値間のO(1/N)の隔たりは見えなくなって連続関数化する。

これら固有値はO(1/N)ぐらいの適当な距離を保って配位すると考えられる。簡単のた
め、古典的な鞍点がただ 1つしかない場合の固有値の分布を図 3.1左に記載した。

一般に、N本の方程式 (3.9)を同時に解くことは難しい。しかしそのラージN極限での
固有値の振る舞いを調べることは、以下の固有値スペクトル密度関数を導入することで可
能である。

ρ(z) :=
1

N

N∑
i=1

δ(z − zi),

∫ ∞

−∞
ρ(z)dz = 1. (3.10)

この規格化は、定義から簡単に確かめることが出来る。ρ(z)は、各固有値がラージN 極
限で鞍点近傍に局在する特徴から、この極限では有限領域に台 (support)をもった連続関
数として振る舞うと考えられる。これもまた、簡単のため鞍点が１つしかない場合で図
3.1右に記載した。
さて、固有値密度 ρ(z)を用いると鞍点方程式 (3.9)は

V ′(z) = 2P

∫
C

ρ(w)

z − w
dw, (z ∈ C) , (3.11)

と書き換えられる。ここで Pは w = zの特異点からの寄与を除いた、積分の主値を取る
という意味である。また Cは各固有値がラージN極限で配位する領域を特徴付けており、
すなわち固有値密度 ρ(z)の台である。このようにしてN 本の方程式 (3.9)を同時に解く
問題は、連続関数 ρ(z)についての積分方程式 (3.11)を解く問題へと帰着する。

3.2.1 自由エネルギー
見通しを良くするために、固有値密度 ρ(z)が方程式 (3.11)から導出された際に、自由

エネルギーがどのように与えられるのかを先に明らかにしておく。
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まずは簡単のため、方程式 (3.11)の解がユニークである場合を考える。分配関数 (3.6)

の積分について鞍点近似を行うと、積分の結果はラージN 極限で鞍点での被積分関数の
値に局在する。従って自由エネルギーは

F = − logZN

≈ N2

[∫
C
dzρ(z)V (z)− P

∫
C

dzρ(z)

∫
C

dwρ(w) log |z − w|
]
+ · · · , (3.12)

と得られる。1この · · · 部分は古典ポテンシャル内のパラメータ gkに依らない定数部分、及
び 1/N展開の高次補正である。以上のように、固有値密度 ρ(z)がラージN極限のもとで
得られれば、鞍点近似で自由エネルギーのリーディングを解析的に求めることが出来る。
またここでは無視した 1/N 展開の摂動補正も、自由エネルギーのリーディングを解いた
情報から漸化的に評価することが出来ることが、研究 [54]によって知られている。

なお固有値密度 ρ(z)に関する矛盾ない解が複数ある場合、よく知られた鞍点近似の一
般論に従って各々の解からの寄与を足し上げることが必要である。例えば ρ(z)の解が 2種
類あって、これらからの寄与がそれぞれ Z

(1)
N = e−F(1) , Z

(2)
N = e−F(2) と与えられる場合を

考えてみよう。解がユニークである場合の自由エネルギー (3.12)との類推から、各々の寄
与から評価される自由エネルギーは F(1), F(2) ∼ O(N2)である。今、与えられた結合定数
で自由エネルギーが F(1) < F(2)の関係にあるとすると、全自由エネルギー F は

F ≈ − log
(
Z

(1)
N + Z

(2)
N

)
= F(1) − log

(
1 + e−(F(2)−F(1))

)
≈ F(1) +O

(
e−(F(2)−F(1))

)
, (3.13)

と評価することが出来る。これは解 (1)からの寄与が解 (2)からの寄与に対してラージN

極限で支配的であることを示す。一方で解 (2)からの寄与は、支配的な解からの寄与 F(1)

に対する指数関数的な補正である。この議論は、解が 3種類以上ある場合への一般化も可
能である。以上のように、解がユニークでない場合でも各々の自由エネルギーの大小関係
を比較することでラージN 極限のリーディングに効いてくる解を判別し、評価すること
が可能である。
また理論のパラメータ gkを変化させていくと、大小関係 F(1) < F(2)が変化する可能性

がある。仮にある臨界点で、大小関係がF(1) > F(2)に切り替わったとすると、式 (3.13)に
おいて解 (1)と解 (2)の役割が入れ替わる。F(1) = F(2)となる臨界点では、ラージN 極限
での自由エネルギーのリーディングの形状が理論のパラメータの関数として不連続的に変
化する。このような現象は、ラージN 相転移 (large-N phase transition)と呼ばれる。

1積分 (3.12)は直接計算しても評価することが可能であるが、固有値密度の規格化に関する Lagrange未
定乗数を用いると更に簡単化されることがよく知られている。これは実際に固有値密度を導出した後、自
由エネルギーを評価するにあたって計算を簡単にする非常に便利な手順であるため、付録 A.3に補足とし
て記載した。
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3.2.2 リゾルヴェントの方法
さて、この小節では鞍点方程式 (3.11)の解法を紹介する。この方程式を解くには、リゾ

ルヴェント (resolvent)と呼ばれる以下の連続関数を定義するのが便利である。

W (z) :=

∫
C

ρ(w)

z − w
dw. (3.14)

リゾルヴェントは、z ∈ Cにおいて連続的な特異性、すなわち分岐 (branch cut)を持つ関
数である。複素解析における公式

lim
ϵ→0

1

z − w ± iϵ
= P

1

z − w
∓ iπδ(z − w), (3.15)

を用いると、リゾルヴェントは定義 (3.14)から

lim
ϵ→0

W (z ± iϵ) = P

∫
C

ρ(w)

z − w
dw ∓ iπρ(z), (z ∈ C) , (3.16)

を満たす。従って、鞍点方程式 (3.11)はリゾルヴェントを用いて

V ′(z) = lim
ϵ→0

[W (z + iϵ) +W (z − iϵ)] , (z ∈ C) , (3.17)

と書くことが出来る。一方で、固有値密度 ρ(z)は

ρ(z) =
i

2π
lim
ϵ→0

[W (z + iϵ)−W (z − iϵ)] , (z ∈ C) , (3.18)

と書くことが出来る。この形式から、固有値密度 ρ(z)はリゾルヴェントW (z)の分岐近傍
における分岐の不連続性から読み取ることが出来ると分かる。
またリゾルヴェントW (z)は、定義 (3.14)から漸近条件

lim
z→∞

W (z) =
1

z
+ · · · , (3.19)

を満足する関数である。

ポテンシャルが多項式型 (3.4)で与えられる場合、リゾルヴェントの分岐 Cの構造を指
定すると、鞍点方程式 (3.17)を満たす解が積分形式で与えられることが、Migdalの研究
[55]により知られている。
リゾルヴェントW (z)が、l個の分岐 [aj, bj], (j = 1, · · · , l)を持つ関数であるとする。こ

れは図 3.2左のような、l個の古典的な鞍点近傍にそれぞれ幾つかの固有値が貯まってい
る一般的な解であり、マルチカット解 (multi-cut solution)と呼ばれる。図 3.2左で表した
ように、各鞍点近傍にはそれぞれNj, (j = 1, · · · , l)個の固有値が貯まっているとし、規
格化N =

∑l
j=1 Njを満たしているとする。マルチカット解の積分形式で与えられた解は

W (z) =
l∑

j=1

∮
Cj

dw

4πi

V ′(w)

z − w

l∏
j=1

√
(z − aj)(z − bj)

(w − aj)(w − bj)
, (3.20)

26



z
<latexit sha1_base64="OSV3tJ1PHw/6crWlAJYaZ6yyIjc="></latexit>

al
<latexit sha1_base64="Xu4uruaY/WEWrC2t+dioSh3Ck04="></latexit>

bl
<latexit sha1_base64="GfO52+zZmV4MAC8+cYJsqEk55PU="></latexit>

b1
<latexit sha1_base64="EorYwEGmrWYdTFTE+6muhds4fMw="></latexit>

a1
<latexit sha1_base64="XzrTYgwQKhAk2z/HI4Ido0hnknU="></latexit>

aj
<latexit sha1_base64="788mlwblBtY5o/p9mVnE2jz7+2Q="></latexit>

bj
<latexit sha1_base64="yAtMCI5ul0lGzxUWIPmHHuFP+gs="></latexit>

⇢(z)
<latexit sha1_base64="h6+Rr1RMYv6vZYVoR4ZvRssU4zU="></latexit> w

<latexit sha1_base64="oJS3eAHcLGludkRwuwu9KHWAPs0="></latexit>

Re

Im

a1
<latexit sha1_base64="XzrTYgwQKhAk2z/HI4Ido0hnknU="></latexit>

b1
<latexit sha1_base64="EorYwEGmrWYdTFTE+6muhds4fMw="></latexit>

aj
<latexit sha1_base64="788mlwblBtY5o/p9mVnE2jz7+2Q="></latexit>

bj
<latexit sha1_base64="yAtMCI5ul0lGzxUWIPmHHuFP+gs="></latexit>

al
<latexit sha1_base64="Xu4uruaY/WEWrC2t+dioSh3Ck04="></latexit>

bl
<latexit sha1_base64="GfO52+zZmV4MAC8+cYJsqEk55PU="></latexit>

複素平面

C1
<latexit sha1_base64="0xOqxoZc4D9tyxUx4WNkGvl6sl0="></latexit>

Cj
<latexit sha1_base64="TZav5L00jdZEX56jVpoMagjR9Wg="></latexit>

Cl
<latexit sha1_base64="rFkwSGsQt7rE60N36NJpKzo+pxc="></latexit>

図 3.2: (左図:)マルチカット解 (3.20)の固有値の分布。各分岐 [aj, bj], (j = 1, · · · , l)にNj

個の固有値が集積している。(左図:)積分 (3.20)の積分経路。積分経路は、被積分関数の
各分岐を反時計回りに一周した経路の和で与えられる。

である。2ここでCjは、図 3.2右で描かれているような分岐 [aj, bj]を反時計回りに一周す
る閉経路である。Migdalの積分形式 (3.20)の導出については、付録A.2に記載した。
また Hermitian行列模型のラージN 極限における解析手段を最初に構成した研究 [19]

では、Migdal積分形式を用いずに、W (z)から作られる関数の正則性と漸近条件から解を
導出する方法が用いられた。この手法もまた、リゾルヴェントW (z)を導く手法として標
準的であるので、付録D.1に記載した。

Migdal積分形式 (3.20)を用いた方法に戻ろう。積分形式の解 (3.20)には、2l個の未定
値 aj, bj, (j = 1, · · · , l)が含まれている。この未定値の決定には、まず漸近条件 (3.19)を
積分形式の解 (3.20)に要請する。すると、ここから (l + 1)個の条件式

δkl =
l∑

j=1

∮
Cj

dw

4πi

wkV ′(w)∏l
j=1

√
(w − aj)(w − bj)

, (k = 0, · · · , l), (3.21)

が導出される。
残った未定値を決定する条件式は、各鞍点近傍での固有値の充填量が矛盾無く

Nj

N
=

∫ bj

aj

ρ(z)dz =
i

2π

∮
Cj

W (z)dz, (j = 1, · · · , l), (3.22)

と与えられることを課すことで得られる。ここで注意することは、この条件式は一見 l個
の独立な式を与えているが、条件式 (3.22)を全て足し上げると固有値全部の規格化条件と
等価であるため、それは無限遠における条件式 (3.21)の k = lの場合と等価な条件である

2Migdalの積分形式 (3.20)を用いて可能な解を評価し尽くしたい時、可能なマルチカット解の分岐の数
lが幾つまでであるか知っておきたい。通常の多項式型ポテンシャルを持つ Hermitian行列模型の場合、分
岐は古典的な鞍点の近傍にのみ作ることが可能なので、古典的な鞍点 V ′(z) = 0の数と可能な lの最大値は
一致する。また CS行列模型の場合だと、Hermitian行列模型とは異なる相互作用項の効果で古典的な鞍点
と無関係な位置に分岐が出来る解が存在し、可能なマルチカット解が無限個に拡張される [21, 22]。これは
第 4章にて詳しく議論しよう。
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z
<latexit sha1_base64="OSV3tJ1PHw/6crWlAJYaZ6yyIjc="></latexit>

V (z) =
m2

2
z2

<latexit sha1_base64="KE2LsO+xOjDdHdKEmr6fk9qVOyQ="></latexit>

z
<latexit sha1_base64="OSV3tJ1PHw/6crWlAJYaZ6yyIjc="></latexit>

⇢(z)
<latexit sha1_base64="h6+Rr1RMYv6vZYVoR4ZvRssU4zU="></latexit>

b
<latexit sha1_base64="lCsSBVbcCAIduLqX3Hvl6LyQ/bg="></latexit>

�b
<latexit sha1_base64="HgfgQ1rfBQ4WlqQt4pO1r0v4JG0="></latexit>

図 3.3: (左図:)Gaussian型ポテンシャル (3.23)。(右図:)Gaussian型ポテンシャルの問題で
導かれる固有値密度 (3.26)。ラージN 極限での、この振る舞いはWignerの半円則と呼ば
れる。

という点である。従って条件 (3.22)、(3.21)から現れる独立な条件式は (l+1)+ l− 1 = 2l

個である。
以上のように、境界条件を適切に要請することで 2l個の未定値 aj, bj, (j = 1, · · · , l)を

過不足無く決定することが可能である。

このようにしてリゾルヴェントW (z)を、適当な仮定のもとで完全に決定することが出
来る。W (z)が導出された後には、関係式 (3.18)を用いて、連続関数になめされた固有値
密度 ρ(z)が評価可能である。またこの ρ(z)を用いると、式 (3.12)の積分の実行から自由
エネルギーのラージN 極限での値を評価することが出来る。
なお、最初に述べたようにHermitian行列模型の場合は行列固有値が実数である。従っ

て導出された固有値密度 ρ(z)がラージ N 極限での解として矛盾無いためには、正値性
ρ(z) ≥ 0が成り立っていなければいけない。正値性を満たさない解は、固有値密度 ρ(z)

の定義 (3.10)と矛盾するため、鞍点方程式の解としては認められない。

3.3 例題：Gaussian型ポテンシャル
この節では、前節の一般論に従ってラージN 極限を評価した簡単な例題を紹介しよう。

付録 Bには、この節で紹介する例題よりやや複雑な幾つかの例題を解析した結果を記載
したので、興味に合わせて参照せよ。特に節B.3では、私達の研究 [27]に基づいて、カス
プ型ポテンシャルを持つHermitian行列模型の臨界現象を調べた結果をまとめた。

さて、本文中では最も基本的な例題として図 3.3左に記載したGaussian型ポテンシャ
ルの場合

V (z) =
m2

2
z2, V ′(z) = m2z, (m > 0), (3.23)
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を紹介する。このポテンシャルを持つ行列模型はランダム行列模型とも呼ばれ、素粒子物
理学に限らない様々な理論物理学への応用があることが知られている [53]。3
このポテンシャルの古典的な鞍点は z = 0唯一であるため、課すべきMigdal積分形式

はワンカット解である。またポテンシャルの形状が持つ原点対称性から、明らかに分岐の
端点 a, bは a = −bを満足する。従って、この仮定の下でMigdal積分形式 (3.20)を課せ
ば、リゾルヴェントは

W (z) =

∮
C

dw

4πi

m2w

z − w

√
z2 − b2

w2 − b2

=
m2z

2
− m2

2

√
z2 − b2, (3.24)

と評価することが出来る。4積分経路 Cは分岐 [−b, b]を反時計回りに一周する閉経路であ
る。残る未定値 bは漸近条件 (3.19)から

b =
2

m
, (3.25)

と得られる。また固有値密度 ρ(z)は、関係式 (3.18)より

ρ(z) =
m2

2π

√
b2 − z2, (z ∈ [−b, b]) , (3.26)

と読み取ることが出来る。図 3.3右には、固有値密度 (3.26)の概形をプロットした。ラン
ダム行列模型の固有値密度が、ラージN 極限で有限領域 [−b, b]に半円的に分布するこの
現象は、Wignerの半円則 (Wigner’s semi-circle law)と呼ばれる。
自由エネルギーは鞍点近似の下では、積分 (3.12)の実行から評価出来る。固有値密度

(3.26)を用いると、Gaussian型ポテンシャルを持つ行列模型の自由エネルギーはラージ
N 極限のリーディングO(N2)までで

F = − logZN ≈ N2

[
3

4
+ logm

]
+ · · · , (3.27)

と得られる。

以上により、練習問題も含めて本研究の内容に関する技術的な側面の紹介が済んだ。こ
こで第 2章で導出したCS行列模型を改めて見直してみよう。式 (3.8)で紹介したように、
pure U(N)CS行列模型 (2.12)に残されたN 次元定数積分は、Hermitian行列模型と非常
によく似た形式になっており、本章で学んだラージN 極限の解析手段が適用出来そうで
あることが見て取れる。次章では、まず pure U(N)CS行列模型 (2.12)の場合にこの手法
を適用した私達の研究結果を紹介する。

3本論文では練習のためにラージ N 極限を取って評価した結果を記載するが、ランダム行列模型 (3.23)
は有限のN で厳密に評価することが可能な行列模型の 1つである。

4この形式の周回積分の評価には、多くの場合、Cauchyの定理を用いた積分路の変更が有用である。分
岐 w ∈ [−b, b]を囲む閉経路を無限遠まで広げることを考える。するとこの積分は、w = z 及び w = ∞周
りの特異点を、留数定理を用いて評価する問題に帰着する。
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また本章で紹介した 1/N 展開法は、pure U(N)CS行列模型だけでなく、更に複雑な
ABJM行列模型 (2.13)にも適用が可能である。第 5章では、ABJM行列模型 (2.13)にこ
れを適用した私達の研究結果を示す。
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第4章 pure U(N)Chern-Simons行列
模型のマルチカット解

以上により、CS行列模型のラージN極限を解析する準備が整った。本章では、CS行列
模型の中で最も単純な pure U(N)CS行列模型のラージN極限に着目する。pure U(N)CS

行列模型は、第 3章で学んだHermitian行列模型とよく似た模型であるが、その鞍点方程
式を解いてみるとHermitian行列模型には現れない様々なマルチカット解が存在する。本
研究では、この解がどのような機構で現れるのかを明らかにし、次に様々に見つかる解を
分類しながら一般解の系統的な構成法を提案する。

4.1 Hermitian行列模型 vs. Chern-Simons行列模型
第 2章の式 (2.12)で紹介したように、pure U(N)CS行列模型の分配関数及び自由エネ

ルギーは、以下で与えられる。

ZN =
1

N !

∫ ∞

−∞

N∏
i=1

dui

2π
e−

N
4πiλ

∑
i u

2
i

N∏
i<j

[
2 sinh

ui − uj

2

]2
, F := − logZN . (4.1)

ここで k ∈ ZはCS準位で、λ := N/kは’tHooft結合定数である。定義から、’tHooft結合
定数 λは実数である。また λ < 0の分配関数は、形式 (4.1)から λ > 0の場合の分配関数
の複素共役であることが分かる。従って本章では、’tHooft結合定数 λは正の実数の場合
のみを考える。

この分配関数は、Gaussian型ポテンシャル (3.23)を持つ Hermitian行列模型の分配関
数 (3.6)と非常によく似ている。唯一の違いは、Vandermonde行列式から得られる固有値
間の相互作用部分である。しかしこの相互作用もまた、固有値 uiと ujが十分に近い極限
では

2 sinh
ui − uj

2
≈ (ui − uj) +O

(
(ui − uj)

3
)
,

と働くため、Hermitian行列模型のVandermonde行列式の場合とよく似た斥力的な寄与
をもたらすと考えられる。
実はこの分配関数 (4.1)の積分は、任意の λ,Nについて厳密計算が可能であることが研

究 [16, 56]によって知られている。ところが、この模型の’tHooft極限 (N → ∞, λ :固定)
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を取ると、ラージN インスタントン (large-N instanton)の存在など、非自明な特徴が存
在することが幾つかの研究 [25, 57, 58, 59, 60, 61]によって報告されている。1ラージN イ
ンスタントンに関する基礎的な事項は、付録Cを参照して頂きたい。また分配関数 (4.1)

の厳密計算については、付録 Eに補足として記載した。

さて本研究でも、この分配関数の積分について’tHooft極限を取り、Hermitian行列模型
の場合と同様に鞍点近似で評価することを考えてみよう。鞍点方程式は

ui

πiλ
=

2

N

N∑
j ̸=i

coth
ui − uj

2
, (i = 1, · · · , N), (4.2)

と与えられる。この方程式のラージN 極限での 1つの解析解は、固有値が原点の周りに
貯まるワンカット解であることが研究 [23, 24, 25]により知られている。また有限のN で
この分配関数を計算した研究 [16, 56]との比較から、このワンカット解はラージN極限で
積分に最も支配的に効いてくる解であることも分かっている。

では、果たして鞍点方程式 (4.2)の解はユニークだろうか。Hermitian行列模型の場合
を思い出してみると、左辺はGaussian型ポテンシャルで古典的な鞍点は原点のみなので、
解は一見ワンカット解唯一であると考えられる。ところがこの方程式 (4.2)の解はユニー
クでは無く、それどころかこれには無限個の解が存在する。図 4.1には、鞍点方程式 (4.2)

をNewton法と呼ばれる手法で数値的に解いた際に見つかる様々な解の一部を記載した。2
図 4.1左上は、先行研究 [23, 24, 25]によってよく知られたワンカット解である。一方で、
その他の解は固有値が複数の領域にそれぞれ蓄積したマルチカット解である。
このようなマルチカット解が、鞍点近似をした際に積分 (4.1)に効いてくる配位である

かどうか、明確な回答は無い。しかしこれらが鞍点方程式 (4.2)の解として存在する以上、
Hermitian行列模型の例で紹介した式 (3.13)のようにワンカット解からの指数関数的な補
正として効いてくる可能性はあると考えられる。また双対な重力理論があるとすれば、鞍
点方程式の各解は、異なる重力解の存在と対応すると期待される。

このような無限個のマルチカット解は pure U(N)CS行列模型に限らない一般的な CS

行列模型に共通して現れる。ところがこれらの解は、確かに鞍点方程式の解であるにも関
わらず解析解が未構成であり、その物理的な役割もまた明らかでは無い。
本研究 [21, 22]の目標は、これらマルチカット解の解析的な理解とこの物理的な役割を

明らかにすることである。本章では、まずCS行列模型の中でも最も単純な pure U(N)CS

1このような現象は、厳密計算が可能な幾つかの行列模型において同様に報告されている。例えばGaussian
型ポテンシャルを持つ Hermitian行列模型は、厳密計算が可能な行列模型の 1つであるが、そのラージN
極限を調べると積分には効いてこないラージN インスタントンが見つかることが、研究 [25]により知られ
ている。またGross-Witten-Wadia行列模型 [62, 63, 64]もまた厳密計算が可能であるが、’tHooft極限を取
ると各相でラージ N インスタントンが存在することが最近の研究 [65, 66, 67]によって明らかになってい
る。

2鞍点方程式の数値解析には、数式処理ソフトMathematicaを用いて、先行研究 [68, 69, 70, 71]の解析
を応用した。なお、CS行列模型は鞍点方程式 (4.2)が実数のみで閉じた形式になっていないため、固有値
ui (i = 1, · · · , N)が取る値が複素平面上に拡張されていることに注意せよ。
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　　　　ワンカット解とステップ型ツーカッ
ト解の重ね合わせ

図 4.1: pure U(N)CS行列模型の’tHooft極限に現れる様々な固有値の配位。鞍点方程式
(4.2)を Newton法を用いて数値的に評価した。Newton法で入力が必要な、固有値 uiの
複素平面上での初期位置 (初期条件)を変えて解析を行うと、様々な配位が見つかる。

行列模型 (4.1)に着目する。特に、数値的に見つかるこの全てのマルチカット解の解析解
の導出に、Migdalの積分形式 (3.20)を拡張した積分形式 (4.44)を用いることが有用であ
ることを示す。そして構成された解析解が、図 4.1で示した数値解析から得られる結果を
全て再現することを示す。

さて、pure U(N)CS行列模型の場合で、数値解析から見つかるこれらマルチカット解
には共通した特徴がある。それは、図 4.1の矢印で表示したような各分岐間の 2πiの整数
倍の変位である。このような分岐を持つ解を、本論文では “ステップ型”マルチカット解と
呼ぶ。また図 4.1右下のような、2πiの整数倍変位で全ての分岐が繋がらない解はステッ
プ型マルチカット解の “重ね合わせ”と呼ぶことにしよう。この分類は、導出される解の
分岐の構造と関係していることが後で分かる。

見通しを良くするために、本章の構成を記載しておく。まず節 4.2では、第 3章で学ん
だリゾルヴェントの方法で、pure U(N)CS行列模型の鞍点方程式 (4.2)を解く準備を行
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う。次に節 4.3では、先行研究 [23, 24, 25]によってよく知られたワンカット解の導出を紹
介する。節 4.4では、図 4.1右上に示されたステップ型ツーカット解の解析解を構成した
結果を記載する。節 4.5では、ステップ型ツーカット解の拡張によって得られる図 4.1左
下のステップ型マルチカット解を構成する。更に節 4.6では、ワンカット解とステップ型
ツーカット解の重ね合わせによって特徴付けられる図 4.1右下のような配位の解析解を構
成する。以上の手順から、鞍点方程式 (4.2)の一般解を推察することが出来る。節 4.7で
は、pure U(N)CS行列模型の’tHooft極限の一般解として積分形式 (4.44)を提案しよう。

4.2 準備
この節では、鞍点方程式 (4.2)をリゾルヴェントの方法を用いて評価する準備を行う。

まず、便利のため新しい変数 Ui := exp (ui)を導入する。鞍点方程式 (4.2)は、この座標
系で

logUi =
2πiλ

N

N∑
j ̸=i

Ui + Uj

Ui − Uj

, (i = 1, · · · , N), (4.3)

と与えられる。3Hermitian行列模型の鞍点方程式 (3.9)と式 (4.3)を比較すると、変数変換
Ui := exp (ui)を行ったことで、右辺がHermitian行列模型の相互作用項とより似てきた
ことが分かる。
研究 [28, 72]に従って、固有値密度 ρ(Z)及びリゾルヴェント v(Z)を

ρ(Z) :=
1

N

N∑
i=1

δ(Z − Ui), v(Z) :=

∫
C
dWρ(W )

Z +W

Z −W
, (4.4)

と定義する。ここで形式的に書かれた経路 Cは、複素平面上の固有値密度 ρ(Z)の台であ
る。鞍点方程式 (4.4)は、Hermitian行列模型の場合と同様にリゾルヴェントを用いると

V ′(Z) = lim
ϵ→0

[v(Z + iϵ) + v(Z − iϵ)] , (Z ∈ C), V ′(Z) :=
1

πiλ
logZ, (4.5)

と書ける。また固有値密度は台 C上で

ρ(Z) = − 1

4πiZ
lim
ϵ→0

[v(Z + iϵ)− v(Z − iϵ)] , (Z ∈ C), (4.6)

と与えられる。なお CS行列模型の場合には、固有値 Uiの取る値が複素数に拡張されて
いるため固有値密度 ρ(Z)もまた一般に複素数である。

3ここで Ũi := Uie
−2πiλと置き直すと、これは Stieltjes-Wigert行列模型と呼ばれるHermitian行列模型

の鞍点方程式 1
Ũi

log Ũi =
4πiλ
N

∑N
j ̸=i

1
Ũi−Ũj

と厳密に一致することが研究 [56]により知られている。本研究
で使用する変数 Ui := eui [72]を用いる利点は、元の分配関数 (4.1)の変数 uiにおける対称性 ui → −uiが、
Ui → 1/Ui と分かりやすく、後の計算が簡単化することである。
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またリゾルヴェント v(Z)は、定義 (4.4)から漸近条件

lim
Z→∞

v(Z) = 1 + · · · , lim
Z→0

v(Z) = −1 + · · · , (4.7)

が課される。変数変換をする前の座標系 z := logZ では、これらは正負の異なる無限遠
z → ±∞での振る舞いに関する漸近条件に相当する。
以上より、解析解の導出に向けた準備は整った。次節では、Migdal積分形式 (3.20)を

用いる方法の拡張で、方程式 (4.5)を漸近条件 (4.7)の下で解くことを考える。

4.3 ワンカット解
この節では、研究 [23, 24, 25]によって示されたワンカット解の導出を紹介する。数値

解析の結果では、図 4.1左上の配位に相当する。この解の導出には幾つかの手法が知られ
ているが、ここでは後のマルチカット解の解析で一般化がしやすいMigdal積分形式の手
法 [55]を用いる。Migdal積分形式を用いない別の導出法は、補足D.2を参照せよ。

ポテンシャル V (Z)(4.5)は、Z = 1(z = 0)に古典的な鞍点を持つ。従って、この近傍に
固有値が集積するワンカット解を構成することが出来る。固有値密度 ρ(Z)が、Z = 1の
近傍 Z ∈ [A,B]に台を持つと仮定しよう。ただし端点は、|A| < |B|を満たすとする。す
ると、鞍点方程式 (4.5)のワンカット解は

v(Z) =

∮
C1

dW

4πi

V ′(W )

Z −W

√
(Z − A)(Z −B)

(W − A)(W −B)
, (4.8)

と与えられる。ここで、C1はW ∈ [A,B]を複素平面上で反時計回りに一周する閉経路で
ある。この経路積分を評価すると

v(Z) =
1

πiλ
log

(
f(Z)−

√
f 2(Z)− 4Z

2

)
,

f(Z) = f0 + f1Z, f0 =
2
√
AB√

A+
√
B
, f1 =

2√
A+

√
B
, (4.9)

である。4更に漸近条件 (4.7)を課すと、未定値である端点A,Bは

A = exp
(
−2 cosh−1

(
eπiλ
))

, B = exp
(
2 cosh−1

(
eπiλ
))

= 1/A, (4.10)

と決定することが出来る。固有値密度 ρ(Z)は、式 (4.6)を用いて

ρ(Z) =
1

4π2λZ
log

(
Z +

√
AB − i

√
(Z − A)(B − Z)

Z +
√
AB + i

√
(Z − A)(B − Z)

)
, (Z ∈ [A,B]), (4.11)

4この評価には、研究 [73]によって行われた積分経路の変更が有用である。経路 C1を Cauchyの定理を
用いて、W = Z の極とW ∈ [−∞, 0]を囲む閉経路へと変更すると、留数の評価及び対数の不連続性から
ワンカット解 (4.9)が導出出来る。
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図 4.2: (左図:)ワンカット解 (4.9)における固有値密度 ρ(Z)の概形。(右図:)z平面におけ
る固有値の配位。A = ea, B = eb及び a, bは、式 (4.12)で与えられる。

と与えられる。A,Bが実数である場合の、この固有値密度の概形を図 4.2左にプロットし
た。また z平面での固有値配位は、図 4.2右の通りである。分岐の端点は、z平面では

b = logB = 2 cosh−1
(
eπiλ
)
, a = logA = −2 cosh−1

(
eπiλ
)
, (4.12)

である。

なお z平面でこの配位を見た場合、実際の固有値は z ∈ [a, b]のみに配位しているにも関
わらず、リゾルヴェント v(Z(z) = ez)は無限個の分岐 z ∈ [a+2πin, b+2πin], (n ∈ Z)を
持つことに注意せよ。この無限個の分岐は、鞍点方程式 (4.2)の右辺の周期性ui → ui+2πi

が起因している。また固有値が配位していない分岐 z ∈ [a+ 2πin, b+ 2πin], (n ̸= 0)上で
は、鞍点方程式の左辺に周期性が無いために両辺の値が合わず方程式の解になっていない
ことが確かめられる。
本論文では、z平面で見た時に固有値が何カ所にまとまって配位しているかによって解

を分類する。例えば z平面で、k個の領域に固有値が配位している解を “kカット解”と呼
ぶことにする。従って今導出した解 (4.9)は、z平面で見ると無限個の分岐が存在するが、
CS行列模型の場合ではこれを “ワンカット解”と呼ぶ。

この固有値密度 (4.11)を用いると、Hermitian行列模型の場合と同様の手法で自由エネ
ルギー F := − logZN のラージN 極限を評価することが出来る。これは研究 [24]によっ
て有限の λの場合で評価されており、結果は

F(1) ≈ N2

[
− πi

12λ
− πiλ

3
− 1

4π2λ2

(
Li3(e

−2πiλ)− ζ(3)
)]

+ · · · , (4.13)

と与えられる。ここでLi3(x)は多重対数関数 (dilogarithm)、ζ(3)はゼータ関数である。後
でマルチカット解から導かれる自由エネルギーと比較するために、弱結合極限 |λ| ≪ 1で
の振る舞いを評価しておくと、物理には関係しない位相部分を除いて、これは

F(1) ≈
N2

2
log

(
1

λ

)
+ · · · , (|λ| ≪ 1), (4.14)
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である。ただし λは正の実数の場合を仮定した。

また λ = N/kが実数であるとすると、この解は |λ| ≤ 1の領域までしか有効で無いこと
が研究 [68]によって示されている。端点 bは、|λ|が 1に近付く極限では

lim
λ→±1

b(λ) = ±2πi, (4.15)

と振る舞い、分岐は虚軸上 [−2πi, 2πi]に漸近する。ところがCS行列模型の場合には周期
性から z ∈ [a+ 2πin, b+ 2πin], (n ̸= 0)にもまた分岐が存在するため、この極限では全て
の分岐が融合してしまう。従ってこの極限では、解の分岐の構造に矛盾が起こりワンカッ
ト解は破綻する。
実はこの λ := N/k = 1という点は、有限の (N, k)で分配関数 (4.1)を評価した研究

[16, 56]により特別な臨界点であることが知られている。分配関数 (4.1)を厳密計算してみ
ると、この結果は

ZN = e
N2

4
πie

πi
6k

N(N2−1)k−N
2

N−1∏
m=1

[
2 sin

πm

k

]N−m

, (4.16)

と与えられる。この導出については付録Eに記載した。厳密計算の結果 (4.16)を見ると、
N − 1 ≥ kでは分配関数 ZN が厳密に 0になっていることに気付く。ラージN 極限では、
この臨界点は λ = 1に相当する。この点を超えた領域では、局所化後の S3分配関数 (4.1)

は厳密に 0になってしまい、これを用いて書かれた自由エネルギー F = − logZN は物理
的な意味を持たない。臨界点では、経験的に元の超対称CSM理論に超対称性の破れが起
こっていると解釈される。

4.4 ステップ型ツーカット解
次に、図 4.1右上で描かれたステップ型ツーカット解の構成を考える。以下からが、私

達の研究 [21, 22]で解析的に示した新しい結果である。
ポテンシャル V (Z)は、Z = 1にしか古典的な鞍点を持たないので、鞍点方程式 (4.5)

が安定なツーカット解を持つことは一見不思議である。この謎を解く鍵となるのは、鞍点
方程式 (4.2)の右辺における固有値の周期性 ui → ui +2πiである。実はこの周期性によっ
て、2πi離れた固有値の間にはあたかも互いが非常に近くにいるかのような強い斥力的な
相互作用が働く。そして、これに伴って古典的な鞍点が複数個無くともマルチカット解が
安定に存在することを示すことが出来る。

4.4.1 N = 2の場合
相互作用項の周期性 ui → ui + 2πiが、マルチカット解の謎を解き明かす鍵となってい

ることを簡単に見るために、まずはN = 2の場合の鞍点方程式を考えてみよう [68]。後
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で示すように、この議論のラージN 極限への一般化は簡単である。N = 2の場合の鞍点
方程式は

u1

2πiλ
=

1

2
coth

u1 − u2

2
,

u2

2πiλ
= −1

2
coth

u1 − u2

2
, (4.17)

と与えられる。まずは 2つの方程式を足し合わせると、u2 = −u1が得られる。これを用
いると、方程式 (4.17)は

u1

2πiλ
=

1

2
cothu1, (4.18)

と還元される。この方程式を厳密に解くことは難しいが、弱結合展開 |λ| ≪ 1を考えてみ
れば無限個の解を持つことが分かる。
右辺の周期性に注意しながら弱結合摂動解を導出してみると、これには大きく分けて以

下の 2通りの解が存在する。

u1 = ±
√
πiλ+ · · · , u1 = πin+

λ

n
+ · · · . (4.19)

ここで nは、ノンゼロの整数である。1つ目の解は、ラージN 極限でワンカット解 (4.11)

に相当する解である。一方で、2つ目の解は周期性から得られる新しいクラスの無限個の
解である。“無限個”と述べた意味は、nが一般に整数であれば幾つでも考えられるためで
ある。特にこの解は u1 − u2 = 2πin+O(λ)を満足し、固有値間が 2πiの整数倍だけ離れ
ているという特徴がある。
この特徴は、N を十分大きく取った数値解析から見つかる “ステップ型”ツーカット解

(図 4.1右上)にも見られる。またこの周期性から、他の様々なマルチカット解も存在して
いると推察される。

4.4.2 ラージN極限の場合
さて、ラージN極限の場合の解析に移ろう。図 4.1右上で見られる解を構成するために、

z平面で [ai, bi], (i = 1, 2)に分岐を持つ場合を考える。ただし、各分岐はRe(ai) ≤ Re(bi)

かつ Im(ai) ≤ Im(bi)を満たすとしよう。また、分岐間が 2πiの整数倍だけ離れている特
徴を考慮して

a2 = b1 + 2πin, (4.20)

を仮定する。nは、正の整数である。また各分岐 [ai, bi]上にはそれぞれNi, (i = 1, 2)個の
固有値が蓄積しているとする。全体の固有値の数がN 個であることから、これらは規格
化N = N1 +N2を満足する。以上の描像を描いたものが、図 4.3左である。
Z平面では、分岐の端点はAi = eai及びBi = ebiに射影される。条件 (4.20)は

A2 = e2πinB1, (4.21)
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図 4.3: (左図:)z平面におけるステップ型ツーカット解の固有値配位の概形。赤線が固有
値が配位する分岐である。(右図:)Migdal積分形式におけるW 平面上での積分路。点線が
被積分関数の分岐である。また青線が、式 (4.22)の積分路C1及びC2である。一方で、緑
線が式 (4.23)における積分路Cである。

である。ステップ型マルチカット解で特徴的なこの点は、後の一般化を見越してD1 := B1

と定義しておく。A2とB1は、nが整数であるため、一見Z平面上で同一点とみなして良
いと考えられる。しかし関数 V ′(Z)内の logZは、複素関数の性質からよく知られている
ように Z ∈ [−∞, 0]で接続された無限枚のRiemann面上に定義される関数である。すな
わちA2とB1は、図 4.3右で示されるように異なるRiemann面上の点に相当し、各点で
は logZの値が異なる。従ってこれらは、Z平面に移ってもまた区別されるべき点である。

以上の仮定の下で、Migdal積分形式を課してステップ型ツーカット解を構成しよう。鞍
点方程式 (4.5)を満たすリゾルヴェントは

v(Z) =

∮
C1∪C2

dW

4πi

V ′(W )

Z −W

√
(Z − A1)(Z −B2)

(W − A1)(W −B2)
, V ′(Z) =

1

πiλ
logZ, (4.22)

である。ここで、C1, C2はそれぞれ異なるRiemann面上の分岐 [A1, B1], [A2, B2]を反時計
回りに囲む閉経路である。
この積分形式は、通常のツーカット解の場合のMigdal積分形式 (3.20)とは被積分関数

の構造が異なることに注意せよ。今、条件 (4.21)から 2つの分岐 [A1, B1], [A2, B2]は logZ

の面の構造を除いて１本に繋がっている。従って今の場合、このルート部分はこの 1つの
分岐に繋がっている構造を考慮して、[A1, B2]に 1つの分岐がある積分形式を課すのが適
切である。

この積分 (4.22)を評価しよう。ここまでで述べてきたように、積分内のV ′(W )には logW

が含まれるので、分岐の構造に注意しなくてはいけない。分岐 [A1, B1]が、logW の主面
(principal sheet)から n0枚目だけ離れた面上に定義された分岐であるとする。この時、分
岐 [A2, B2]は、仮定 (4.21)から (n0 + n)面上の値である。従って積分 (4.22)は、以下のよ
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うに書き換えることが出来る。

v(Z) =

∮
C

dW

4πi

1

πiλ

logW

Z −W

√
(Z − A1)(Z −B2)

(W − A1)(W −B2)
+

∮
C1

dW

4πi

2n0

λ

1

Z −W

√
(Z − A1)(Z −B2)

(W − A1)(W −B2)

+

∮
C2

dW

4πi

2(n+ n0)

λ

1

Z −W

√
(Z − A1)(Z −B2)

(W − A1)(W −B2)
. (4.23)

ここで積分路Cは、図 4.3で示したような主面上で分岐 [A1, B2]を囲む閉経路である。第
1項目の積分は、ワンカット解 (4.8)と同様の積分である。一方で、第 2, 3項目は新しい
項であるが、解析的に積分を実行することが出来て、結局ステップ型ツーカット解は

v(Z) =
1

πiλ
log

(
f(Z)−

√
f 2(Z)− 4Z

2

)
+

n

πiλ
log

(
q(Z) +

√
q2(Z)− 4

2

)
+

n0

λ
,

f(Z) = f0 + f1Z, f0 =
2
√
A1B2√

A1 +
√
B2

, f1 =
2√

A1 +
√
B2

,

q(Z) =
q1Z − q0D1

Z −D1

, q1 =
2(2D1 − A1 −B2)

B2 − A1

, q0 =
2(D1B2 +D1A1 − 2A1B2)

D1(B2 − A1)
,

(4.24)

と与えられる。5 付録D.2.2では、Migdal積分形式とは異なる解の導出法からも、このス
テップ型ツーカット解 (4.24)が得られることを紹介している。またこの解がどのように鞍
点方程式 (4.5)を満足しているのか、式 (D.9)及び (D.22)にて示したので、参照して頂き
たい。
リゾルヴェント v(Z)から固有値密度を読み取る関係式 (4.6)を用いると、固有値密度は

ρ(Z) =
1

4π2λZ
log

(
Z +

√
A1B2 − i

√
(Z − A1)(B2 − Z)

Z +
√
A1B2 + i

√
(Z − A1)(B2 − Z)

)

+
n

π2λZ


tanh−1

(√
Z − A1

B2 − Z

√
B2 −D1

D1 − A1

)
, (Z ∈ [A1, B1]),

−tanh−1

(√
B2 − Z

Z − A1

√
D1 − A1

B2 −D1

)
, (Z ∈ [A2, B2]),

(4.25)

と得られる。図 4.4には、|λ| ≪ 1の時の固有値密度 ρ(Z)の概形をプロットした。この
図 4.4を見ると、通常のHermitian行列模型の場合には見られない興味深い特徴として、
Z = D1近傍での固有値密度の対数発散があることに気付く。この発散は、リゾルヴェン
ト (4.24)内の q(Z)が持つ極Z = D1によって現れている。

5この第 2項目は、以下のように逆三角関数を用いて書き換えることも可能である。

log

(
q(Z) +

√
q2(Z)− 4

2

)
= 2i tan−1

(√
Z −A1

Z −B2

√
B2 −D1

D1 −A1

)
.
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図 4.4: (左図:)ステップ型ツーカット解の固有値密度 (4.25)の弱結合極限 |λ| ≪ 1での概
形。Z平面でプロットすると、[A2, B2]は [A1, B1]と同じRiemann面上にいるかのように
振る舞うことに注意せよ。またZ = D1(= B1)に対数発散が見られる。(右図:)Newton法
の結果 (青点)と解析解 (4.24)から得られる端点 (赤点)の比較。Newton法の結果は、パ
ラメータ (N1, N2, n, λ) = (70, 30, 1, 0.5)を用いた。これらは良く一致している。

最後に、解 (4.24)における未定値A1, B1(= D1), B2の決定について考えよう。この決定
には、Z → ∞及び Z = 0でそれぞれ与えられた漸近条件 (4.7)を用いる。更に、固有値
密度に関する規格化条件

N1

N
=

∫ B1

A1

ρ(Z)dZ =
1

4πi

∮
C1

v(Z)

Z
dZ, (4.26)

を課す。これは分岐 [A1, B1]に、矛盾無くN1個の固有値が蓄積していることを要請する
ことに相当する。以上より 3つの未定値A1, B1(= D1), B2を、λ及びN1/N, nの関数とし
て決定することが出来る。6なお、n0は一見未定値として残っているように見えるが、A1

の決定によって自動的に決定される値である。
任意のパラメータ (λ, n,N1/N)の場合で、境界条件からこの端点を解析的に求めること

は難しい。端点が解析的に評価出来るのは、例えば弱結合極限 |λ| ≪ 1を取った場合であ
る。この場合の解はユニークに決定することが可能で、これは z平面での端点で以下の通
りである。

a1 = b1 −
2πλ

n
tan

(
π

2

N1

N

)
+O(λ2), b2 = a2 +

2πλ

n
tan

(
π

2

N2

N

)
+O(λ2),

b1 = d1 = a2 − 2πin = −2πinN2

N
+

λπ

2n

(
tan

(
π

2

N1

N

)
− tan

(
π

2

N2

N

))
+O(λ2). (4.27)

ここで、d1 := logD1である。このように弱結合極限では、λが実数の場合に分岐はO(λ)

の広がりを持って実軸に平行に伸びる。
6N1 = N2の時には、解は対称性 Z → 1/Z を持つため計算が簡単化される。この場合には、対称性から

A1 = 1/B2かつ A2 = 1/B1 = eπinであり、 規格化条件 (4.26)は自明である。残る未定値 B2の決定には、
漸近条件 (4.7)のどちらか一方を課したら良く、片方を課すともう片方は対称性から自明に成り立つ。
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有限の λでは、原点対称性があるN1 = N2の場合で n = 1, 2, 3, 4までで解析的な評価
をすることが出来る。例えば n = 1の場合では、端点の解はユニークに

B2 = 1/A1 = eπi
(
−i(eπiλ − 1) +

√
2eπiλ − e2πiλ

)2
, A2 = e2πiB1 = eπi, (4.28)

である。
また漸近条件 (4.7)、及び規格化条件 (4.26)は、未定値A1, B1, B2について数値的に解

くことが可能である。7例えば (λ, n,N1/N) = (0.5, 1, 0.7)と取って、端点を評価した結果
は図 4.4の通りである。この結果は、Newton法で導出されたツーカット解を、固有値密
度 (4.25)が矛盾無く再現していることを示す。8

また、端点の決定が難しいことに伴って一般の (λ, n,N1/N)における自由エネルギーの
評価は難しい。数値的な解析も、固有値密度の分岐構造の複雑さから信頼性の高い結果を
導くことは厳しい。
解析的な評価が可能であると分かったのは、弱結合極限 |λ| ≪ 1における自由エネル

ギーのみである。N1 = N2の場合で、弱結合極限 |λ| ≪ 1における自由エネルギーは

F(2) =
N2n2πi

4λ
+N2 log

(
1

λ

)
+ · · · , (|λ| ≪ 1), (4.29)

である。ここで、第 1項目は λが実数である場合、物理的ではない位相項であるので無視
しても構わない。
ラージN 極限でマルチカット解がどのように効いてくるか知るために、ワンカット解

の弱結合極限 (4.14)とこれを比較してみよう。log (1/λ)項の比較から、これらは明らかに

F(1) < F(2), (|λ| ≪ 1), (4.30)

の関係にある。従って、ラージN 極限における自由エネルギーの一般論 (3.13)より、ス
テップ型ツーカット解は少なくとも弱結合ではラージN 極限でワンカット解を超えて支
配的な寄与としては効いてこないことが分かる。

4.5 ステップ型マルチカット解
前小節では、ステップ型ツーカット解を構成した。この小節では、2πiの整数倍で特徴

付けられる “ステップ”を、複数回起こしているステップ型マルチカット解の構成を示す。
ステップ型マルチカット解は、例えば図 4.1左下のような固有値配位である。

7数値的に分岐の端点を決定するために、本研究ではMathematicaの FindRootを用いた。端点に関す
る方程式の解はユニークではなく、FindRootの初期条件に依存して様々な解に収束する。図 4.4右ではこ
れらの解の中で、Newton法の結果と一致するものを選んだ。端点に関する他の解が全て矛盾のない解であ
るかどうかは分からない。特に、弱結合極限で固有値密度の正値性が保たれない場合、ρ(Z)の定義からそ
のような解は禁止される。

8この解析では、先行研究 [69, 70, 71]を参考に、解析解の分岐の端点が Newton法の結果と一致するこ
とを確かめた。今の場合で、解析解の分岐全体が複素平面上にどのように伸びているかを確かめることは、
|λ| ≪ 1極限の場合でない限り技術的に難しい。
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図 4.5: (左図:)z平面上でのステップ型マルチカット解の固有値配位。(右図:)固有値密度
(4.34)の弱結合極限での概形。ここでは、2回のステップを起こすステップ型スリーカッ
ト解の固有値密度を記載した。Z平面では、全ての分岐が同じRiemann面上にいるかの
ように振る舞うことに注意せよ。

z平面で、l個の分岐 [aj, bj], (j = 1, · · · , l)がある lカット解を考えよう。ただし、これ
らはRe(aj) ≤ Re(bj)及び Im(aj) ≤ Im(bj)を満たすとする。また j番目の分岐にはNj個
の固有値が蓄積していることを仮定し、全体の規格化条件

∑l
j=1 Nj = N が満たされてい

るとする。ステップ型ツーカット解の場合と同様に、分岐の端点はそれぞれ

aj+1 = bj + 2πinj, (j = 1, · · · , l − 1), (4.31)

を満たすとする。ここで、{nj}は正の整数である。Z平面では、分岐 [Aj, Bj]にそれぞれ
Aj+1 = e2πinjBj を要請することになる。以上を満たす固有値の配位を描いた概略図が図
4.5である。
さてステップ型ツーカット解 (4.22)の一般化から、ステップ型マルチカット解のMigdal

積分形式は

v(Z) =
l∑

j=1

∮
Cj

dW

4πi

V ′(W )

Z −W

√
(Z − A1)(Z −Bl)

(W − A1)(W −Bl)
, V ′(Z) =

1

πiλ
logZ, (4.32)

と与えられる。ここで積分路 Cj は、分岐 [Aj, Bj]を反時計回りに囲む閉経路である。こ
れら分岐は、logZの異なるRiemann面上に定義されていることに注意せよ。またC1は、
主面から n0番目の面上に定義されていると仮定する。

ステップ型ツーカット解で行った計算と同様の評価から、ステップ型 lカット解は以下
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のように導出される。

v(Z) =
1

πiλ
log

(
f(Z)−

√
f 2(Z)− 4Z

2

)
+

l−1∑
j=1

nj

πiλ
log

q(j)(Z) +

√
(q(j)(Z))

2 − 4

2

+
n0

λ
,

f(Z) = f0 + f1Z, f0 =
2
√
A1Bl√

A1 +
√
Bl

, f1 =
2√

A1 +
√
Bl

,

q(j)(Z) =
q
(j)
1 Z − q

(j)
0 Dj

Z −Dj

, q
(j)
1 =

2(2Dj − A1 −Bl)

Bl − A1

, q
(j)
0 =

2(DjBl +DjA1 − 2A1Bl)

Dj(Bl − A1)
.

(4.33)

ここで、Blと他のBjの役割の違いを強調するために、Dj := Bj, (j = 1, · · · , l − 1)と
置いた。関数 q(j)(Z)は、ステップ型ツーカット解の場合と同様にZ = Djにそれぞれ極を
持つ。従ってこの極が起因して、v(Z)は対数発散を持つ。この v(Z)が持つ分岐構造は、
図 4.6左で示した通りである。この解が鞍点方程式 (4.5)を満たしていることは、図中の
対数の分岐を注意深く評価することで確かめることが出来る。
固有値密度 ρ(Z)は

ρ(Z) =
1

4π2λZ
log

(
Z +

√
A1Bl − i

√
(Z − A1)(Bl − Z)

Z +
√
A1Bl + i

√
(Z − A1)(Bl − Z)

)
+

l−1∑
j=1

ρ(j)s (Z),

ρ(j)s (Z) =
nj

π2λZ


tanh−1

(√
Z − A1

Bl − Z

√
Bl −Dj

Dj − A1

)
,

(
Z ∈ [Ak, Bk]

(k=1,··· ,j)

)
,

−tanh−1

(√
Bl − Z

Z − A1

√
Dj − A1

Bl −Dj

)
,

(
Z ∈ [Ak, Bk]
(k=j+1,··· ,l−1)

)
,

(4.34)

と読み取ることが出来る。この固有値密度は、各Z = Djで対数発散を持つ。図 4.5右で
は、ρ(Z)の概形をプロットした。

最後に、(l+1)個の未定値A1, Bl及びDj, (j = 1, · · · , l− 1)の決定を考える。これはス
テップ型ツーカット解の場合の一般化から、2つの漸近条件 (4.7)と固有値密度の規格化
条件

Nj

N
=

∫ Bj

Aj

ρ(Z)dZ =
1

4πi

∮
Ci

v(Z)

Z
dZ, (j = 1, · · · , l), (4.35)

によって決定される。なおこの規格化条件は、全ての規格化条件を足し上げると漸近条件
(4.7)の 1つと等価であるため、独立には (l − 1)個の条件であることに注意せよ。
これら条件は、ツーカット解の場合と同様で解析的に評価することは厳しいが、数値的

に評価することが可能である。例えば、(λ, n1, n2, N1/N,N2/N} = {0.3, 1, 1, 1/3, 1/3)を
取ったステップ型スリーカット解の数値解析の結果は、図 4.6で示されるようにNewton

法の結果を再現し、固有値密度 (4.34)が矛盾ない解析解になっていることが分かる。
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図 4.6: (左図:)ステップ型スリーカット解 (4.33)の Z 平面における分岐の構造。実線が
ルート型の分岐 [A1, B1], [A2, B2], [A3, B3]である。一方で破線は対数型の分岐で、この線
を越えると logZは不連続的に 2πiの定数変位が起こる。この分岐は、原点及びB1(= D1)、
B2(= D2)から伸びる。(右図:)数値解析 (青点)と解析解 (4.33)から導かれる端点 (赤点)

の比較。数値解析のパラメータは (N1, N2, N3, n1, n2, λ) = (20, 20, 20, 1, 1, 0.3)を用いた。

4.6 ステップ型マルチカット解の重ね合わせ
ここまでの小節で、2πiの整数倍で特徴付けられたステップ型マルチカット解の解析解

の構成を行ってきた。では、これで pure U(N)CS行列模型の鞍点方程式 (4.2)の解は尽く
されているだろうか。

図 4.1から分かるように鞍点方程式の解は、ステップ型マルチカット解 (4.33)ではまだ
尽くされていない。Newton法を用いた数値解析の結果を見直してみると、まだ構成され
ていない解が図 4.1右下にある。従ってこの小節では、図 4.1右下に残るスリーカット解
の構成を考えてみよう。この解はワンカット解とよく似た原点近傍に集積した固有値と、
ステップ型ツーカット解とよく似た 2πiの整数倍で隔てられた固有値の集まりが重ね合わ
さったような配位である。故にこのスリーカット解は、ワンカット解とステップ型ツー
カット解の重ね合わせであると解釈することが出来る。
このようなワンカット解とステップ型マルチカット解、もしくはステップ型マルチカッ

ト解同士の重ね合わせで表される解を、この論文では “重ね合わせ型”マルチカット解と
呼ぶことにする。
重ね合わせ型スリーカット解の 3つの分岐を [A(1), B(1)], [A

(2)
1 , B

(2)
1 ], [A

(2)
2 , B

(2)
2 ]と置くこ

とにしよう。ここで [A(1), B(1)]は、z = 0周りのワンカット解に相当し、一方で [A
(2)
i , B

(2)
i ],

(i = 1, 2)はステップ型ツーカット解を特徴付けている。ステップ型ツーカット解の部分
は、以下の仮定を置く。

A
(2)
2 = e2πinB

(2)
1 . (4.36)

nは正の整数である。また各分岐には固有値がN (1)及びN
(2)
i , (i = 1, 2)だけ蓄積してい

ると仮定する。
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図 4.7: (左図:) ワンカット解とステップ型マルチカット解の重ね合わせ (4.37) の積
分経路。(右図:) 数値解析 (青点) と解析解 (赤点) の比較。数値解析のパラメータは
(N (1), N

(2)
1 , N

(2)
2 , n, λ) = (40, 40, 40, 1, 0.2)と選んだ。

この解を再現するMigdal積分形式は

v(Z) =

∮
C(1)∪C

(2)
1 ∪C

(2)
2

dW

4πi

V ′(W )

Z −W

√√√√ (Z − A(1))(Z −B(1))(Z − A
(2)
1 )(Z −B

(2)
2 )

(W − A(1))(W −B(1))(W − A
(2)
1 )(W −B

(2)
2 )

,

(4.37)

である。積分路 C(1)は分岐 [A(1), B(1)]を、積分路 C
(2)
i は分岐 [A

(2)
i , B

(2)
i ], (i = 1, 2)を反

時計回りに囲む閉経路である。これは図 4.7右の通りである。
これまでのステップ型の解を再現した積分形式とこの解との違いは、ルート部分であ
る。分岐 [A

(2)
i , B

(2)
i ]は、ステップ型の場合と同様に仮定 (4.36)から 1本の分岐に繋がる。

しかしこの分岐と、ワンカット解を特徴付ける分岐 [A(1), B(1)]は Z平面上で繋がらない
ので、全体としてルート内は 2つの分岐 [A(1), B(1)], [A

(2)
1 , B

(2)
2 ]を持つ構造で描かれる。

これは、5つの未定値 A(1), B(1), A
(2)
1 , B

(2)
1 , B

(2)
2 が存在する。この決定には、漸近条件

(4.7)と固有値密度の規格化条件を課したら良い。積分形式 (4.37)は、Z → ∞での振る舞
いがこれまでとは異なり、以下のように与えられる。

lim
Z→∞

v(Z) = c1Z + c0 +O(1/Z). (4.38)

c1, c0は、式 (4.37)をZ = ∞周りに展開した時の係数である。この振る舞いから、漸近条
件 (4.7)の Z → ∞での条件だけで 2つの独立な条件 c1 = 0, c0 = 1が与えられる。Z = 0

での振る舞いからは、これまでと同様で 1つの独立な条件が与えられる。固有値密度の規
格化条件は 3つ与えられるが、前の議論と同様に独立には 2つである。以上より 5つの独
立な条件が揃い、これらを連立方程式として解くことで 5つの未定値を決定することが可
能である。従ってこの解は、端点の決定から矛盾無く構成することが出来ると分かる。
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対称解

一般に積分 (4.37)を評価するのは難しい。しかし解が z平面での原点対称性 z → −zを
持つ場合、これは以下のようにして評価が可能である。解が原点対称である場合、各分岐
やパラメータは

A(1) = 1/B(1), A
(2)
1 = 1/B

(2)
2 , A

(2)
2 = 1/B

(2)
1 = eπin, N

(2)
1 = N

(2)
2 , (4.39)

を満足する。ワンカット解に相当する分岐 [1/B(1), B(1)]は logZの主面で、Z = 1を通る
ことが課される。この時、nが仮に偶数を取ったとすると、ステップ型ツーカット解の分
岐はワンカット解にぶつかってしまうので、これを避けるために nは奇数であることが課
される。またステップ型ツーカット解の分岐 [eπin, B

(2)
2 ]及び [1/B

(2)
2 , e−πin]は、それぞれ

(n+ 1)/2、−(n+ 1)/2番目の面上に定義されていることが分かる。

以上の考察から、積分 (4.37)は原点対称な場合

v(Z) =

∮
C(1)∪C(2)

dW

4πi

1

πiλ

logW

Z −W

√√√√ (Z − 1/B(1))(Z −B(1))(Z − 1/B
(2)
2 )(Z −B

(2)
2 )

(W − 1/B(1))(W −B(1))(W − 1/B
(2)
2 )(W −B

(2)
2 )

+

∮
C

(2)
1

dW

4πi

−(n+ 1)

λ

1

Z −W

√√√√ (Z − 1/B(1))(Z −B(1))(Z − 1/B
(2)
2 )(Z −B

(2)
2 )

(W − 1/B(1))(W −B(1))(W − 1/B
(2)
2 )(W −B

(2)
2 )

+

∮
C

(2)
2

dW

4πi

n+ 1

λ

1

Z −W

√√√√ (Z − 1/B(1))(Z −B(1))(Z − 1/B
(2)
2 )(Z −B

(2)
2 )

(W − 1/B(1))(W −B(1))(W − 1/B
(2)
2 )(W −B

(2)
2 )

,

(4.40)

と書き換えることが出来る。これらの積分は、研究 [74]で行われた積分を適用すれば

v(Z) =
1

2πiλ
log

(
f(Z)−

√
f 2(Z)− 4Z2

2

)
− n

2πiλ
log

(
q(Z) +

√
q2(Z)− 4

2

)
,

f(Z) = f0 + f1Z + f0Z
2, q(Z) =

q0 + q1Z + q0Z
2

(Z + 1)2
, (4.41)

と評価することが出来る。ここで、各係数は

f0 =
4

c(1) − c(2)
, f1 = −2

c(1) + c(2)

c(1) − c(2)
, c(1) = B(1) + 1/B(1), c(2) = B

(2)
2 + 1/B

(2)
2

q0 = 2
c(1) + c(2) + 4

c(1) − c(2)
, q1 = −

4
(
c(1) + c(2)

)
+ 4c(1)c(2)

c(1) − c(2)
, (4.42)

である。
解 (4.41)の第 1項目は、レンズ空間 (Lens space) S3/Z2上の超対称 pure U(N)CS理論

を局所化して現れる行列模型のリゾルヴェント [23, 24]と関係する。また、後に議論する
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ABJM行列模型におけるリゾルヴェント (5.9)も同様な構造をしている。レンズ空間上の
CS理論のリゾルヴェントとよく似た構造の解が導出されることは、マルチカット解 (4.41)

の幾何的な解釈を付ける上での手がかりになると考えられる。この関係性から、マルチ
カット解と幾何の関係を明らかにすることは今後の展望である。
また第 2項目は、Z = e±πinに対数発散を持ち、ここまで議論してきた解 (4.24)や (4.33)

と同様の特徴を持っている。この点から、この対数発散がステップ型の解の普遍的な特徴
であることが伺われる。

Newton法を用いて得られた固有値配位と、解析解の端点の比較は図 4.7右の通りであ
る。この結果は、これまでと同様に解析解 (4.41)がNewton法の結果を再現した矛盾無い
解であることを示している。
また解析解の無矛盾性を確かめる端点の比較は、積分 (4.37)を手計算で評価しなくても

良い。すなわち、積分形式 (4.37)に直接漸近条件 (4.7)及び固有値密度の規格化条件を課
し、これらを例えばMathematicaの NIntegral、FindRoot等を用いて数値的に評価して
も端点の一致を確かめることが可能である。
これを踏まえると、一般解の解析的な構成に向けては、積分の実行が出来るかどうかは

あまり重要では無い。むしろ積分形式解 (4.37)の一般化された形式がどのように与えら
れるのかを明らかにすれば良いと考えられる。次節では、積分形式 (4.37)の自然な拡張か
ら、pure U(N)CS行列模型における鞍点方程式の一般解を提案しよう。

4.7 一般解の構成
前小節で議論した重ね合わせ型マルチカット解 (4.37)の一般化は、簡単に行うことが出

来る。一般的に、図 4.8で示されるような、p個のステップ型マルチカット解が重ね合わ
さった重ね合わせ型マルチカット解を考える。q個目 (q = 1, · · · , p)のステップ型マルチ
カット解は、lq個の分岐 [A

(q)
j , B

(q)
j ], (j = 1, · · · , lq)を持つとしよう。ステップ型の仮定か

ら、各分岐は

A
(q)
j = e2πin

(q)
j B

(q)
j+1, (4.43)

を満たすとする。n
(q)
j は正の整数である。また各分岐 [A

(q)
j , B

(q)
j ]には、固有値がN

(q)
j 個蓄

積しているとする。

この配位を導出する積分形式の解は、Hermitian行列模型の場合のMigdal積分形式 (3.20)

の一般化から、以下のように与えることが出来る。

v(Z) =

p∑
r=1

lr∑
j=1

∮
C

(r)
j

dW

4πi

V ′(W )

Z −W

p∏
q=1

√√√√ (Z − A
(q)
1 )(Z −B

(q)
lq
)

(W − A
(q)
1 )(W −B

(q)
lq
)
. (4.44)

ここで積分路C
(r)
j は、分岐 [A

(r)
j , B

(r)
j ], (r = 1, · · · , p, j = 1, · · · , lr)を反時計回りに囲む閉

経路である。この積分は一般に複雑で、解析的に積分後の形式を評価することは難しい。
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図 4.8: z平面における pure U(N)CS行列模型 (4.1)の固有値配位の一般解。拡張された
Migdal積分形式 (4.44)を用いれば、数値解析で見つかる全てのマルチカット解 (図 4.1)を
解析的に導出することが出来る。

恐らくジーナス (genus)の数が (p − 1)個に一般化された楕円積分等を用いて評価される
と期待される。
この積分形式 (4.44)は、(p+

∑p
q=1 lq)個の未定値 {A(q)

1 , B
(q)
1 , · · · , B(q)

lq
}を持つ。そして

この未定値は、
∑p

q=1 lq個の固有値密度に関する規格化条件と、p個の漸近条件 (4.7)から
過不足無く決定することが出来る。
以上より、積分形式 (4.44)が鞍点方程式 (4.2)の全ての解を再現する一般的な表式であ

ると考えられる。Newton法を用いた鞍点方程式 (4.2)の解析では、この形式の解に該当
しない解は見つかっておらず、ここまでで示してきたようにNewton法から見つかる解は
全て式 (4.44)から再現することが出来る。

ところで、これらマルチカット解の物理的な役割を完全に理解することは出来ていな
い。素朴には、ゲージ理論の鞍点方程式の解が複数存在する場合、各々に対応する双対な
重力解が存在すると期待出来る。しかし本研究では、具体的にマルチカット解に対応する
重力解を発見するまでには至らなかった。マルチカット解と双対な重力解の構成は、今後
の展望である。

さて、いずれにしてもゲージ/重力対応を用いた議論をより具体的に行うには、重力双
対の存在が明確なABJM理論の S3分配関数 (2.13)を考えるのが適切である。式 (2.13)は
ABJM行列模型と呼ばれ、pure U(N)CS行列模型 (2.12)と比べるとやや複雑な行列模型
である。
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次章では、本章で示してきたマルチカット解の解析をABJM行列模型の場合に適用し
た結果を述べる。すぐに示すように、pure U(N)CS行列模型で行ってきたこの解析は、
ABJM行列模型等の、やや複雑な他のCS行列模型の解析にも適用可能である。
更に次章の終盤では、マルチカット解の構成法をABJM行列模型の場合に拡張した後

に、その物理的な役割について考える。特に、D2ブレーンインスタントンと呼ばれる IIA

型超弦理論に現れる非摂動効果に着目し、これとABJM行列模型におけるマルチカット
解のある極限が定量的に関係付くことを示す。また pure U(N)CS行列模型におけるマル
チカット解の役割についても、ここで再び議論する。
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第5章 ABJM行列模型のマルチカッ
ト解

前章では、pure U(N)CS行列模型の’tHooft極限に様々なマルチカット解が存在するこ
とを示し、その解析解を構成した。このような無限個のマルチカット解は、他のCS行列
模型にもまた存在する。本章では’tHooft極限でAdS4 × CP3上の IIA型超弦理論の低エ
ネルギー極限との双対性が期待されているABJM行列模型に着目する。
節 5.1及び節 5.2では、’tHooft極限におけるこれまでの先行研究を紹介する。次に節

5.3では、ABJM行列模型も前章と同様の解析法によって様々なマルチカット解が構成可
能であることを示す。
また、このように構成されたマルチカット解の物理的な役割は何だろうか。節 5.4では、

ABJM行列模型のマルチカット解の一部の配位が、AdS4 × CP3上の IIA型超弦理論にお
いて知られているD2ブレーンインスタントンと呼ばれる非摂動効果と定量的に関係する
ことを示す。

5.1 ABJM行列模型における鞍点方程式
本章では、ABJM行列模型 (2.13)を考える。ABJM行列模型の分配関数は

ZN =
1

(N !)2

∫ N∏
i=1

dµi

2π
e−

N
4πiλ

µ2
i

N∏
j=1

dνj
2π

e
N

4πiλ
ν2j

∏N
i<j

[
2 sinh

µi−µj

2

]2∏N
i<j

[
2 sinh

νi−νj
2

]2∏N
i,j=1

[
2 cosh

µi−νj
2

]2 ,

(5.1)

である。kはCS準位で、λ := N/kである。定義及び分配関数の対称性から、λは正の実
数に制限することが出来る。
本章では、IIA型超弦理論の低エネルギー極限との対応が期待される’tHooft極限 (N →

∞, λ :固定)を取り、これまでと同じ方針でこの分配関数を評価してみよう。ABJM行列
模型は、2種類の固有値 µi, νjが存在する 2行列模型である。鞍点方程式は、固有値 µi, νj
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それぞれについて

µi =
2πiλ

N

[
N∑
j ̸=i

coth
µi − µj

2
−

N∑
j=1

tanh
µi − νj

2

]
, (i = 1, · · · , N),

−νi =
2πiλ

N

[
N∑
j ̸=i

coth
νi − νj

2
−

N∑
j=1

tanh
νi − µj

2

]
, (i = 1, · · · , N), (5.2)

と与えられる。この解析には、第 3章で学んだリゾルヴェントの方法が再び役立つ。pure

U(N)CS行列模型の場合と同様に、新しい変数Mi := exp (µi)及びNj := exp (νj)を導入
しよう。すると鞍点方程式 (5.2)は、この変数で

logMi =
2πiλ

N

[
N∑
j ̸=i

Mi +Mj

Mi −Mj

−
N∑
j=1

Mi −Nj

Mi +Nj

]
, (i = 1, · · · , N),

− logNi =
2πiλ

N

[
N∑
j ̸=i

Ni +Nj

Ni −Nj

−
N∑
j=1

Ni −Mj

Ni +Mj

]
, (i = 1, · · · , N), (5.3)

と書き換えられる。

固有値Mi, Njに関する固有値密度と、リゾルヴェントを以下のように導入する。

ρM(Z) :=
1

N

N∑
i=1

δ(Z −Mi), ρN(Z) :=
1

N

N∑
i=1

δ(Z −Ni),

w(Z) :=

∫
CM

ρM(W )
Z +W

Z −W
dW −

∫
CN

ρN(W )
Z −W

Z +W
dW. (5.4)

ここで CM 及び CN は、それぞれ ρM(Z)及び ρN(Z)の台である。これらを用いると、鞍点
方程式 (5.3)は

1

πiλ
logZ = lim

ϵ→0
[w(Z + iϵ) + w(Z − iϵ)] , (Z ∈ CM),

1

πiλ
logZ = lim

ϵ→0
[w(−Z + iϵ) + w(−Z − iϵ)] , (Z ∈ CN), (5.5)

と与えられる。また固有値密度は、それぞれ以下の関係式から読み取ることが出来る。

ρM(Z) = − 1

4πiZ
lim
ϵ→0

[w(Z + iϵ)− w(Z − iϵ)] , (Z ∈ CM),

ρN(Z) = +
1

4πiZ
lim
ϵ→0

[w(−Z + iϵ)− w(−Z − iϵ)] , (Z ∈ CN). (5.6)

更に、リゾルヴェントw(Z)は定義から以下の漸近条件を満足する。

lim
Z→∞

w(Z) = 0 +O(1/Z), lim
Z→0

w(Z) = 0 +O(Z). (5.7)
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図 5.1: 鞍点方程式 (5.2)をNewton法で数値解析して、様々に現れるマルチカット解。パ
ラメータはN = 100, λ = 10を取った。青点は固有値 µi、赤点は固有値 νjが複素平面上
で安定している位置である。左上が研究 [26]によって示された (1+1)カット解、他の解が
これまでに発見されていなかったマルチカット解の一部である。

さて、やるべきことはこれまで通りである。すなわちリゾルヴェントw(Z)を漸近条件
(5.7)の下で解き、固有値密度を式 (5.6)から読み取って、自由エネルギー F := − logZN

を評価したら良い。

解析計算を行う前に、pure U(N)CS行列模型の場合と同様に、数値解析で鞍点方程式
(5.2)を評価した結果を記載しておく。図 5.1は、Newton法を用いて方程式 (5.2)を解い
た際に現れる様々な固有値配位の一部である。図 5.1左上は、次節で紹介する Drukker,

Marino, Putrovの研究 [26]によって解析的にもよく知られた解である。本論文では、他
の配位と区別するために、この配位を “DMP解”と呼ぶことにしよう。
一方、図 5.1におけるDMP解以外の配位は、これまでの先行研究では見つかっていな

いマルチカット解である。すぐに分かるように、ABJM行列模型におけるこれらの解も
2πiの整数倍の変位によって特徴付けられており、pure U(N)CS行列模型と同じ機構で各
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固有値が留まっていることが見て取れる。1これらの結果は、ABJM行列模型にもまた無
限個のマルチカット解が存在することを示唆している。

以下では、本章の構成を記載しよう。まず節 5.2では、よく知られたDMP解の構成法
を紹介する。ABJM行列模型の鞍点方程式 (5.5)は、これまでと比べて一見非常に複雑で
あるが、ここでもまたMigdal積分形式 (3.20)を用いた解析が役立つ。節 5.3では、pure

U(N)CS行列模型の一般解 (4.44)を導出した方法を ABJM行列模型の場合に拡張する。
そして、ABJM行列模型のマルチカット解全てを含む積分形式を用いた一般解 (5.17)を
提案する。
ここまでの節で、ABJM行列模型におけるマルチカット解の一般的な構成法を示した

ことになる。ではこれらマルチカット解は、どのような物理的な役割を持っているだろう
か。節 5.4では、ABJM行列模型のマルチカット解の一部が、D2ブレーンインスタント
ンと呼ばれる超弦理論の非摂動効果と定量的に関係していることを示し、マルチカット解
とその双対な重力理論での描像の関係性について議論する。

5.2 DMP解
マルチカット解の構成に移る前に、まずはよく知られた DMP解 (図 5.1左上)の導出

を紹介する。この導出には、次節の一般解の構成に備えて、研究 [74]によって行われた
Migdal積分形式を用いた導出法が便利である。
DMP解は、図 5.1左上を見れば分かるように、各固有値 µ, νが原点周りに集積した原

点対称な (1+1)カット解である。対称性から、固有値Mi = eµi の台は [1/A,A]、固有値
Nj = eνj の台は [1/B,B]に描かれると仮定することが出来る。ただし、|A|, |B| ≥ 1であ
るとする。DMP解の固有値配位の概略図は、図 5.2左に記載した。

鞍点方程式 (5.5)を満たし、上記の位置に固有値が配位するリゾルヴェント w(Z)はど
のように与えられるだろうか。これは、以下の積分形式で与えられる。

w(Z) =

∮
C(M)

dW

4πi

V ′
M(W )

Z −W

√
(Z − A)(Z − 1/A)(Z + 1/B)(Z +B)

(W − A)(W − 1/A)(W + 1/B)(W +B)

+

∮
C(N)

dW

4πi

V ′
N(W )

Z −W

√
(Z − A)(Z − 1/A)(Z + 1/B)(Z +B)

(W − A)(W − 1/A)(W + 1/B)(W +B)
,

V ′
M(Z) :=

1

πiλ
logZ, V ′

N(Z) :=
1

πiλ
log
(
eπiZ

)
. (5.8)

1ABJM行列模型の鞍点方程式 (5.2)には、物質場の存在に伴って異なる種類の固有値 µi,νj 間の相互作
用も存在する。これは周期性から、µと ν が (2n + 1)πiだけ離れた時に強く働く。ここまでのマルチカッ
ト解の解析を踏まえると、この周期性に起因した新しい種類のマルチカット解が現れそうである。
しかし、私達の数値解析では、µと ν が (2n+ 1)πiで隔てられたステップ型マルチカット解を見つける

ことは出来なかった。これは tanh項の符号が、µ同士 (もしくは ν 同士)の coth項とは逆になっていて、
左辺のポテンシャル項と上手くバランス関係を築けないことが原因であると考えられる。本研究では、さし
あたり数値解析から見つからないことを根拠に、このような配位の解析解は考えないことにした。
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関する分岐である。また α := logA, β := logBである。(右図:)積分形式 (5.8)の積分経
路。C(N)が、リゾルヴェントの定義 (5.4)から、[1/B,B]ではなく [−B,−1/B]を囲む閉
経路になっていることに注意せよ。

経路C(M)及びC(N)は、図 5.2右に記載したように、分岐 [1/A,A]及び [−B,−1/B]を反
時計回りに一周した閉経路である。
この積分形式は、[1/A,A]と [−B,−1/B]に分岐を持つことに気付く。2つ目の分岐が

[1/B,B]ではなく、[−B,−1/B]に引かれると仮定したのは以下の理由から来る。鞍点方
程式 (5.3)を見直してみよう。固有値MiとNjの相互作用項に注目してみると、この方程
式は分母の構造からMi = NjではなくMi = −Njで特異的である。従ってこれに対応し
て、固有値Njに関してリゾルヴェントが持つ分岐は、実際に固有値が配位する位置から
符号が変化する。

さて積分 (5.8)は、研究 [74]によって解析的に評価されており、結果は

w(Z) =
1

2πiλ
log

(
f(Z)−

√
f 2(Z)− 4Z2

2

)
, f(Z) = f0 + f1Z + f0Z

2,

f0 =
4

A+ 1/A+B + 1/B
, f1 =

2 (−A− 1/A+B + 1/B)

A+ 1/A+B + 1/B
, (5.9)

である。未定値A及びBは、漸近条件 (5.7)及び固有値密度に関する規格化条件

1 =

∫ A

1/A

ρM(Z)dZ =
1

4πi

∮
C(M)

w(Z)

Z
dZ, (5.10)

から決定することが出来る。2これら条件式を課すと、端点A,Bは、以下の関係式を満た
す値であることが研究 [26]により示されている。

A+
1

A
= 2 + iκ, B +

1

B
= 2− iκ. (5.11)

2対称性 Z → 1/Z から、漸近条件 (5.7)からは独立な条件式が 1つだけ得られる。また固有値密度の規
格化条件は、当然もう片方の固有値N = eν に関しても要請されるが、これもまた原点対称性から独立な条
件式ではない。従って独立には 2つの方程式が課され、ここから未定値 A,B を過不足無く決定出来る。
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ここで κは、’tHooft結合定数 λと以下のようにして関係する量である。

λ(κ) =
κ

8π
3F2

(
1

2
,
1

2
,
1

2
; 1,

3

2
;−κ2

16

)
. (5.12)

特に端点A,Bは、IIA型超弦理論の古典極限に相当する強結合極限 |λ| ≫ 1を取ると

A = eα, α = π
√
2λ̂+

π

2
i− 2ie−π

√
2λ̂ + · · · ,

B = eβ, β = π
√
2λ̂− π

2
i+ 2ie−π

√
2λ̂ + · · · , (5.13)

と振る舞う。ここで、λ̂ := λ− 1/24である。

研究 [26]では、リゾルヴェント (5.9)から読み取られる固有値密度を用いて、’tHooft極
限での自由エネルギー F := − logZN が評価されている。この結果は、λ ≫ 1極限で

FDMP ≈ π
√
2

3
N2λ−1/2 + · · · , (5.14)

と与えられる。これは、IIA型超弦理論の古典極限に相当する IIA型超重力のAdS4 × CP3

解が持つ自由エネルギーと一致する。この一致は、重力を含まないゲージ理論が確かに重
力の物理量を再現した一例であり、ゲージ/重力対応の定量的な証拠の 1つとして数えら
れている。
また λ = N/kを用いて、式 (5.14)をN と kの関数として素朴に書くと

FDMP =
π
√
2

3
N3/2k1/2 + · · · , (5.15)

である。この結果もまた、M理論の古典極限に相当する 11次元超重力解AdS4 × S7/Zk

上のN 枚のM2ブレーン系が持つべきN3/2則 (2.4)を満たし、ゲージ/重力対応の期待を
きちんと再現していると言える。
また近年、フェルミガス法 [42]と呼ばれる手法を用いると、M理論極限 (N → ∞, k:

固定)をより直接的に解析出来ることが判明している。この手法を用いると、11次元超重
力解の物理量との一致 (5.15)をより簡単に得ることが出来る。フェルミガス法に関する進
展は、文献 [30, 31]にまとめられている。

5.3 ABJM行列模型のマルチカット解
5.3.1 一般解の構成
’tHooft極限における解析に戻ろう。この節では、pure U(N)CS行列模型で行ったマル

チカット解全てを含む一般解の構成を、ABJM行列模型の場合にも拡張してみる。
Newton法による数値解析 (図 5.1)は、ABJM行列模型にもまた 2πiの整数倍で隔てら

れたステップ型マルチカット解が存在することを示唆している。また、pure U(N)CS行
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列模型の場合と同様に、ステップ型マルチカット解の重ね合わせもまた考えることが出来
る (ただし図 5.1には、重ね合わせ型の記載が省かれていることに注意せよ)。

ABJM行列模型の一般的な積分形式の解はどのように与えられるだろうか。この節で
は一般的に、固有値 {Mi}について、p個のステップ型マルチカット解が重ね合わさって
いる状況を考える。r 個目 (r = 1, · · · , p)のステップ型マルチカット解は、lr 個の分岐
[A

(M,r)
j , B

(M,r)
j ], (j = 1, · · · , lr)を持つとする。同様に固有値 {Nj}については q個のステッ

プ型マルチカット解が重ね合わさっている状況を考える。r個目 (r = 1, · · · , q)のステップ
型マルチカット解は、mr個の分岐 [A

(N,r)
j , B

(N,r)
j ], (j = 1, · · · ,mr)を持つとする。ステップ

型マルチカット解の分岐は、それぞれ 2πiの整数倍変位で繋がっていると仮定し、従って

A
(M,r)
j =e2πin

(M,r)
j B

(M,r)
j+1 , (j = 1, · · · , lr, r = 1, · · · , p),

A
(N,r)
j =e−2πin

(N,r)
j B

(N,r)
j+1 , (j = 1, · · · ,mr, r = 1, · · · , q), (5.16)

を満たすとする。ここで、n
(M,r)
j 及びn

(N,r)
j は正の整数である。また各分岐 [A

(M,r)
j , B

(M,r)
j ]

及び [A
(N,r)
j , B

(N,r)
j ]には、固有値がN

(M,r)
j , N

(N,r)
j 個だけ集積しているとする。

以上の仮定に基づいた、ABJM行列模型の一般解は

w(Z) =

p∑
t=1

lt∑
j=1

∮
C

(M,t)
j

dW

4πi

V ′
M(W )

Z −W

p∏
r=1

q∏
s=1

√√√√ (Z − A
(M,r)
1 )(Z −B

(M,r)
lr

)(Z + A
(N,s)
1 )(Z +B

(N,s)
ms )

(W − A
(M,r)
1 )(W −B

(M,r)
lr

)(W + A
(N,s)
1 )(W +B

(N,s)
ms )

+

q∑
t=1

mt∑
j=1

∮
C

(N,t)
j

dW

4πi

V ′
N(W )

Z −W

p∏
r=1

q∏
s=1

√√√√ (Z − A
(M,r)
1 )(Z −B

(M,r)
lr

)(Z + A
(N,s)
1 )(Z +B

(N,s)
ms )

(W − A
(M,r)
1 )(W −B

(M,r)
lr

)(W + A
(N,s)
1 )(W +B

(N,s)
ms )

,

(5.17)

と与えることが出来る。ここで経路C
(M,r)
i 及びC

(N,s)
j は、分岐 [A

(M,r)
i , B

(M,r)
i ] (i = 1, · · · , lr,

r = 1, · · · , p)及び [−B
(N,s)
j ,−A

(N,s)
j ] (j = 1, · · · ,ms, s = 1, · · · , q)を反時計回りに一周し

た閉経路である。未定値である分岐の端点は、漸近条件 (5.7)及び固有値密度の規格化条
件から過不足無く決定することが出来る。

5.3.2 対称ステップ型マルチカット解
一般解 (5.17)は、一目見れば分かるように非常に複雑な積分形式で与えられ、積分後
の形式を導出することは難しい。しかし、解が原点対称性Z → 1/Zを持ち、重ね合わせ
のない p = q = 1の場合では、この積分を比較的簡単に実行することが可能である。こ
れは、z平面では図 5.3で記載した配位に相当する。図 5.3で示した通り、固有値 µiはス
テップ型 (2l + 1)カット解で、固有値 νjはステップ型 (2m+ 1)カット解で与えられる固
有値配位である。
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図 5.3: 原点対称なステップ型 ((2l + 1) + (2m+ 1))カット解 (5.20)。

後で示すように、解析結果はステップ型マルチカット解の分岐の数が奇数である場合と
偶数である場合によって変わる。ここでは、まずは µi, νjがどちらも奇数個の分岐を持つ
場合を考える。

原点対称性から、固有値 {µi}は [−b
(M)
0 , b

(M)
0 ],[a

(M)
j , b

(M)
j ],[−b

(M)
j ,−a

(M)
j ], (j = 1, · · · , l)

に分岐を作り、各領域には固有値がN
(M)
0 ,N

(M)
j ,N

(M)
j 個だけ集積しているとする。また固

有値は、固有値密度全体の規格化条件からN
(M)
0 +2

∑l
j=1N

(M)
j = Nを満たす。固有値{νj}

についても同様である。すなわち [−b
(N)
0 , b

(N)
0 ],[a

(N)
j , b

(N)
j ],[−b

(N)
j ,−a

(N)
j ],(j = 1, · · · ,m)に

分岐を作り、各領域には固有値がN
(N)
0 , N

(N)
j , N

(N)
j だけ集積しているとする。規格化条件

はN
(N)
0 + 2

∑m
j=1 N

(N)
j = N である。ステップ型マルチカット解の仮定から、各分岐は

a
(M)
j = b

(M)
j−1 + 2πin

(M)
j , (j = 1, · · · , l),

a
(N)
j = b

(N)
j−1 − 2πin

(N)
j , (j = 1, · · · ,m), (5.18)

を満たす。ここで {n(M)
j }及び {n(N)

j }は正の整数である。

さて、一般解 (5.17)から読み取られる対称ステップ型マルチカット解の積分形式は

w(Z) =
2l+1∑
j=1

∮
C

(M)
j

dW

4πi

V ′
M(W )

Z −W

√√√√ (Z − 1/B
(M)
l )(Z −B

(M)
l )(Z + 1/B

(N)
m )(Z +B

(N)
m )

(W − 1/B
(M)
l )(W −B

(M)
l )(W + 1/B

(N)
m )(W +B

(N)
m )

+
2m+1∑
j=1

∮
C

(N)
j

dW

4πi

V ′
N(W )

Z −W

√√√√ (Z − 1/B
(M)
l )(Z −B

(M)
l )(Z + 1/B

(N)
m )(Z +B

(N)
m )

(W − 1/B
(M)
l )(W −B

(M)
l )(W + 1/B

(N)
m )(W +B

(N)
m )

,

(5.19)
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である。ここで、A
(M)
j = exp

(
a
(M)
j

)
, B

(M)
j = exp

(
b
(M)
j

)
, A

(N)
j = exp

(
a
(N)
j

)
, B

(N)
j =

exp
(
b
(N)
j

)
である。また経路C

(M)
j 及びC

(N)
j は、一般解 (5.17)に従って分岐を囲んだ積分

経路である。またステップを起こす点を強調するために、D
(M)
j := A

(M)
j , D

(N)
j := A

(N)
j と

置く。

この積分は、pure U(N)CS行列模型の重ね合わせ型マルチカット解の解析で行った積
分 (4.37)とよく似た形式になっている。従って、研究 [74]による積分の評価を応用すると

w(Z) =
1

2πiλ
log

(
f(Z)−

√
f 2(Z)− 4Z2

2

)

+
l∑

i=1

n
(M)
i

πiλ
log

p(i)(Z) +

√
(p(i)(Z))

2 − 4

2

−
m∑
j=1

n
(N)
j

πiλ
log

q(j)(Z) +

√
(q(j)(Z))

2 − 4

2

,

(5.20)

と導出することが出来る。ここで f(Z)と p(i)(Z)、及び q(j)(Z)はそれぞれ

f(Z) = f0 + f1Z + f0Z
2, p(i)(Z) =

p0Z
2 + p1Z + p0

(Z −D
(M)
i )(Z − 1/D

(M)
i )

, q(j)(Z) =
q0Z

2 + q1Z + q0

(Z +D
(N)
j )(Z + 1/D

(N)
j )

,

(5.21)

と与えられる。また各係数は

f0 =
4

c(M) + c(N)
, f1 =

2
(
−c(M) + c(N)

)
c(M) + c(N)

,

p
(i)
0 =

4
(
D

(M)
i + 1/D

(M)
i

)
+ 2c(M) − 2c(N)

c(M) + c(N)
, p

(i)
1 =

2
(
D

(M)
i + 1/D

(M)
i

) (
c(M) − c(N)

)
− 4c(M)c(N)

c(M) + c(N)
,

q
(j)
0 =

−4
(
D

(N)
j + 1/D

(N)
j

)
+ 2c(M) − 2c(N)

c(M) + c(N)
, q

(j)
1 =

−2
(
D

(N)
j + 1/D

(N)
j

) (
c(M) − c(N)

)
− 4c(M)c(N)

c(M) + c(N)
,

c(M) = B
(M)
l + 1/B

(M)
l , c(N) = B(N)

m + 1/B(N)
m , (5.22)

である。
解 (5.20)を眺めると、第 1項目は DMP解 (5.9)と完全に同じ形式をしていることに

気付く。一方で、第 2項目は pure U(N)CS行列模型のステップ型マルチカット解で現れ
た新しい項に似ている。特に p(i)(Z)、及び q(j)(Z)で書かれる関数の構造は式 (4.41)の
第 2項目とよく似ている。このリゾルヴェント、及び読み取られる固有値密度は、Z =

D
(M)
i ,1/D

(M)
i ,−D

(N)
j ,−1/D

(N)
j (i = 1, · · · , l, j = 1, · · · ,m )に対数発散を持つ。ここから

この対数発散が、一般的なCS行列模型のステップ型マルチカット解において、ある程度
普遍的な特徴であることが分かる。

分岐の数が偶数になった場合の解について議論しておく。これは奇数個の分岐の解 (5.20)

で、原点に貯まった固有値の数 N
(M)
0 や N

(N)
0 を 0に持っていく極限で実現する。例え
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ば N
(M)
0 → 0 とすると、分岐 [−b

(M)
0 , b

(M)
0 ] が原点に潰れ、次の分岐の端点が D

(M)
1 =

exp
(
πinM

1

)
に固定される。N

(N)
0 → 0についても同様である。

以上のようにして、分岐が偶数個の対称ステップ型マルチカット解もまた、関数 (5.20)

の構造を変えることなく構成が可能である。

5.4 超弦理論の非摂動効果との関係性
この節では、CS行列模型のマルチカット解の物理的な役割について記載する。ABJM

行列模型の場合で、DMP解 (5.9)がラージN 極限のリーディングに相当する真空解であ
るとみなすと、その他のマルチカット解は超弦理論の非摂動的な励起状態と関係する可能
性がある。
まず小節 5.4.1では、ABJM行列模型と関係する IIA型超弦理論に知られている非摂動

効果を紹介する。次に小節 5.4.2では、ABJM行列模型のステップ型マルチカット解がD2

ブレーンインスタントンと呼ばれる超弦理論の非摂動効果と関係することを示す。小節
5.4.3では、前節の解析を pure U(N)CS行列模型に応用し、M2ブレーンインスタントン
とステップ型マルチカット解の関係を議論する。最後に小節 5.4.4では、重ね合わせ型の
マルチカット解から想起される新しい形のラージN インスタントンについて議論する。

5.4.1 ABJM行列模型の非摂動効果
この小節では、’tHooft極限におけるABJM行列模型の解析でこれまでに知られている

非摂動効果を紹介する。
DMP解の解析 (5.14)で示したように、ABJM行列模型の自由エネルギーF は古典極限

(N → ∞, λ → ∞)で IIA型超重力解AdS4 × CP3の自由エネルギーと一致する。ゲージ/

重力対応を信じると、リーディング (5.14)からの 1/N 補正は古典重力からの量子補正と
考えることが出来る。特にラージN 極限に対する指数関数的な補正は、超弦理論の非摂
動効果と関係することが期待される。

以下では、IIA型超弦理論の古典解の 1つに相当する IIA型超重力解AdS4 × CP3の解
析から、この背景時空において知られている超弦理論の非摂動効果を紹介する。これは、
次のような 2種類が知られている。

F1インスタントン : exp [−SF1], SF1 = 2π
√
λ,

D2ブレーンインスタントン : exp [−SD2], SD2 = πN
√
2/λ. (5.23)

SF1や SD2は、各励起状態における古典作用の大きさに相当する。式 (5.23)は、超重力理
論の解析を、ゲージ/重力対応における関係式 gs ∼ 1/N, lpl ∼ 1/λを用いて書き直した結
果である。3

3M理論極限 (N → ∞, k : 固定)を取った場合では、F1インスタントンはWS (world sheet)インスタ
ントン、D2ブレーンインスタントンはM2ブレーンインスタントンと呼ばれる。
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図 5.4: D2ブレーンインスタントン SD2が導出される非自明な積分経路 Cs。青い実線は
ルートの分岐の表側、点線は裏側を通っていることを指す。

F1インスタントン [75]は、背景時空AdS4 × CP3中の部分多様体であるCP1に弦 (F1)

が 1回巻き付いた励起状態である。古典作用SF1を見てみると、これは強結合極限λ → ∞
に対する非摂動的な補正であることが分かる。
一方でD2ブレーンインスタントン [47, 76]は、AdS4 × CP3中の部分多様体 RP3に、

IIA型理論の非摂動的な物体であるD2ブレーンが 1回巻き付いた励起状態である。この
励起は、SD2のN 依存性からラージN 極限に対する非摂動効果とみなすことが出来る。

これらの非摂動効果は、ABJM行列模型の解析からも発見されている。まずF1インスタ
ントンは、強結合展開 |λ| ≫ 1に関する非摂動的な補正として現れる [26]。例えば、分岐の端
点の強結合での振る舞い (5.13)を眺めてみると、この中に指数関数的な補正 exp (−π

√
2λ)

が現れている。この補正は、まさしく F1インスタントンと同様の形をしており、これは
そのまま自由エネルギー (5.14)の非摂動的な補正として現れる。従って、ここからABJM

行列模型の強結合展開の中に F1インスタントン SF1が現れていることが見て取れる。

一方、D2ブレーンインスタントンの古典作用 SD2は、行列模型のラージNインスタン
トンに関する解析から発見されている。行列模型のラージN インスタントンに関する一
般論については、付録Cに基礎的な事項をまとめたので参照せよ。
行列模型の一般論に従うと、ラージN インスタントンは、真空解から 1つの固有値が

非自明な鞍点に励起した配位によって特徴付けられる (図C.1を参照せよ)[77, 78]。また、
これはスペクトル曲線の非自明な周回積分に書き換えることが出来る。ABJM行列模型
の場合、DMP解 (5.9)がラージN 極限で支配的な真空解である。DMP解 (5.9)により描
かれるスペクトル曲線 y(Z)は

y(Z) =
1

2πiλ
logZ − w(Z), (5.24)

である。ここでw(Z)は、DMP解のリゾルヴェント (5.9)である。
さて、DMP解は非自明な鞍点こそ持たないが、図 5.4で描かれる非自明な積分路Csを
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持つ。4そして、一般論 (C.7)からインスタントン古典作用に相当するスペクトル曲線の周
回積分は、強結合極限 |λ| ≫ 1で

Ss
inst =

N

2

∮
Cs

y(Z)

Z
dZ = πN

√
2/λ+ · · · , (5.25)

と振る舞うことが研究 [47, 76]により調べられている。これらは、確かに IIA型超弦理論
におけるD2ブレーンインスタントンの古典作用 (5.23)と一致している。

以上のように、ABJM行列模型はその非摂動効果も含めて IIA型超弦理論の低エネル
ギー極限との一致が確かめられている。

5.4.2 マルチカット解 vs. D2ブレーンインスタントン
前小節では、DMP解の視点から、IIA型超弦理論に存在する 2種類の非摂動効果 (5.23)

が導かれることを紹介した。一方、本研究ではABJM行列模型に様々なマルチカット解
が存在することを示した。この小節では、このマルチカット解のある極限が、非摂動効果
の 1つであるD2ブレーンインスタントンと定量的に関係付くことを示す。

図 5.1左下のステップ型 (2+1)カット解を考えよう。ここでN
(M)
2 → 0極限を取ると、

固有値µに関する分岐の 1つは縮んで消滅し、解の描像はDMP解に帰着する。図 5.5で示
したように、N

(M)
2 → 1極限を取った場合はどうであろうか。このような配位は、DMP解

から 1つの固有値が 2πi離れた位置に励起したラージN インスタントン的な配位になる。
この配位の古典作用を、やや大雑把な評価であるが、解析的に行ってみよう。DMP解

におけるN 番目の固有値 µN の有効ポテンシャルを考える。これは分配関数 (5.1)より、

Veff(µN) =
1

4πiλ
µ2
N + Vint(µN),

Vint(µN) := − 1

N

N−1∑
j=1

log

[
2 sinh

µN − µj

2

]2
+

1

N

N∑
j=1

log

[
2 cosh

µN − νj
2

]2
, (5.26)

と得られる。ここで、他の固有値 {µi} (i ̸= N)及び {νj}は先に積分されてDMP解 (5.9)

に固定されているとする。また µN が複素平面上でどの位置を取るかによって他の固有値
は反作用を受けて僅かに位置がずれるはずであるが、このような効果は無視することに

4研究 [47]では、DMP解のスペクトル曲線 y(Z)の非自明な周回経路についての分類が成されている。
非自明な経路は、Cs以外にも独立にもう 1種類発見されており、この周回積分から別の寄与が導かれる。し
かしこの寄与は、強結合極限 |λ| ≫ 1で実数のインスタントン古典作用 Sinst を持たず、ここで紹介した式
(5.25)のような物理的な励起状態には該当しない。このような非物理的な寄与は、Marinoによるレビュー
文献 [29]にて、A周期インスタントン (A-cycle instanton)と呼ばれている。
一方で、非自明な鞍点から導かれる周回経路で特徴付けられたインスタントンは B周期インスタントン

(B-cycle instanton)と呼ばれる。式 (5.25)で示された経路 Csによって現れるラージN インスタントンは、
経路内のどの点に非自明な鞍点があるのか分からないため、B周期インスタントンであると断定すること
は出来ない。少なくとも、経路積分に寄与する物理的な配位を導出しているという観点で、A周期インス
タントンでないことは確かである。
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↵
<latexit sha1_base64="C5Svp341VR0rheTFghw8OMvHmNE="></latexit>

Re

Im
↵+ 2⇡i

<latexit sha1_base64="zgMuoMoiHfLMb7qFtpRvkqRyS0I="></latexit>

µ, ⌫
<latexit sha1_base64="otV1HI2X8m1DUVgE2B5cemgtADA="></latexit>

図 5.5: ステップ型 (2+1)カット解 (図 5.1左下)のインスタントン極限N
(M)
2 → 1。この

励起状態が持つ古典作用は、D2ブレーンインスタントンの古典作用 SD2と一致する。

する。まず、最後の固有値が DMP解の端点 α(5.9)に配位する場合 (µN = α)を考える
と、この配位はDMP解 (5.9)そのものである。従ってこれを用いると、固有値 µN が真空
µN = αから適当な位置に励起した際の古典作用は

Sinst(µ) = N (Veff(µ)− Veff(α)) , (5.27)

と与えられる。これは、式 (C.5)の自然な拡張である。

この式 (5.27)を使って、図5.5で示された (2+1)カット解のインスタントン極限N
(M)
2 → 1

の古典作用を求めてみよう。最後の固有値µN は、ステップ型の特徴からµN = α+2πiに
配位される。従って、この励起の古典作用は

Sinst(α + 2πi) =
N

4πiλ
(α + 2πi)2 +NVint(α + 2πi)−

(
N

4πiλ
α2 +NVint(α)

)
=

Nα

λ
+ i

πN

λ

= πN
√

2/λ+ · · · , (|λ| ≫ 1), (5.28)

と見積もることが出来る。ここでは相互作用項の周期性 Vint(α + 2πin) = Vint(α)及び端
点 αの強結合極限 |λ| ≫ 1での値 (5.13)を用いた。
ここで導出した Sinstは、最後の固有値 µN に関する反作用の効果を無視しているもの

の、DMP解の周回積分 (5.25)から導かれるD2ブレーンインスタントンの古典作用 SD2
inst

[47, 76]と一致する。5後で示すように、これは反作用の効果を含めてもD2ブレーンインス
タントンとの一致が見られる。従ってこの定量的な一致から、ABJM行列模型のステップ型

5マルチカット解から導かれる古典作用の実部については、式 (5.28)で示したようにD2ブレーンインス
タントン [47, 76]との一致が見られる。一方で、虚部は先行研究の結果と比べて余計な項 iNπ/λ = iπkが
出てしまい一致が見られない。これら虚部は、古典作用の位相因子である。一般に鞍点法を用いて評価さ
れた位相因子は、積分経路の変更の仕方に依存する。従って反作用を無視した大雑把な本解析 (5.28)では、
位相因子が一致する必要までは無いと判断出来る。
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2⇡in
<latexit sha1_base64="2ZCiOqomWkoleTeOI0NWyUhhhqk="></latexit>

2⇡in
<latexit sha1_base64="2ZCiOqomWkoleTeOI0NWyUhhhqk="></latexit>

IIA型超弦理論における 
AdS4×CP3真空⇒

⇒ RP3にn回巻き付いた 
D2が1個励起した状態

⇒ RP3にn回巻き付いた 
D2がN2個励起した状態

N2個

1個

(1+1)カット解

(2+1)カット解 
 (インスタントン極限)

(2+1)カット解

図 5.6: 定量的な証拠に基づくマルチカット解とD2ブレーンインスタントンの関係性。ス
テップ型 (2+1)カット解はD2ブレーンインスタントンの凝縮状態と予想出来る。

マルチカット解は、D2ブレーンインスタントンが複数個集まった凝縮状態 (condensations)

であると予想付く。6

図 5.6は、この主張を概略図でまとめたものである。一般的なステップ型 (2+1)カット
解には、2つのパラメータが存在する。それは、ステップを特徴付ける正の整数nとDMP

解から励起した固有値の数N2である。これら 2つのパラメータは、重力双対側では何に
対応するだろうか。インスタントン極限の解析 (5.28)は、以下のように 2πinだけ離れた
ステップ型 (2+1)カット解の場合に拡張することが出来る。

Sinst(α + 2πin) = πnN
√
2/λ+ · · · , (|λ| ≫ 1). (5.29)

この古典作用は、D2ブレーンがRP3に 1回巻き付いた古典作用の n倍である。従って n

は、D2ブレーンがRP3に巻き付いた回数を特徴付けるパラメータと考えることが出来る。
またN2は、先に述べたようにRP3に n回巻き付いているD2ブレーンの数であるとみな
せる。以上の素朴な考察から、パラメータ (n,N2)を持つステップ型 (2+1)カット解は、n

回RP3に巻き付いたD2ブレーンがN2個存在する励起状態に相当すると考えられる。

6(2+1)カット解からの寄与は、N
(M)
2 が全体の固有値の数N と比べてどのくらいの大きさを持つかに依

存する。分岐が形成されるほど固有値が多くないN
(M)
2 /N ∼ O(1/N)の場合、この解からの寄与はO(e−N )

である。従ってこの場合には、1/N に関する trans-seriesに現れる指数関数的な寄与として効いてくる。従っ
て、この場合には (2+1)カット解をD2ブレーンインスタントンの凝縮状態とみなしても問題無いと考えら
れる。一方、分岐が十分に形成されたN

(M)
2 /N ∼ O(1)の場合には、この寄与はO(e−N2

)である。この場
合には、形式的な展開である trans-seriesには含まれない寄与になってしまい、このような寄与が DMP解
からの補正として現れるかどうか分からない。
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図 5.7: (左図:)Newton法を用いて導出した古典作用の実部のN及びλ依存性。∆SはDMP

解とステップ型 (2+1)カット解のインスタントン極限の自由エネルギーの差を評価した値
で、インスタントン古典作用 Sinstに相当する。赤点が各 (N, λ)で評価した∆S/N の実部
である。青線は、各 λでこれらをラージN 極限に外挿した線である。(右図:)赤点は外挿
された∆S(λ)|N→∞/N である。青線は、IIA型超重力解で予言されているD2ブレーンイ
ンスタントン (5.23)の理論値 π

√
2/λである。これらは良く一致している。

数値解析

古典作用 (5.28)の見積もりは、固有値 µN に関する反作用を含めていないという意味
で大雑把な見積もりである。特に µ = α + 2πiは、反作用を無視した 0 = V ′

eff(µ) =

µ/2πiλ + V ′
int(µ)の解ではない。マルチカット解のインスタントン極限から、大雑把に

µ = α+ 2πi辺りに励起した状況で配位が安定することは、これが反作用をきちんと含め
た場合の解であることを示唆している。従って、古典作用SinstとD2ブレーンインスタン
トンの一致をきちんと確かめるためには、固有値µNの反作用を含めた評価が必要がある。

原理的には、ステップ型 (2+1)カット解の自由エネルギーを、積分形式 (5.17)を用いて
評価して、インスタントン極限N

(M)
2 → 1を取れば反作用が含まれた古典作用が評価出来

る。7しかしABJM行列模型におけるステップ型 (2+1)カット解の解析は技術的に難しかっ
たため、本研究ではNewton法による数値解析を用いた自由エネルギーの評価を行った。
図 5.7は、数値解析の結果である。この結果は、反作用を含めた古典作用 Sinstが、大雑

把な見積もり (5.28)と同様にD2ブレーンインスタントンと良く一致していることを示し
ている。8以上より、大雑把な見積もり (5.28)で示したようにステップ型マルチカット解と
ABJM理論におけるD2ブレーンインスタントンは定量的に一致すると言える。

7付録 C.3では、ここで使用するインスタントン古典作用における反作用に関する議論を記載した。
8図 5.7では、N

(M)
2 = 1の場合についてD2ブレーンインスタントンとの一致を確かめた。本研究では、

Newton法を用いてN
(M)
2 = 2の場合も調べた。この解析もまた、D2ブレーンインスタントンが 2つ励起し

た状態と反作用も含めてマルチカット解の古典作用が一致することが確かめられた。本論文では、N
(M)
2 = 2

の場合における数値解析の結果の記載は冗長的であるため割愛する。
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5.4.3 pure U(N)CS行列模型におけるラージNインスタントン
この小節では、ABJM行列模型におけるステップ型マルチカット解のインスタントン

極限の解析を、pure U(N)CS行列模型 (4.1)の場合に適用してみると何が見えるのかを議
論する。
pure U(N)CS行列模型におけるステップ型ツーカット解 (4.24)を考える。図 5.8左で

示したように、n = 1の場合でインスタントン極限N2 → 1を取ると、この解はワンカッ
ト解 (4.9)からのインスタントン励起状態に見える。この古典作用を、ABJM行列模型の
場合 (5.28)と同様に大雑把に評価してみると

Sinst(b+ 2πi) = N (Veff(b+ 2πi)− Veff(b))

=
N

4πiλ
(b+ 2πi)2 +NVint(b+ 2πi)−

(
N

4πiλ
b2 +NVint(b)

)
=

Nb

λ
+ i

Nπ

λ

= 2πiN + · · · , (|λ| ≫ 1), (5.30)

である。ここで、bはワンカット解の端点 (4.10)である。また Veff 及び Vintは、ABJM行
列模型の場合 (5.26)で定義した量を pure U(N)CS行列模型の場合でも同様に定義した量
である。なお、この評価も反作用を無視した解析であるが、ABJM行列模型の場合の結
果を踏まえると、反作用の効果によって古典作用が大きく変化することはないと考えら
れる。

さて、pure U(N)CS行列模型の場合で、図 5.8左で示したステップ型ツーカット解の
インスタントン極限から見つかる古典作用 (5.30)に対応する非摂動効果はあるだろうか。
この古典作用 (5.30)は、研究 [25, 57]によって知られているM2ブレーンインスタントン

M2ブレーンインスタントン: SM2
inst =

2πt

gs
= 2πiN, (|t| ≫ 1), (5.31)

と定量的に一致する。ここで t := igsN = 2πiλである。この一致から、ABJM行列模型
の場合と同様に、pure U(N)CS行列模型におけるステップ型ツーカット解はM2ブレー
ンインスタントンの凝縮状態であるとみなすことが出来る。

5.4.4 他のマルチカット解におけるインスタントン極限
ここまでの小節で、ABJM行列模型、pure U(N)CS行列模型のステップ型マルチカッ

ト解のインスタントン極限の物理的な役割を議論してきた。しかし、pure U(N)CS行列
模型の場合で示してきたように、一般的なCS行列模型のマルチカット解はステップ型だ
けでは尽くされない。
例えば、図 5.8右で示したような pure U(N)CS行列模型におけるワンカット解と対称

なステップ型ツーカット解の重ね合わせ (4.41)のインスタントン極限N
(2)
1 , N

(2)
2 → 1を考
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図 5.8: (左図:)ステップ型ツーカット解 (4.24)のインスタントン極限N2 → 1。これはSM2

と定量的に一致する。(右図:)ワンカット解と対称ステップ型ツーカット解の重ね合わせ
(4.41)のインスタントン極限N

(2)
1 , N

(2)
2 → 1から見つかる新しい形のラージN インスタ

ントン。このような形の励起状態は、1つの固有値の有効ポテンシャル Veff(z)を考えてい
るだけでは見つからない。

えてみよう。この配位は、2つの固有値が強く相互作用し合ってバランスした解であり、
単独では安定することが出来ない配位である。このように重ね合わせ型のマルチカット解
は、2つ以上の固有値が同時にトンネル効果として励起する新しい形のラージN インス
タントンを作り出す。
しかし、これら重ね合わせ型マルチカット解由来のラージN インスタントンの古典作

用の評価は、相互作用の複雑さから技術的に難しい。これらの寄与と、これまでに知られ
ているCS行列模型の非摂動効果 [25, 57, 58, 59, 47, 76]との定量的な関係性について調べ
ることは、今後の展望である。
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第6章 結論

本博士論文は、ゲージ/重力対応を通じて、Chern-Simons (CS)行列模型のラージN 極
限の解析から導かれる超弦理論の非摂動的側面について、私達の研究成果 [21, 22]に基づ
いてまとめた。以下では、各章の内容を簡単に振り返り、今後の展望を述べる。

各章のまとめ
第 1章では、本研究の背景と導入を述べた。まずは量子重力理論の候補として超弦理論

が有力であることと、超弦理論は非摂動的側面の理解が十分でないことを紹介して、本研
究へ向けての動機付けを行った。またゲージ/重力対応と呼ばれる双対性から、超弦理論
の非摂動的側面をゲージ理論の解析から研究する試みが、これまでに提案されていること
を紹介した。

第 2章では、ゲージ/重力対応を通じて超弦理論との関係が期待されている 3次元超対
称Chern-Simons-matter (CSM)理論を紹介した。特にCSM理論の 1つであるABJM理
論に着目し、この理論の分配関数に関する詳細な評価から超弦理論やM理論の非摂動効
果が解析されつつあることを示した。
本研究では、IIA型超弦理論の低エネルギー極限との対応が期待されている ABJM理

論の’tHooft極限 (N → ∞, λ := N/k :固定)に着目し、その非摂動的側面を調べることを
目標とした。分配関数のN → ∞に対する補正は、ゲージ/重力対応を通じて重力の量子
効果と関係し、特にその非摂動効果は超弦理論におけるDブレーンの寄与と関係するこ
とが期待される。
更に本章では、局所化と呼ばれる手法によってABJM理論を含む S3上の超対称 CSM

理論の分配関数が、CS行列模型と呼ばれる比較的簡単な理論 (2.12),(2.13)に還元される
ことを紹介した。

第 3章では、第 2章で導出されたCS行列模型を解析する準備として、Hermitian行列
模型におけるラージN 極限の解析法 [19]を学んだ。この手法は、第 4, 5章で示したよう
に CS行列模型 (2.12), (2.13)の解析に簡単に拡張することが出来る。一般に行列模型の
ラージN 極限を知るためには、行列固有値に関する鞍点方程式を解く必要がある。本章
では、この鞍点方程式を解く一般論を述べ、この解析からどのように物理量が評価される
のかを示した。以上により、CS行列模型 (2.12), (2.13)を’tHooft極限で調べる準備が整っ
たと言える。
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第 4章では、私達の研究 [21, 22]の成果に沿って、まずはCS行列模型の中で最も単純
な pure U(N)CS行列模型 (2.12)の’tHooft極限を調べた結果をまとめた。CS行列模型は
Hermitian行列模型とよく似た構造を持つものの、その鞍点方程式には、Hermitian行列
模型には現れない様々な無限個のマルチカット解 (図 4.1)が存在する。マルチカット解の
存在は、第 3章で学んだ行列模型の一般論に従うと、理論のラージN 極限における非摂
動効果の存在や、新しい重力解の存在を示唆している。本章では、このマルチカット解が
CS行列模型特有の相互作用項の働きによって現れることを示し、その解析解を構成した。
CS行列模型の’tHooft極限に、超弦理論の非摂動効果と関係する可能性を持った様々な

マルチカット解が存在し、その解析解が構成出来ることを示したのは本研究が初めてで
ある。

第 5章では、第 4章の解析をABJM行列模型 (2.13)の場合に拡張した。ABJM行列模
型もまた、’tHooft極限にこれまでに知られてこなかった無限個のマルチカット解 (図 5.1)

が存在する。そしてABJM行列模型における無数のマルチカット解も、第 4章の議論の
拡張から解析解が構成可能であることを示した。
第 5章の最終節 5.4では、これら解析的に構成されたマルチカット解の物理的な役割に

着目した。AdS4 × CP3上の IIA型超弦理論には、D2ブレーンインスタントンと呼ばれ
る非摂動効果が存在する。本研究では、ABJM行列模型のステップ型 (2+1)カット解の
インスタントン極限が、D2ブレーンインスタントンの古典作用と一致すること (5.28)を
示した。この定量的な証拠に基づくと、ステップ型 (2+1)カット解はD2ブレーンインス
タントンが複数個集まった凝縮状態と予想出来る。
IIA型超弦理論極限 (2.5)において、D2ブレーンインスタントンの凝縮状態を特徴付け

る解はこれまでに発見されていない。従って凝縮状態と予想付く配位の発見は、本研究が
示した新しい超弦理論の非摂動的側面である。ABJM行列模型は、異なる解析手段から
M理論極限における非摂動効果の解析 [30, 31]が進展しているが、本研究で示したマルチ
カット解の更なる解析から、今後は IIA型超弦理論極限における非摂動的側面の更なる理
解が期待される。

今後の展望
以下では、本研究における今後の展望と、それに向けての具体的な課題を述べる。
本研究では、幾つかのCS行列模型における様々なマルチカット解を解析的に構成出来

ることが分かったが、その物理的な役割に関しては全てを明らかにすることは出来なかっ
た。特にステップ型に相当しない重ね合わせ型のマルチカット解が、重力双対でどのよう
な役割を持つのか明らかにすることが、今後の具体的な方向性として挙げられる。
ABJM行列模型の場合だと真空解はDMP解で与えられるため、他のマルチカット解は

(経路積分に効いてくる物理的な配位であると仮定すると)1/N展開における指数関数的な
非摂動的な補正項である。特に重ね合わせ型マルチカット解のインスタントン極限を取っ
た配位は、素朴にはD2ブレーンインスタントンと同様でO(e−N)程の大きさを持った寄

69



与であるため、1/N 展開の指数関数補正として効いてくる可能性がある。従って本研究
で示したステップ型 (2+1)カット解におけるインスタントン極限の場合のように、他のマ
ルチカット解からの寄与もDブレーンの非自明な巻き付き等の超弦理論の非摂動効果を
予言しているとしたら興味深い。

また本研究の結果と関係しそうな先行研究として、1つのゲージ理論の幾つかの励起状
態が幾つかの重力解と対応する “バブリング幾何”(bubbling geometry)[79]と呼ばれる解
析が、4次元のN = 4 Yang-Mills理論において知られている。この解析において知られ
ている重力解は、幾つかのモジュライ的な自由パラメータを持っており、そのパラメータ
は対応するゲージ理論側の励起状態が持つパラメータと対応している。
本研究で発見した様々なマルチカット解は、分岐内に貯まった固有値の数や、ステップ

の整数など、幾つかの連続的に変化させられる自由パラメータを持った真空からの励起状
態と考えられる。従って、マルチカット解に対応する重力解があるとすれば、これにもま
たバブリング幾何の場合と同様に自由パラメータの存在が示唆される。
バブリング幾何では、N = 4 Yang-Mills理論側の液胞図 (droplet)と呼ばれる幾何的な

情報が、重力解の持つ幾何と対応関係を持つ。CS行列模型において、ラージN 極限での
解の幾何的な特徴を表す量は固有値密度 ρ(Z)である。従って、各マルチカット解の固有
値密度 ρ(Z)から読み取られるスペクトル曲線 y(Z)等の理解が進展すれば、よりCS行列
模型の重力双対に関する理解が進展すると期待出来る。
特に、真空解から大きく変化したAdS時空以外の重力解と、CSM理論の励起状態の対

応関係が見つかれば、ゲージ/重力対応の適用範囲を広げることに繋がり、超弦理論の非
摂動的側面の理解に進展をもたらすことが出来る。
pure U(N)CS行列模型における重ね合わせ型マルチカット解 (4.41)の場合で、レンズ

空間上のCS行列模型のリゾルヴェントとこれが一致したことは、マルチカット解由来の
幾何を調べる上で手がかりになるかもしれない。研究 [23, 24, 80, 81, 82]では、レンズ空
間上のCS行列模型のバブリング幾何的な描像が調べられている。これら先行研究との比
較から、CS行列模型における様々な固有値密度と幾何の関係が明らかになると面白い。

さて、CS行列模型の重力双対の更なる理解に向けては、本研究では解析や理解が困難
だった以下の幾つかの具体的な課題に取り組む必要があると考えられる。

1. CS行列模型のマルチカット解全てを含む一般解 (4.44),(5.17)の積分後の形式の導出。

2. マルチカット解やそこから予想される新しい形のラージNインスタントンの自由エ
ネルギーの解析的な評価。

3. ステップ型マルチカット解において現れる固有値密度の特異性 (対数発散)の物理的
な意味の理解。

課題 1は、積分 (4.44),(5.17)の複雑さから直接的には難しいが、付録Dで示した正則性
を用いた別の導出法などが、更なる解析の手がかりになると考えられる。
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課題 2の解決は、知られている超重力解等との一致を確かめる上で必要である。この課
題もまた、積分の複雑さ等の技術的な困難があるが、数値解析の併用等で理解を進展させ
たい。
課題 3はやや抽象的であるが、ステップ型マルチカット解に見られる共通した振る舞い

に物理的な役割があるとすれば理解したい点である。この課題に関連した私達の研究は、
付録B.3で取り上げているカスプ型ポテンシャルの行列模型のラージN 極限 [27]である。
この研究では、CS行列模型よりも単純な行列模型を用いて、対数発散を持つ固有値密度
について考察した。このように、ある程度単純化された模型や、同様の現象がこれまでに
見られている行列模型等の調査から、CS行列模型における重力双対の理解が更に進展す
ることを期待したい。

以上が、今後の展望とそれに向けて解決すべき課題である。

終わりに
重力は、身近に感じることの出来る力でありながら、量子論的な振る舞いを含めたその

全てを理解しようとすると難しい。ゲージ/重力対応は、超弦理論の低エネルギー極限に
関する双対関係であるため、その全貌を明らかにするにはやや厳しい方向性であると考え
られるが、本研究で用いた 1/N 展開法のようなこれまでに発展してきた量子場の場論の
解析手段から超弦理論に迫れるという点で魅力あふれる方向性である。今後もこの方向性
から、超弦理論の非摂動的側面に関する新たな進展が生まれて、その全貌に近付く示唆を
与えることを期待したい。
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付 録A 第3章における補足計算

本付録では、第 3章の本文中において省略した幾つかの計算手順について補足解説す
る。節A.1では、Hermitian行列模型の積分測度 dM を対角化する手順 (3.5)を示す。節
A.2では、Migdal積分形式 (3.20)の導出法を紹介する。最後に節 A.3では、自由エネル
ギーのラージN極限における形式 (3.12)をLagrange未定乗数法を用いて更に簡単化する
方法を紹介する。

A.1 Vandermonde行列式の導出
この節では、Hermitian行列模型の積分測度 dM(3.2)を、対角化する手順 (3.5)を補足

紹介する。分配関数 (3.1)の場合のように、被積分関数が行列固有値のみに依存した形式
で与えられる時、行列模型の測度 dM は行列固有値に関するN 自由度積分に書き換える
ことが出来る。まず一般にHermitian行列M は、ユニタリー行列 U を用いて

M = UΛU †, Λ = diag(z1, z2, · · · , zN), (A.1)

と対角化することが出来る。ここで zi, (i = 1, · · · , N)は行列M の固有値で、Λは対角化
されたHermitian行列である。この書き換えの下で、dM は

dM = dU
N∏
i=1

dziJ({zi}), (A.2)

と与えられる。dU はユニタリー行列に関する積分測度で、被積分関数が行列の固有値に
しか依存しない場合、単純な定数[∫

dU

]
=

(2π)N(N+1)/2∏N−1
n=0 n!

, (A.3)

である。また J({zi})は、この変換に際して現れる Jacobi行列式である。
Jacobi行列式 J({zi})の具体的な表式を考えよう。Faddeev-Popovの方法に従って、以

下の挿入を考える。

1 =
1

c
∆2({zi})

∫
dU

N∏
i<j

δ2
(
[UMU †]ij

)
,
(
δ2(Mij) := δ(ReMij)δ(ImMij)

)
. (A.4)
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cは後で決定する任意定数である。またここで c−1∆2({zi})は、右辺の積分の逆数で定義
された量である。これを用いると∫

dM =
1

c

∫
dM

∫
dU∆2({zi})

N∏
i<j

δ2
(
[UMU †]ij

)
=

1

c

∫
d(UMU †)

∫
dU∆2({zi})

N∏
i<j

δ2
(
[UMU †]ij

)
=

1

c

∫
dU

∫ N∏
i=1

dzi∆
2({zi}), (A.5)

である。ここで 2番目の等式では、積分測度 dMが任意のユニタリー変換の下で不変であ
ることを用いた。3番目の等式では、デルタ関数を用いて d(UMU †)の非対称部分の積分
を実行した。この式 (A.5)と、式 (A.2)を比較すれば J({zi}) = c−1∆2({zi})であることが
分かる。
式 (A.4)より、∆2({zi})は

∆−2({zi}) =
1

c

∫
dU

N∏
i<j

δ2
(
[UMU †]ij

)
=

1

c

∫
dU

N∏
i<j

δ2
(
[UΛU †]ij

)
, (A.6)

と書き換えることが出来る。2番目の等式では、測度 dU が任意のユニタリー変換の下で
不変であることを用いて行列M を対角化した。被積分関数は、デルタ関数の積であるた
め、積分で主要で効いてくる部分は行列 UΛU †の非対角成分が 0になる配位へと局在す
る。従って U は、この極限で

Uij ≈ U
(0)
ij = eiαiδij, (−π ≤ α ≤ π), (A.7)

を取る。U の U (0) 周りでの展開を U = (1 + ih)U (0) と書く。ここで hは微小な非対角
Hermitian行列である。すると、積分 (A.6)は

∆−2({zi}) =
1

c

∫
dU (0)

∫ N∏
i<j

dRehijdImhijδ
(2) (hij(zi − zj))

=
N∏
i<j

(zi − zj)
−2, (A.8)

と評価することが出来る。ただしここで定数 cについて

c =

[∫
dU (0)

]
= (2π)NN !, (A.9)
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と選んだ。以上より、被積分関数が行列固有値 zi, (i = 1, · · · , N)にしか依らない場合、積
分測度 dM は

dM ∝
N∏
i=1

dzi ∆
2 ({zi}) , ∆({zi}) =

N∏
i<j

(zi − zj), (A.10)

と書き換えることが出来る。

A.2 Migdal積分形式の導出
この節では、Hermitian行列模型の鞍点方程式をリゾルヴェントを用いて解く際に有用

なMigdal積分形式 (3.20)の導出法を補足紹介しよう。リゾルヴェントW (z)は、ポテン
シャルが多項式型 (3.4)で与えられる場合、以下の性質を持つ関数である。

性質 1: W (z)は、分岐 z ∈ Cの外側では定義 (3.14)より正則関数である。

性質 2: W (z)は、分岐 z ∈ C上では不連続性を持ち、鞍点方程式 (3.17)を満足する。

性質 3: W (z)は、定義 (3.14)から漸近条件 (3.19)を満足する。

一般に、Cが l個の分岐 [aj, bj], (j = 1, · · · , l)の足し上げで与えられるマルチカット解の
場合を考えよう。W (z)における上記の性質 1,性質 2から、これらを満たすW (z)の一般
形は

W (z) =
1

2

(
V ′(z)−M(z)

N∏
i=1

√
(z − aj)(z − bj)

)
, (A.11)

と書くことが出来る。ここでM(z)はある正則関数である。式 (A.11)を用いると、M(z)

は

M(z) =
V ′(z)− 2W (z)∏N

i=1

√
(z − aj)(z − bj)

, (M(z) :正則関数) , (A.12)

と書くことが出来る。またM(z)は、自明な式変形から

M(z) = −
∮
w=z

dw

2πi

M(w)

z − w
=

∮
w=∞

dw

2πi

M(w)

z − w
, (A.13)

である。ここで 2番目の等式では、M(w)が正則関数であることを用いて、積分路をw = z

周りの閉経路から無限遠周りの閉経路に変更した。
ここで式 (A.13)のM(w)に、式 (A.12)を代入すると

M(z) =

∮
w=∞

dw

2πi

1

z − w

V ′(w)− 2W (w)∏N
i=1

√
(w − aj)(w − bj)

=

∮
w=∞

dw

2πi

1

z − w

V ′(w)∏N
i=1

√
(w − aj)(w − bj)

, (A.14)
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と書き換えられる。2番目の等式では、W (z)に関する漸近的な性質 3から、無限遠周り
での留数の評価を行うとリゾルヴェント部分を積分した項が 0になることを用いた。積分
(A.14)は、再びCauchyの定理を用いて経路の変更を行ってやると

M(z) = −
∮
w=z

dw

2πi

1

z − w

V ′(w)∏N
i=1

√
(w − aj)(w − bj)

−
l∑

j=1

∮
Cj

dw

2πi

1

z − w

V ′(w)∏N
i=1

√
(w − aj)(w − bj)

=
V ′(z)∏N

i=1

√
(z − aj)(z − bj)

−
l∑

j=1

∮
Cj

dw

2πi

1

z − w

V ′(w)∏N
i=1

√
(w − aj)(w − bj)

, (A.15)

である。ここでCjは、分岐 [aj, bj]を反時計回りに一周する閉経路である。
以上より、導出されたM(z)に関する式 (A.15)を、式 (A.11)に代入すると

W (z) =
l∑

j=1

∮
Cj

dw

4πi

V ′(w)

z − w

l∏
j=1

√
(z − aj)(z − bj)

(w − aj)(w − bj)
, (A.16)

が得られる。

なお、ポテンシャル V (z)が多項式型ポテンシャル (3.4)のような正則関数ではない場
合、性質 1が満たされない。この時、出発点となる式 (A.11)における関数M(z)の正則性
が保証されず、以下に続く正則性を用いた議論が適用出来ない。
ところが、最終的に導出されたMigdal積分形式 (A.16)は、ポテンシャル V (z)が正則

でない場合でも鞍点方程式 (3.17)の解になっていることを簡単に示すことが出来る。従っ
て本論文では、これが鞍点方程式の解になっていることを根拠に、ポテンシャルが正則で
ない幾つかの問題にもMigdal積分形式 (A.16)を適用している。

A.3 Lagrange未定乗数法を用いた自由エネルギーの簡単化
この節では、ラージN極限での自由エネルギーの式 (3.12)についてLagrange未定乗数

法を用いた簡単化を紹介する。一般的なポテンシャル V (z)を持つHermitian行列模型の
有効作用は、固有値密度 ρ(z)を用いると

Seff ({zi}) =
1

N

N∑
i=1

V (zi)−
1

N2

N∑
i=1

N∑
j ̸=i

log |zi − zj|

=

∫
C
dzρ(z)V (z)− P

∫
C

dzρ(z)

∫
C

dwρ(w) log |z − w|, (A.17)

と与えられる。ここで Cは固有値密度 ρ(z)の台である。一般的に、l個の台 [aj, bj] (j =

1, · · · , l)を持つマルチカット解の場合を考えよう。各領域 [aj, bj]にはそれぞれNj個の固
有値が蓄積しているとし、従って導出された固有値密度は規格化条件 (3.22)を満たしてい
るとする。

76



ここで規格化条件 (3.22)に対するLagrange未定乗数 κjを導入する。この未定乗数を用
いて変形された有効作用は、Lagrange未定乗数法の一般論に従って

Seff ({zi}) → Seff ({zi}, {κj}) := Seff ({zi}) +
l∑

j=1

κj

(
1− N

Nj

∫ bj

aj

ρ(z)dz

)
, (A.18)

と与えられる。
Seff ({zi})を固有値密度 ρ(z)で変分することを考えてみよう。すると最小作用の原理か

ら、これは

κj =
Nj

N

[
V (z)− 2P

∫
C
dwρ(w) log |z − w|

]
, z ∈ [aj, bj], (j = 1, · · · , l), (A.19)

を与える。未定乗数 κjは定数なので、これは台 [aj, bj]中で右辺の量が同じ値を取ること
を示している。またこの右辺は、１つの固有値 zについての古典的なポテンシャル V (z)

と相互作用を足し合わせた有効ポテンシャル (C.2)の分岐 [aj, bj]上での値をNj/N倍した
ものに対応している。ここから、有効ポテンシャル Veff(z)は、[aj, bj]上で平坦な振る舞
いを見せることが見て取れる。Veff(z)の概形は、図C.1左を参照せよ。
さて、式 (A.19)で与えられた κjを用いれば自由エネルギーの形式 (3.12)は

F = − logZN ≈ N2

[∫
C
dzρ(z)V (z)− P

∫
C

dzρ(z)

∫
C

dwρ(w) log |z − w|
]
+ · · ·

= N2

[
l∑

j=1

κj

2
+

1

2

∫
C
dzρ(z)V (z)

]
+ · · · , (A.20)

と厳密に書き換えることが出来る。最後の形式は、1行目の形式と比べると多重積分が無
くなっており、積分の評価が幾分簡単になる。
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付 録B ラージN極限の練習問題

本付録では、Hermitian行列模型のラージN極限に関する練習問題を 3つ記載する。ま
ず節 B.1では、Gaussian型に 4次の相互作用項が加わったポテンシャルの問題を取り上
げ、相互作用が入った場合にもラージN極限の解析が可能であることを示す。次に節B.2

では、ラージN極限に現れる臨界現象に着目する。特にGross-Witten-Wadia (GWW)型
相転移と呼ばれるラージN 相転移を起こす 2重井戸型ポテンシャルの問題を考え、この
相転移が典型的に 3次相転移であることを示す。最後に節B.3では、私達の研究 [27]に基
づいてカスプ型ポテンシャルの問題に着目する。特にこの模型の臨界現象に着目し、通常
の多項式型ポテンシャルの場合に見られるGWW型相転移とは異なる振る舞いが現れる
ことを示そう。

B.1 4次の相互作用を持つポテンシャル
この節では、Gaussian型に 4次の相互作用項が加わった

V (z) =
1

2
z2 − g

4
z4, V ′(z) = z − gz3, (g ≥ 0), (B.1)

を持つHermitian行列模型 (3.1)を考えてみよう。結合定数 gの変化に伴うポテンシャル
の形状の変化の様子は、図B.1左に記載した。
V (z)の形状から、全ての固有値が原点 z = 0近傍に蓄積するワンカット解を構成するこ

とが出来る。原点対称性から、分岐の端点 a, bは明らかに a = −bを満足する。ワンカッ
ト解のMigdal積分形式 (3.20)を課せば、リゾルヴェントは

W (z) =

∮
C

dw

4πi

w − gw3

z − w

√
z2 − b2

w2 − b2

=
1

2

(
z − gz3

)
− 1

2

(
1− g

2

(
b2 + 2z2

))√
z2 − b2, (B.2)

と得られる。分岐の端点は、漸近条件から

b =

√
2

3g

(
1−

√
1− 12g

)
, (B.3)

と決定される。固有値密度は、関係式 (3.18)から

ρ(z) =
1

2π

(
1− g

2

(
b2 + 2z2

))√
b2 − z2 (z ∈ [−b, b]) , (B.4)
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図 B.1: (左図:)4次の相互作用を持つポテンシャル (B.1)。(右図:)固有値密度 (B.4)。g = 0

では gaussian型ポテンシャルに帰着するため、Wignerの半円則 (3.26)を満たすが、強結
合になるに連れてずれていく。g = gc = 1/12では、端点 bが複素数になってしまうた
め、gcを超えた強結合領域でワンカット解は破綻する。またポテンシャルの視点からは、
g > gcでは原点近傍の窪みが浅くなりすぎてしまい、反発し合うN 個の固有値を留めて
おけずに解が破綻すると考えられる。

と読み取ることが出来る。ρ(z)の概形は、図B.1右にプロットした。この固有値密度を用
いると、自由エネルギーはラージN 極限のリーディングまでで

F = − logZN ≈ N2

[
b2

8

(
1− 2 log

b

2

)
+

b4

64

(
1− 3g + 12g log

b

2

)
− 5gb6

256
+

9g2b8

2048

]
+ · · · ,

(B.5)

と得られる。端点 bは式 (B.3)より結合定数 gの関数として与えられている。従って、ラー
ジN 極限を取った自由エネルギー F のリーディングは、結合定数 gの関数として厳密に
与えられる。

この解は、結合定数 gに関する強結合領域 g ≫ 1まで接続することは出来ない。ワン
カット解で与えられた固有値密度 (B.4)の正値性 ρ(z) ≥ 0は、分岐の端点 bを与える式
(B.3)から、端点が実数で無くなってしまう臨界点

gc =
1

12
, (B.6)

を超えた強結合領域で破綻する。すなわち g > gcでは、ワンカット解は破綻し、自由エ
ネルギーのリーディングは式 (B.5)では与えられない。強結合領域 g > gcで矛盾の無い解
は、ここで評価したワンカット解 (B.4)より複雑なマルチカット解である。次節では、こ
のような転移現象が起こる簡単なポテンシャルの問題を紹介する。

B.2 Gross-Witten-Wadia型相転移
一般に行列模型のラージN極限で見られる相転移現象は、ラージN相転移と呼ばれる。

この節では、ラージN 相転移の有名な例として、Gross-Witten-Wadia (GWW)型相転移
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図 B.2: (左図:)2重井戸型ポテンシャル (B.7)の概形。(右図:)固有値密度 (B.8),(B.11)。
m = mc =

√
2では、ポテンシャルの原点近傍の山がせり上がって分岐を切り、ワンカッ

ト解とツーカット解のGWW型相転移が起こる。

[62, 63, 64]を紹介する。1
以下の 2重井戸型ポテンシャルを持つHermitian行列模型を考えてみよう。

V (z) = −m2

2
z2 +

1

4
z4, V ′(z) = −m2z + z3, (m ≥ 0). (B.7)

結合定数mの変化に伴うポテンシャルの形状は、図B.2左に記載した。この模型は、m > 0

の場合では z = 0,±mの３点に鞍点を持つポテンシャルである。
mが 0に近い時、z = 0を中心としたワンカット解が鞍点方程式の唯一の解である。ワ

ンカット解の固有値密度は、これまでの解析を繰り返せば

ρ(1)(z) =
1

2π

(
−m2 +

1

2
(b2 + 2z2)

)√
b2 − z2, z ∈ [−b, b],

(
b =

√
2

3

(
m2 +

√
12 +m4

))
,

(B.8)

と得られる。この解によって特徴付けられる自由エネルギーは、

F(1) ≈ N2

[
b2

8

(
−m2 + 2m2 log

b

2

)
+

b4

64

(
m4 + 3− 12 log

b

2

)
− 5m2b6

256
+

9b8

2048

]
, (B.9)

である。
さて、4次の相互作用を持つポテンシャルの場合と同様に、ρ1(z)の分岐内での正値性

ρ1(z) ≥ 0は、式 (B.8)と端点 bの振る舞いから有限の臨界値

mc =
√
2, (B.10)

に達すると破れてしまうことが分かる。従って強結合領域m > mcでは、ラージN 極限
において最も支配的に効いてくる固有値密度の解はマルチカット解へと転移する。

1GWW型相転移の名称の元となったGrossとWittenによる研究 [62]とWadiaによる研究 [63, 64]は、
どちらもあるユニタリー行列模型に関する相転移についての研究である。ここで記載する Hermitian行列
模型の例題は、同じ普遍性クラス (universality class)に属する臨界現象の一例である。
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次に、強結合領域m > mcでの固有値密度の振る舞いを考えてみよう。m > mcで支配
的となる解は、z = ±m近傍に固有値がN/2個ずつ蓄積した原点対称なツーカット解で
ある。ツーカット解のMigdal積分形式を課せば、固有値密度は

ρ(2)(z) =
|z|
2π

√
(z2 − a2)(b2 − z2), z ∈ [−b,−a], [a, b],

(
a =

√
m2 − 2, b =

√
m2 + 2

)
,

(B.11)

と得られる。この解は正値性 ρ(2)(z) ≥ 0より、確かにm ≥ mcにおいて矛盾無い解であ
ることが端点の振る舞いから確認出来る。またm = mcでは、両分岐 [−b,−a], [a, b]が融
合してワンカット解へと転移することも確認出来る。ツーカット解によって特徴付けられ
る自由エネルギーは、関係式 (3.12)から

F(2) ≈ N2

[
−m2

4
b2 +

b4

8
+

(b2 − a2)2

2048

(
5a4 + 6a2b2 + 5b4 − 16m2(a2 + b2)− 32− 64 log

b2 − a2

4

)]
,

(B.12)

と評価することが出来る。

転移点m = mc近傍の振る舞いに注目してみよう。パラメータmの関数として与えら
れた 2種類の自由エネルギーのラージN 極限での値 F(1), F(2)は、m = mcで大小関係が
入れ替わり、相転移を起こす。m = mc近傍でのF(1), F(2)それぞれの転移点への近付き方
をそれぞれ評価してみれば

lim
m→mc

F(1)

N2
≈ −5

8
− 2

√
2(m−mc)− 3(m−mc)

2 − 5
√
2

3
(m−mc)

3 +O
(
(m−mc)

4
)
, (m ≤ mc),

lim
m→mc

F(2)

N2
≈ −5

8
− 2

√
2(m−mc)− 3(m−mc)

2 −
√
2(m−mc)

3 +O
(
(m−mc)

4
)
, (m ≥ mc),

(B.13)

である。従って、自由エネルギーのラージN 極限はmの 3階微分について不連続性を持
つことが分かる。すなわちこの相転移は 3次相転移である。
このように分岐がある有限の臨界点で切れて起こるラージN 相転移は、GWW型相転

移と呼ばれる。GWW型相転移は、2次以上の高次相転移であり、模型の詳細に依らずに
分岐が切れる様々な場面に共通して現れる。

B.3 カスプ型ポテンシャルの臨界現象
この節では、私達の研究 [27]に基づいて、カスプ型ポテンシャルを持つHermitian行列

模型のラージN 極限を調べた結果をまとめる。このポテンシャルは、結合定数の変化に
伴ってGWW型相転移を起こす 2重井戸型ポテンシャル (B.7)とよく似た形状を持ち、同
様の相構造が見られると期待される。ところがこの場合ではGWW型相転移は起こらず、
通常の滑らかなポテンシャルの場合とは異なる臨界現象が起こることを示そう。
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図 B.3: カスプ型ポテンシャル (B.14)の概形。g > 0の場合を 2重井戸型ポテンシャルの概
形 (図B.2左)と比べてみると、z = ±gに鞍点を持ち、結合定数の変位に伴うポテンシャ
ルの変化がよく似ていることが分かる。一方 g < 0の場合は z = 0に下に凸の特異性があ
るポテンシャルが描かれる。このポテンシャルの形状は、むしろGaussian型ポテンシャ
ル (3.23)に近く、原点近傍に固有値が集積しそうであることが見て取れる。

本研究では、以下のポテンシャルを持つHermitian行列模型を考える。

V (z) =
1

2

{
(z − g)2,

(z + g)2,
, V ′(z) =

{
z − g, (z ≥ 0),

z + g, (z ≤ 0),
(B.14)

ここで gは、実数の結合定数である。原点に特異性を持つこのポテンシャル (B.14)を持っ
たHermitian行列模型が、連続極限で非臨界弦理論と対応関係にあるかどうかは分からな
い。少なくとも、単純なランダム単体分割による対応関係をつけるのは難しい。2
しかしこのポテンシャルの問題は、ラージN 相転移が起こりそうな形状をしているこ

とに気付く。このポテンシャル (B.14)の形状を、図B.3に記載した。g > 0の場合につい
てこの形状を見てみると、ポテンシャルは z = ±gにそれぞれ古典的な鞍点を持つことが
分かる。また結合定数 gが大きくなるに連れて、原点のポテンシャルの壁がせり上がる 2

重井戸型ポテンシャル (B.7)とよく似た形状の変化を持つことが分かる。
節 B.2で紹介した 2重井戸型ポテンシャルの問題を思い出してみよう。結合定数mが

小さい弱結合領域では、固有値密度の解は式 (B.8)で表示されたワンカット解であった。

2ポテンシャル (B.14)は絶対値型の項を持つ。この項は、Fourier展開を用いて

|z| = 2z

(
Θ(z)− 1

2

)
= 2z

[
1

2πi

∫ ∞

−∞

dk

k
eikz − 1

2

]
, (B.15)

と記述される。従ってこの右辺の表記を直接 z → M とすれば、行列M のポテンシャルとして式 (B.14)を
表記することは可能である。しかし見て分かるように、右辺の形式は複雑な積分形式で与えられるため、単
純なランダム単体分割での弦理論との対応関係を議論することは難しい。
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そしてこのワンカット解は、ある有限の臨界値m = mcで破綻し、強結合領域m > mcで
ツーカット解 (B.11)に転移を起こした。この転移はGWW型相転移と呼ばれ、自由エネ
ルギーの評価から典型的に 3次相転移である。
カスプ型ポテンシャル (B.14)の場合でも、同じ相構造が見られるだろうか。ポテンシャ

ルの形状の変化 (図B.3)を眺めると、2重井戸型ポテンシャルの問題と同様に、有限の臨
界値でのワンカット解からツーカット解へのGWW型相転移が起こりそうである。

本研究 [27]では、Migdal積分形式 (3.20)を用いたこれまでと同様の手法で、カスプ型
ポテンシャル (B.14)を持つ Hermitian行列模型のラージN 極限での振る舞いを調べた。
興味深いことに、ラージN 極限で固有値密度を解析してみると、2重井戸型ポテンシャ
ルの問題で見られたような有限の臨界値でのGWW型相転移は起こらないことが解析的
に示せる。後で示すように転移が起こるのは g = 0であり、従って g > 0の領域にはワン
カット相が存在しない。

なお、Migdal積分形式 (3.20)が、特異性を持ったポテンシャルの場合に適用可能かど
うか、きちんとした証明は無い (正則ポテンシャルの場合のMigdal積分形式の証明につ
いては、付録A.2を参照せよ)。しかし少なくとも積分形式 (3.20)が、鞍点方程式 (3.9)を
満足することは、特異性を持つポテンシャルの場合にも確かめることが出来る。従って本
研究では、Migdal積分形式が積分前の状態で既に鞍点方程式の解になっていることを根
拠に、ポテンシャルが正則ではないカスプ型ポテンシャル (B.14)の場合にもこの方法を
適用する。
更に研究 [27]では、Newton法を用いた数値解析も行い、解析解から得られる結果が数

値計算と一致することを確認した。本論文では、数値解析の結果は割愛する。

以下では、この節の構成を記載しよう。まず小節B.3.1では、この行列模型のワンカッ
ト解に着目する。そして導出されたワンカット解 (B.18)が、g > 0の全域で破綻している
ことを示す。
次に小節 B.3.2では、2重井戸型ポテンシャルの例に習って原点対称性を持つツーカッ

ト解を導出する。ここでは、ツーカット解 (B.22)が g > 0の全域で矛盾無い解になって
おり、有限の結合定数でこの解が破綻しないことを示す。以上より、両側の相が持つ特徴
から転移点は g = 0であると結論付く。3
小節B.3.3では、カスプ型ポテンシャルで見られた相構造の変化が起こるポテンシャル

の特異性に着目する。この小節では、特異性をコントロールするパラメータ αを導入し、
カスプ型ポテンシャル (B.14)を一般化した非多項式型ポテンシャル (B.26)のラージN 極
限を調べた。そしてどのくらいの特異性を持つポテンシャルを用いた時にGWW型相転
移が起こらなくなるのかを議論する。

3g = 0でのラージN 相転移の次数は、ツーカット解 (B.22)の場合の自由エネルギーの評価が技術的に
難しいことから、評価することが出来なかった。2次以上の高次相転移である場合、普遍性が成り立つこと
から様々な物理との関係性が期待される。相転移次数等の評価から、この転移現象の物理的な役割を見つけ
ることは今後の展望である。
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図 B.4: ワンカット解 (B.18)の固有値密度。g > 0の場合には、原点近傍で固有値密度の
正値性 ρ(z) ≥ 0, (z ∈ [−b, b])が破綻している。一方 g < 0では、固有値密度に正の対数
発散が存在し、Wignerの半円則とは大きく異なる描像が得られる。

B.3.1 ワンカット解
まずはワンカット解のMigdal積分形式を課して、ワンカット解を導出してみよう。原

点対称性から、分岐は [−b, b]に作られると仮定出来る。Migdalの積分形式を用いれば、
ワンカット解は

W (z) =

∮
C1

dw

4πi

V ′(w)

z − w

√
z2 − b2

w2 − b2

=
z

2
− 1

2

√
z2 − b2 − g

πi
log

(
ib+

√
z2 − b2

z

)
, (B.16)

と得られる。ここで C1は分岐 w ∈ [−b, b]を反時計回りに囲む閉経路である。端点 bは、
リゾルヴェントの漸近条件 (3.19)から

b = 2

(
g

π
+

√
1 +

g2

π2

)
, (B.17)

と与えられる。固有値密度 ρ(z)は、関係式 (3.18)を通じて

ρ(1)(z) =
1

2π

√
b2 − z2 − g

2π2
log

(
b+

√
b2 − z2

b−
√
b2 − z2

)
, (z ∈ [−b, b]) , (B.18)

と読み取ることが出来る。図B.4には、ρ(1)(z)を各結合定数 gでプロットした。この固有
値密度の重要な特徴は、z = 0近傍で対数発散 ρ(1)(z) ∼ (−g/π) log (1/z)を持つことであ
る。これは、例えば式 (4.24)のようなCS行列模型のステップ型マルチカット解に現れる
対数発散と同様の振る舞いである。この対数発散があるため、図B.4左で示した g > 0の
場合では、ρ(1)(z)の正値性が原点近傍で破れている。すなわち g > 0領域では、ワンカッ
ト解は常に破綻している。
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一方で、g < 0ではワンカット解は矛盾無い唯一の解である。ρ(1)(z)は、原点近傍で対
数発散を持つが、導出された端点 bのもとで規格化条件 1 =

∫ b

−b
ρ(1)(z)dzをきちんと満足

する。また自由エネルギーも、ラージN 極限で

F(1) ≈ N2

[
b2

8
− 2b2 log

(
b

2

)
+

b4

64
+ (−g)

(
b

π
− b log

(
b

2

)
+

5

24π
b3
)

+(−g)2
(8 + π2)b2

16π2
+ (−g)3

b

4π

]
+ · · · , (g ≤ 0), (B.19)

と評価することが出来る。

以上の振る舞いから、この模型のラージN相転移は g = 0で起こると考えられる。2重
井戸型ポテンシャル (B.7)の場合で見られたGWW型相転移との大きな違いは、転移現象
が有限の結合定数では起こらずに g = 0で起こることである。
次の小節では、2重井戸型ポテンシャルの問題の類推から g > 0で安定なツーカット解

の構成を考える。そしてツーカット解を調べてもまた、結合定数 gが有限の値で転移を起
こすことはなく g = 0で解の破綻が見られることを示そう。

B.3.2 原点対称なツーカット解
次に 2重井戸型ポテンシャルの問題の類推から、ポテンシャルの鞍点 z = ±gにN/2個ず

つの固有値が蓄積したツーカット解を考えてみよう。原点対称性から、分岐は [−b,−a], [a, b], (b >

a > 0)に作られると仮定出来る。Migdal積分形式 (3.20)を用いれば、ツーカット解は

W (z) =
∑
i=1,2

∮
Ci

dw

4πi

V ′(w)

z − w

√
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√
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z2
, sin−1

(
b

a

)
,
a2

b2

)
− Π

(
a2

z2
,
a2

b2

)]
, (B.20)

と得られる。ここで積分経路C1とC2は、分岐 [−b,−a]及び [a, b]を反時計回りに一周す
る閉経路である。またΠは第 3種楕円積分である。
未定値 a, bは、リゾルヴェントが満たす漸近条件 (3.19)から

0 =
1

2
− ig

πb

[
F

(
sin−1

(
b

a

)
,
a2

b2

)
−K

(
a2

b2

)]
,

1 =
igb

π

[
E

(
sin−1

(
b

a

)
,
a2

b2

)
− E

(
a2

b2

)]
− b2 − a2

4
, (B.21)

を満足する。F 及びKはそれぞれ第 1種楕円積分及び第２種楕円積分である。またKは
第 1種完全楕円積分である。これらは a, bに関する非常に複雑な方程式であるが、少なく
とも数値的にこの方程式から a, bを決定することが可能である。
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図 B.5: ツーカット解 (B.22)の概形。端点 a, bは漸近条件 (B.21)をMathematicaのFind-

Rootを用いて解いた結果をプロットした。有限の g > 0では、2つの分岐が融合してワン
カット解に転移しないことが見て取れる。転移を起こすのはWignerの半円則に従う g = 0

である。

固有値密度は
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(B.22)

と読み取ることが出来る。これは図 (B.5)にプロットした。

この解は、端点の解析を行ってみると、g > 0で常に有効な解であることが分かる。ま
た分岐が結合して、ワンカット解への転移を起こすのは g = 0の時である。このことから
カスプ型ポテンシャルの場合では、通常のGWW型相転移のような有限の臨界値 gcでの
ラージN 相転移は起こらないことが分かる。
また g = 0では、Wignerの半円則を満たす通常のGaussian型ポテンシャルの固有値密

度 (3.26)に帰着することが確かめられる。転移点への近付き方を調べるために、g → 0極
限での分岐の端点の振る舞いを調べてみよう。gが小さくなる時、端点 aは原点に近付く
ため、小さな値を取る。a = 0の近傍で、各楕円積分は
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と振る舞う。これを用いると、漸近条件 (B.21)は
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86



と得られる。従って端点 a, bは g → 0極限で

a ≈ 4e−π/g, b ≈ 2 +O
(
e−2π/g

)
, (B.25)

と振る舞うことが分かる。これは g > 0の時には、どんなに gが小さくなっても厳密に
g = 0にならない限り 2つの分岐が融合しないことを示している。また ρ(2)(z)をプロッ
トしてみれば分かるように、g > 0では常に正値性が保たれており、これが矛盾無い解に
なっていることが分かる。
この固有値密度の振る舞いは、通常の多項式型ポテンシャルとは明らかに異なる。なぜ

なら、通常の多項式型ポテンシャルの場合では、ポテンシャルの山が非常に低くなった場
合には山の頂上に固有値が蓄積するワンカット解が許されるからである。一方でカスプ型
ポテンシャルの場合には、原点の特異性が強すぎて山が非常に低い場合でも頂上に固有値
を蓄積させることが出来ないという特徴的な振る舞いが見られる。

B.3.3 非多項式型ポテンシャル
ここまでカスプ型ポテンシャル (B.14)のHermitian行列模型を考えると、結合定数 g = 0

での自明な転移しか起こらず、GWW型相転移は起こらないことを示してきた。特に、こ
の振る舞いはワンカット解の解析 (B.18)及びツーカット解の解析 (B.22)の両面から見ら
れることを各小節で示した。またカスプ型ポテンシャルは原点 z = 0に特異性を持ち、こ
の周りでの固有値密度の特異的な振る舞いが鍵となって臨界現象が通常の場合とは異なる
結果が得られることを述べた。

では、ポテンシャル V (z)にどの程度の特異性がある場合に、“GWW型相転移が起こ
らない”という現象は起こるのであろうか。この小節では、カスプ型ポテンシャル (B.14)

を拡張した以下の非多項式型ポテンシャルの場合のラージN 極限を考えてみよう。

V (z) =
1

2
z2 − g

α
|z|1+α, (0 ≤ α < 1). (B.26)

α = 0は、ここまで考えてきたカスプ型ポテンシャル (B.14)である。0 < α < 1の場合は、
原点 z = 0に特異性があるものの、α = 0の場合とは異なりポテンシャルの微分 V ′(z)は
滑らかである。

ここでは、この非多項式型ポテンシャル (B.26)の場合におけるワンカット解を導出し、
ワンカット解がどのような臨界点 g = gcで破綻するか調べてみよう。カスプ型ポテンシャ
ル (B.14)の場合には、この臨界点 gcが 0になってしまい、有限の結合定数でのラージN

相転移が見つからなかった。
ポテンシャル (B.26)の原点対称性から、z ∈ [−b, b]に分岐が作られるワンカット解は、

W (z) =

∮
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と評価することが出来る。分岐の端点 bは、漸近条件 (3.19)から方程式

b2

4
−

gbα+1Γ
(
α
2
+ 1
)

2
√
πΓ
(
α+3
2

) = 1, (B.28)

の解で与えられる。また固有値密度は

ρ(1)(z) =
1

2π

√
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2
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2
;
α + 3

2
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) √
b2 − z2

z2
, (B.29)

と読み取ることが出来る。

ワンカット解が許されるのは、固有値密度 ρ(1)(z)の正値性が分岐 z ∈ [−b, b]内で保た
れる結合定数の領域までである。このポテンシャルは、g > 0の場合では z = 0にピーク
を持つので、z = 0での固有値密度の振る舞いが正値になっているかどうかでワンカット
解が矛盾無い解であるかどうか判別することが出来る。導出された固有値密度 (B.29)か
ら、原点での固有値密度の振る舞いは

ρ(1)(0) =
b

2π
−

gbαΓ
(
α
2

)
2π3/2Γ

(
α+1
2

) , (B.30)

である。
ここまでの解析との無矛盾性を確かめるために、まずはカスプ型ポテンシャル (B.14)

に近付く α → 0極限を考えてみよう。これは第 2項目の分子のガンマ関数が α → 0で
Γ(α/2) → +∞と振る舞うことから、g > 0で正値性が明らかに破綻していることが分
かる。
一方で 0 < α < 1の場合には、g > 0ですぐさま正値性が破綻しているとは言えないこ

とが分かる。ρ(1)(0) = 0となる結合定数 g = gcを導出してみよう。これは、ワンカット
解が破綻する臨界点を特徴付けていると考えることが出来る。端点を与える式 (B.28)及
び、ρ(1)(0)を与える式 (B.30)を用いると、臨界点 gcは

gc =
b1−α

√
πΓ
(
α+1
2

)
Γ
(
α
2

) , b = 2

√
1 + α

1− α
, (B.31)

と評価することが出来る。gcは 0 < α < 1の場合には有限値である。従って、0 < α < 1

の場合では、少なくとも有限の結合定数でGWW型相転移的な現象が起こることが分か
る。これは、ポテンシャルの微分 V ′(z)が不連続である場合、α → 0で相構造の変更が起
こることを示唆している。

B.3.4 議論
この小節では、カスプ型ポテンシャルを持つ Hermitian行列模型における私達の研究

[27]の議論を記載する。
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本節の結果を、簡単に降り返ろう。本研究では、カスプ型ポテンシャル (B.14)の場合
に起こる臨界現象を調べた。通常のMigdal積分形式の手法 (3.20)をこの場合にも適用す
ると、カスプ型ポテンシャルの問題ではGWW型相転移は起こらない。ワンカット解と
ツーカット解の転移点は、自明な g = 0であり、相構造の変化にはポテンシャルの微分
V ′(z)の不連続性、及び ρ(z)の対数発散が関わっていることが分かった。

g = 0での転移の次数は、ツーカット解側の自由エネルギーの解析が技術的に難しいこ
とから評価が難しい。この評価から、通常の多項式型ポテンシャルの臨界点近傍では現れ
ない新しい普遍性が存在するか否かを調べることは今後の展望である。特に非臨界弦理論
との関係性を議論する上では、行列模型の連続極限に相当する転移点近傍でのダブルス
ケーリング極限 [5, 6, 8]を取ることが重要であると考えられる。カスプ型ポテンシャルの
場合で、転移点近傍のダブルスケーリング極限を取り、非臨界弦理論との対応関係を調べ
ることは、今後の具体的な展望の 1つとして挙げられる。
なお、本論文での記載は省くが、本研究 [27]では、カスプ型ポテンシャル (B.14)を持

つHermitian行列量子力学のラージN 極限も調べた。4興味深いことに、行列量子力学の
場合では行列模型の結果とは異なり、有限の g = gcでワンカット解とツーカット解の間
のラージN 相転移が起こる。また、相転移次数はGWW型の 3次相転移とは異なり、普
遍的に 2次相転移である。

行列模型の場合の解析について、もう 1点議論しておこう。固有値密度 ρ(z)の対数発
散は、例えば式 (4.24)などで導出されたCS行列模型のマルチカット解と同じ数理構造か
ら現れる。
近年このような対数発散を持つ固有値密度は、本研究 [21, 22]に限らず幾つかの理論の

ラージN 極限 [84, 85, 86, 87]に現れている。またカスプ型ポテンシャル (B.14)の行列模
型は、行列固有値に関して変数変換 zi = y2i を行うことで、研究 [88, 89, 90]により行われ
ている IIA型超弦理論と関係した行列模型とよく似た形式に帰着する。これら先行研究に
おける結果との比較から、本研究で発見した固有値密度の対数発散や相構造の変化に関す
る物理的な役割が見つかると興味深い。

4行列量子力学とは、行列模型が局所変数を持たない 0次元場の理論であるのに対して、局所変数を 1つ
持った 1次元行列場の理論である。行列量子力学もまた、非臨界弦理論との関係が様々に研究された行列
理論である。詳しくは、文献 [83, 98]を参照せよ。
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付 録C ラージNインスタントン

本付録では、1/N展開における非摂動効果として知られているラージNインスタントン
(large-N instanton)[77, 78]を、Hermitian行列模型 (3.1)の場合で紹介する。pure U(N)CS

行列模型 (4.1)や、ABJM行列模型 (5.1)の場合への拡張は単純である。本章の議論は、特
にMarinoによるレビュー文献 [29]の内容に基づく。

C.1 解釈 (1):非自明な鞍点へのトンネル効果
一般にHermitian行列模型における鞍点方程式 (3.9)の解は、ユニークであるとは限ら

ない。仮に自由エネルギーで最も支配的に効いてくる矛盾ない解が１つ得られたとして、
その他の解は、どのような効果として積分に効いてくるだろうか。本付録では、簡単の
ためラージN 極限で最も支配的な配位がワンカット解である場合に限定してこれを議論
する。
分配関数 (3.6)について、先に (N − 1)個の固有値が積分されて、ある鞍点周りのワン

カット配位に収まった状況を考えてみる。これを形式的に表すと、以下の通りである。

ZN ≈ Z
(1)
N−1

[∫ ∞

−∞
dzN exp (−NVeff(zN))

]
. (C.1)

ここでZ
(1)
N−1とは、(N − 1)個の積分についてラージN 極限を取り、ワンカット配位で鞍

点近似した積分の値である。式 (C.1)から分かるように、(N − 1)個の固有値について先
に積分してしまうので、最後の 1個の固有値 zN がこの (N − 1)個の固有値に及ぼす影響、
すなわち反作用はこの評価では無視することになる。最後の１個の固有値 zN に関する有
効ポテンシャル Veff(zN)は、相互作用項も含めて

Veff(zN) = V (zN)−
2

N

N−1∑
j=1

log |zN − zj|

≈ V (zN)− 2P

∫ b

a

dwρ(w) log |zN − w|, (C.2)

と与えられる。ここで z ∈ [a, b]は、(N − 1)個の固有値が集積した分岐である。有効ポテ
ンシャル Veff(z)の分岐近傍の形状は、図C.1左の通りである。Lagrange未定係数法を用
いた議論 (A.19)より、Veff(z)は分岐上にプラトー (plateau)を持つ。
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z
<latexit sha1_base64="OSV3tJ1PHw/6crWlAJYaZ6yyIjc="></latexit>

a
<latexit sha1_base64="7HdlOoaPX0tmyxhdeJkoqR6ZTv4="></latexit> b

<latexit sha1_base64="lCsSBVbcCAIduLqX3Hvl6LyQ/bg="></latexit>

プラトー(plateau)

(※分岐の近傍)Ve↵(z)
<latexit sha1_base64="uyRF9d7I6+vd+hAcOzFIqKmgX6k="></latexit>

z
<latexit sha1_base64="OSV3tJ1PHw/6crWlAJYaZ6yyIjc="></latexit>

a
<latexit sha1_base64="7HdlOoaPX0tmyxhdeJkoqR6ZTv4="></latexit> b

<latexit sha1_base64="lCsSBVbcCAIduLqX3Hvl6LyQ/bg="></latexit> z⇤
<latexit sha1_base64="24Z7+lnWK3SKa3TeiNzHCFKD6Fk="></latexit>

真空

Ve↵(z)
<latexit sha1_base64="uyRF9d7I6+vd+hAcOzFIqKmgX6k="></latexit>

励起状態

Sinst = N(Ve↵(z
⇤)� Ve↵(b))

<latexit sha1_base64="+Ltf32R9qIeg97EUx6+A3ehEITg="></latexit>

図 C.1: (左図:)有効ポテンシャル Veff(z)の分岐 [a, b]の近傍での形状。分岐上では他の固
有値から来る斥力相互作用と古典ポテンシャルが釣り合ってプラトーが形成される。(右
図:)ラージN インスタントン。固有値 zN が真空からトンネル効果で励起した状態に相当
する。

最後の積分 (C.1)の実行には、鞍点方程式

V ′
eff(z) = V ′(z)− 2PW (z) = 0, (C.3)

を解く必要がある。この方程式の 1つの自明な解は、最後の固有値がワンカット配位に吸
収される z = bである。しかしこの方程式の解は、一般に分岐上の解 z = b唯一であると
は限らない。特に、古典ポテンシャル V (z)が固有値が集積している点以外に鞍点を持つ
場合、方程式 (C.3)は非自明な鞍点を持つ。

図C.1右のように、Veff(z)が z = z∗に 1つの非自明な鞍点 V ′
eff(z

∗) = 0を持つ場合を考
えてみよう。この時、積分 (C.1)は自明な鞍点 z = bと非自明な鞍点 z = z∗両方の寄与を
拾って

ZN ≈ Z
(1)
N

[
1 + c∗e

−Sinst +O(e−2Sinst)
]
, (C.4)

と与えられる。ここで、Sinstは

Sinst = N (Veff(z
∗)− Veff(b)) , (C.5)

と与えられたO(N)のインスタントン古典作用である。また c∗は、鞍点近似の 1ループ揺
らぎから来る定数因子である。図C.1右で表示したように、Sinstの寄与は、真空 z = bか
ら z = z∗へのトンネル効果的な励起状態から来る指数関数的な寄与である。自由エネル
ギー F = − logZN に対するインスタントン補正は以下のように評価することが出来る。

F ≈ − log
[
Z

(1)
N

(
1 + c∗e

−Sinst + · · ·
)]

≈ F(1) − c∗e
−Sinst + · · · . (C.6)
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Re

Imz
<latexit sha1_base64="OSV3tJ1PHw/6crWlAJYaZ6yyIjc="></latexit>

✖
z⇤

<latexit sha1_base64="24Z7+lnWK3SKa3TeiNzHCFKD6Fk="></latexit>b
<latexit sha1_base64="lCsSBVbcCAIduLqX3Hvl6LyQ/bg="></latexit>

a
<latexit sha1_base64="7HdlOoaPX0tmyxhdeJkoqR6ZTv4="></latexit>

C⇤<latexit sha1_base64="XJO34R482nS1kXmV/WR50w+hciA="></latexit>

Sinst =
N

2

I

C⇤

dzY (z)
<latexit sha1_base64="pAX8kjKYRV1A4gXmMtO9So/ntRw="></latexit>

分岐

図 C.2: スペクトル曲線 Y (z)の非自明な周回経路C∗。図C.1の解釈を複素平面上に拡張
すると、周回経路によってラージN インスタントンを特徴付けることが出来る。ここで
実線の矢印はルートの分岐の表側、点線は裏側を通っていることを指す。

このように、非自明な鞍点 z = z∗からの寄与は、真空解 F(1)に対する指数関数的な補正
として効いてくる。これは、単純な真空解周りの 1/N 展開では得られない非摂動的な補
正項である。

Hermitian行列模型は、ランダム単体分割を通じてダブルスケーリング極限 [5, 6, 8]と
呼ばれる連続極限で非臨界弦理論と関係する。Hermitian行列模型におけるラージN イ
ンスタントンは、古典作用のN 依存性から、非臨界弦理論における非摂動効果との関係
が期待される。
研究 [77, 78, 91]では、あるHermitian行列模型におけるラージN インスタントンがダ

ブルスケーリング極限で調べられた。そして、この寄与がDインスタントン [92]と呼ば
れる非臨界弦理論の非摂動効果と定量的に一致することが確かめられている。これに関す
る更なる詳細は、文献 [98]を参照せよ。

C.2 解釈 (2):非自明な周回積分
前節で示したように、非自明な鞍点 z = z∗からの寄与は、真空からのトンネル効果的

な励起とみなすことが出来る。またこの寄与は、真空解からの指数関数補正として自由エ
ネルギーに効いてくる。
古典作用 (C.5)は、以下の手順により複素平面上の非自明な周回積分でも記述が可能で
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ある。

Sinst = N (Veff(z
∗)− Veff(b))

= N

∫ z∗

b

dzV ′
eff(z),

=
N

2

∮
C∗

dzY (z), (Y (z) := V ′(z)− 2W (z)). (C.7)

経路C∗は、図C.2で示したように、複素平面上で z = bから z = z∗を繋ぐ閉経路である。
被積分関数 Y (z)は、有効ポテンシャルの微分 V ′

eff(z)を複素平面上に拡張したもので、ス
ペクトル曲線 (spectral curve)と呼ばれる。
以上のようにして、古典作用 Sinstは、有効ポテンシャル Veff(z)を複素平面へ拡張して

得られるスペクトル曲線 Y (z)の非自明な周回積分を用いて記述することが出来る。本文
中で登場する、ABJM行列模型におけるD2ブレーンインスタントン (5.25)の導出は、こ
の節で紹介した非自明な周回積分によってラージN インスタントンを特徴付ける考え方
に基づく。

C.3 マルチカット解との関係性
本文中で紹介したマルチカット解 (3.20)と、ラージN インスタントンの関係性につい

て記載しておこう。本付録で紹介したラージN インスタントン (C.5)は、2つの領域に固
有値が (N1, N2) = (N − 1, 1)個集積したツーカット解に相当する。これを一般化してみ
ると以下の通りである。すなわち (N1, N2) = (N, 0)のワンカット解が真空解である場合、
(N1, N2) = (N −N2, N2)のツーカット解はN2個のトンネル効果的な励起が起きたラージ
N インスタントンの凝縮状態である。1

この対応関係は、マルチカット解に関する解釈を付けるだけではなく、インスタントン
古典作用の定量的な見積もりをする際に役立つ。一般にマルチカット解の解析では、N個
の固有値に関する鞍点方程式 (3.9)を同時に評価している。従って、マルチカット解から
インスタントン極限を取って自由エネルギーを評価すると、最後の固有値 zN に関する反
作用が自動的に入ったインスタントン古典作用 Sinstの解析が可能である。
例えば一般的なツーカット解 (N1, N2) = (N −N2, N2)の自由エネルギーを評価した後

に、得られた結果についてインスタントン極限N2 → 1を取れば、この結果は最後の固有
値 zN に関する反作用が含められた厳密な結果であることが期待される。この方法は、節
5.4.2にて、最後の固有値に関する反作用の効果を議論する上で役立つ。

1ツーカット解からの寄与は、固有値の数 N2 が全体の固有値の数 N と比べてどのくらいの大きさであ
るかに依存している。ラージN インスタントンの場合のようにN2/N ∼ O(1/N)の場合、この解からの寄
与はO(e−N )で効いてくる。この場合には、この解からの寄与は 1/N 展開の指数関数補正と考えて問題無
く、物理的にもラージN インスタントンの凝縮状態とみなせる。
一方で、分岐が十分に形成されたN2/N ∼ O(1)の場合には、この解からの寄与は O(e−N2

)である。こ
の場合には、通常の 1/N 展開に対する指数関数補正よりも更に高次の補正になってしまい、ワンカット解
からの補正として含めるべきであるかどうか分からない。
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付 録D 正則性を用いた行列模型の解析
解の構成

本付録では、Migdal積分形式 (3.20)を用いずに行列模型の鞍点方程式を解く手法を紹
介する。節D.1では、Hermitian行列模型においてこの手法を導入した研究 [19, 52]を紹
介する。節D.2では、この手法の pure U(N)CS行列模型の解析への拡張を記載する。

D.1 Hermitian行列模型の場合
この節では、Hermitian行列模型のリゾルヴェントW (z)を導く別の手順 [19]を紹介し

よう。ポテンシャル V (z)は、正則な多項式型ポテンシャル (3.4)を仮定する。
W (z)と V (z)から書かれる以下の関数を考える。

F (z) := W (z)V ′(z)−W 2(z). (D.1)

F (z)は以下のように z空間全域で正則な関数であることを示せる。まずは分岐 z ∈ Cの
外側を考えよう。z ∈ Cの外側では、リゾルヴェントW (z)は正則な関数である。V ′(z)は
全域で正則であるので、F (z)は z ∈ Cの外側で正則である。
z ∈ Cの場合はどうであろうか。分岐上で正則であることを調べるには、分岐 z ∈ Cを

複素平面上で跨いだ時に不連続性を出さないことを示せば良い。これは

F (z + iϵ)− F (z + iϵ) = [W (z + iϵ)−W (z − iϵ)] [V ′(z)− (W (z + iϵ) +W (z − iϵ))]

= 0, (z ∈ C), (D.2)

と示すことが出来る。最後の等式には、分岐 C上で鞍点方程式 (3.17)が満たされることを
用いた。以上より、F (z)は z空間の全域で正則な関数である。

式 (D.1)は、リゾルヴェントW (z)について以下のように解くことが出来る。

W (z) =
V ′(z)

2
−
√

V ′2(z)

4
− F (z). (D.3)

ここでルートの前の符号について負の解を選んだのは、漸近条件 (3.19)を矛盾無く満たす
解を選ぶ必要があるためである。
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形式 (D.3)において、残る未定部分は正則関数 F (z)である。F (z)は、正則性と漸近条
件 (3.19)からある程度決定することが出来る関数である。ここでは一般的に、ポテンシャ
ル V (z)が (l + 1)次式で与えられる場合を考えよう。F (z)は、定義 (D.1)から z → ∞で

lim
z→∞

F (z) = gl+1z
l−1 + · · · , (D.4)

と振る舞う関数である。また F (z)は関数の正則性から多項式型で与えられることが分か
るので、漸近性 (D.4)を考慮して

F (z) =
l−1∑
j=0

Fjz
j, (Fl−1 = gl+1), (D.5)

と書ける。残る (l − 1)個の Fj, (j = 0, · · · , l − 2)は未定係数である。
残る未定係数はどのように決まるだろうか。式 (D.3)のルート内は、一般に 2l次の多項
式である。従ってW (z)は、l個の分岐を持つ lカット解とみなすことが出来る。各分岐
に固有値がNj, (j = i, · · · , l)個蓄積しているとすると、固有値の規格化条件は式 (3.22)で
与えられる。従ってこの条件 (3.22)から残る未定値 Fj, (j = 0, · · · , l − 2)は決定される。
また分岐の数が l未満の解は、lカット解において固有値の充填数Njの幾つかを 0にする
極限で得られる。

D.2 Chern-Simons行列模型の場合
この節では、pure U(N)CS行列模型における解析解を正則性を用いた議論で導出する
方法を紹介する。よく知られたワンカット解 (4.9)の導出は、研究 [23, 24]によって成さ
れた。一方で、ステップ型マルチカット解 (4.24)の導出は本研究の研究成果に基づく。
CS行列模型の解析において正則性の手法を用いる利点は、Migdal積分形式 (4.44)のよ
うな複雑な積分を行わなくても解が得られる点である。一方で、この手法は重ね合わせ型
のマルチカット解 (4.41)に拡張しようとすると解の構成に関する指導原理が分からず、一
般化が難しいという欠点を持つ。

D.2.1 ワンカット解
まずはワンカット解 (4.9)の導出 [23, 24]を紹介しよう。リゾルヴェント v(Z)は、分岐
上で鞍点方程式 (4.5)を満たす。分岐 Cは、Z ∈ [A,B]に描かれると仮定する。
Hermitian行列模型の場合では F (z)に対応する以下の関数を考えよう。

f(Z) := eπiλv(Z) + Ze−πiλv(Z). (D.6)

関数 f(z)は、Hermitian行列模型の場合 (D.2)と同様の議論からZ空間の全域で正則な関
数であることが確かめられる。
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v(Z)に関する漸近条件 (4.7)より、f(Z)は Z → ∞で f(Z) → e−πiλZ、Z → 0で
f(Z) → e−πiλと振る舞う正則関数である。このような漸近性を持った正則関数 f(Z)は、
ユニークに

f(Z) = f0 + f1Z, f0 = e−πiλ, f1 = e−πiλ, (D.7)

である。一方で、式 (D.6)を v(Z)について解けば、この解は

v(Z) =
1

πiλ
log

(
f(Z)−

√
f 2(Z)− 4Z

2

)
, (D.8)

と得られる。この結果は、Migdal積分形式から導出された式 (4.9)と一致する。分岐上で、
鞍点方程式 (4.5)を満足していることは以下のように確認出来る。

lim
ϵ→0

[v(Z + iϵ) + v(Z − iϵ)] =
1

πiλ

[
log

(
f(Z)− i

√
4Z − f 2(Z)

2

)
+ log

(
f(Z) + i

√
4Z − f 2(Z)

2

)]
=

1

πiλ
logZ, (Z ∈ C) . (D.9)

分岐の端点A,Bは、関係式
√

f 2(Z)− 4Z ∝
√
(Z − A)(Z −B)から決定することが出

来る。結果は、

2f0f1 − 4

f 2
1

= (A+B) ,
f 2
0

f 2
1

= AB, (D.10)

である。
以上のようにして、正則性を用いたリゾルヴェントの導出法はCS行列模型の場合に拡

張が可能である。ABJM行列模型におけるDMP解 (5.9)も、解析的な表式が最初に導出
された研究 [24, 26]ではこの正則性を用いた議論から解析解が導出された。

D.2.2 ステップ型ツーカット解
この小節では、pure U(N)CS行列模型におけるステップ型ツーカット解 (4.24)の導出

を正則性を用いた議論から行う。分岐 Cは、2つの分岐 C1:[A1, B1]、C2:[A2, B2]の和によ
り与えられる。またステップ型の仮定 (4.20)より、A2 = e2πinB1を満たすとする。ここ
で、nは正の整数である。図 4.3左は、ステップ型ツーカット解の概形である。Migdal積
分形式を用いた解析と同様に、C1は対数関数の n0面に位置すると仮定する。

以上の仮定に基づいたリゾルヴェント v(Z)の導出には、ワンカット解のリゾルヴェン
ト (D.8)に関する以下の考察が役立つ。ワンカット解 (D.8)を、Z = 0周りにZ → e2πin0Z

と複素平面上で反時計回りに回転させることを考えてみよう。ただし、ルートの分岐につ
いては触れない経路を取っているとする。式 (D.9)の左辺は、v(Z)が Z = 0周りで非特
異的であることから不変である。一方で、右辺は logZが分岐を持つので、この回転の下
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で定数 2n0/λが現れることに気付く。従って、C1上では左辺には定数 2n0/λ項が足りな
い。同様に C2上では 2(n0 + n)/λ項が足りない。

足りない定数項を出すために、以下を満足する関数 v1(Z)を考える。

lim
ϵ→0

[v1(Z + iϵ) + v1(Z − iϵ)] =
2n0

λ
, (Z ∈ C1),

lim
ϵ→0

[v1(Z + iϵ) + v1(Z − iϵ)] =
2(n+ n0)

λ
, (Z ∈ C2). (D.11)

v1(Z)を用いると、ステップ型ツーカット解は

v(Z) = v0(Z) + v1(Z), (D.12)

と書くことが出来る。ここで v0(Z)は、以下を満足するワンカット解 (D.8)である。

lim
ϵ→0

[v0(Z + iϵ) + v0(Z − iϵ)] =
1

πiλ
logZ, (Z ∈ C). (D.13)

ここで、分岐 C = C1 ∩ C2は、logZの 0枚目の面上に定義された分岐である。
v0(Z)は、関数形こそ式 (D.8)と同じであるが、正則関数 f(Z)の係数が異なる。なぜな

らば、それは v1(Z)の存在によって漸近条件 (4.7)からくる各係数に関する束縛条件が変
化するからである。v0(Z)及び v1(Z)は、それぞれ以下を満足する関数である。

lim
Z→∞

v0(Z) = s, lim
Z→∞

v1(Z) = 1− s,

lim
Z→0

v0(Z) = −s̃, lim
Z→0

v1(Z) = −(1− s̃). (D.14)

ここで、s及び s̃はある定数である。式 (D.14)では、v0(Z)及び v1(Z)が Z → 0,∞極限
でそれぞれ定数で振る舞うことを仮定した。漸近条件 (D.14)より、f(Z)は以下のように
変形を受ける。

f(Z) = f0 + f1Z, f0 = e−πiλs̃, f1 = e−πiλs. (D.15)

以上より、v0(Z)はこの f(Z)を持つワンカット解 (D.8)で与えられる。

次に、鞍点方程式 (D.11)を満たす v1(Z)の具体形を考えよう。v0(Z)の場合と同様に、
以下の関数を導入する。

q(Z) := e−
n0πi
n e

πiλ
n

v1(Z) + e
n0πi
n e−

πiλ
n

v1(Z). (D.16)

q(Z)は、鞍点方程式 (D.11)を通じて分岐 C1, C2上で連続な関数であることが示せる。1 方
程式 (D.16)を解くと、v1(Z)は

v1(Z) =
n

πiλ
log

(
q(Z) +

√
q2(Z)− 4

2

)
+

n0

λ
, (D.17)

1mを任意の整数とした関数 qm(Z) := e
πiλm

n (v1(Z)−n/λ) + e−
πiλm

n (v1(Z)−n/λ)もまた分岐 C1, C2上で連続
的な関数である。しかしステップ型ツーカット解の場合、m = ±1としない限り、qm(Z)は漸近条件では決
めきれない未定係数が現れてしまう。従って、この解析では連続関数として関数 (D.16)を用いた。
この正則性を用いた議論を、重ね合わせ型マルチカット解に拡張する場合には、恐らく一般のmを取っ

た qm(Z)が必要である。例えば、Migdal積分形式から導かれた重ね合わせ型マルチカット解 (4.41)では、
m = 2の qm(Z)が現れている。
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と与えられる。
分岐上で連続な関数 q(Z)を決定しよう。漸近条件 (D.14)から、q(Z)は

q1 := lim
Z→∞

q(Z) = e−
n0πi
n e

πiλ
n

(1−s) + e
n0πi
n e−

πiλ
n

(1−s),

q0 := lim
Z→0

q(Z) = e−
n0πi
n e−

πiλ
n

(1−s̃) + e
n0πi
n e

πiλ
n

(1−s̃), (D.18)

を満足する。ところで、v1(Z)はA1からB2の間に分岐を持つので√
q2(Z)− 4 ∝

√
(Z − A1)(Z −B2), (D.19)

であることが要請される。しかし q(Z)が複素平面上で正則な多項式型であるとすると、
条件 (D.19)と漸近条件 (D.18)は矛盾してしまうことに気付く。従って、ここでは q(Z)

の条件を緩めて、極を持つことを許すことにする。極の位置の自然な選択は、鞍点方程
式 (D.11)の左辺の値が切り替わる Z = D1 := B1である。Z = D1での極を許し、条件
(D.19)と漸近条件 (D.18)を満足する q(Z)は

q(Z) =
q1Z − q0D1

Z −D1

, (D.20)

である。ここで、係数 q0及び q1は、分岐の端点A1, D1, B2と以下のように関係する。

2(4− q0q1)D1

q21 − 4
= − (A1 +B2) ,

(q20 − 4)D2
1

q21 − 4
= A1B2. (D.21)

導出された v1(Z)が、鞍点方程式 (D.11)を満足することを確かめてみよう。Z ∈ C1上
で、式 (D.11)の左辺は

lim
ϵ→0

[v1(Z + iϵ) + v1(Z − iϵ)]

=
2n0

λ
+

n

πiλ

[
log

(
q(Z)− i

√
4− q2(Z)

2

)
+ log

(
q(Z) + i

√
4− q2(Z)

2

)]
=
2n0

λ
, (Z ∈ C1), (D.22)

と評価することが出来る。q(Z)の構造から、Z = D1では v1(Z)の虚部は対数発散を持
ち、実部は n/λだけ変化する。従って C2上に移ると、式 (D.22)の右辺は 2(n0 + n)/λに
変化し、鞍点方程式 (D.11)が確かに満たされていることが分かる。この v1(Z)の分岐の
構造は、図 4.5を参照せよ。
また分岐 [A1, B2]は、logZに関する全ての面上に存在するが、鞍点方程式 (4.5)は、n0面

上の C1や (n0 +n)面上の C2のみでしか満たさないことに気付く。これは全てのRiemann

面上に固有値が入っているわけではなく、あくまで固有値が集積しているのが n0 面や
(n0 + n)面上の分岐内であることを示している。
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以上より、ステップ型ツーカット解は正則性を用いた議論から

v(Z) =
1

πiλ
log

(
f(Z)−

√
f 2(Z)− 4Z

2

)
+

n

πiλ
log

(
q(Z) +

√
q2(Z)− 4

2

)
− n0

λ
,

f(Z) = f0 + f1Z, q(Z) =
q1Z − q0D1

Z −D1

, (D.23)

と得られる。この表式は、5つの未定係数 f0, f1, q0, q1及びD1を持つが、これらは関係式
(D.10),(D.21)を通じてA1, B2, D1で書ける。従って実際の未定係数は 3つである。
A1, B2, D1を用いて記述した式 (D.23)は、Migdal積分形式から導出した解析解 (4.24)

と一致する。以上より、正則性を用いた議論からもステップ型ツーカット解を導出出来た。

D.2.3 一般化
正則性を用いた解の構成法は、複雑な積分を介する必要が無いという点で、Migdal積

分形式を用いる手法より簡単である。この方法は、pure U(N)CS行列模型の一般解 (4.44)

の積分後の形式を全て与えてくれるだろうか。
ステップ型ツーカット解の解析 (D.23)の単純な拡張から、正則性を用いてステップ型

マルチカット解 (4.33)を構成することは可能である。従ってこの更なる拡張から、重ね合
わせ型を含む一般解が得られそうだと期待出来る。
しかし、実は重ね合わせ型マルチカット解にこの解析を拡張することは簡単ではない。

例えば、ワンカット解とステップ型マルチカット解の重ね合わせの積分後の形式 (4.41)で
は、f(Z)がステップとは関係の無い位置 Z = −1に極を持つ。このように重ね合わせ型
の解は、複素平面上に非物理的な極を持つ可能性がある。非物理的な極の存在を連続関数
に許すと、f(Z)や q(Z)を決定する正確な規則を見つけることが難しく、これに伴ってこ
の手法を用いた一般解の構成は難しい。
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付 録E pure U(N)Chern-Simons行
列模型の厳密計算

本付録では、pure U(N)CS行列模型の分配関数 (4.1) の厳密解 (4.16)の導出 [16]を補
足する。まず sinh項の積について、因数定理から導かれる恒等式

N∏
i<j

2 sinh
xi − xj

2
=
∑
σ

(−1)σ
N∏
j=1

e

(
N+1

2
−σ(j)

)
xi , (E.1)

を用いる。ここで
∑

σは、N 個の要素の置換について全通りを足し上げる。この恒等式
を用いると、分配関数 (4.1)は

ZN =
(−1)N(N−1)/2

N !

∑
σ1,σ2

N∏
j=1

∫ ∞

−∞

duj

2π
e

ik
4π

u2
j+(N+1−σ1(j)−σ2(j))uj , (E.2)

と書き換えることが出来る。更に置換 σ1, σ2について σ1(j) = jに固定すると、式 (E.2)は
置換 σ2のみの足し上げで書ける。σ1(j) = jとなる配位は全ての足し上げ Σσ1,σ2 中にN !

個存在するので、分配関数は

ZN = (−1)N(N−1)/2
∑
σ

(−1)σ
N∏
j=1

∫ ∞

−∞

duj

2π
e

ik
4π

u2
j+(N+1−j−σ(j))uj , (E.3)

と書き換えることが出来る。
この積分 (E.3)は、CS準位 kを虚軸方向に微小量だけずらす正則化

k → k + iϵ, (ϵ ≪ 1 : R+), (E.4)

の下でGaussian積分が可能である。従って、被積分関数の指数関数部分を平方完成して
積分を行えば

ZN = (−1)N(N−1)/2(−ik)−N/2
∑
σ

(−1)σe
iπ
k

∑N
j=1(N+1−j−σ(j))2 , (E.5)

と評価出来る。平方完成により、現れた指数関数項内の和は更に
N∑
j=1

(N + 1− j − σ(j))2 = −1

3
N(N + 1)(N + 2) + 2

N∑
j=1

jσ(j), (E.6)
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と書き換えることが出来る。
従って分配関数は

ZN = (−1)N(N−1)/2(−ik)−N/2e
πi
3k

N(N+1)(N+2)
∑
σ

(−1)σe
2πi
k

∑N
j=1 jσ(j)

= (−1)N(N−1)/2(−ik)−N/2e
πi
6k

N(N2−1)

N∏
n<m

2 sinh
[
−πi

k
(m− n)

]
, (E.7)

と与えられる。最後の等式では、再び恒等式 (E.1)を用いた。また sinh部分は、以下のよ
うに書き換えられる。

N∏
n<m

2 sinh
[
−πi

k
(m− n)

]
=

N∏
m=1

N∏
n=m+1

(
−2i sin

[π
k
(m− n)

])
= (−i)

1
2
N(N−1)

N−1∏
m=1

[
2 sin

πm

k

]N−m

. (E.8)

以上を用いると、pure U(N)CS行列模型の分配関数は

ZN = e
N2

4
πie

πi
6k

N(N2−1)k−N/2

N−1∏
m=1

[
2 sin

πm

k

]N−m

, (E.9)

と評価され、厳密解 (4.16)が示される。
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