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Resumo

Mostra-se que configuracoes de monopélos magnéticos tipo-Dirac aparecem em um
modelo de gauge Abeliano, onde um potencial 4-vetorial e um campo de gauge tensorial
(2-forma) acoplam-se através de um termo de massa topoldgica, em presenca de um
“background” de matéria fermionica. Obtém-se uma condi¢ao de quantizagao na qual

estao presentes as cargas e o parametro de massa.
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Abstract

An Abelian gauge model with vector and 2-form potential fields mixed up by a topo-
logical mass term is shown to exhibit Dirac-like monopoles in the presence of a matter
background. A generalised quantisation condition comes out that involves charges and

the mass parameter.
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Introducao

Dentre os diversos desafios que se apresentam em nossos tempos no ambito da Fisica
de Altas Energias, destacam-se o setor de Higgs do Modelo Padrao (SU(3) ® SU(2) ®
U(1)), o conglomerado de particulas supersimétricas (com fenomenologia tangivel a uma
escala de 1 TeV), a questao do mecanismo de confinamento dos quarks e a questao dos
monopolos magnéticos. Estes tltimos aparecem, naturalmente, em modelos de Yang-Mills
acoplados a escalares responsaveis pela quebra espontanea da simetria de gauge, desde que
o grupo de gauge e a simetria residual satisfagam a uma precisa condigao topolégica [1, 2]
(pode-se consultar também [3]-[6] para uma revisao sobre o assunto). Segundo resultados
recentes para modelos auto-duais de super-Yang-Mills (N = 2 e N = 4), monopdlos
magnéticos podem apresentar o fenomeno de condensacao, que parece ser essencial para
a compreensao do mecanismo de confinamento dos quarks [7]-[9] (veja também [10]-[14]).
Além do mais, tais objetos podem ajudar a elucidar algumas questoes importantes em
Astrofisica e em Cosmologia [15].

Em geral, os monopdlos advindos dos modelos de Yang-Mills, ou de teorias de Grande
Unificacao, sao massivos e localizam-se na escala em que se da a quebra da simetria em
questao (veja, por exemplo, [1]-[6] e [16]-[18]). Por exemplo, os monopdlos massivos das
teorias de Grande Unificacao correspondem a particulas com massa da ordem de 10'¢ GeV.
Entretanto, ja na Eletrodinamica Cléssica, monopdlos magnéticos nao-massivos aparecem

se, seguindo-se a possibilidade aberta por Dirac[19, 20], estruturas de singularidades tipo



“strings” (nao-detectaveis fisicamente) sdo permitidas ao potencial vetor associado ao
campo magnético. Neste caso, a invariancia de gauge e a auséncia de massa para o foton
sao os dois ingredientes essenciais para a “existéncia”’ de tais objetos (para uma breve
introdugao ao assunto consulte o Apéndice A; veja também [3]-[6] e [21] para uma revisao).
Por outro lado, ja é fato bastante afirmado que simetria de gauge e massa para bdsons
vetoriais de gauge nao sao resultados conflitantes. Como exemplo, podemos mencionar o
modelo de Schwinger[22] em D = (1+1), onde o “féton” adquire massa dinamicamente, e
os modelos de Chern-Simons em D = (24 1) (para um “review” consulte [30]), nos quais
o espectro eletromagnético apresenta-se massivo sem violar a simetria de gauge.

Esta observacao sugere-nos a possibilidade de investigar a estabilidade de monopdlos
tipo-Dirac em D = (3 + 1), adotando-se um modelo com simetria U(1) ® U(1) no qual o
espectro apresenta um quantum massivo de spin-1. A massa é introduzida através de um
termo topoldgico que preserva ambas as simetrias de gauge. Entretanto, para que isto seja
possivel, um dos fatores Abelianos deve ser associado a um campo de gauge de natureza
tensorial (2-forma).

Cabe, aqui, salientar que potenciais de gauge tensoriais aparecem na composicao de
multipletes de modelos de supergravidade em D = 10 e D = 11 [23], na formulac¢ao de mod-
elos duais com “strings” em interagao [28] e, mais recentemente, no estudo da dinamica de
objetos estendidos do tipo “p-branes” [24]. Por outro lado, a investiga¢ao de campos ten-
soriais tratados como graus de liberdade de matéria vem merecendo consideravel atencao
nos tltimos anos [26].

Serd nosso propdsito central nesta tese averigiiar o papel que um campo tensorial anti-

¢

simétrico de “rank-2” pode desempenhar no que diz respeito a geragao de massa no setor
dos bésons vetoriais de gauge, e, como conseqiiéncia, que influéncia pode causar no setor de

configuragoes classicas correspondentes a monopolos tipo-Dirac. Um dos resultados a que



se chegard é que o parametro de massa do modelo figurarda numa condicao de quantizagao,
sendo assim passivel de ajuste a uma escala muito aquém dos 10'6 GeV introduzidos pela
unificagao das interagoes no Modelo Padrao.

Convém, ainda, mencionar a tentativa de se inferir a respeito da massa de monopoélos
tipo-Dirac através do estudo de contribui¢coes ao momento magnético anomalo do maion,
no contexto de uma formulacao estendida da QED onde férmions com cargas magnéticas
sao introduzidos [25].

A presente tese é organizada da seguinte forma: no Capitulo 1 (onde nao sdo apre-
sentados resultados originais) discute-se alguns aspectos essenciais sobre o modelo a ser
estudado, em especial aqueles relativos ao campo de gauge tensorial e seu acoplamento
ao campo de Maxwell, bem como o espectro de particulas do modelo. Prosseguindo,
no Capitulo 2 estuda-se a questao das configuracoes de monopdlos magnéticos tipo-Dirac,
onde se conclui que a introdugao de matéria (fermionica, no caso) como “background” per-
mite acomodar tais configuragoes sem qualquer incompatibilidade com a presenca de um
béson vetorial massivo. Finalmente, no Capitulo 3 contempla-se a inclusao de um acopla-
mento nao-minimo do campo tensorial a matéria carregada. Restringindo-se a Mecanica
Quéantica de uma particula carregada em interacao com uma configuracao de monopdlo,
obtém-se uma condicao de quantizacao generalizada, onde estao presentes nao sé as cargas
mas também o parametro de massa topoldgica (que responde pela massa do béson inter-
medidrio de spin-1). Os resultados que se encontram nos Capitulos 2 e 3 constituem-se nas
contribuigoes originais que pretendemos trazer nesta tese. Tais resultados sao discutidos
na secao de Conclusoes, onde reunimos as Criticas e as Perspectivas de prosseguimento.
Seguem-se dois apéndices: o Apéndice A pretende ser uma breve introdugao aos monopélos
de Dirac, com o objetivo de fixar alguns conceitos fundamentais; no Apéndice B (a fim

de eliminar célculos algébricos que poderiam comprometer as discussées do Capitulo 1),



desenvolve-se os calculos que nos permitem concluir alguns resultados sobre o espectro do

modelo.



Capitulo 1

Fundamentos do modelo de

Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond

Neste primeiro capitulo, pretendemos estudar alguns aspectos do modelo de Cremmer-
Scherk-Kalb-Ramond (CSKR), com o qual vamos lidar durante todo o desenvolvimento
desta dissertacao. Tal modelo fora proposto, independentemente, por Cremmer e Scherk
[27], no contexto de geragao topoldgica de massa via quebra dinamica de simetrias de
gauge, e por Kalb e Ramond [28], no estudo da interacao cldssica entre “strings’, em
modelos duais.

Na Secao 1.1 apresentamos o modelo propriamente dito, que consiste, basicamente,
de uma densidade de Lagrangeano contendo os termos cinéticos para os dois campos de
gauge (um vetorial, A,; e um tensorial, H,,), além de um termo de “mixing” entre eles.
Alguns aspectos interessantes deste termo, como sua natureza topoldgica, sao discutidos.
Exibimos, também, as equagoes de campo e as identidades de Bianchi. Finalizando a
secao, apresentamos alguns resultados recentes obtidos sobre o modelo, tais como a sua
renormalizabilidade e sua unitariedade.

Prosseguindo, na Segao 1.2 estudaremos a questao dos graus de liberdade (g.1.) fisicos



propagados pelos campos (i.e., o espectro de particulas do modelo). Particularmente,
veremos como as simetrias de gauge (e as equagoes de movimento) atuam sobre os campos,
subtraindo-lhes certos graus de liberdade (o que é mostrado em detalhes no Apéndice B).
Finalmente, sao apresentados os propagadores a “tree-level”. Como se sabe, a informacgao
contida neles é dupla: se, por um lado, os polos fornecem as massas dos possiveis quanta
propagados, por outro, o residuo para um dado pélo estd associado a normalizagao da
func¢ao de onda que descreve o quantum livre correspondente ao polo. Assim, residuo nulo
significa que a excitacao nao é dinamica; residuo negativo indica a presenca de um estado
de “ghost”. No entanto, no caso aqui tratado o residuo é positivo, o que garante que a

excitacao massiva de spin-1 corresponde a uma particula fisica.

1.1 Apresentacao
O modelo em discussao é expresso pelo seguinte Lagrangeano:!
Ly = 1G GHr 1F FH ARQYHR,
1 — +6 UVK - 4_1 n + Ho€pvr ) (11)

adotamos py > 0 (para finalidades futuras), além das defini¢bes para os tensores de

intensidade de campo:

Fw/ = a}LAl/ - aVAM ) (12)
Guwc = aqu/fi + al/HK//J, + aﬁ)HltV ’ (13)

sendo H,, = —H,,. A acao obtida a partir de £y (51 = fd4x£1) é invariante sob as

transformacoes de gauge Abelianas (locais):?

A(z) — A (x) = Au(x) ~ O,A(), (1.4)

. 60123

!Trabalharemos com as convengoes: diag(n,,) = (+,—, —, —); = +1 = —ep123. Indices gregos

vao de 0 a 3: p,v,etc=0,1,2,3.

2Supomos que os parametros de tais transformagoes, A e &, vio a zero no infinito.
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Ho(x) > Hj,(2) = Hu(2) + 0,6, (x) — 0,6, (x) (1.5)

A transformacao (1.4) é aquela ja conhecida da Eletrodinamica, U(1)4,, enquanto que

w
(1.5) é a vers@o anti-simetrizada da transformacdo de gauge para um tensor de rank-2,
U(1)g,,. Assim, Sy é U(1)4, ® U(1) g, -invariante.

Cremmer e Scherk[27], mostraram que Ly, apds ser diagonalizado apropriadamente,
descreve o movimento livre de um campo vetorial massivo, sendo essa massa gerada
dinamicamente através do termo de “mixing” entre A, e H,,. Devemos salientar que o
procedimento por eles utilizado baseia-se em uma definigdo nao-local de campos (para
a discussao a respeito do nimero de graus de liberdade propagados pelos campos, tal
método nao traz problemas. No entanto, para se estudar outros aspectos, deve-se ter
muito cuidado ao trabalhar com procedimentos nao-locais em teorias de campos, haja
vista, que a nao-localidade pode trazer problemas de nao-causalidade); por outro lado,
seguindo-se as conclusoes de Kalb e Ramond[28], tal béson massivo seria responsével pela
interagao entre duas “strings’ abertas (considerada a interagiao de todo o corpo delas,
incluindo-se as pontas), ao passo que, se fizermos g = 0, terfamos a interacao entre
duas "strings” fechadas mediada pelo béson escalar sem massa (que é a particula descrita
por H,, neste caso), ou ainda, a interacdo entre as pontas de duas “strings”, que seria
mediada pelo vetor sem massa A,. Para detalhes sobre o espectro dos modelos, consulte

o Apéndice B.2.

As equagoes de campo sao facilmente obtidas:

auF,uzz — _,U/OEVR)\paL;H)\p — _%Eun)\pGﬂ)\p ’ (16)

(%G”“m _ _'_ﬂoeumxﬁaaAﬂ — _i_%EVKOéﬁFaB ) (17)

3Mais adiante vamos falar sobre a “string” de Dirac. Mesmo que usemos a mesma expressao para

ambos os contextos, acreditamos que nenhuma confusao surgira.



bem como as identidades de Bianchi:

o Fm =0, (1.8)
9,G" =0, (1.9)
sendo que os duais sao definidos por:
N 1 VKA ~ 1 VKA
Fr = 56“ Fix, G' = 66“ G -

Observa-se, facilmente, que tais expressoes exibem, explicitamente, a mesma invariancia
de Sy, isto é, U(1)4, @ U(1)m,, -

Além do mais, nota-se que um campo (ou mais precisamente, seu “field-strength”)
responde por uma corrente para o outro campo, e vice-versa. Vé-se também que tais
correntes originam-se devido a presenca do termo de “mixing” entre os campos de gauge
em L.

Tal termo de “mixing” é denominado topolégico por nao contribuir para o tensor de
energia-momentum invariante de gauge (ou de Hilbert), que aqui, definiremos da seguinte

forma:

2 0S8
TH (1) = — e 20
( ) vV —9g 6g,u,u<=73>

onde g = det(g,,), sendo g,,(x) = ., + kh,, () o tensor métrico de um “background”

(1.10)

gravitacional. Denotamos por Sy.q, a a¢do acoplada minimamente a gravitacao (também

denominada agao covariantizada). Por exemplo, no caso deste termo topoldgico, teriamos:
L= ,uoeuymA“a”H”’\ — 9= /d4y L (1.11)
Agora, covariantizando-se ', i.e., fazendo-se o acoplamento com a gravitacao, obteremos:

Sgrav = / d'y /=9 L0, = / d'y /=g po(€uv/=9)9" 9" 9" g A Hys ,  (1.12)



lembrando-se que:

Curg" g9 g = (g) e,

teremos, finalmente:

Strar = /d4yu06“w,\A“8”H”’\ =9. (1.13)
Daqui, vemos que S;rav nao depende da métrica g,,. Portanto:
T (z) = 290 (/ d*y uoe“””’\Au&,Hm\> =0 (1.14)
V') 5guu(x)

De (1.11), seguem-se as equagoes de movimento:

F, =0, (1.15)

G = 0. (1.16)

(Segue-se, daqui também, o porque de £’ nao contribuir para 7"”: os tensores de in-
tensidade de campo F),, e G, sao nulos. Como sabemos, sao justamente estes tensores
que contém as quantidades fisicas que contribuiriam para o tensor de energia-momento
de Hilbert).

Se escrevermos as equagdes acima no espago dos momenta (veja Apéndice B.1, e par-

ticularmente, as expressoes (B.7 e B.8)), teremos:

F,=0—=— 8,4,=0

~

= 1p,A,(p) =0 = p,(ap, +bp, + crap,) =0, (1.17)

donde segue-se que: a = b = ¢; = 0. Assim, Au(p) = 0, isto é, este campo nao propaga
nenhum grau de liberdade fisico. Analogamente:

Guw=0= 0,H,, =0

= . (dppPy + f1Pp s + 9Py 1e) + hrjarpogg) =0, (1.18)
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e, assim, obtemos ﬁu,,(p) =0.

Portanto, o termo que realiza o “mixing” entre os campos de gauge, além de nao
contribuir para 7", também nao contém nenhuma particula em seu espectro; em out-
ras palavras: nao propaga nenhum grau de liberdade fisico. (Deve-se observar que nao
utilizamos as simetrias de gauge para tal demonstracao, mas se o fizéssemos, nossa con-
clus@o nao seria modificada). Outra particularidade interessante de £’ é que ele constitui-
se num exemplo de modelo exatamente solivel em D = (3 + 1), conforme mostrado por
Horowitz[29]. Neste mesmo trabalho, é desenvolvida a generalizagao nao-Abeliana deste
termo.

Conforme discutiremos adiante, a presenca deste termo constitui-se (para o modelo
em questao) num mecanismo de geracao (dindmica) de massa para uma particula vetorial.
Lembremo-nos de que em (2+ 1) dimensoes espago-temporais, o termo de Chern-Simons?,
aA#ZE #, constitui-se num termo de massa para o vetor A, (1 =0, 1,2.), quando embebido
na teoria de Maxwell (geralmente denominado modelo de Maxwell-Chern-Simons, MCS).
Uma vez que Fu ¢ o dual de F),, (Fu = %EMMF’””), entao este termo ¢é invariante de gauge
(a menos de uma derivada total). Observe, no entanto, que uma diferenga importante
entre estes termos ¢ que, enquanto aquele presente no modelo CSKR é U(1) 4, @ U(1) g0~
invariante, o termo de Chern-Simons é invariante sob U(1)4,, apenas. Além do mais,
o termo de Chern-Simons pode ser acrescentado explicitamente ao Lagrangeano, pode
advir de corregdes quanticas (no intuito de se evitar anomalias), ou ainda, ser gerado

através da quebra espontanea de simetria num modelo MCS com termos de Higgs e de

4Teorias de gauge em (24 1) dimensdes espaco-temporais, com termo de Chern-Simons sdo comumente
denominadas Teorias de gauge topologicamente massivas, e dao origem a alguns fenémenos bastante
interessantes, como por exemplo, a Estatistica Fraciondria (particulas podem apresentar spin fraciondrio,
isto é, spin# 0,1/2,1,...). Existem diversos trabalhos sobre o assunto, dentre os quais sugerimos [30]-[38].

Um “review” é apresentado em [30].
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acoplamento nao-minimo[34]. (Fato semelhante nao parece acontecer, até onde sabemos,
com o termo de geracao de massa para o modelo CSKR). Além do mais, se considerarmos
uma Acao construida a partir de £’ e de um termo de massa para H,, (tipo H?, em (3+1)
dimensoes):

St = / d*x (o€uumr  A*O" H™ + NH,,, H™)

pode-se mostrar (a nivel quantico) que a Agao de Chern-Simons (Sgg, em (2 4+ 1) di-
mensoes), pode ser obtida de Sr pelo método de reducdo do espago de fase (veja re-
feréncia[29]). Por fim, uma tltima analogia entre estes termos é a seguinte: o termo
de Chern-Simons ¢ o residuo 3-dimensional de um modelo de gauge dual definido em
D = (2 + 2), enquanto aquele aqui estudado é o remanescente de um modelo de gauge
dual em D = (3 + 3) [39].

Antes de passarmos a questao do nimero de graus de liberdade fisicos (para o modelo
completo, descrito por L), vamos explanar alguns resultados recentes obtidos sobre tal
modelo: Allen, Bowicke e Lahiri [40] mostraram que ele é unitario e renormalizavel (na
presenca de férmions acoplados a A,: veja Secdo 2.1), e também, que seu mecanismo de
geragao topoldgica de massa difere, quanticamente, do mecanismo de Higgs (quando este
é acoplado a teoria de Maxwell); seu funcional de vécuo foi obtido via quantizagao de
Battalin-Vilkovisky (B-V quantization) por Amorim e Barcelos-Neto [42]; o modelo foi,
ainda, estudado sob o enfoque da dinamica de vinculos por Lahiri [41], utilizando-se o
procedimento de Dirac, o qual revelou algumas caracteristicas bastante peculiares, como
por exemplo, o fato de uma transformacao de dualidade (no espaco de fase reduzido)
levar a parénteses de Poisson nao-usuais entre os campos transformados e seus momenta,
na presenca de cordas césmicas. Por outro lado, considerando-se um modelo de gauge
constituido apenas pelo setor tensorial (que descreve um escalar sem massa, como veremos

adiante), sua quantizacdo revelou alguns aspectos interessantes[43, 44], como o fato de
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um dos modos (nao-fisico) do propagador do campo de gauge tensorial desacoplar-se
como conseqiiéncia das identidades de Ward (e ndo, ser cancelado por um “ghost” de
Fadeev-Popov), caracteristica similar, neste sentido, com um campo de gauge de spin-
3/2. Consulte, também, Nambu[45] para uma conexao entre este tipo de modelo e o
confinamento de quarks, e Balachandran e Teotonio-Sobrinho[46] para um estudo sobre a

presenca de estados de borda em modelos com termo de “mixing”tipo F),, H*".

1.2 Espectro do modelo

Nesta secao, pretendemos desenvolver uma discussao qualitativa a respeito de que
particulas estao sendo descritas pelos campos presentes no modelo. Os calculos necessarios
as diversas demonstracoes, inclusive para os propagadores livres, sao apresentados no
Apéndice B.

Como bem sabemos, o campo A, possui 4 parametros reais independentes, uma vez

que ele é um 4-vetor real:

AP = (@, + A},

dai, vemos que, a priori, este campo descreve uma particula de spin = 1 e outra de
spin = 0, sendo representadas pelo vetor A e pelo escalar ®, respectivamente. J& H,,,

por ser um tensor anti-simétrico de rank-2 e real, possui 6 parametros reais independentes:

Hy; = (44);
H,, =
Hij = —€i (P
e pode descrever, a principio, duas particulas de spin = 1.
Todavia, uma conseqiiéncia, tanto das simetrias (no caso, as de gauge) quanto das

equacoes de movimento, é de diminuir o nimero de tais parametros, e assim, reduzir

o nimero de g.l. fisicos. De fato, a transformacao de gauge que atua em A, subtrai a
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componente longitudinal deste campo, ou seja, a componente escalar (spin = 0); isto é

0 que nos permite, por exemplo, escolher o gauge de Lorentz, 9,A" = 0). Ja para H,,,

sua respectiva transformacao subtrai-lhe 3 dos 6 g.l. possiveis. Portanto, restam-nos 3

g.l. para cada um dos campos (off-shell, i.e., utilizando-se apenas as simetrias da teoria.

Veja Apéndice B.1). Para passarmos a andlise on-shell, i.e., usando-se, efetivamente, as

equacoes de movimento, vamos distinguir dois casos:

caso 1:

caso 2:

tto = 0, ndao ha acoplamento entre os campos. Aqui, as equagoes de movimento,
escritas no espago dos momenta (B.17-B.18,B.21-B.22 e B.23-B.24, no Apéndice
B.2) determinam que A, propaga somente 2 g.l. fisicos (on-shell) ao passo que
H,, s6 propaga 1; segue também, que ambos os campos tém massa nula (observe a
estrutura de pdlos dos propagadores para esses campos):
[787 —1 uv
Ay (p) = —5©
p
v,a -1 o, Bu av o, Bu av
A (p) = - (" N =) — (o —pu))
sendo os projetores definidos por:
O — (nuu _ pﬂpy) Y = p“pl/
2 | =2
p p
Em sintese, o espectro da teoria livre é o seguinte: A, descreve um béson vetorial

sem massa ( como o féton, por exemplo), enquanto H,, comporta-se como uma

particula escalar, também de massa nula. (Consulte também [28, 43, 44]).

o # 0, que é o modelo propriamente dito. Neste caso, as equagoes de movi-
mento (também escritas no espago dos momenta; equagoes (B.38-B.39) e (B.42),
no Apéndice B.2) mostram-nos que, aparentemente, cada um dos campos propaga

3 g.l. fisicos, e possuem a mesma massa (M% = M?% = +2u3), o que pode ser visto
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da estrutura dos propagadores:

~ -1 —1
AH,V(p) — (@/,Ll/ 4 W‘LW) — n,uzz7
4 (p® — 213) (p® — 2u3)
~ -1 1
Auu,nk(p) _ - nuf{ny)\ _ n,u)\nun
" =) 2 )

Todavia, o modelo descreve, na verdade, apenas um bdson vetorial massivo, que
pode ser descrito tanto por A, quanto por H,,, indiferentemente (veja comentario
no Apéndice B.2, e também as referéncias [27, 40, 42]). Isto pode parecer um tanto
peculiar, mas é o que acontece de fato: as préprias equagoes de movimento (aquelas
referidas logo acima) exibem isto claramente, pois descrevem o movimento livre
tanto de um quanto do outro campo. Mais ainda, note que o que diferencia os dois
casos (fp = 0 e pp # 0) é a presenca do termo de “mixing” entre os campos de gauge.
No entanto, como mostramos na se¢ao anterior, tal termo nao carrega nenhum g.l.
fisico (além de nao contribuir com energia e momento para £;). Assim sendo, é de
se esperar que, de fato, ele se comporte, neste caso, como um mecanismo de geragao
de massal[27, 40]. Isto nos leva a conclusao de que o nimero de g.1. fisicos do modelo
nao deve mudar devido a sua presenca. E por isso que, tanto para puy = 0 quanto
para o # 0, temos 3 g.l. fisicos. Por outro lado, mesmo que a presencga deste
termo nao altere a quantidade de g.l., ela altera o espectro do modelo: para py =0
tinhamos 1 bdson vetorial e outro escalar, ambos sem massa; e agora (o # 0) temos

1 bodson vetorial massivo.

O papel das simetrias de gauge, bem como das equacoes de movimento, é evidente
com relagao ao espectro do modelo: subtrai certos g.l. dos campos, determinando assim
o seu conteudo fisico de particulas.

A seguir, vamos analisar se o modelo é compativel ou nao com a presenca de monopolos

magnéticos de Dirac.
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Capitulo 2

O “background”de matéria e a

configuracao de monopdlos

Para estudarmos a compatibilidade do modelo com a presenca de monopdlos de Dirac,
teremos que incorporar campos de matéria (no caso, fermionica), ja que £; é composto
apenas por campos de gauge. A introducao de tais campos faz-se necesséria, porque o
problema que vamos estudar é o de uma particula teste no campo de um monopdlo
magnético. Neste sentido, tal particula seria “criada” pelo campo de matérial. Isto serd
tratado no inicio da Secao 2.1, onde acoplaremos os campos de matéria ao de gauge (A4,,),
de forma a preservar a covariancia de gauge e de Lorentz do Lagrangeano (L,). Deste,
sao obtidas as equacoes dinamicas. Aquelas para os campos de gauge sao reescritas em
notacao 3-dimensional e, a partir dai, analisamos se este modelo é compativel, ou nao,
com a presenc¢a de monopolos de Dirac. Mostramos que, realmente, tais objetos nao sao
admitidos dentro do modelo em questao, basicamente, porque a “string” que esta presente

na solucao do potencial A (ao longo da qual, Aé singular) apresenta-se detectavel (por

'E claro que, uma teoria de campos lida com um nimero infinito de particulas. Considerar uma sé

particula é dar, neste sentido, um tratamento de Mecanica Quantica, a um problema de teoria de campos.
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exemplo, via Efeito Bomh-Aharonov). Verificamos que este problema surge devido ao fato
do campo magnético B nio ser esfericamente simétrico, neste caso.

Assim, na Secdo 2.2, proporemos (e usaremos) um método para soluciona-lo. Este
consiste em impor um ansatz tipo-London para a componente vetorial da 4-corrente
fermionica (j ). Isto, de fato, resolve o problema e, assim, poderemos obter uma condicao
de quantizagao (de Dirac), o que, em outras palavras, torna aquela “string” fisicamente
indetectavel. Por outro lado, ao impor tal ansatz, conseqiientemente, obtemos uma cor-
rente, Jj com a mesma estrutura de singularidade que A (que agora, devido a condicao de

quantizagao que obtivemos, nao apresenta conteudo fisico). Este ponto é discutido, mas

ainda carece de uma interpretacao plausivel.

2.1 A introducao de campos de matéria no modelo

CSKR

No intuito de introduzirmos uma corrente de matéria para o modelo em questao, consid-

eremos o Lagrangeano:
£1 é EQ = [,1 + E(ZDM’)/M — m)@/J, (21)

com L; ja conhecido, e D, = 0, + €A, sendo a derivada covariante de gauge (quanti-
camente, deverfamos ter 1eA,/h, como segundo termo em D). Como sabemos, esta é a
forma covariante, de gauge e de Lorentz, que temos para acoplar férmions ao campo de
gauge A,, em (3+1) dimensoes espaco-temporais. Denotamos por e o “strength”’ deste
acoplamento.

Além do mais, observe que, Sy = [ d*zL,, é invariante sob U(1)4 ® U(1)y, desde que
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os férmions transformem-se como:

(x) — ¢'(x) = exp(+reh(x))(z)

B _ B (2.2)
(@) — ¥ () = exp(—eA(2))(z).
Seguem-se as equacoes de campo para os férmions:
(20, — eA " —m)(z) =0 (2.3)

G(@) (1D + eA )Y +m) =0,

onde " sao as 4 matrizes de Dirac, que satisfazem a algebra de Clifford: {y*,7"} = +2n*".
Ja 3# na segunda expressdo, implica que a devivacdo atua sobre ¥(z).

Para os campos de gauge, obtemos:?

O F" = — g™ 0 Hy, + eJ” = —2p10G” + eJ” (2.4)

GMGMVH _ +[1/06V’{)\pa)\Ap — _’_Moﬁww@, (25)

com a definicio: J* = Py*1h, sendo J” = (p,+J). De (2.4) fica claro que J* ¢ uma
corrente conservada.

Num trabalho recente, Allen et al [40] sugerem que Lo seja entendido como um mod-
elo de QED estendida (QED wusual + setor tensorial), no qual o féton seria massivo. [Tal
extensao nao compromete nem a renormalizabilidade nem a unitariedade da teoria “stan-

3

dard”]. Uma QED com f6ton massivo” é a extensao mais simples da teoria usual (podendo,

2Usaremos unidades naturais, aquelas comumente usadas em T.Q.C. Para um comentério e relacoes
com outros sistemas de unidades, veja[3]. Assim, por exemplo, haverd um aparente diferenga entre a
condigao de quantizagdo aqui escrita e aquela do trabalho original de Dirac[19, 20], que usa as unidades

gaussianas para a Eletrodinamica (enquanto aqui, usaremos as de Heaviside-Lorentz).

3Existem diversos limites maximos (dependendo do experimento) para a massa do féton [47]. Além
do mais, os resultados experimentais seriam completamente compativeis com a QED usual se tais limites
forem obedecidos. Para uma melhor discussao a respeito deste assunto, sugerimos: Bass e Schrédinger[48],

Boulware e Deser[49] e¢ também, Nieto e Goldhaber[47] para um “review” sobre o assunto.
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inclusive, ser embebida numa teoria de gauge unificada, como a de Weinberg-Salam). No
entanto, se por um lado, a presenga de tal massa (por menor que fosse) tornaria a teo-
ria mais facilmente manipulavel (por exemplo, a quantizagdo poderia ser feita de uma
maneira covariante de Lorentz sem invocar uma métrica indefinida e, a auséncia das di-
vergéncias infra-vermelha), por outro, a introdu¢ao de monopdlos magnéticos de Dirac
estaria comprometida®. Tal impossibilidade ocorre, por exemplo, com a teoria de Proca
[52, 53] (veja também, Ahrens[54] e Dattoli e Mattioli[55]), e também, com o modelo
aqui estudado, L5, como mostraremos a seguir. Em ambos os casos, é justamente o fato
do boéson vetorial possuir massa que impede a presenca de tais monopolos na teoria,
isto porque, como veremos adiante, ao “sentir” tal massa, o campo magnético perde sua
simetria esférica (propriedade esta, que parece ser essencial para que a teoria acomode
monopolos de Dirac).

Passemos agora, a introdugao de monopdélos magnéticos ao modelo. Como se sabe, isto
¢ feito mediante a quebra da identidade de Bianchi para o setor “Eletromagnético” [3]-[5]

e [19, 20, 52]:5

monopolo
—

O, F" =0 O " = x", (2.6)

sendo x* = (X, X) a 4-corrente magnética conservada (j& que 9, x* = 0).
Um fato interessante deve ser notado: a introdugao de monopdlos magnéticos (e a

conseqilente quebra da identidade GMF K = () causa “problemas” nao s6 no setor eletro-

4Até onde sabemos, tal afirmacdo é vélida para teorias Abelianas (com ou sem simetria de gauge)
construidas no espago-tempo de Minkowski. De fato, conforme mostrado por Israelit[50, 51], num espago-
tempo com torcao, poderiam existir fétons massivos e monopélos de Dirac. O modelo proposto por este

autor recobre a teoria de Maxwell, se tomarmos o limite de tor¢ao nula e féton sem massa.

50 uso de tal expressio, aqui e adiante, deve-se & analogia entre o setor de A,,, aqui tratado, e a teoria

de Maxwell. Assim, quando fizermos alguma referéncia a esta teoria, isto serd explicitado.
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magnético do modelo (que envolve A,), mas também, no setor tensorial (de H,, ). Isto
pode ser verificado, diretamente, das expressoes (2.4 e 2.5) e da relagdo de dualidade entre
F e F. Assim, se por um lado, A, passa a ter estrutura singular, o mesmo deverd ocorrer
no setor de H,, (como veremos adiante, uma estrutura singular idéntica é apresentada
por G,,).

Conforme adiantamos no paragrafo precedente, a quebra da identidade de Bianchi
para o setor eletromagnético, torna o potencial A* indefinido globalmente (além da con-
hecida indeterminacao de gauge). Tal indefini¢ao pode ser contornada pela fixacao de uma
linha (dita “string” de Dirac, que nao precisa ser reta, necessariamente), que comece no
monopdlo e vé até o infinito, ao longo da qual, A* é singular, ou seja, toma valores infinitos.
A escolha da “string” ¢é arbitrdria, mas determinard a estrutura de A,. Assim, diferentes
linhas nos levam a diferentes formas para o potencial vetor. No entanto, a condicao de
quantizagao de Dirac ¢ invocada, para nos garantir que tal “string” nao possua qualquer
significado fisico. Esta afirmacao é verdadeira, por exemplo, para a Eletrodinamica (de

alcance infinito) com monopdlos. Originalmente, Dirac[19] chegou a tal condigao:®

eg n
9 _ Dy
Ar 27

impondo que a funcao de onda de um elétron’, colocado no campo magnético de um

monopdlo (estético e puntual), fosse “single-valued’, o que noutras palavras, implica em

6Observe que aqui, estamos utilizando unidades naturais (e de Heaviside para a Eletrodinamica,
enquanto Dirac usou unidades Gaussianas), dai, a aparente controvérsia com o resultado original de

Dirac: eg = hen/2. Veja Apéndice A.

"Nesta analise, os spins, tanto das particulas teste (no caso, o elétron) quanto do monopdlo, nio sao
levados em consideracao. No entanto, a inclusao desta quantidade nao traz nenhum problema, devendo
somente, ser adicionada ao momento angular total do sistema. Aproveitamos o momento, para enfatisar
que em todos os problemas semelhantes a este, exposto acima, seguiremos esta andlise, ou seja, trataremos

as particulas envolvidas com spin = 0.
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dizer que a wvariagcao de sua fase:
Ba=§A-dl

devido a “string”, deverd ser nula (ou multipla de 27rn, com n inteiro. Isto é discutido em
detalhes, no Apéndice A).

A partir de entdo, outros procedimentos foram desenvolvidos e utilizados [57]-[63].
Gostarfamos, pelo momento, de citar o de Wu e Yang[57], cuja formulagao baseia-se no
conceito de fatores de fase nao-integrdveis, e constitui-se, para o caso da Eletrodinamica
com monopolos, no procedimento mais rigoroso para se mostrar a condicao de Dirac.
Para uma discussao um pouco mais detalhada, veja o Apéndice A, onde apresentamos
uma introdugao aos monopdlos de Dirac.

Observe, entao, que para o modelo que estamos estudando, a presenca de monopdlos
magnéticos (de modo consistente, isto é, com a “string” fisicamente indetectavel) nos sera
garantida, se pudermos mostrar que, para um problema semelhante aquele exposto acima
(elétron no campo de um monopdlo), por exemplo, é possivel obtermos uma condi¢do de
quantizac¢ao, analoga a de Dirac. E justamente a esse ponto que vamos nos ater daqui pra
diante.

No intuito de estudarmos a questao dos monopodlos, propriamente dita, sera preferivel

trabalharmos com as equacoes em notacao tri-dimensional. Assim, definimos:®

-,

Al = (A%, AY) = (D, +A) (2.7)
Hy=4{ ' (2.8)

assim como:

Fo=— (Vo +4) =+(B),
Fm/ = ' 8_t, ' =1 (2'9)
Fiy = —eijp(V AN Ay = —€ijn(B)x

8Usamos: €123 = €'23 = +1; indices latinos vdo de 1 a 3: i, j,etc= 1,2, 3.

20



—

GOij = _Eijk <% -+ V A 6>k = _Eijk(g)k

Gl = (2.10)

Gz’jk; = —Eijk(v : 6) = +6z'jk: B

e assim:

G — +%W»AGW — (B,£). (2.11)

Feito isto, as equagoes (2.4-2.6) e a identidade de Bianchi, @fi“ = 0, escrevem-se

COomo segue:

V A B(7) = s eJ(7) — 2u0E (7), (2.12)
V- E(F) = +ep(F) — 2u0B(7), (2.13)
V AE(F) = +poB(7), (2.14)
VB(F) 8‘?;) = —uoE(7), (2.15)
V A E(7) + agif) = +X(7), (2.16)
V- B(7) = X°(7), (2.17)
al;iﬂ +V - E(F) = 0. (2.18)

A partir de agora, vamos nos concentrar no seguinte problema: suponha uma con-
figuragdo de monopdlo magnético de Dirac (estatico e puntual; situado na origem, por
conveniéncia); no campo gerado por ele, vamos colocar uma particula teste (de massa
my), com carga elétrica de prova ¢. (Observemos que, uma vez que os campos fermionicos
estao acoplados ao campo de gauge A,,, entao as particulas destes campos poderao possuir
carga frente a esse grupo de simetria, digo, U(1)4, ). Suporemos também, que tal particula
sO interaja com o campo magnético do monopdlo, cuja configuracao nao serd alterada,
apreciavelmente, pela carga de prova.

Para esta configuracao de monopdlo, devemos tomar o limite estatico para os campos

e correntes, além de fazer: ¥ = 0 e Y°(F) = 4+¢0°(7). J& que se tratam de monopélos de
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Dirac, também devemos fazer:J = 0 e p = 0. Assim, as equagoes acima ficam:

V A B(F) = —216& (7) (2.19)
V- E(F) = —2uB(7) (2.20)
V A E(F) = 4o B(F)

VB(i) = —po E(7) (2.21)
VAEF) =0 (2.22)
V- B() = X°(7) = g8*(7) (2.23)
V-E() =0 (2.24)

Antes de introduzirmos, de fato, a particula teste no campo do monopédlo, vamos
analisar a consisténcia das equacoes acima. Para aquelas que relacionam E e B, nao se

verifica qualquer inconsisténcia, pois tendo-se:

B = Demp(—Vaml) e B() = tleap(—Vaml)  (225)

com a relagao: ﬂugBof = +Eo, as equacoes que envolvem estes campos sao satisfeitas.
Da expressao acima, fica clara a dependéncia deste setor elétrico com relacao a massa do
béson descrito pelo modelo CSKR.

Ja para o setor de Beé& , temos (para maiores detalhes a respeito dos célculos que se

seguirao consulte Ygnatiev e Joshi[52]):
V. B(f) = +98%F) = B =+L_ =BP®#, (2.26)

que, por sua vez, nos da (em coordenadas esféricas: r,6, ¢; e escolhendo-se a “string” ao
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(2.27)

(
EP = EP =0

(c:D — gHo 1—cos@

P =
47r  sin6
(2.28)

longo de § = +m, ou r = —z):°

\
(

D _ AD _ .
1—cosf

AP =
D _
A¢ - ﬁ sin 6
—2110E(F) (que é # 0, a

7 =

\

Mas, V A BP(7) = 0, o que é inconsistente com V A B(F
priori). Assim sendo, para resolvermos este problema, deveremos encontrar uma solugao
(2.29)

mais geral para B. Assim, se conseguirmos:
BP(7) + B'(
(2.30)

—

—2#05 (F),

tal que:
V-B(f)=0 e VAB(
sendo que, £ = EP + &' assim obtido, satisfaca V A E(F) = +puoB(F) e V- £(F) = 0, entdo

Substituindo-se (2.21) em (2.19), e lembrando-se que VAV AEP(7) = VA BP(7) = 0,

Ho

tal problema estaria resolvido.
teremos:
(V2 — 262)E'(7) = —2u3E" (7) (2.31)
cuja solucao é:
q 242 - V2|7 — 7
&) =+ / g E0 () \f—“ o™= ") (2.32)
4 |7 — 1]
G . Isto porque se o fizéssemos, poderfamos ter problemas,
po — 0. [Além do mais, A, é um campo de gauge,

90bserve que nio estamos utilizando A, =
se eventualmente, precisdssemos tomar o limite
enquanto éu ¢ invariante de gauge]. O que se obtém para AP e £P seguem de (2.21) e da prépria

definicado do campo B, B=+VAA.
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que nos conduz a:

& _ 20 [ 55 exp(—V2mR) zp, = 3

B'(f)=VA

com R=(F—1)eR=|F—1r|

Segue da definicio do vetor B, B = V A A, a forma para A':

. 2 I 5
Am:+i@/fmwwa(gMﬁ) (2.34)
T

Notemos um aspecto interessante no setor magnético: ED, que é o campo gerado pelo
monopdlo, ndo tem sua solugao afetada por g (e assim, ndo sente a massa do béson
vetorial descrito pelo modelo CSKR); ja B , que nao possui simetria esférica (ja que,
por construcao, V A B = —2,uofj # 0), sente esta massa, o que é explicito em sua
solugao. (Um quadro andlogo é exibido pela teoria de Proca com monopdlos. Para detalhes,
consulte[52]).

Mostra-se que, ao contrario de AP (ou ED ), 0 vetor A (ou g ) nao possui singular-
idades tipo “string”[52]. Neste mesmo trabalho (no qual é estudada a teoria de Proca),

demonstra-se que:

-,

V- AR =0 = V-&F=0

para A e & dados pelas expressoes acima. Desta forma, resolve-se o problema de incon-
sisténcia que havia no setor de equagoes que envolviam B e £. Cabe salientar que nesta
demonstracio, A’ (ou aqui, também 5’), é suposto ser um pseudo-vetor e nao um vetor.
Noutras palavras, estes autores tratam a teoria de Proca como nao sendo invariante sob
paridade. Todavia (como eles mesmo afirmam), os resultados fisicos sdo independentes
desta escolha.

Agora vamos tratar do problema, de fato: coloquemos a particula teste no campo do
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monopdlo. Seu Lagrangeano (massa m, e carga +q) serd dado por:'?
]- .9 TS
L,= SUC +qA-T.

Do qual, seguem-se as equagoes de movimento (cldssicas) para a particula,

d (0L,\ 9L, dp
_(87‘,) ) T

dt

onde B = BP + B, e f = m,7 é o momento cinético (linear) para a particula.

O momento canonicamente conjugado & coordenada r; ¢ dado por:'!

0L :
T = —2 =myi; + q4;,

o7

como podemos determinar 7;(7), Vj = 1,2,3:

1
o= (7 — gA
Tj m, (mj — q4;),
entao, o Hamiltoniano se escreve:
Hy= Y miy(n) — Ly = 5 (7 — gAY = 5 ()
p — - 77 p 2mp QmP

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

Passemos agora, a questao de uma possivel condi¢ao de quantizacao para o problema

estudado. Assim, a partir de agora, consideraremos as quantidades fisicas cldssicas como

0Que é obtido de:

2 -
S = / (—mpcds - %Audm“) = / <_mp02m+ %A U= Z‘P) dt

tomando-se o limite nao-relativistico, bem como ® = 0. Observe que estamos denotando ¢ = eq’, onde ¢’

responde pela carga da particula em unidades da constante e. Usamos também o = 7.

Observe que as grandesas canonicas, sdo dependentes do potencial A,, que possui singularidades.

Assim sendo, elas serdo apresentadas aqui, apenas de modo ilustrativo. Para que possamos utiliza-las,

efetivamente, por exemplo, para procedermos uma quantizagao canénica para um sistema, deveremos ter

de antemao, uma garantia de que aquela singularidade néo seja fisicamente detectavel.
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operadores quanticos. Canonicamente, esta passagem é feita levando-se os parénteses de

Poisson (cldssicos) as relagoes de comutacao correspondentes, através da prescrigao:

{a,B}rr = — [, 0] (2.39)

—1
h
(claramente, no lado direito desta expressao, « e (3 sao operadores quanticos), Com o

paréntese de Poisson de a e 8 definido por:

B 0adB 9B
{a7ﬁ}r,7r — Z (an 87@- - 87"2' 87@) . (240)

i
Todavia, se tentarmos escrever o operador de momento angular conservado (7, tal

que [H, J] = 0, sendo H o operador de energia, ou o Hamiltoniano) para este problema,

que satisfaga as relagoes de comutagao:

[jz', \73] = ’LEiijk (241)
LZ'J";‘] = €5k Tk (2-42)
(T, pj] = €ijk Dk (2.43)

(que s@o as relagoes (A.28-A.30), no Apéndice A), concluiremos que tal operador néo
existe para o problema em questao. Realmente, esta impossibilidade surge do fato de
B = BP + B nio ser esfericamente simétrico (devido a presenca de B.

Vamos esclarecer melhor este ponto. (O que se segue, é mostrado em detalhes na
referéncia[52|, para o caso da Teoria de Proca, na presenga de monopdlos. Uma leitura
atenta levard a conclusao de que os mesmos argumentos e resultados, aplicam-se aqui).

Das relacoes de comutacao acima , segue-se que:
(T, Bj| = 1€i5% By, (2.44)
No entanto, para B=BP 4+ B , a relagao de comutacao acima, nao é satisfeita. De fato,
[T B]-D] = ZEijkBkD,
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mas B’ nao satisfaz a relacdo semelhante. Para ver isto melhor, vamos escrever este vetor
como a soma de duas partes: f, que tem simetria esférica; e ¢ que nao a possui. Temos,

entao:

—

B'(r) = f(7) + g(7).
Para que [J;, Bj] = €5 B), (e dai, possamos prosseguir no processo de quantizagao da

componente radial de J: - J), terfamos que ter

—

j=0 = B(@=f/
No entanto, tal estrutura (simetria esférica) é incompativel com B’ , ja que:
VAB =—2u€ #0

Portanto, o fato de B’ nio ser esferiamente simétrico, impede-nos de obter um operador
de momento angular conservado para o problema em questao, e dai, uma condicao de
quantizagao (tipo a de Dirac). (Também neste aspecto, nosso modelo é muito semelhante
a teoria de Proca com monopdlo magnético[52].)

Uma demonstracao mais rigorosa de tal impossibilidade, serd dada a seguir. Mostraremos,
que se considerarmos duas solucoes distintas para A=AD + A , com as “strings” escol-
hidas ao longo de r = £z (# = 0, 7), entao, mesmo numa regiao (em torno do monopdlo)
onde ambas sao bem definidas, elas nao se relacionam por uma transformacao de gauge,

e dai, o porque de nao termos obtido uma condicao de quantizacao para o problema em

questao. Assim, consideremos as seguintes expressoes para A:

(Aa)r = (Aa)é? =0

Aq(7) = (2.45)
(Aa)s = (A)s + (A7)g
A7) = (Ap)r = (Ap)g =0 (2.46)

(Ap)g = (AD)s + (Ao
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sendo que ffa e A}, possuem “strings” ao longo de # = 0 e § = m, respectivamente. Com

as expressoes:

—

(Aa,b)¢ é¢ = Aa,b = (Aﬁb% + ( :;,b)fﬁ

onde:
1+ cosf g 1 —cosf

AD _ _i AD = 2.4

(4o 4wy sin6 (4o dwr  sin6 (2:47)
e também:

2412 R 2|7 — 7
(A p)oto = 28 [ i g,y P2l ) (2.48)
’ 4m ' |7 — /|

Agora, vamos dividir o espago em torno do monopélo, em duas regioes:

r>0 r >0
Ri=4q 0<6<nr ; Ry=< 0<0<n
0<¢<2rm 0<¢<2m

Claramente, R, compreende todo espaco, com excegdo do semi-eixo r = +z (6 = 0),
onde ffa é singular; ao passo que Ry, exclui r = —z (0 = 7), ao longo do qual, /Tb possui
estrutura singular.

Todavia, na regiao de intersecao ente R, e R;, ou seja, todo o espaco que circunda
o monopdlo, com exce¢ao do eixo z (r = £z ou # = 0,7), ambas as solugdes ffa,b sao
bem definidas (ja que a estrutura singular de A est4 contida em AP, pois A’ é regular).
Assim, para que tais solucoes sejam igualmente satisfatorias, nessa intersecao, elas devem
se relacionar ai via uma transformagao de gauge. No entanto, isto nao é possivel, neste
caso. Realmente, AP e fT{? se relacionam desta forma, mas A, e A’g ndo. E justamente

isto, que vamos mostrar a seguir. Tomemos, na regiao de intercegao, a diferenca:

— — —
D

AuP) = A7) = [AD(7) = AP ()] + [A,(7) — A7)
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como ¢é mostrado em detalhes no Apéndice A, secao A.2,

o — 2g 1he
AS(T) — AbD(T) = m = +— SDV(SD)

coml:

2199
SP =
e (1rie0)

sendo S a transformacao de gauge correspondente.
J4 para A':

B2y = o [ a2 - A S

5 V2|7 =71
— 2 2 d3/ 6Ip(
i [ 7 ) T

passando-se a integral para coordenadas esféricas (d373 = 12 sin Odr'dfd¢), obtemos:

. . 4 2 2m ™ 00 o
A—x = A </ dcb)/ / VIl =] doe,
4w 0 0 0 |7”—7”|)
™ (o.0] _ 2 _’_ /
- —zgug/ / VIl =] doe,
o Wb ")

|~ Ay = 2002 f(r)é, (2.49)

S

— A

onde definimos f(r) como a fungao que é obtida ao se fazer as integragoes em 7’ e em 6,
acima. Uma vez que A’ ndo possui singularidade, entdo o mesmo acontece com f(r).
Nao precisaremos da forma explicita desta fun¢ao em nossa demonstragao, no entanto,

devemos ter f(r) # 0. Para ver que isto acontece, facamos:

~ exp(—v/2u0|7 — 17
a,(%m V2|7 — 7)) = (‘i‘\/ﬁﬂof"r'—\/iuor/) p( {NOl )

=7

o que nos dé (sendo # o angulo entre 7 e 17):

oo 1 exp(— F—r > —V2 1
[ g g :+rcos€/ exp( fﬂolr ™D g
0

|| |7 — |

L ~/air=r1) gyt
_ . r—r d
V240 /0 or' <€ '
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que nos da:

- |7 — 1
/ 7! exp( \i_,uolr D dr' = + exp(—V/2410[7)
) |7“ — \/§M0

%) /9 =
+rcos@/ ezp( \/_,u0|r ') dr’
0

=7

entao, mesmo que a integral acima se anule, o primeiro termo permanecera finito e nao
nulo. Conforme ja fizemos, vamos denotar o resultado acima por f(r).

Agora escrevemos:

- > . 1he _
Al — Ay = —2gud f(r)éy = —|—7S'V(S') ! (2.50)
donde segue que S’ deve ser:'?
S = exp (—QZ,LLQ%?” sin@f(r)¢> (2.51)
0 he

para que satisfaca A’ — A} (na direcdo ¢). No entanto, V(S')~! nos dé um vetor que
possui componentes ao longo de ¢, bem como de r e #, o que é contraditério com a
expressao (2.50). Portanto, $S’ tal que /Tfl — ff’b = —i—%cS’V(S’)_l, e assim, mostramos
o que haviamos afirmado. [Noutras palavras, o tensor eletromagnético, F),,, ndao podera
ser definido de forma continua em todos os pontos de uma regiao arbitraria que envolva
o monopolo].

A este ponto, cabe-nos fazer algumas observagoes:

i) A massa carregada pelo bdson vetorial (descrito pelo modelo em questdao), é re-
sponsavel pela violagao da simetria entre os setores elétrico e magnético: enquanto

o campo E tem sua solugao drasticamente afetada por essa massa, ja o campo B sé

12Em coordenadas esféricas, o gradiente se escreve:

_; 0,00 e O
V(r,97¢) _erar + r 80+T81n93¢
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a sente parcialmente, ja que na solucao tipica de monopélo puntual, B, nao esté

presente nenhum parametro de massa;

ii) Como foi observado, é justamente a presenga de B (na solugao para E), que nos
impede de obtermos uma condi¢ao de quantizacao para o problema estudado. Isto
sugere que o fato do setor magnético sentir a massa do bdson, é que nos leva a tal

impossibilidade.

A seguir, tentaremos contornar a dificuldade em questdo (o que identificamos como
sendo a presenga de B’ na soluc¢ao de B), para que assim, possamos continuar com nosso

trabalho, em busca de uma condigao de quantizacao para o problema.

2.2 A matéria fermionica como “background”’ para a
configuracao de monopdlos

Como vimos na segao anterior, o modelo CSKR (com matéria fermionica) nao admite a
presenca de monopoélos de Dirac de modo consistente, isto é, preservando a invisibilidade
fisica da “string”.

No intuito de continuar com nossa discussao, vamos considerar as equagoes (2.12-
2.18) para a configuracdo de monopoélo (estdtico e puntual), s6 que com uma diferenga
em relacao as equagoes (2.19-2.24): que a corrente fermibnica, J*, seja mantida. Assim,

teremos:

A B(F) = +eJ(7) — 216 (7) (2.52)



V- E(F) = ep — 2u0B(7) (2.53)
VAEF) =0
VB(r) = —MOE(F),

Novamente, para as equacoes de E e B nio se verifica qualquer problema de inconsisténcia,

ja que:

~epio exp(—v2p0l)

B(F) = - E (2.54)
E(F) = = (r — Voupr?) exp(—v2ulrl) (2.55)

A |71

satisfazem a seu respectivo conjunto de equacoes.!?

J& para aquelas que relacionam Bek&. , temos o mesmo problema que no caso anterior:
a solucdo obtida de V - B = +gd3(7) ¢ inconsistente com V A B # 0. B justamente por
isso, que mantivemos a corrente J na primeira das equacoes acima, pois se a fizéssemos
igual a zero, retornaremos, basicamente, ao caso anterior, e nossa discussao estaria assim
terminada.

Todavia, o caminho que vamos escolher, é impor que tal corrente tenha uma forma

bastante particular. Mais precisamente, implementaremos o seguinte ansatz'*

T = T2 g, (2.56)

e

13De VB = —MOE eV-E= ep — 2o, segue que:

(V2 = 205)B(7) = —epop(7),

cuja solugao é:

_ o \ounli —
B(f») — 4@“0 /dgT’p(T/)emp( \/7/1'0_[7" T |)
/I

[
Tomando-se fontes puntuais, p(7) = 03(), obtém-se a expressio (2.54) . A forma para E, (2.55), segue

imediatamente.

1 Que tem a forma de um ansatz tipo-London, para a supercondutividade: Ju = KAy; ou de maneira
mais concisa[46]:

8ujl/ - 8uju = H’F/M/ ,
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Mesmo que o tenhamos imposto, vamos mostrar, a seguir, que tal ansatz surge natural-

mente de £ no limite de baixas energias. Para isso tomemos (lembrando-se que 0, < p,,

no espaco dos momenta, e p? < p, etc.):

lim Lo—L, 0 ~ —|—/L06MV’€/\AM8,/H,{)\ —eJ"A, + (termode Dirac),

p—0

calculando-se a equagao de campo para A,, obtemos:

e, = 2/L0é#

que nos conduz (para as componentes vetoriais) ao ansatz (2.56).

Agora, utilizando (2.56) as equacoes (para € e B) ficam:

V A B(F) = +eJ(7) — 2u0&(F) = 0
V- B(f) = +X°(7) = +98*(7)
VAER) = +10B(7) = +-V AT

2410
V-E(F) =0,

sendo tal sistema, consistente com:

B(f) = B"(7) =+~ .

(2.57)

(2.58)

(2.59)

Agora, completamos o problema com a introducao da particula teste. Contudo, antes

de prosseguirmos, precisamos implementar algumas restri¢oes (ou aproximagoes), além

daquelas ja feitas no caso anterior. Tais restri¢oes sao:

i) J& que essa matéria é estatica, V - J=0= 2 =9 (j& que J* é conservada),

ot

considera-la-emos como um “background’ estacionario, sobre o qual admitiremos

com k = constante. Uma diferenca é clara entre os dois casos: € (ou se preferir, G;,) é uma “quantidade

fisica”, digo, ndo dependente de gauge, ao passo que A, é um tipico campo de gauge.
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a configu¢do de monopdlo. [Num trabalho sobre quantizagao de massa topolégica
para (2N + 1) dimensées (N = 1,2,3,...), no qual é analisado o problema de
uma carga elétrica no campo de um monopé6lo magnético em (2 + 1) dimensoes
espago-temporais), Henneaux e Teitelboim[32], introduzem uma nova corrente (néo
conservada) nas Equagoes de Maxwell, de forma a garantir a consisténcia delas
com a presenca desses monopolos. Tal corrente é interpretada como sendo induzida
pelo monopolo. Todavia, em nosso trabalho, uma interpretacao similar nao parece

plausivel, j& que aqui, a corrente fermionica é conservadal;

ii) A carga de prova s6 interage com o campo do monopdlo; neste sentido, estamos

desconsiderando a interacao desta com o “background’;

iii) Nao levaremos em conta, as alteragoes na configuracado do monopdlo, devidas a

interacoes entre este e o “background’ de matéria.

Feito isto, passemos a discutir o problema, efetivamente.

O Lagrangeano para a particula teste é dado por (andlogo ao caso anterior, se¢ao 2.1):

1 Lo
Lpzﬁmpv*Q—l—qA-F

que nos da as equacoes de movimento classicas:

Ao . -
d—f = m,i" = +qi' A B(¥) (2.60)

A diferenca em relagio ao caso anterior esté aqui: 14, B(7) = BP(7) + B'(F), que nao era

esfericamente simétrico; ja aqui,

- o, g r
B =8 =21,

que é o campo devido ao monopodlo, portanto, com simetria esférica.
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Agora, analogamente ao caso da teoria de Maxwell com monopdlos (veja Apéndice
A), podemos aqui, escrever uma expressao para o momento angular conservado (J) do

sistema (particula teste + monopélo + campos). Classicamente:

T=To4Tm=7Nig+ - ;
dre

onde "N\ p= jﬁ ¢ o momento angular orbital da particula; e

é o momento angular dos campos Ee é, que pode ser obtido, fazendo-se:

Tom = /d?’j:’ ZAS(T) = /d3f int (E(f) A E(f))

C

onde S(Z) é o vetor de Poynting (Isto é discutido e demonstrado em detalhes no Apéndice
A).

Segue-se, também, que a componente radial de T é:

P T=19

4re

(a auséncia de A multiplicando ¢, no denominador é devido ao fato de que ainda, néo
estamos tratando o problema quanticamente, o que faremos a seguir).
A partir daqui, passemos a tratar o momento angular (e outras quantidades fisicas

que aparecerem) como operadores qudanticos:

g9 T
drher

J=rAp+ (2.61)

Tal operador satisfaz a:
[u72'7 \7]] = ZEz‘ijk
[ji,?”j] = 1€k Tk
(T, pj] = 1€ Dk
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(que sao as relaccoes (2.41-2.43)), ja que ele satisfaz a:
\J;, Bj| = 1€ By,

(que é a relagao (2.44)), com B; = (ii)

i-3),- Para mostrarmos isto explicitamente, pre-

1

cisamos ainda das seguintes relagoes de comutacao (relagoes (A.24-A.26), Apéndice A,

segdo A.2):
[TZ‘,T']'] =0
[ri, ps] = 10
[pi, pj| = —1€ijx qBi(z)
Entao:
q9 (T g (T
5 = om0, 20
7, 5] {(r P) +47rﬁc r/i 4w \r/;
2
_ 9 q9
= Weikl[rkplaﬁ] + M[ﬁﬂ’j]
= —#zew = 16,5 Bi(7) (2.62)

e dai, sua componente radial deve ser quantizada de acordo com:

r qg 1
I g = 2.
r J 4mhe 2n (2.63)

com n inteiro. Que é idéntica a condigao de quantizagao de Dirac (A.22). Assim, tornamos
a “string” sem conteudo fisico para o nosso problema.

Observe que, como estamos lidando com um modelo U(1)4,-invariante (além de
U(1)muw), entdo podemos usar outros métodos para chegarmos a condi¢ao (2.63). Por
exemplo, podemos utilizar aquele empregado, originalmente por Dirac, que se baseia na
fase da func¢ao de onda da particula teste; ou aquele desenvolvido por Wu e Yang. A
utilizagao destes métodos devera nos conduzir a mesma condicao.

Gostariamos de fazer alguns comentarios, referentes ao que foi abordado acima:
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i)

ii)

iii)

Para a teoria de Proca, o quadro seria semelhante: precisariamos impor um ansatz
tipo-London, J = kA entre a corrente J e o campo ff, bem como as novas restrigoes,
implementadas anteriormente. Fazendo-se isto, poderemos chegar a uma condicao
de quantizac¢do para o par ‘eg’, da mesma maneira que no caso acima. (Para um
estudo da teoria de Proca, e de sua incompatibilidade com monopdlos de Dirac,

consulte a referéncia[52];

Portanto, pode-se coexistir bdsons vetoriais massivos e monopdlos magnéticos, numa
mesma teoria, seja ela invariante de gauge (como a CSKR, que estamos estudando)
ou nao (como a de Proca, o que necessita ser verificado com mais detalhes), mas
desde que (2.56) ou J = kA seja implementada, juntamente com as restrigoes ja
comentadas. Neste sentido, os monopdlos citados acima, estritamente falando, nao
sao monopolos de Dirac, ja que estes objetos, nao necessitam deste “background”
(ou mesmo, da imposigao desses ansatz) para sua presenga numa teoria ( como na
de Maxwell, por exemplo). Por outro lado, assim com os de Dirac, os monopdlos
aqui estudados nao apresentam problemas de “3-cocycle” (uma introducao a este
assunto é apresentado ao final do Apéndice A), ja que a diferenga entre eles estd na

necessidade deste “background” (o que néo influi no problema em questao);

Ao colocar tal imposicao, o que estamos fazendo, em tultima andlise, é exigir que
a corrente de matéria possua singularidade tipo “string” de Dirac. No entanto, a
condigao de quantizacao que obtivemos garante-nos (tanto para J* quanto para A*
e é“) que esta “string” mantém-se fisicamente indetectavel. Ainda assim, esta é uma
questdo que deve ser melhor explorada. [Lembremo-nos, que um “ansatz” como o
feito aqui, envolvendo a “string” de Dirac, ja havia sido utilizado por Nambu[10],
ao estudar “strings” duais (abertas e com monopdlos nas pontas) e, sua conexao

com a Fisica Hadronica. No entanto, os objetivos sao fundamentalmente diferentes:
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aqui, implementamos tal relagdo (2.56) com o objetivo de tornarmos o vetor B
esfericamente simétrico, o que em outras palavras, implica em fazer com que este
campo nao sinta a massa do béson vetorial descrito pelo modelo CSKR; ja Nambu
impoe tal “ansatz” (entre j, e A, pois lida com a teoria de Maxwell na presenca de
monopdlos de Dirac), no intuito de que isto o conduza a um termo de massa para o

campo A,,].

Resumindo este capitulo, inicialmente, introduzimos campos de matéria no modelo
CSKR. Isto foi feito acoplando-se os campos fermionicos a A*, de forma covariante, de
gauge e de Lorentz. Prosseguindo, obtemos as equacoes dinamicas para os campos, e
as reescrevemos (aquelas para os campos de gauge, somente) em notagao de 3-vetor. O
motivo de termos feito isto, foi para analisarmos se este modelo admitia configuracoes
de monopdlos de Dirac ( no setor magnético de A,). No entanto, a presenca de tais
objetos, mostrou-se nao ser possivel, ja que a “string” de Dirac mantinha-se fisicamente
detectavel. Tal impossibilidade foi mostrada de duas maneiras diferentes: que o problema
estudado nao admitia um operador de momento angular conservado (que obedecesse a
certas relagoes de comutagao); e mais rigorosamente (através do procedimento de Wu e
Yang), mostrando-se que duas solugoes distintas para A nao de relacionavam, por uma
transformacao de gauge, numa regiao em que ambas fossem bem definidas.

Prosseguindo, na Secao 2.2, tendo detectado que a impossibilidade de tratarmos o
problema quanticamente, surgia do fato de que B = BP+ B’ nio possuia simetria esférica
(devido a B ), propusemos uma maneira de soluciona-la. Basicamente, tal solugao é con-

seguida, mantendo-se a corrente J na equagao que relaciona V A B com &:

e impondo-se que J satisfaca a:
ef:+2u0§ — VAB=0
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e assim, B = BD = 17557, que evidentemente, possui simetria esférica. A partir daf,
passamos a andlise quantica do problema, para o qual, obtém-se a condicao de Dirac
(e assim, a “string”, que se apresenta nas solucoes de ff,g e f, torna-se fisicamente
indetectavel).

No entanto, devemos notar que a obtencao de tal condicao, nao implica, estritamente
falando, que monopdlos de Dirac (com a “string” mantida indetectdvel) sdo possiveis. De
fato, h4 uma diferenca fundamental entre os monopélos aqui introduzidos e os de Dirac:
enquanto os primeiros sao admitidos sobre um “background” de matéria, ja os segundos,

nao necessitam deste suporte material para sua presenca.
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Capitulo 3

O modelo com acoplamento
nao-minimo e a quantizacao da

massa topoldgica

No capitulo anterior, vimos que a coexisténcia de bdésons vetoriais massivos e monopolos
magnéticos (com a “string’ mantendo-se fisicamente indetectavel) sé seria possivel se ad-
mitissemos, previamente, a matéria fermionica como um “background’ para a configuracao
de tais monopdlos.

Continuando com nosso trabalho, pretendemos, no presente capitulo, mostrar que
o parametro de massa topoldgica (1) pode participar de uma condi¢do de quantizagao
similar aquela obtida anteriormente. Para tanto, serd necessaria a introdugao de um termo
de interacao entre os férmions e o campo de gauge H,,,, o que seré feito na Secao 3.1. Nesta
mesma se¢ao, obteremos as novas equagoes de campo. A principio, tais equagoes (escritas
em notagao 3-D) apresentam um problema de indeterminacdo (quanto a estrutura das
solugbes de alguns campos). Este problema é discutido com certo detalhe. Um caminho

para resolvé-lo (que se constitui, basicamente, na generalizagao do ansatz (2.56) para as 4
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componentes da corrente fermionica) é proposto, e a seguir, utilizado naquelas equagoes.

A partir dai, na Secao 3.2, estudamos essas novas expressoes, com enfoque no problema
de uma particula-teste tipo-dyon, sujeita ao campo magnético de um monopdlo puntual.
Realmente, obtém-se uma condicao de quantizacao para o problema em questao, onde
estao presentes, dentre outros, o parametro de massa topolégica (pg). Isto é feito de duas
maneiras distintas: utilizando-se o método baseado na algebra do operador de momento
angular; e aquele que lida com a fase da funcdo de onda da particula em questao. Ambos
os caminhos levam-nos a mesma relacao. Finalmente, discutimos como tal condigao de
quantizacao poderia ser obtida, mais rigorosamente, através de um procedimento analogo
ao de Wu-Yang. O fato de tal demonstragdo nao ser tao diretamente obtida (e nao a
faremos aqui) reside no fato de estarmos lidando com um modelo U(1)a, ® U(1) .-
invariante, cuja formulacao, neste caso, passa necessariamente, por uma definicao nao-
local de campos de gauge. (Como é bem sabido, o trabalho original destes autores, trata

da teoria de Maxwell com monopdlos, que é U(1) 4,-invariante).

3.1 A introducao do termo de acoplamento nao-
minimo

Consideremos o Lagrangeano, com termo de acoplamento nao-minimo, especificado

pela derivada covariante de gauge,

V,b(x) = (0, + 1A, —w0G,)Y(zx),

sendo o a constante de acoplamento que mede a interacao entre a matéria e o setor

tensorial:
1 UVK 1 12% KAV ITHY | oy H s
£3 = _’_EG/LW{G — Z_LFMVF + MOEMVH)\A 8 H + ¢(ZDM7 + O-GM/V - m)w (31)
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Aqui, escolhemos e,0 > 0 (e o > 0, como ja feito). Claramente, S3 é invariante sob
U(1)a, ® U(1) g, desde que os férmions transformem-se como:
V(@) — P'(z) = exp(+ieA(z))v(z) (3.2)

U(@) —— ¥'(2) = exp(—1eh(x))d(@). (3.3)

Uma pergunta deve ser colocada: qual a razao de se fazer um acoplamento nao-minimo
(através do tensor de intensidade de campo) entre a matéria e o setor tensorial em vez de
se fazer, diretamente, com o campo de gauge H,, 7

A questdao é que um acoplamento (covariante de Lorentz) entre este campo e os

férmions sé seria possivel através de um termo como:
A v
VH Y

(que seria um acoplamento tipo Pauli, ja que H,, é anti-simétrico). Assim, para que

pudéssemos escrever uma derivada covariante de gauge,
— / v
AN, =0, +1eA, —w' H,y",

deverfamos modificar as transformacdes que atuam nos férmions (3.2 e 3.3). E justamente
al que temos sérios problemas, pois a transformacao que atua em H,, nos produz um
termo tensorial e anti-simétrico: (0,£, —0,&,), o que nos leva a algumas dificuldades para
ser introduzida na respectiva transformacao (U (1)) dos campos fermionicos (para que
o termo da derivacao seja, de fato, covariante de gauge). S6 para tentar esclarecer um

pouco este ponto, consideremos, novamente, a transformacao sobre H:

5gauge<%HW7“7y¢) = J(aufv - aufu)VH’VVw

(onde ainda, supomos que os férmions nao sofram a transformacao do setor tensorial).

Por analogia com A, poderiamos tentar fazer:

(augu - al/g,u)'yu = 81/97
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o que seria facilmente incorporado na transformacao dos férmions (de maneira idéntica ao
setor de A,,). No entanto, observe que a relacao acima nao pode ser satisfeita (em geral),
ja que ela pretende determinar o rotacional de 4-vetor por meio de um campo escalar.

Outra maneira de se tentar contornar o problema, é escrevermos:
J— 17
(a,ufu - au£u)7# - a/LQ'u )

o que ¢ satisfeito. No entanto, isto s6 podera ser incorporado (como um escalar) na

transformacao dos férmions, na forma de um termo nao local:

V() = exp {+zeA(;z:) — 10 / Q. dat A dx”} ().

Observe que, ainda assim, nao poderemos ter

w(ZAu”Y“)w

invariante de gauge. Tais problemas é que nos levaram a considerar a interacao da matéria
com o setor tensorial, através do acoplamento nao minimo (isto é, a interagao sendo feita
por meio do tensor de intensidade e nao do proprio campo de gauge. Dai o porque das
transformagoes acima serem as mesmas para o modelo sem este novo acoplamento. A
seguir vamos discutir alguns aspectos deste acoplamento.

De inicio, observe que a presenca de (oG, v"1) em L3 constitui-se numa forma,
por si s6, invariante de gauge e de Lorentz, de acoplar os férmions ao campo H,,, ja
que éu ¢ invariante sob U(1)y,,. Neste aspecto, este termo ¢ radicalmente diferente de
E(—eAlﬁ“)w, cuja presenca faz-se necessaria para garantir a covariancia de gauge do
modelo, quando A, interage com os férmions. Em outras palavras: o termo que é U(1)4,-
invariante é (0, + 1A, )y, e ndo ¥(19,7*)Y ou (—eA,y*)y, individualmente.

Outro aspecto interessante é que, devido a dimensao quadridimensional do espaco -

tempo, e H,, ser de rank-2 e anti-simétrico, a forma covariante de Lorentz que temos para
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escrever a interacao deste com os férmions, é via G x". De fato, outros termos, aparente-
mente diferentes, permitidos por tal simetria, seriam: ¥e***9, H, a1 01 1€, GH .
Mas é claro que tais termos reduzem-se aquele com éu, a menos de uma constante mul-
tiplicativa (lembremo-nos de que: C?M = —i—%eme”’”‘ = +%€HVKA8VH #2).1 Restam-nos

ainda, termos que envolvem -, tais como:

EGMVH’VN’YV'VKQ# = EGMVHW[H’VV’YR]Qﬁ = EGHVREHVHA'YS'Y)\@Z} )

(onde usamos o fato de G, ser totalmente anti-simétrico nos indices espago-temporais e
também a identidade y#y7y% = e y5~,). Como é claro, tal termo viola, explicitamente,
a paridade. J& que, no momento, nao estamos interessados em estudar efeitos de quebra
de paridade em modelos com monopodlos, vamos desconsiderar este tipo de interagao.

Devemos ressaltar, que a presenca do termo de acoplamento nao-minimo em L3, devera
tornar o modelo nao-renormalizavel. Basicamente, isto é porque a constante de acopla-
mento, o, possui dimensdo candénica negativa ([0, = [massa]™). E claro que uma palavra
definitiva sobre a questao, s6 podera ser dada apds a devida andlise quantica do mod-
elo (o que nao faremos aqui). O fato de admitirmos, no presente trabalho, um modelo
com tais caracteristicas é aceitavel, j4 que nao trataremos de aspectos de seqgunda quan-
tizacdo. Aqui, o nosso interesse basico € a influéncia fisica deste termo, a nivel de Mecanica
Quantica, no sistema constituido por uma particula teste colocada num campo magnético
externo.

Em (2+1) dimensoes espago-temporais, a introdugao de um termo de acoplamento nao-
minimo num modelo de Maxwell-Chern-Simons-Higgs (MCSH, Abeliano)?, que acople
os campos de Higgs ao setor “eletromagnético” (sendo isto feito através do tensor de

curvatura, F), ), mostrou-se contribuir como um momento magnético anéomalo para o

Devido & propriedade de anti-simetria de H uv termos com derivadas superiores, como por exemplo:

(0,0, 0, H™ )y, sido identicamente nulos.

2Este termo, também necessita de uma constante de acoplamento com dimensao canénica negativa.
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setor de Higgs[37]. Sobre esta tltima colocagao, devemos frisar que, para o nosso caso, a
introdugao daquele termo contribui, de fato, para o momento angular do sistema (e nao
um momento anémalo), como veremos adiante.

Feitos tais comentarios, passemos as equacgoes de movimento:

[(z@u —eA, + Uéu)’)ﬂu — m] P(z) =0, (3.0
(z) [z?u +eA, — oG )" + m] =0,

que sao as equacoes dinamicas para os férmions, em interacao com os campos de gauge

A, e H,,. Temos também:
8HFMV = _MOGVHApanHAp + GJV — _QMOGV + eJV (35)
9,GH" = +evreBy, (quﬁ + %Jg) = o + %Eymﬁaajﬁ 3 (3.6)

com J, = E%w, j& conhecida.

As identidades de Bianchi sd@o aquelas ja conhecidas:
9, F" =0
9,G" =0,

sendo que, ao introduzirmos os monopdlos magnéticos, quebramos a primeira das identi-

dades acima (como feito anteriormente):

My monopolo My v
0, F" =0 0 F" = x".

Reescrevendo-se (3.5-3.6) e as duas iltimas expressoes acima em notagao tri-dimensional,

obtemos, respectivamente:

—

Vv
V- E(7) = +ep(r) — 210B(7),
VNEF) = +mBE) + 5V AT,
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Para que estas equacoes possam descrever uma configuracao estatica e puntual de monopdélo,
devemos tomar o limite estdtico para os campos e correntes, bem como: x°(7) = +¢d>(7)

ex= 0. Fazendo-se isto, teremos (reagrupando-as):

V A B(F) = +eJ (7) — 2u0& (7), (3.7)
V- B(f) = x"(7) = g5°(7), (3.8)
V AE(F) = +puoB(7) + %v A J(7), (3.9)
V- E(F) =0, (3.10)
V- E(7) = 4ep(F) — 2poB(7), (3.11)
V A E(7) =0, (3.12)
VB() = — o B(7) + %Vp('?). (3.13)

Observe que, analogamente ao capitulo anterior, mantivemos a corrente fermionica nas
expressoes acima. Tal presenca sera justificada nas discussoes a seguir.

Passemos a analisar a consisténcia dessas equacoes. Para aquelas que envolvem E,
B, e p (expressoes 3.11-3.13), observa-se que tais equagdes constituem-se num sistema
linear indeterminado. (Sendo que esta inconsisténcia aparece com a introdugao do termo
de acoplamento nao-minimo). De fato, como pode ser facilmente observado, dispomos de
apenas uma equacao que relaciona os gradientes de B e de p para determina-los. Dai, uma
das fungoes s6 poderd ser determinada, se tivermos o conhecimento prévio da outra. J&a

para o vetor F/, temos as expressoes para seu divergente e seu rotacional. Assim sendo,
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poderemos, a priori, obter a estrutura da solucao deste. Tomando-se, V A V A E =

V(V - E) — V2E = 0, e usando-se (3.11), tem-se:
V2E — V(ep — 2u0B) = 0,

agora, utilizando-se (3.13), teremos:

(V? — 2%)5 =(e—oup)Vp e (3.14)
2 - 2
(v2 - %) E=+>(c— mo)VB (3.15)

Daqui, vemos que a solucao para E ¢ fortemente dependente daquela para B ou p: se
nao conhecermos nenhuma dessas funcoes escalares, entao o vetor E permanecera inde-
terminado. Tais aspectos, levam-nos a encarar (3.13), como uma relagao de vinculo entre
B e p. Além do mais, observe que o fato de termos escolhido e, o, g > 0, justifica-se

) . _
—=£9¢ > (), entao o vetor E tem uma

aqui: na segunda das equacoes acima, se ocorrer
solugao oscilatéria (tipo exp(ior)), e nao uma forma de exponencial decrescente (como
exp(—por)). Desta forma, quando fizéssemos r — 0o, o campo E nao se anularia.
Problema semelhante ocorre com as equacoes que envolvem B , Ee J_: e surge da
presenca de V A J em (3.9). Todavia, o ansatz que haviamos implementado, e = +2u0<‘j ,
resolve este problema (como veremos a seguir). Lembremo-nos, no entanto, de que quando

estudamos a questao da solugao geral para o vetor B (no Capitulo 2), haviamos chegado

a conclusao de que deveriamos impor:

U]
e
para que B fosse esfericamente simétrico, e dai, para que configuragoes de monopolos
magnéticos (com “string” de Dirac sem contetudo fisico), pudessem ser possiveis (num
“background’ de matéria fermionica).

Para resolvermos este novo problema, que surgiu com a introdugao do termo de acopla-

mento nao-minimo, um bom caminho é generalizarmos o ansatz acima as 4 componentes
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da corrente fermidnica:

- —

@®z+%%m6 — d®:+%¢®’. (3.16)

e en(F) = +210B(F)

Agora, implementando-se a relagdo acima, nas equagoes (3.7-3.13), obtemos:

V A B(F) = +eJ () — 2u€ (F) = 0, (3.17)
V- B(7) = +xX°(7) = +¢8°(7), (3.18)
V AE(F) = +puoB(7) + %v A J(F) = (e f’“‘;u(]) B(7), (3.19)
V-E(7) =0, (3.20)
V - E(F) = +ep(F) — 2u0B(7) = 0, (3.21)
V A E(7) =0, (3.22)
VB() =~ (1) + 59000 = - (L) £, (3.23)

Daqui, vemos que o campo “elétrico”, E , ¢ uma fungao harménica (assim como as escalares
B, e p), isto é, um vetor que satisfaz a equacao de Laplace: V2E = 0. A solucao para
o potencial ®, que também é harmonica, segue imediatamente da definicao do vetor
E: E = -V — 81@/825, no limite estatico. Neste aspecto, o quadro é semelhante a
Eletrostéatica (de Maxwell) no vacuo.

Ja o vetor é, admite a solucao tipo-Dirac:

—

B()= B = g3

r3’
a0 passo que £ , A e também J possuem singularidade tipo “string”, como j& vimos no
Capitulo 2. A parte da questao dessas singularidades e das solugoes harmonicas, resolve-
mos o problema de inconsisténcia a que nos propomos.
A este ponto, cabe-nos fazer algumas observagoes:
i) A interpretacao que haviamos feito a respeito da matéria fermionica, como um

“background’ (sobre o qual seria admitida a configuracao de monopdlo magnético),
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continua valida aqui, mesmo com a inclusao da “densidade de carga” ep. Neste
sentido, o que fizemos, em ultima analise, foi escrever o ansatz eJ = +2,u0§ , em
notacgao de 4-vetor, isto ¢, incorporando-se todas as componentes de J, e G u- Assim,
se novamente aqui, pudermos ter a presenca de monopdlos magnéticos, entao tais

configuragoes serao admitidas sobre este “background”;

ii) Observe que, nas eqs. (3.19 e 3.23) héd a presenca da razao:

€Ho
e— oy

Ela surge apés termos implementedo o ansatz (3.16) nas expressoes (3.7-3.13).
Lembremo-nos de que os valores destes parametros (e,o e ) sd@o arbitrarios, a
priori. Desta maneira, se em determinado regime do modelo (descrito por L3),
tivéssemos e = oo, entao a relacao (3.16), nao poderia ser implementada, uma
vez que a razao acima assumiria um valor infinito. [Pode-se observar, também, que
o uso de (3.16), juntamente com oy = e na equagao de campo (3.6), nos conduz a
F,, =0 (e dai, F,,, = (E, B) = 0): é como se o setor eletromagnético fosse retirado
do modelo em questdo. Além do que, F w = 0 entra em contradicao explicita com
a prépria presenca dos monopodlos: ayﬁ M = y¥ # 0]. Portanto, nas discussoes e

calculos que se seguem, suporemos que e # o|ig.

3.2 O problema de uma particula tipo dyon no campo
de um monopdlo magnético e a quantizacao da
massa topolégica

Nesta secao, vamos tratar do seguinte problema: considere um monopélo estéatico e pun-

tual (situado na origem, por conveniéncia), imerso num “ background” fermiénico. No
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campo magnético deste, coloquemos uma particula-teste tipo dyon®, com cargas de prova

+q =eq e +Q = +0o, segundo os grupos de gauge U(1) 44 e U(1)yuv, respectivamente.*
Uma explicacao deve deve ser feita com relagao ao porqué de se tomar () = 1o, e

nao, deixa-la arbitraria como fizemos para ¢. Isto acontece porque enquanto o setor de

A, possui atributo de carga, ou seja:

O™ =37 §" = (p.J)
onde ¢ = [ d®xp(x), o mesmo nao ocorre com o setor tensorial, ja que:

J()z‘ — ( Jl)l
0,GM" =J" = J" = ,
Ji — eijk(j;)k
isto é, a 4-corrente tensorial é formada por um dublete de 3-corrente. Dai o porque deste
setor nao possuir tal atributo.
Observe que aquelas restrigoes ja implementadas anteriormente (Capitulo. 2, Segao
2.2), também deverao ser colocadas aqui, como por exemplo, que a particula-teste sé
interage com o campo magnético do monopdlo.

Assim, o Lagrangeano para esta particula, serd:?

1 L o
Lp= +§mpr2 +(qgA—QE) -7 (3.24)

3Tal nomenclatura foi introduzida por Schwinger[69] para designar uma particula portadora de cargas

elétrica e magnética. Pensamos que o uso da expressao ‘tipo dyon’, aqui, nao trard confusoes.

4Observe que, neste caso, em que os férmions interagem tanto com A, quanto com H,,, entdo as

particulas criadas por tais campos de matéria possuiriam cargas frente aos dois grupos de simetria.

5Que é obtido tomando-se o limite nao-relativistico de:

2 oo .
S:/Lreldt:/(—mpcgwl—UQ+qA-F—Q5-F—q<I>+QB>dt
¢

(¥ = 7), além de fazer & = B = 0, ja que a particula sé estd sujeita ao campo magnético do monopélo.
Novamente, vamos escrever algumas grandesas canonicas. O comentéario feito anteriormente, com relagao

a sua utilizagao, continua valido aqui.
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O momento canonicamente conjugado a coordenada r;, é:

oL
7Tj = —P = mpf“j + CIA] — ng (325)
87’j

Como podemos determinar 7;(7): 7, = mip(wj — qA; + QE;), entdao o Hamiltoniano se

escreve:

. 1 1 N — —
Hp = g m7j(m) — Lp = —|—%p2 = —|—§mp(7r —qA+QE)?, (3.26)
J

onde definimos o momento linear da particula por:
p; = mpry = (1 — qA; + QE;).

(pj pode também, ser obtido através da prescricao p, < 1A, =10, — qA, + Qé#, com

q, Q) em lugar de (e, o). Daqui, vé-se que p,, ao contrario de m,, ¢ invariante de gauge.
I 1 gaug

Seguem-se as equagdes de movimento cldssicas (de L,, pelas equacgoes de Euler-

Lagrange):

—

% (aLP> SO i A QE) = V(- (A — QF))

87“2 N 87‘1» dt
— mpr=47A(VAA—QVAE), (3.27)
mas: VA A(F) = B(F) e VAE(F) = +ef"T‘LO§(F), entao:
u dﬁ_ Qepg S By
mpr = i (q—l— p— O'MO) T/\B(T). (3.28)

Ja o momento angular da particula é dado por:

l

0=TAD
Tomando-se a derivada temporal:

47 ; -
% — P AmMpi = <q + ﬁe(’;;J 7ATA B(F),
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4mr
s B 9 d (T g d.
Biiy=2L2()y=,9°2 .
FATAB(T) dm dt (r) +47rdtr
d = g Qepo \ d .
— 7 =L — ) = 3.29
e’ 47T(Q+e—a,uo at' (3:29)

com 7 um vetor unitario na diregao (e sentido) definida por uma reta que ligue o monopélo
a particula-teste.

Como o vetor Jp nao se constitui numa constante de movimento, vamos definir o vetor
de momento angular conservado, para a particula em questao, como sendo:

>z zr _ 7 _ 9 Qepo 1\
T=I+Tem=T——|a+ T (3.30)
AT e — ol

Claramente, ja que %j = 0, entao pela equacao de Heisenberg, numa versao quantica,
ele comutaria com o Hamiltoniano : [H, J] = 0.

Algumas observagoes fazem-se necessarias sobre o termo proporcional a g, que compoe

i) O termo £L7 ¢é idéntico aquele obtido na se¢ao 2.2. Como ja comentamos, tal termo

4

refere-se ao momento angular do campo “eletromagnético”, que é obtido, integrando-

—

se o0 momento do vetor de Poynting (5 =EA B) sobre todo o espago:

—

jem:/d%m g(x):/d?’x Z A E(z) A B(x),

onde E(z) e B(x) sdo os campos devido & carga +¢ e ao monopélo +g, situados em

T =17e & =0, respectivamente. Assim,
] g
B(x) = T
(z) 4’
e também:




Entao:

= . 1 ad ,q .
(Jem)i = /d393 E;(0i5 — 2:25) (m) = /dgx EJ@(E%)
fazendo-se uma integracao por partes e tomando-se o termo de superficie igual a

zero, obtemos:

Tom = — /deV . E(x) %:ﬁ- S—h (3.31)

4re

ii) A componente gQepor/4m(e — opp), que também estd relacionada com o momento
angular dos campos EeB , surge devido a presenca do termo de acoplamento nao-
minimo em L3 (como j& haviamos adiantado, quando introduzimos este termo). Ob-
serve que tal contribuicao ¢ devida a “interacao” entre B e outro campo “elétrico”’,
que denotaremos por €, que esta diretamente relacionado com E pela relacao:

élx) = (ﬂ) QB a). (3.32)
e—opo/ q
Aqui, novamente, E () é o campo devido a carga puntual +¢, situada no ponto 7,

em relagao a origem (onde estd o monopdlo).

Notemos que esta contribuicao adicional ao momento angular total do sistema
(particula-teste + monopdlo), digo, o momento angular dos campos, pode ser obtido

diretamente se nds definirmos um novo “vetor de Poynting’:

S(z) = (E(z) + éx)) A B(z) = (1 + %) E(z) A B(z),

e integrarmos seu momento sobre todo o espaco:

jgn:/dgxf/\g(x): J (q%—ﬂ)f

_E € — OlUp

Agora, passemos a andlise quantica do problema. Para isto, as quantidades classicas sao

levadas a cardter de operadores, do ponto de vista da Mecanica Quantica. Assim, por
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exemplo, o operador de momento angular conservado do sistema (ou seja, que comuta

com o Hamiltoniano: [H, J] = 0) sera:

.7:\7()+.7622r/\p—ﬁ(q+f—52m)£ (3.33)
(note aqui, a presenca explicita de A no denominador do segundo termo). Observe,
também, que a estrutura deste operador é analoga aquela do problema anterior, tratado
na Secao 2.2 (ja que a diferenga, estd no fator multiplicativo: ffT’i%) Assim sendo, entao
ele satisfaz as relagbes de comutacdo, previamente estabelecidas (equagoes (2.41-2.43),

Secao 2.1). Portanto, sua componente radial devera ser quantizada da seguinte forma

(aqui substituimos @ = o):

r g aefl n
LT = + —" ) == 3.34
r J Amhe (q e — auo) 27 ( )

sendo n inteiro (e dai, o sinal negativo ndo tem importancia, tendo surgido, porque
consideramos 7 dirigido do monopdlo a particula). E assim, mostramos o que haviamos
pretendido: que o parametro de masssa topoldgica (1), participa de uma condigao de
quantizacao. No entanto, devemos chamar a atencao para o fato de que isto nao implica,
necessariamente, em dizer que este parametro seja quantizado. Realmente, mesmo que
o monopdlo possua carga quantizada (ou seja, g = Ngp, sendo gy uma carga magnética

elementar e N inteiro), entdao, o que podemos afirmar é que a “carga’™

(- 25)
9—— >
€ — OHo

que envolve g e g (além de e e 0)%,é quantizada. Assim sendo, para que possamos afirmar

que o ¢ uma grandesa quantizada, devemos admitir, de antemao, que g e ¢q ja o sao.

60s parametros de acoplamento entre os férmions e os campos de gauge A, e H,, (e e o, respecti-
vamente), estdo presentes na condigdo acima, devido & forma pela qual definimos a corrente fermionica:
J, = ¢¥yu; e ndo J, = ey, por exemplo, como em geral é feito. Tal escolha, é aqui justificada,
porque estamos lidando com um tipo de corrente apenas (fermionica), mas que interage com dois campos

diferentes.
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Um aspecto interessante com relacao a condicao de quantizacao acima, é que se tomar-

mos o — 0 ou py — 0, independentemente, voltamos a condi¢ao anterior:

9q n
1L _x
47 2 ¢

No entanto, um ponto ainda deve ser esclarecido: como é realizada a “interagao”
entre os férmions e o setor tensorial? Seria realizado por intermédio do termo de massa
topoldgica, o qual faz o “linking” entre os dois campos de gauge? Os limites acima na
condi¢ao de quantizagao nos induzem a responder afirmativamente a segunda pergunta.
Parece que, de fato, tal acoplamento nao se dé diretamente entre estes campos (tensorial e
fermiénico) mas por intermédio do campo A, (cuja transformacao é ‘lida’ pelos férmions)
através do termo de “linking” entre ambos os campos de gauge.

Devido a invariancia de gauge de L3, podemos utilizar outros métodos para se chegar
a condicao de quantizacao obtida. Por exemplo, pela fase da funcao de onda da particula

teste (com cargas ¢ e @), terfamos:
1
U = Ujexp <f_i(ﬁ 7 — Et)) ,
mas como a particula (lembrando-se ¢ = eq’ e Q = o) estd no campo magnético do
monopdlo, entao:

P = = g A+ QGY,
e assim, teremos(com ® = B = 0):

]

\1/—>\I//:\Iloexp[h

(~.f_q,af.F+Q§.f—Etﬂ (3.35)

onde:

]

exp [ﬁ(qff—Qg)-ﬂ

Aa (3.36)
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é a variagao na fase de ¥, devido as interacoes das cargas da particula com o campo do
monopolo.

Seguindo-se os passos descritos no Apéndice A, secao A.2, chegar-se-a a expressao ja

g Qo n
+— =5
4dmhe e — oy 2

Para um problema semelhante, ou seja, carga elétrica no campo de um “monopélo”,

obtida:

mas em (2+41) dimensoes, Henneaux e Teitelboim[32] mostraram que um parametro de
massa topolégica deveria ser quantizado’. Basicamente, o modelo tratado consiste de
uma extensao da Eletrodinamica (neste espago-tempo), que comporte um termo de massa
topoldgica (que é um termo de Chern-Simons). Todavia, algumas diferengas entre este e o
modelo aqui tratado sao claras: por exemplo, neste espaco-tempo a linha de universo de
um “monopdlo” reduz-se a um ponto (e dai, o motivo de tais objetos serem denominados
“Instantons”, como ja fizemos anteriormente); além do mais, a presenga deste termo de
massa implica que a 4-corrente presente nao seja conservada (semelhante, neste aspecto, a
teoria de Proca). Por fim, cabe mencionar, que o resultado obtido por estes autores pode
ser generalizado, diretamente, para uma “Eletrodinamica” (que contenha um termo de
massa topoldgica) em (2N +1) dimensoes (N = 1,2,3,...). Neste espaco-tempo arbitrario,
tanto as “cargas elétricas” quanto as “strings” (atadas aos “monopdlos”) sao de dimensao
(N —1), ao passo que os “monopélos” propriamente ditos, sao de dimensao (N —2). (Dali,
segue porque em (2 + 1), a “string” é um ponto e o “monopdlo” reduz-se a um tipo de
“Instanton” e nao de uma particula, propriamente dita). Consulte também, a referéncia
[31], para uma discussao a respeito dos conceitos aqui apresentados.

Cabe-nos, ainda, discutir como poderia ser feita uma formulagao “4 la” Wu-Yang para

70 fato de uma teoria admitir a quantizacio do pardmetro de massa é um aspecto muito interessante
exibido por ela. Tal caracteristica, como ja se sabe, é apresentada por teorias de Chern-Simons nao-

Abelianas (veja, por exemplo, a referéncia [38]).
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este caso. Para tal discussao, é importante observar, mais uma vez, que estamos lidando
com um problema constituido por uma particula-teste, com cargas de prova frente a dois
grupos de gauge distintos, no campo de um monopdlo magnético. Neste sentido, ja que
o modelo em questao é invariante sob ambos os grupos, entao, tal formulagao deve levar
em considerac@o os dois campos de gauge A, e H,, (e nao GH, que é um tensor (dual)
de curvatura, mesmo que a interacao entre os férmions e H,, tenha sido feita através

dele; ja discutimos o porqué de tal questao). Assim, por analogia com a Eletrodinamica,

exp (%j{fl“d%)

como sendo a entidade que descreveria (quanticamente) o setor U(1)y4,, para nosso caso.

exp <%—Z£H“”dsw)

para o setor U(1) . (Note que, enquanto na primeira expressao a integral é considerada

escreveriamos:

Também, tomariamos:

ao longo de um percurso fechado; ja na segunda, ela deve ser feita por toda uma superficie
fechada).

E justamente ai que pode residir uma dificuldade: enquanto conhecemos a forma para
A, (mesmo que dependente da “string”), o mesmo nao ocorre com H,,. Isto, porque o

que conhecemos ¢ G,. Mas, ja que a relacao de H,, com G, é nao-local:

~ 1
GM = §€MV,§,\0MHH)\,

entao poderiamos ter problemas de nao-localidade (como j& comentamos, anteriormente)
ao fazermos a passagem é# — H,,. Particularmente, numa eventual teoria de campos
que descrevesse a interacdo deste tipo de particula (com cargas frente a dois grupos de
gauge) e monopolos, com aquelas descritas, propriamente, pelos campos, tal procedimento

poderia nos levar a sérias dificuldades: como a questao da nao-causalidade, por exemplo.
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Portanto, nao nos parecem bastante claros os caminhos que deviamos seguir para estudar
o problema exposto, dando-lhe um tratamento analogo aquele de Wu e Yang (para a
teoria de Maxwell na presenca de monopdlos de Dirac).

Em sintese, este terceiro (e tultimo) capitulo da presente dissertagao pretendeu, ba-
sicamente, mostrar que o parametro de massa topoldgica poderia estar presente numa
condicao de quantizacao, semelhante aquela obtida na Secao 2.2. Para que isto pudesse
ser feito, comecamos por introduzir um termo de interacao entre os férmions e o setor
tensorial. Vimos que, devido a dimensao quadri-dimensional do espago-tempo, este tipo
de interacao so seria permitida pelas covariancias de gauge e de Lorentz, através do tensor
de curvatura (ou do seu dual, como fizemos), e ndo do préprio H,, (o que, provavelmente,
torna o modelo nao-renormalizével, devido a presenca da constante de acoplamento com
dimensao canonica negativa). Discutimos, também, a diferenga fundamental existente en-
tre este termo e aquele que acopla os férmions a A,: enquanto o primeiro é, por si so,
um invariante de gauge (U(1)pu), a presenca do segundo é necessaria para preservar,
tanto a simetria de Lorentz quanto a de gauge (U(1)4,). Ainda nesta sec@o, obtivemos as
equagoes dinamicas para os campos. Para aquelas que se referiam aos campos de gauge,
reescrevemo-las em notagao de 3-vetor (como feito no Capitulo 2). Um certo problema de
inconsisténcia foi verificado em algumas dessas novas equagoes. Para soluciona-lo, gen-
eralizamos o ansatz feito no capitulo anterior, as 4 componentes da corrente fermionica
Ju-

Resolvida esta dificuldade, na Secao 3.2, passamos a estudar o sistema constituido pela
particula-teste no campo do monopdlo. Escrevemos o Lagrangeano e deste as equagoes
de movimento (cldssicas) para a particula (j& que o monopdlo é considerado estatico).
Obtivemos, também, o vetor de momento angular conservado para o sistema e discutimos

a natureza de um novo termo que aparecia (com rela¢do ao caso tratado, anteriormente).
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Passando-se ao tratamento quantico, verificamos que o operador correspondente satisfazia
as relagoes de comutacao que foram estabelecidas. Da quantizacao de sua componente
radial, seguiu-se uma condicao onde estavam presentes, dentre outros parametros, o de
massa topoldgica (119). Os limites de g — 0 e 0 — 0 para a condigao de quantizagao foram
tomados, sendo que ambos os resultados recobrem a condicao ja obtida no Capitulo 2.
Repetindo-se a andlise quantica, considerando-se a funcao de onda para a particula teste,
apontamos como se chega ao mesmo resultado. Por fim, discutimos como poderia ser
implementada uma formulacao analoga a de Wu e Yang, para o caso considerado. Devido
a questoes de nao-localidade, pensamos que este ponto deve ser mais bem discutido, para

que possamos seguir em tal procedimento.
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Criticas e Perspectivas

Tendo em vista que, em cada capitulo, comentamos sobre os principais resultados obtidos,
pretendemos nesta secao, desenvolver algumas criticas e ressaltar possiveis propostas de
continuagao dos estudos aqui iniciados.

A coexisténcia de um monopélo com “string” de Dirac com um féton massivo nao se
concretiza com o modelo aqui estudado, a nao ser que haja um “background” (no caso,
fermionico) que funcione como um suporte material sobre o qual os monopdlos possam se
acomodar. [De fato, no Capitulo 2, impusemos que a densidade de corrente deste “back-
ground” deveria satisfazer a um ansatz tipo-London da supercondutividade]. Portanto,
apesar de nao “aparecerem” no vacuo, pode ser que no interior de um supercondutor,
onde os pares de Cooper criam um meio onde o féton apresenta-se como um quantum
massivo (efeito Meissner), tais monopélos possam se configurar. Assim, os pares condensa-
dos de elétrons constituir-se-iam neste “background” (num limite estacionério) necessario
a estabilidade dos monopdlos.

Também, a questao do aparecimento do parametro de massa na relacao de quantizacao
a que chegamos no Capitulo 3, equagao (3.34), merece alguma critica. Nao se pode, a partir
dela, afirmar, estritamente, que a massa topoldgica seja quantizada (como ja discutimos,
tal afirmacao so é verdadeira se soubermos, de antemao, que as cargas ai presentes ja o
sao). Tem-se, simplesmente, uma relacao de quantizagao estendida, que no nosso caso,

envolve a massa e as cargas (Abelianas e magnética). Tal relacao se reduz, no limite de
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massa (p) nula e/ou constante ¢ nula, a condigao de quantizagdo de Dirac.

Uma critica final, bastante cabivel, é que nao apresentamos aqui uma teoria quantica
de campos para os monopodlos. Estes aparecem como meras configuracoes classicas, em
relagdo as quais estudamos alguns aspectos (a nivel de Mecanica Quantica) de sua in-
teracao com uma particula-teste. Seria conveniente, em uma etapa posterior, atacar a
questao da quantizacao destes monopdlos, mesmo sabendo-se das dificuldades em se con-
struir teorias locais para a “segunda quantizagao” de tais objetos. (Como nao nos detemos
a este ponto aqui, sugerimos as seguintes referéncias [5, 20, 68, 70] e [77]-[80]).

Outra proposta de continuacao seria efetuar a reducao dimensional do modelo aqui
estudado para D = (2+1), onde aparecerao 3 campos de natureza vetorial e 1 escalar (este
ultimo, advindo do campo de Maxwell das 4 dimensées). Ai, o termo de Chern-Simons
seria necessariamente misto em dois campos vetoriais, gerando um modelo semelhante
ao proposto por Dorey e Mavromatos[81] para descrever a QED3, com féton massivo,
sem quebra de paridade. A questao a se entender, posteriormente, é se o escalar, que
aqui provém das 4 dimensoes, pode executar a tarefa do escalar introduzido “a mao”
em 3 dimensoes a fim de gerar um pélo de massa nula no setor de gauge e garantir a
supercondutividade sem quebra de paridade.

Finalizando o presente trabalho, gostariamos de chamar a atengao para um ponto bas-
tante interessante: como Dirac mostrou-nos, a Eletrodinamica de Maxwell (i.e., féton sem
massa) admite configuragoes (classicas) estaveis de monopdlos magnéticos (no vacuo),
desde que, se permita que o potencial vetor possua uma estrutura singular (na argu-
mentagao original do préprio Dirac). Todavia, se agora, estamos lidando com uma “Eletrodinamica
estendida”, onde o féton adquire massa (por exemplo, a teoria de Proca), a introdugao
de monopdlos de Dirac fica inviabilizada (o que pode ser visto claramente em [52]). Fato

analogo acontece com o modelo aqui estudado (o que foi visto na Secdo 2.1), que descreve
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um bodson vetorial massivo, sendo neste aspecto, semelhante a teoria de Proca, com a
diferenca no mecanismo de geracao dessa massa. Conforme constatamos, isto acontecia
porque o campo magnético “sentia” a massa daquele béson® ( e daf, perdia sua simetria
esférica). Assim, o que fizemos para introduzir monopélos no modelo foi impor a relagao
(2.56) (ou sua generalizacao 4-dimensional (3.16), no Capitulo 3) que, ao fim, conduziu-
nos a equagoes analogas aquelas da Eletrodinamica de Maxwell (para o setor magnético.
Veja detalhes nas respectivas equagoes da Secao 2.1)?. Deste modo, a pergunta que nos
colocamos, é se hé algum principio fisico que nos afirme a incompatibilidade de termos
numa mesma teoria (Abeliana e em espago-tempo de Minkowski) béson vetorial massivo
e monopodlos magnéticos de Dirac. Uma resposta satisfatéria, mas apenas parcial, pode
ser dada quanto ao mecanismo de geracao de massa para os bdsons: se isto ocorrer de
forma a manter a simetria esférica do campo magnético, entao a coexisténcia de ambos
os objetos é compativel. No entanto, se esta simetria for perdida, retornaremos a questao
inicial.

Pensamos que este problema (que pode parecer simples) seja de grande relevancia no
contexto aqui apresentado, e uma resposta definitiva, se possivel, pode nos ajudar a elu-
cidar algumas questoes importantes, pelo menos no que se refere a monopolos magnéticos

Abelianos.

80 que parece fisicamente razodvel, ja que também o campo elétrico a “sentia’”.

90 que nos leva a uma assimetria entre os setores elétrico e magnético, ji que o parametro de massa

estd presente na solugao do campo elétrico, mas nao do magnético.
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Apeéendice A

Introducao ao estudo dos monopdlos

magnéticos de Dirac

Neste Apéndice, pretendemos apresentar uma rapida, mas concisa introducao sobre os
monopolos magnéticos. Estes objetos foram propostos (na moderna Eletrodinamica) em
1931, pelo proprio Dirac[19], no intuito de se entender a natureza fisica da constante de
estrutura fina: e/hc, e dai, o porqué de termos uma carga elétrica elementar quantizada
na Natureza.

Na Secao A.1, discutiremos a questao de se introduzir uma 4-corrente magnética no
Eletromagnetismo usual (na presenga de fontes elétricas). Isto é feito em conexao com
a idéia de dualidade, entre os setores elétrico e magnético. Apresentamos, também, as
equacoes que descrevem a dinamica classica de um sistema constituido por cargas elétrica
e magnética em interagdo com o campo eletromagnético. A impossibilidade (“naive”) de
tratarmos este sistema, quanticamente, vem do fato de nao podermos definir um campo,
A,, que satisfaca tanto a F),, = 9,4, — 0,A, quanto a 8MF“” = x” # 0 (com Frv =
%GMVKAF,{)J.

Na Secao A.2, obteremos, por alguns métodos distintos, a condicao de quantizacao de
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Dirac, que é a maneira pela qual a contradigao acima (com relacdo a A,,) serd solucionada,
podendo-se, assim, dar um tratamento quantico aquele sistema. Finalizando, fazemos uma

apresentacao sobre o conceito de “3-cocycle” e sua conexao com os monopélos.

A.1 Dualidade eletromagnética e monopodlos

Comecemos esta secao pelas equacoes de Maxwell:*!

VAE—%—?:} V-E=p, (A.1)
V/\E’+88—§:O V-B=0, (A.2)
que, escritas na notacao 4-vetorial, assumem as formas:
O F" = 3", (A.3)
dFm =0, (A.4)
sendo F},, o tensor do campo eletromagnético, definido como:
P L (A.5)

Denotamos por j* = (p, ) a 4-corrente elétrica conservada, e F** o dual de F..
No vécuo, onde temos j* = 0, as Equagoes de Maxwell, (A.3 e A.4), sdo simétricas

sob a seguinte transformacgao de dualidade:

Fo. — F, e F. — F, (A.6)

1%

(que equivale a fazer a troca: E — BeB — —E)

esta segao, estaremos seguin sicamen exposto na referénci inclusive com r ao as
I'Nesta secdo, estaremo do, basica te, o osto na referéncia[3], incl C elacao a
unidades. Veja também, Olive[9], para uma discussdo mais recente sobre dualidade e sua conexdo com

monopodlos e outros objetos topoldgicos (sélitons, por exemplo).
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Poder-se-ia indagar, se uma simetria andloga seria admitida na presenca de matéria,
digo, j* = (p, j) # 0! A resposta seria afirmativa, mas se introduzissemos uma 4-corrente
magnética do lado direito de (A.4), o que equivaleria a quebrar a identidade de Bianchi

aHF W = (. Assim, teremos:
0, F" = j¥ 8MF“” =x". (A.7)

Nota-se, facilmente, que as equagdes acima sao invariantes sob (A.6), conquanto que

facamos, simultaneamente:
=Xt e X — =t (A.8)
Se estas correntes resultam de particulas puntuais, entao podemos escrever:
@)=Y [t 6 - ). (A9)
i
o) =0 [ dytsta - ). (A.10)

sendo ¢; e g; os valores correspondentes as cargas elétricas e magnéticas, respectivamente.
A integral é feita ao longo da linha de universo de uma determinada particula.
A equacgao de movimento (cldssica) para uma particula com carga elétrica (¢q) e massa

(m), em interagao com um campo eletromagnético, é dada por:

d* z# wd Ty
= q _—
dr? dr

m (A.11)

(7 é o tempo préprio da particula), donde segue a expressao para a forga de Lorentz (em

3 dimenssoes):
mi=7F =q(E+2ZAB) (A12)

Por outro lado, numa teoria simétrica, em que uma mesma particula carregasse cargas

elétrica (¢) e magnética(g), entao sua equagao de movimento (cléssica) seria:

d? -
&2 4 gF)

dz,

- (A.13)
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Assim, as equagoes de movimento acima, conjuntamente com (A.7), descrevem toda a
dinamica classica de um sistema que contenha correntes elétrica e magnética em interacao
com o campo eletromagnético. No entanto, um tratamento quantico para este sistema nao
pode ser feito. Isto vem do fato de que, quanticamente, a entidade basica é o campo A,, (e
nao F,, = 9,A, — d,A,, que é o ente fisico, numa andlise cléssica)?, que ndo poderd ser
definido aqui, ja que esta expressao acima, entra em contradi¢cao com @LF o= v £ 0.
Noutras palavras: uma descri¢do quantica de um sistema (seguindo-se o procedimento
candnico) pressupde o conhecimento (a nivel cldssico) das quantidades canonicas, tais
como o Hamiltoniano, o momento conjugado, etc, que, por sua vez, dependem de A,,.
Entao, nao poder definir tal 4-vetor, implicaria, conseqientemente, na impossibilidade de
uma analise quantica, pelo menos, através deste procedimento.

E justamente neste ponto, que entra o trabalho de Dirac®, sendo capaz de mostrar
que, mesmo uma teoria com correntes elétrica e magnética poderia ser quantizada, desde

que, para quaisquer valores de g e g, a condicao:

a9 n

-~ = —hc A.14

47 2 ( )
com n inteiro, fosse satisfeita (onde ¢ e g sao as cargas elétrica e magnética, respectiva-
mente). Esta é a chamada condi¢ao de quantizacao de Dirac[19, 20], que nos afirma que,

desde que exista um monopdlo magnético (g) na Natureza (mesmo que nao fosse obser-

vado!), entao qualquer carga elétrica observada, deverd ser miltlipa inteira de eq = 27hc/g

exp<;;%/i'~df> ,

que possui, quanticamente, significado fisico. Isto sera discutido adiante.

2Mais precisamente, é o fator de fase

30riginalmente, a condicdo de Dirac foi obtida impondo-se que a string ndo possuia qualquer sig-
nificado fisico. Veremos isto em mais detalhes adiante. Nos trabalhos originais de Dirac[19, 20], esta
relac@o é escrita como: eg = nh/2. Isto acontece, porque ai, sdo utilizadas unidades Gaussianas para a

Eletrodinamica.
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(que é obtida da relagao acima fazendo-se n = 1). Até o momento, esta parece ser a argu-
mentagao mais plasivel para a quantizagao da carga elétrica. [O fato de termos explicitado
a constante de Planck (&) aqui, é para salientarmos a natureza quantica de tal condi¢ao].

A seguir, vamos obter esta condigao, explicitamente, por meio de alguns métodos

distintos.

A.2 O problema de um elétron no campo de um
monopolo magnético

Nesta secdo, consideraremos o conhecido problema do movimento de um elétron* (carga e
e massa me; nao levaremos em conta seu spin) colocado no campo externo de um monopdélo
magnético (puntual e estético, localizado na origem). Pretendemos, a partir dai, derivar
a condicao de quantizacao de Dirac. Isto sera feito por meio de alguns procedimentos
distintos: “single-valuedness’ da funcao de onda do elétron; propriedades da algebra do
momento angular; e fatores de fase ndo-integrdveis, juntamente com transformacoes de
gauge generalizadas.
O campo magnético devido a este monopélo ¢ dado por:®

97 9oL
B(f)=1-—5=-7-V (T) . (A.15)

—

Uma vez que B é um campo radial, entao seu fluxo ($p) através de uma esfera (ou de

qualquer outra superficie gaussiana fechada) que englobe o monopélo, sera:

@B:jfé-dsfzg. (A.16)
S

4Conforme feito ao longo de todo trabalho, ndo levaremos em conta, os spins das particulas.

SNesta primeira parte, estaremos seguindo, basicamente, o exposto em Ryder[21], com a diferenca no

uso do sistema de unidades (neste livro-texto sdo utilizadas unidades Gaussianas para a Eletrodindmica).
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Agora, consideremos a funcao de onda para um elétron:

¥ =dyep |2 (57— Eb)| . (A.17)

Quando ele é colocado num campo eletromagnético externo, teremos que fazer: p* —
p' — 3= A", Para o caso considerado, em que o campo elétrico externo é nulo (E = 0), ¥

sofre a variagao:

e
4mhe

b = veap (- A7) (A.18)

Assim, a fase da fungao de onda (1) = ¥pe'®, sendo « a fase), varia de:

e
4rhe

A7 (A.19)

a — o —

Para se ter uma idéia desta variacao, vamos calcula-la explicitamente. Para isto, consid-
eremos um percurso fechado (C, com 7,6 fixos e ¢ variando de 0 a 27), que limite uma

superficie aberta (.S; no caso, sendo em formato esférico). A variacao total de «, ao longo

de C', ¢ dada por:

(& — —
Aa = A-dl
“ 4dmhe ]{C

e —, — (& — = e
= A)-dS = B-dS = ) A.20
g /5 (VAd)-df = — /S ds 5(r,0) (A.20)

(observe que a passagem V A A para B na segunda linha, sé sera bem definida onde A for
regular). Além do mais, note que, se por um lado A« é dependente de A- 7, por outro,
ela estd relacionada com o fluxo ®5(r, ) (onde é possivel definir B = V A A).

Agora, consideremos um percurso C4, quando 8 — 0. Neste caso, C; é um circulo de

raio infinitesimal, que se contrai a um ponto quando # = 0. Calculando-se A, obteremos:

- (&

(& —
A = A-dl = P 0=0)=0 A.21
(B0 = Jrhe %C irhe P70 =0) (A.21)

(supondo-se que A seja regular para 0 = 0).
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Aumentando o valor do angulo 6, progressivamente, passamos por § = 7/2, para o
qual o caminho é um circulo de raio r e a superficie é um dos hemisférios da esfera. Ao
aproximarmos de § = 7, novamente, o percurso (Cs) tendera a um ponto (andlogo ao caso

0 — 0), mas a superficie tendera a toda a esfera. Neste caso, como ja determinamos em

(A.16), ®g(r,0 = 7) = g, ou seja:®

E dai vemos que:

(&

A-dl=(A =
dmthe 7{;2 (Aa)e, 4rhe

Mas como C5 tende a um ponto, entao A devera ser singular ao longo de 6 = 7, pois

de outro modo, a integral acima se anularia. Esta linha de singularidade é a “string” de
Dirac”. Observe que esta “string” nao pode ser fisica, pois ela nao estd presente na forma
de F,,, (ou de B, mais precisamente). De fato, a dnica singularidade fisica de A, estd
no ponto onde se encontra o monopdlo, para o qual B é singular (assim como, no setor
elétrico, o ponto onde se localiza uma carga elétrica puntual, é um ponto de singualridade
fisica).

Portanto, a variacao total da fase o, devido ao fluxo do campo do monopdlo, é nu-
mericamente igual aquela devido ao potencial Ada “string”. Como sabemos, pelo Efeito

Bohm-Aharonov([56], tais diferencas sao fisicamente detectéveis. Isto porque, quantica-

50bserve que a integral f oo B - dS ¢é feita em toda a superficie esférica, excluindo-se o ponto § = ,
onde escolhemos a “string”. Ora, como o fluzo magnético que atravessa a drea de um ponto é nulo, entao,

a integral acima é igual a g: [, B-dS=%gz(r,0 =7) = +g.

"Como esta linha estende-se até o infinito, entdo o campo A, neste caso, possui topologia ndo trivial,
isto é, mesmo a distancias infinitamente afastadas do monopdlo, este campo mantém-se nao-nulo. E
justamente por isso, que os monopdlos sdo entendidos como manifestacoes (ou defeitos) topolégicos de

uma teoria.
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mente, a entidade fisica para a Eletrodinamica, é o fator de fase:

exrp (% ]{Audl’“) :

(questao também discutida por Wu e Yang[57]).

Por outro lado, como queremos que tal “string” nao produza quaisquer efeitos fisicos,
entdo a variagao da fase de onda do elétron devido a ela deverd ser nula (ou mais pre-
cisamente, igual a 27n (n inteiro), de forma que exp(tAa) = 1). Isto é conseguido se
fizermos:

e n
ﬁ = Eﬁc
que é a condicao de quantizacao de Dirac.
Enfatisemos que, este método é fortemente dependente da simetria de gauge, no caso,
aquela da Eletrodinamica. Isto, porque a fase da fun¢do de onda («) estd intimamente

relacionada a transformacgao de gauge que atua em A,. Para ver isto mais claramente,

consideremos a Equacao de Schrodinger para o elétron no campo do monopdlo:

ﬁZ

2me

= v
(D*)U + e®V = 1A aa_t’

. _ _ -t _ _ T 0N :
onde: 1D, =10, —eA, < Fp, =m,—eA, (com D" = {D° D}). Assim, como queremos
que a equacao acima seja invariante de gauge, entao nao sé potencial deve se transformar

(A, = A, — 0,A(x)), mas também, a propria fungao de onda sofrerd uma transformacao:
U(z) — V'(z) = exp(+ieA(x))¥ ().

Desta forma, a variacao na funcao de onda, Aa, conforme considerado, esta relacionada
com o parametro A(z).
Outro procedimento para se chegar a tal condicao é através da algebra dos operadores

de momento angular. Seguiremos® o trabalho de Lipkin, Weisberger e Peshkin[58]. Justifi-

8De fato, vamos nos ater somente, aos pontos principais e conclusivos, mas a demonstracéo é desen-

volvida em detalhes por estes autores. Consulte também [59]-[63].
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camos tal escolha (por exemplo, em relagao a [3]), porque aqui, nenhuma assertiva é feita
com relacao ao potencial A, e portanto, sobre sua estrutura singular, que traz problemas
ao lidarmos, por exemplo, com o formalismo Hamiltoniano.

Assim, para o problema ja exposto em detalhes (no inicio da se¢ao), supde-se que o

gerador dos deslocamentos temporais (o operador de energia) seja dado por:

1
H = 2 A.22
2mep ’ ( )
sendo p o operador de momento linear:
P = meX. (A.23)

Além do mais, supomos que x e p satisfacam as seguintes relacoes de comutacao:®

[i,2;] =0, (A.24)
(i, ps] = 1045, (A.25)
[Di, pj] = —eii eBi(z) , (A.26)

sendo B o campo magnético devido ao monopodlo:

g
BZ = — i.
47r3:3x

A expressao para a for¢a de Lorentz (numa versao quantica) é dada por:

.=
pi=—Hpl=—

e
2m.h

Ja o operador de momento angular conservado (i.e., [H, J] = 0) devera satisfazer a:

(T, 2] = 1€ g (A.29)
LZ»IU] = 1€k Pk - (A-30)

9Que nao sao as Candnicas, j4 que p ndo é o momento candnico.
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Sendo J dado por:

eg X

—. A.31
dmhe x (A-31)

J=xAp+

Pode-se mostrar que (A.31) é a tnica solugao para as relagoes de comutagao acima (entre
J,x e p). Para isto, é necessario supor que x e p formem um conjunto completo de
observaveis.

Todavia, preferimos dar um significado mais concreto ao segundo termo que compoe
eg x

, X = J,.,, j& que x A p é bem conhecido).

o momento angular conservado (digo
Classicamente, ele pode ser obtido, integrando-se o momento do vetor de Poynting, T A

S(Z), sobre todo o espaco, ou seja:'

T = / P i A S(T) = / Prin (B@nB@) . (A.32)

—
)

onde E(:ﬁ) ¢ o campo do elétron (situado no ponto 7); e é(f) ¢ o campo magnético do

monopdlo (colocado na origem):

*a_i(f_f) R oS3
E(x)_élﬂ—]f—ﬂ?’ — V- E@) =ed(¥—-7), (A.33)
S 9

(x)_47rx3

Assim:

0

(\7em>i = /d3l‘ eijkx](E; A B)k = /d3$ EijkxjeklmEle
N g .
/d3l‘ EJ((SZJ — I2$j>m = /d3I EJ% (EIZ)

— Jom = —2p, (A.34)
T

(observe que falta o fator 1/c na expressao acima. Isto, porque escrevemos S=EAB ,

onde também falta o mesmo fator. Nao vamos nos preocupar com isto aqui, pois as

0Por se tratar de uma andlise cldssica, explicitaremos a natureza vetorial das grandesas como de

costume, digo, colocando um ‘—’ sobre a letra.

72



expressoes podem ser corrigidas facilmente, por uma andlise dimensional.) Assim, T é
a soma do momento angular orbital do elétron (7" A p) e do momento angular do campo
eletromagnético, jem

Feita tal observacao, voltemos a questao da condicao de Dirac. A componente radial
do momento angular (-7 = —1, dai o porque do sinal ‘+’ abaixo: enquanto 7 vai do

monopo6lo ao elétron, numa linha reta, Z toma o sentido oposto):

€g

X
i, I A.35
X J +47rﬁc ’ ( )

comuta com todos os observaveis (o que pode ser verificado por meio das relagdes de
comutagao ao longo do texto), e assim, deve ser quantizada da seguinte maneira (que é
a regra usual, Mecanica Quantica, para a componente radial do momento angular de um

sistema fisico):

eg 1
p— = — A.
dnhc 2" (4.36)

X 7
X

que é a condigdo de Dirac, equagdo (A.22). Observe que, nenhuma referéncia é feita
ao potencial A,, e assim, a “string”. Realmente, tal relacao é a condicao necessdria e
suficiente para a realizacao de todos os observaveis do sistema. Esse é o argumento fisico
para se justificar tal condicao, neste procedimento.

No entanto, ambas as particulas envolvidas nesta demonstracao, sao tomadas sem spin,
ou seja, spin = 0 (e dai, bésons). Deste modo, pode parecer contraditério que tenhamos
eg quantizado de acordo com a regra aplicada aos férmions: ~ h/2 (para n impar).
Queria isto sugerir que um sistema fermionico ( elétron +monopdlo) seria formado por
constituintes bosonicos (elétron e monopdlo, individualmente)? Realmente, uma discussao
neste sentido vem se desenvolvendo hé algum tempo. Nao pretendemos nos ater a ela aqui,
mas sugerimos as seguintes referéncias: Goldhaber[64], que trata da questao acima para o

caso Abeliano e; Jackiw e Rebbi[65] e Hasenfratz e 't Hooft[66], para o caso nao-Abeliano.
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Um procedimento de quantizagao semelhante (digo, para a componente radial do mo-
mento angular), baseado na invaridncia rotacional do problema, foi desenvolvido por
Hurst[60]. Veja também, Perez[67], que faz uso das invariancias de gauge e rotacional
para chegar & condigao de Schwinger: eg = ficn (n inteiro).!!

Finalizando este Apéndice, vamos fazer uma derivagao da condi¢cao de quantizacao de
Dirac, utilizando o procedimento de Wu-Yang[57], que é baseado na invariancia de gauge
do modelo. Para tal, vamos nos basear nos textos expostos em [3, 4, 21, 57]. Em nossa
demonstracao, vamos precisar conhecer a forma explicita para A,. No entanto, conforme
ja salientamos, este 4-vetor nao existe em todos os pontos de uma superficie fechada
que englobe o monopdlo. Mais precisamente, A, possui uma estrutura singular, como
vimos anteriormente. Assim sendo, podemos até obter uma solugao para este potencial e
definirmos B = V A f_f, exceto ao longo da linha que A seja singular.

Vamos agora, obter uma solucao explicita para A. Para isso, vamos escolher, por
exemplo, a “string” ao longo de r = —z (f = 7). Devido a simetria axial do problema,
esperamos que A = /T(T, 6,¢9) = A(r,0)és, onde é, é o vetor unitario ao longo da diregao
¢. O fluxo magnético que passa através de uma superficie aberta (.5), limitada por um

circulo, é igual ao produto do angulo sélido (subtendido por este circulo) pela carga do

HUEsta diferenca entre as duas condicdes de quantizacdo, surge, por um lado, porque no caso de Dirac,
a “string” estende-se ao longo de uma linha semi-infinita, partindo-se (ou terminando-se) do monopdlo.
J4 para o caso tratado por Schwinger[68, 70], a “string” estende-se ao longo de uma linha infinita, que
passa pelo monopdlo. A nivel de Teoria de Campos para as cargas (com potenciais possuindo estruturas
singulares arbitrarias), feita uma escolha particular dessa singularidade, e tomando-se pares de pontos
que sao conectados por ela, estes pontos possuem caracteristicas especiais com relagao aos demais pontos
do espaco-tempo. Em particular, na teoria de Dirac, este fato é explicitamente representado pelo veto de
Dirac. Por outro lado, na teoria de Schwinger, o quadro é extremamente diferente: aqui, a condi¢ao de
quantizacao (de Schwinger) tem a funcao de restaurar a equivaléncia de todos os pontos do espago-tempo,

sem qualquer excessao (e dai, a invaridncia rotacional do sistema).
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monopdlo (g): 5=(1 —cosf), que deve ser igual a :

i(1—(:088) = /g-d§:2wrsin9A(r,9)
S

47
R g 1 —cosf
= A(r,0)éy = ———-—
(r,6)é dnr sing ¢
(A.37)
que exibe, explicitamente, a singularidade ao longo de = 7 (r = —z).

Analogamente, se escolhermos a singularidade ao longo # = 0 (r = +2z), obteremos:

g 14 cosf

A(T, 9)é¢ = — 6¢

drr  sinf

Agora, vamos dividir o espago em torno do monopdlo (a esfera, essencialmente, devido a

simetria explicita), em duas regioes:

r>0 r>0
Ri,=4q 0<6<nr Ry=¢ 0<0<n
0<o¢<2m 0<¢<2rm

Basicamente, R, envolve todo o espago, exceto o semi-eixo r = +z (0 = 0), isto é, a

linha que é ocupada pela “string”; R, é andloga, com a diferenca de excluir r = —z. Se
definirmos:
. Ag)r = (Ag)g =0 - Ap)r = (Ap)e =0
A7) = (o) = (Ae)o () = (o) = (A =0 (A.38)
(Aa)o = — 35 155° (A = 7515057

Assim, /Ta e ffb sao regulares em R, e Ry, respectivamente. Observe, no entanto, que na
regiao de intersecao entre R, e R}, ambas as solucoes sao bem definidas. Deste modo, es-
peramos mostrar que ai estas duas solugoes se relacionam via uma transformagcao de gauge.
Dai, o fato de A nio poder ser definido globalmente (e de forma tnica) em toda a regiao
em torno do monopdlo. Esta transformacao nao € aquela ja conhecida da Eletrodinamica

usual, mas outra mais geral, que envolve também, a carga do monopdlo.
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Na regiao de intersecao definida acima, consideremos:

- - 2g vhe
Au(r)— A = ¢, =+—SVS! A.39
() o(7) Arrsind ® + e v ( )
E facil ver que:12
§ = erpl( L) (A0
=ex .
b 4dmthe
satisfaz a esta expressao.
Em notagao de 4-vetor, teriamos:
u vhe 1
A — A = +—S50"S (A.41)
e

Voltemos a forma de S. Para que ela seja uma transformacao de gauge permitida por um

campo fisico, entao ela deve ser “single-valued”, i.e.,:

S(¢) = S(¢ + 2m) —  exp (22)%9¢) = exp <z2hicg(¢ + 27))

eg n

Arhe 2

com n inteiro, que é a condigao de quantizagao de Dirac (A.22). Af é que a invariancia de
gauge tem sua importancia: demonstra-nos que a “string” nao possui significado fisico,
ja que duas solucoes (para A,) com “strings” diferentes conduzem-nos aos mesmos resul-
tados. Em outras palavras, variar a posicao desta “string” seria como escolher um novo
sistema de coordenadas para se tratar um problema fisico.

Fisicamente, a existéncia dessa transformacao de gauge implica em dizer que o tensor
eletromagnético é continuo e bem definido em todos os pontos de uma regiao arbitraria

(uma esfera, por exemplo) que envolva o monopdlo.

12Em coordenadas esféricas, o gradiente se escreve:

0 e ey D
V(r,0,9) _erar+ r 80+rsin98¢>
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Todavia, cabe-nos salientar que nossa demonstra¢ao nao foi extremamente rigorosa.
Isto, porque escolhemos duas “strings” particulares. Todavia, pode-se mostrar[57] que, se
repetirmos a andlise para o caso de duas “strings” arbitrarias, encontraremos o mesmo
resultado (i.e., a Condi¢ao de Dirac). [Além do mais, devemos chamar a atenc¢ao que este
trabalho foi importante no sentido de fazer uma conexao entre o Eletromagnetismo (e de
certa forma, teorias de gauge em geral) e conceitos da geometria diferencial (especialmente,
o de fibrados). Neste sentido, o texto acima apresenta esta lacunal.

Apenas de passagem, vamos comentar sobre a relacao entre o problema dos monopdlos
magnéticos e o conceito de “cocycles”, em particular, o terceiro (geralmente denominado
“3-cocycle”). Para uma melhor compreensao do assunto, consulte [71]-[76].

Assim, consideremos uma regiao com um campo magnético arbitrario (é , inclusive
aquele gerado por fontes, puntuais ou nao). Para uma particula (carga elétrica e e massa

m., = 1,edai, p= F) colocada nesse campo, a expressao (cldssica) para a forga de Lorentz:
F =epAB,

s0 poderd ser representada via uma relacao de comutagao com o Hamiltoniano:

. 1
f:p:%[l.%H},

se a seguinte algebra de comutadores:
[ri,7;] =0 [ri, pj] = 204 [pi, p;] = 1e€iji By,

for postulada.
Segue dai, que a quantidade invariante de gauge: U(a) = exp(1a - p) implementa as

translagoes espaciais:
U@)f(r)U™(a) = f(r +a),
onde f(r) é uma fungdo da posi¢ao, somente.
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Compondo-se duas transformagoes, temos:
U(ar)U(az) = exp(1ed(r; as, az))U(as + az),

onde ®(r;ay,as) representa o fluro magnético que passa através do triangulo definido
pelos vértices: r,r +a; er + as.

Por outro lado, pode-se mostrar que tais translagoes nao sao associativas, ou seja:

{U(a1)U(az)} U(as) = exp(1e®(r;ay, az, ag))U(a1) {U(az)U (az)}

= exp(2mws)U(ay) {U(az)U(as)} .
Aqui, definimos o “3-cocycle” como sendo a exponencial acima:
exp(2mws) = exp(1e®(r; a;, az, az)),

onde ®(r;ay,aqg, ag) representa o fluxo magnético que atravessa toda a drea que limita
o tetraedro formado por ay, as, az, com vértice em r. Assim, o “3-cocycle” constitui-se
numa medida da nao-associatividade da algebra de comutadores acima, implicando na

violacao da identidade de Jacobi, dando-nos:

i [Pis [pjs o] = eV - B #0

(se B ¢ gerado por fontes).

No entanto, uma composi¢ao nao-associativa nao podera ser bem definida no espago
de Hilbert. Dai, para que um tratamento quantico (no formalismo canénico) possa ser
implementado, entao devemos ter:

w3 ="nNn

com n inteiro. Observe, que a associatividade (para os geradores das translagdes) podera

ser restabelecida se: B for gerado por uma carga puntual, V-B = g0° (de forma a preservar
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a integrabilidade de w3, ou de fv V- é, para valores arbitrarios de a;); e também, que a
condigao de Dirac (A.22) seja satisfeita.

Ainda assim, no ponto onde estd o monopdlo (mais geralmente, onde V - Bé singular),
a identidade acima sera violada. Por um lado, se excluirmos este ponto do espaco em
consideragao (uma vez que nao haverd U que realize uma translagao até ele [71]), entao a
violagao nao prevalecera. Por outro, se considerarmos esta distribui¢ao de fonte (i.e., ndo
fazermos tal exclusdo) teremos uma forma infinitesimal para o “3-cocycle”, ou seja, ws
estara presente na identidade acima. No entanto, em sua forma unitaria ele permanecera
inécuo [72]:

exp(2mws) = 1.

Portanto, segue do exposto acima, que no caso de monopdlos de Dirac, este problema de
nao-associatividade estd ausente. (A mesma conclusao é vélida para os monopélos aqui

tratados, cuja verificacao é direta).
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Apendice B

Graus de liberdade fisicos para os

campos no modelo CSKR

B.1 O papel das simetrias de gauge nesse contexto

Sejam as transformacoes de gauge locais para os campos A, e H,,:

Au(w) — A ) = Aua) — M) (B.1)
Ho(x) > Hj,(2) = Hu(2) + 0,6, (x) — 0,6, (). (B.2)

Considere também uma Ag¢ao que seja invariante sob elas. Mostraremos entao, que tais
simetrias terdao o papel de diminuir a quantidade de graus de liberdade (g.l.) fisicos
propagados pelos campos. Para isso, ¢ mais conveniente trabalharmos no espaco dos

momenta. Definimos entao, as transformadas de Fourier:

d*p w3
W) = [ e o) (B.3)
d*p S
Wu(x):/(2ﬁ4)e W.(p) (B.4)
Woule) = [ (;% W, (), (B.5)
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para um escalar, um 4-vetor e um tensor de rank-2, respectivamente. O simbolo sobre as
letras denota a transformada de Fourier.
Vamos escolher uma base linearmente independente, nesse espaco , como sendo:
P =(p° +p)
p' = (", —p) (B.6)
of =(0,ar)
sendo que p.d; =0, com I =1,2.
Expandindo os campos em termos dos vetores dessa base, temos:
AM(p) = ap" + bP* + craf (B.7)
H"™ (p) = —H""(p) = dp'p” + frpla) + g el + hysafal). (B.8)
onde: ultv¥) = utv¥ — urot.
Aqui fica claro o nimero de componentes independentes para cada campo: 4 para A,
e 6 para H,,, que sdo os parametros a,b,...hy; (sendo hy; = —hyr). Estes parametros
sao funcoes escalares do momento.

Escritas no espago dos momenta (lembrando-se da prescricao: 0, < wp,), as trans-

formagoes de gauge, expressoes (B.1) e (B.2), tomam as formas:
At (p) — A (p) = A¥(p) — p"A(p) (B.9)
H" (p) — H"™ (p) = H" (p) + w"€" (p) — " €" (). (B.10)
Estudemo-as em separado:
i) Expandindo (B.9), temos:
a'p” + V'pt + c}“a? = ap + bp* + ok — ipPA,

donde vé-se, claramente, a dependéncia de gauge do parametro a: a' = a — 1A.

Portanto, o coeficiente a (ou d', j& que, fisicamente A, e A}, sao equivalentes) nao
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ii)

pode ser um g.1. fisico propagado pelo respectivo campo. Noutras palavras, podemos
encontrar um gauge no qual tal parametro possa ser anulado. Portanto, sem qualquer

perda de contetido fisico, podemos escrever:

~

At (p) = bp" + crof (B.11)

A componente a (ou a') esta associada ao setor de spin = 0 do campo A, (ou
seja, ao potencial ®, no espago de coordenadas). Assim, ja que a = a(p), entao é
necessario que a transformacao de gauge (sobre A,) seja local: A = A(x), para que
ela possa anular este parametro em todo ponto, e assim, subtrair a componente de

spin = 0 deste campo.

Repetindo o procedimento para (B.10):

/

dptp! + fiprad + giptalt + B alta) =
V]

= dpp! + frptal) + gpal) + hysalal
+ apt(tp” + up” + vial) — " (tp! + upt + vrak),
onde &#(p) = (tp* + up* + vrak).
Tal expressao nos da:
d =d+w
fr = fr+wi,
isto é, tanto d quanto f; sao dependentes de gauge, e assim, nao poderao se constituir

em g.l. fisicos propagados por H,,. (O comentério feito acima, sobre a localidade

das transformagoes de gauge aplica-se também aqui). Entao, escrevemos:

~

" (p) = grp*alf + hysaf'a’. (B.12)
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Pode parecer estranho, o fato de que apenas 3 g.1 ( e nao 4) terem sido subtraidos
pela transformacao de gauge de H,,, ja que ela ¢ implementada por um 4-vetor, §,.

Isto é explicado, lembrando-se que esta propria transformacao:

(0 — 0)

é invariante sob:
& — &+ Ouw ()
(w sendo uma fungao regular). Assim, analogamente ao que fizemos para A, no

espac¢o dos momenta:

~

§u(p) — &u(p) +wub(p) = &\(p) = &olp) +w(p),

~

e dai, éo(p) pode ser anulado por uma escolha apropriada de w(p). Assim, das 4
componentes de ,, apenas 3 (as vetorias) é que terdo importancia na transformagao

de gauge que atua em H,,. Neste sentido, podemos escrever:
¢ ={e,¢ =1{0,¢}

sem perda de generalidade.

Portanto, apds o uso das simetrias de gauge ficamos com 3 g.l. para cada um dos campos.

Mostramos assim, o que pretendiamos com respeito a tais simetrias. Estes g.l., sao ditos

“off-shell”. Apds o uso das equagoes de movimento, somente aqueles que se concretizarem

como g.l. é que serao fisicos (chamados “on-shell”).

B.2 As equacoes de campo e os graus de liberdade

on-shell

No intuito de mostrar o que haviamos afirmado no Cap. 1, vamos distinguir dois modelos:
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1. Modelo livre: Temos o seguinte Larangeano:

1 1
ﬁfree - +8GMVHGMVH - ZFMVFNV, (B13)
que nos conduz a:
O F*" =0 (B.14)
0,G"" =0, (B.15)
(B.16)
além das identidades de Bianchi (equagoes (1.8,1.9 ), no Capitulo 1).
No espago dos momenta, (B.14) e (B.15) tomam as formas:'
(p*nH — p“p”)AV(p) =0 e (B.17)
pu(p,uﬁwa +puﬁnu +pnﬁyu> _ 07
ou ainda:
1 va, K v, Ko Ko v vB, .o, K 3
(5[77 0™ =P p® e pp” 4+ p)Haﬁ(p)ZO, (B.18)
(aqui, escrevemos o termo entre “[ |7 anti-simetrizado, por conveniéncia) cujos
propagadores livres (i.e., a “tree-level”) sdo, respectivamente:
v 1 ynz
A (p) = E@ e (B.19)
pv,o3 L /1 pa, By uB av 1 po, Br pB o v
A W) = 25 5 (0™ =) = o (W™ —ppY) ), (B.20)

cujos pélos nos mostram que ambos os campos possuem massa nula: m?% = m?% =

p? = 0. Com os projetores O e w definidos por:?

'Para este caso (modelo livre), as identidades de Bianchi nao desempenham nenhum papel com relagao
ao numero de g.l. propagados pelos campos. Assim, nao nos preocuparemos com elas na analise que se

segue.

2Claramente, eles satisfazem as seguintes condicdes de ortonormalidade:
v . v _ . v _
OO, =0 ww,, =04 O0"w,, =0
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() e

Agora, para mostrarmos, explicitamente, a quantidade de g.l. propagados pelos

campos, deveremos retomar suas equagoes de movimento, (B.17) e (B.18). Usando-

se também, (B.11) e (B.12), obtemos:

(P’ — ptp?)(bp, + crap,) =0,
p(gp¥a + hyal’ )y pp? (gl + higalfall) +
+pﬂpﬁ(912_?[“04§] + hIJa[[uOé;]> =0,

mas: p? =0 e ptay, = p'ar, = 0. Entdo, restam-nos:

bp"'p"p, = 0= b=0,

logo:
Au(p) = 010/;
além de:
gl =0 =g =0, I=1,2.
e assim:

H" (p) = hpgaky,  hpy= —hyr

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)

Portanto, para o modelo livre, A, comporta-se como um campo vetorial sem massa,

propagando 2 g.1. fisicos (on-shell), enquanto que H,, descreve um escalar de massa

nula, tendo assim, apenas 1 g.1. on-shell.
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2. Modelo com termo de “mixing”: Neste caso, temos o Lagrangeano ja conhecido:

1

1
6G“WGWH — ZFWFW + 1€ ma AMOY H™

£1:‘|—

Que nos dao as equagoes de campo e as identidades de Bianchi ji conhecidas (1.6-

1.9), no Capitulo 1).

Escritas no espaco dos momenta, as equacoes de campo ficam:

(1) ™ (p) = — o€ (1) Hp(p) , (B.25)
(1) G (p) = +110€”"* (1pr) A, | (B.26)
donde segue-se que:3
F(p) = +p10€" " Hop(p) (B.27)
G (p) = +poe™"* A,(p) (B.28)

ou ainda (lembrando-se das definigoes dos duais):

Flu(p) = =2p0H,(p) (B.29)
Gu(p) = poAu(p)., (B.30)
Que sao relagoes de vinculo entre os campos de gauge e os tensores de campo. Ea

partir destas equagoes que vemos o papel a ser desempenhado pelas identidades de

Bianchi (escritas no espago dos momenta):

(1) (p) = 0 => (1p) A%(p) = 0, (B.31)
() F (p) =0 = (1p) H™(p) = 0 (B.32)

30bserve que no espaco de configuracdes, um procedimento anslogo poderia incorrer em célculos e
definigoes nao-locais de campos. Novamente, chamamos a atencao para o fato de que, estamos trabalhando
no espaco dos momenta, com a finalidade de estudar a quantidade de g.l. dos campos. Para tal, o que se

fard a seguir, é correto.
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O que, em palavras, nos diz que , a cada uma das identidades estd associada uma
condigao de gauge, que deverd ser escolhida (e utilizada) nas equagoes de campo

(aqui no espago dos momenta).

Para facilitar a discussao que se seguird, vamos agrupar as equacoes anteriores em

dois grupos:

4 “ R AV
(Zpu)FW@) = _NOGVpaﬁ(lpp)Haﬁ = —2u0G (p) ,

~UV

G (p) = moA(p), (B.33)

~

| = () A" (p) = 0.

( N ~ ~ VK
(1) G (p) = +10€"" P (1pa) Ap = +10F (p)
o pv A
F(p) = —2poH" (p) (B.34)

| = (w)H"™(p) = 0.

Observe que qualquer um destes grupos contém todas as equacoes de movimento
(que sao as duas primeiras de cada grupo), bem como a identidade de Bianchi que
lhe seja relevante (como vimos, basicamente, uma escolha de gauge apropriada). Vé-
se, claramente, que a identidade de cada grupo segue como conseqiiéncia imediata
das préprias equagoes de campo. Portanto, qualquer um dos grupos acima descreve,

equivalentemente, toda a fisica contida em L.

Vamos agora, obter os propagadores e o espectro de particulas para este Lagrangeano:

i) Primeiro grupo: substituindo-se a segunda destas equagoes na primeira, obte-

1mos:

(1) F™ = (1p,) (p A” — (1p” AM) = 202 AV

que nos da:

[(p* = 2ud)n™ — p"p"] Au(p) =0, (B.35)
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i)

sendo que, ao usarmos a terceira equacgao (pufl“ = 0), teremos:
(= 2u3) Au(p) = 0, (B.36)

que ¢ a equacao de Klein-Gordon para um campo vetorial massivo em movi-

mento livre. Seu propagador é:*

—1 —1
m (@W/ + w’“”’) = —>77/U/ . (BS?)

At (p) =
A0 (p? — 2443

E dai, vemos que A propaga-se como um campo massivo: M3 = 2u3 = p*.

Para mostrarmos, explicitamente, que A, propaga 3 g.l fisicos, vamos expandir

a equacao de Klein-Gordon para flu:
(0 — 242) (7 + cral) = 0, (B.38)

mas p? = 2u2, o que segue da estrutura de pélos do propagador (B.37), e assim,

teremos:

~

At (p) = bp" + craff . (B.39)

E assim, mostramos que A, propaga 3 g.l fisicos.

Para o segundo grupo, teremos (seguindo-se os passos anteriores):

1 rvo, K,

5! 1P (p* — 2p2) Hap(p) = 0, (B.40)

(onde ja usamos a condicao de gauge), que é uma equacao tipo Klein-Gordon

(em analogia com o campo vetorial) para um tensor anti-simétrico de “rank-2”

“De fato:

(AZ’”(p)) (p® — 2ud) A, (p) = A*(p).
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massivo, cujo propagador é:°

1 1 KU A, VK
m§[U“ N’ —=n"n }7 (B-41)

A" (p) =
e daf, vemos que, realmente, H,, comporta-se como um campo massivo: M7 =
+2u5 = p*.
Uma anélise semelhante ao caso anterior, mostrara que H . propaga 3 g.l fisicos

(“on-shell”):
H" (p) = gip" o + hisal'al (B.42)

e assim, este campo comporta-se como um campo vetorial massivo, no modelo

em questao.

Poder-se-ia questionar, se temos aqui, duas particulas vetorias massivas (sendo de-
scritas por L;). A resposta é negativa: na verdade, o modelo descreve apenas, e
tao somente, um bdson vetorial massivo ( e assim, 3 g.l fisicos, e nao 6). O que
acontece, é que este modelo permite-nos que tal particula seja descrita, ou por um
campo vetorial (primeiro grupo de equagoes estudado) ou por um tensorial anti-
simétrico (segundo grupo), indistintamente. A descrigdo da particula por um, ou
outro campo, esta relacionada com a escolha de um determinado gauge. Feita uma
escolha, seremos levados a descrever este béson por um determinado campo (es-
tando o outro, ausente do modelo). (Para uma discussao sobre o assunto, mas com

enfoque diferente do apresentado aqui, sugerimos [40, 42]).

A seguir, faremos uma demonstracao alternativa, sobre a questao do espectro do

modelo (£;). Particularmente, o fato de estarmos lidando com apenas 3 g.1. fisicos,

5J4 que:

(A%”’“(p)) (;[77‘”775” — ™) (p* — 2u3)ﬁap(p)> = H" (p)
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aparecera com bastante nitidez aqui. Para isto, vamos considerar as equacoes de
campo e as identidades de Bianchi obtidas para Ly, escritas em notagao 3-vetorial,
ou seja:

F,={E,B}  Gu.={BE}.
Que sao as quantidades invariantes de gauge. Dai, a andlise que faremos a seguir
¢ invariante de gauge (ao passo que aquela feita anteriormente, é invariante de

Lorentz).

Para evitar repeticoes desnecesséarias, reescrevamos as equagoes (2.12-2.18; Segao

2.1) no espaco dos momenta. Para isto, supomos que os campos (designados gener-

icamente por U) podem ser expandidos em solugées de ondas planas:®

Ulx) = ﬁ / ket O (k)

seguindo-se dai, a prescricao:

au‘_”ku:> %HH_{‘OEM
V <k
Desta forma, teremos,
kA B(k) = wE(k) + 2u0E (k) (B.43)
k-B(k)=0, (B.44)
kAE(k)+wB(k) =0, (B.45)
k- E(k) = +2u0B(k) (B.46)
kNER) = —yuoB(k), (B.47)
kB(k) + wE(k) = wuoE (k) | (B.48)
k-E(k)+wB(k)=0. (B.49)

6 Aqui, preferimos usar k,, em lugar de p,,. Assim, k é o vetor de onda, que especifica sua direcio e seu
9 I 12 ) ) 11

momento. Escrevemos, também: k, k" = k2 =w? — k2.
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(os campos acima sendo fungoes de k).

Agora, multiplicando-se kA na equacao (B.45) e utilizando-se (B.43, B.46 ¢ B.48),
obtemos:

(@ = B E(kK) = +22 B ()
e entao: k* = 2u2, ou seja, E se propaga como uma radia¢do massiva. [Relagoes de

dispersao idénticas sao facilmente obtidas para os demais campos].

A seguir, vamos mostrar que todos os demais campos sao completamente determi-
nados por Ee pelo vetor de onda k. Para o vetor B isto ¢ imediatamente verificado
a partir das equagoes (B.44 e B.45):

FAB(R) o E-Bk)=—1F-(FnBh) =0,

gl
€

dai, vemos também, que B ¢é perpendicular a k.

Também para o escalar B, tal verificacao é imediata (da equagao B.46):
B(k) = ——F - B(k)
a 21419 ‘

J& para £ , podemos usar as equagoes (B.46 e B.48) que nos conduzem a:

k(k - E) + 2y = —202E —

— E(k) = _@_ZO (k) — 2;” k(k- E(k)) =
— &r) = (E(k) + E@'k];j(k)))

(onde usamos k2 = w? — k% = +242). Daf, vemos que € possui uma componente ao
longo de E e outra ao longo de E, sendo completamente determinado por estes dois
vetores.

Assim, mostramos o que haviamos pretendido: que a radia¢do livre (no vacuo),

descrita por £, propaga 3 g.1. fisicos (que seriam representados pelas 3 componentes
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independentes do vetor E), ja que agora, ela apresenta uma relacao de dispersao

massiva.”’

"E claro que uma andlise similar nos mostraria que todo o conjunto de campos poderia ser determinado
- S o
a partir de (€, k) (neste sentido, E e £ se equivalem). Isto ndo modificaria nossa conclusdo com relagao

ao espectro.
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